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Introducción 

La matemática del siglo XX 


Definición de la matemática. — Dice Bord, en Les Grands 
Courants de la Pense e muihematiquc, que la matemática puede defi¬ 
nir sf.% cada vez con mus razón, como la ciencia que estudia las reía* 
dones entre ciertos entes abstractos, definición también de manera 
abstracta, sin otra condición que su compatibilidad, es decir, la no 
contra dicción entre esa* definición es. 

Pero, ¿que son entes abstractos? Consideremos los dos procesos 
intckriuaics opuestos de abstracción y discriminación. La abstracción 
consiste en apreciar analogías prescindiendo de las diferencias* mien¬ 
tras que la discriminación, al contrario* consiste en apreciar diferencia* 
prescindiendo de las analogías. 

De ly* relaciones de igualdad o equivalencia, esto es, con los tres 
caracteres: idéntico —cada objeto es igual a sí mismo—* recíproco—si 
un objeto es igual a otro, éste lo es a aquél—, y transitivo - dos objetos 
iguales a un tercero son iguales entre sí—, surge, si se prescinde de las 
diferencias entre objetos iguales, el sobstratum común a todos ellos, 
que es un ente abstracto: el ejemplo más sencillo lo ofrece el número 
natural o cardinal de una colección finita de objetos, que surge, al fjrea- 
cindir de la naturaleza de dichos objetos* en la emir limación o corres¬ 
pondencia biunivoca de los conjuntos finitos, liste proceso de abstracción 
es sin duda inconsciente, porque el concepto de número natural es primb 
t¡vo en el hombre civilizado, y anterior a toda noción matemática. 

Del cáleuJo con números se pasa al cálculo con letras que representen 
irulisti utilmente cualquier numero; este procedimiento, hoy familiar u 
los al u mil os de la instrucción elemental, se consideró entonces como 
abstracción de ab&tracciones. La cartera de abstracciones a»! empren¬ 
dida ha conducido finalmente a la colosal obra de N. Bourbaki, 
Élcments drs Mathernatiques, que recoge, sistematizados, lo» último» 

militados de la matemática actual. Se ha llegado asi a la unidad de la 
matemática* ron imtrperulencia de cualquier escuela filosófica. 

Análisis y geometría. — La antigua clasificación en análisis y 
geometría conserva todavía, a nuestro juicio, un valor didáctico* ade¬ 
mó» del histórico. El análisis es La ciencia edificada sobre la noción 
dr números, y se clasifica en algebraico y trascendente, según prescinda 
o no de la operación del paso al limite. 

La geometría es, en cambio, según F* Klein* el estudio de las propie¬ 
dades de las figura» o conjuntos de pumos de uti espado que permanecen 
invariantes en la» transformaciones de un grupo, es decir, de las propio 
rinde» comunes a una figura y a sus transformada* en un conjunto de 
operaciones o correspondencias que contengan la operación idéntica, 
que deja invariante cada figura; la inversa de una operación, es decir, 
la que hace corresponder a una figura transformada la figura primitiva, 
y el producto de dos operaciones* o sea la que resulta de aplicarla suce¬ 
sivamente, Cada grupo de transformaciones define* pues, una igualdad 
o equivalencia con los tres caracteres, idéntico, recíproco y transitivo, 
entre nada figura y su transformada; y red prora mente* cada igualdad 
o equivalencia define un grupo do operaciones o transformaciones que 
»e obtienen asignando a cada figura una de stia equivalentes. Los inva* 
ríanles en la» transformaciones del grupo non los ente» abstractos nacidos 
de la equivalencia correspondiente, cuyo estudio constituye la geometría 
basada en dicho grupo. 

La noción (le espacio. — Pero a la definición anterior de F. Klein 
le queda bu por precisar la noción de espacio, que posteriormente edifi¬ 
caren axiomáticamente, primero Pa&eh, y después Verán ese, Peano, 
HUbert y Schur. Hay que distinguir el espado real, que es el que 
perciben nuestros sentidos ; rf espacio intuitivo* representación mental del 
anterior* y el espacio abstracto, conjunto de entes abstractos cualesquie¬ 
ra» con ciertas relaciones expresadas por axiomas o postulados exento» 
de contradicción y mutuamente independientes. 

Descartes (1596-1650), a\ crear la geometría analítica, fundió el aná¬ 
lisis y la geometría. La aplicación sistemática del cálculo infinitesimal 
a los problema» geométricos originó la geometría diferencial, que 
permitió a Minkowski, Lorenz y Einsteín la creación del cálculo dife¬ 
rencial absoluto, t:l cual, a su vez, permitió a este último formular su 
teoría de la relatividad generalizada, actualmente discutida por Majo- 
rana, Míltie, BurnUton, Brown, Rapier, Alvar ex López, Dingle, etc., 
y muy especialmente por J. Palacios, que ha desarrollado otra nueva teo¬ 
ría que la substituye. La geometría diferencial estudió smcmuucamenie 
espacios no eurl himnos, en particular los de Lobatcbewski y Ricmanu; 
espacios, por consiguiente, no intuitivos, aunque todavía formados por 
punto» con coordenada* numérica*. 

Fue Fréchet quien, en una brevísima comunicación a la Academia 
río Ciencias de Parí», en 1902» y después en su libro Les es paces 
abstraiis, creó la teoría de espacias abstractos, es decir, formados por 
ente» cualesquiera que verifiquen las relaciones de compatibilidad a que 
se refiere la ya mencionada definición de Líorel. Las contribuciones 
posteriores de Urysobn y Haussdorf son perfeccionamientos de trans* 
canden tal interés que* coi no tantas veces sucede en la historia de la 
matemática, han perpetuado sus nombres, substituyendo al del propio 
iniciad i ir. á\ noción de dimensión tenía que ser ampliada a estos 
espacios; así lo hizo Fréchet en su libro y, posteriormente, Meagcr y 
Brouwer, con mejor fortuna y orientación original totalmente distinta. 

Con la creación de los espacios abstractos, el matemático dejó de ser 
el biógrafo de vidas reales para convertirse en el novelista que crea 
tipos con su fantasía; pero esta fantasía, inherente a toda creación del 
espíritu, tiene aquí un restringido límite, impuesto por las relaciones 


con oirás teorías, y todavía más por el fenómeno matemático natural. 
A pesar de ello, legiones de matemáticos se dedicaron, desde la genial 
concepción de Fréchet, a crear espacios abstracto» a voleo, compen¬ 
sando sti mediocridad con Utt traba jo intensa, y sin otro criterio en la 
elección rJr sus condiciones d< definición que el cómodo ¡luir de las 
demostraciones. Esta fiebre ha desaparecido, y cuando hoy se introduce 
un nuevo espado, se cuida el autor de indicar sus aplicaciones. 

Precisa mente cu esc criterio de edredón entre Ja infinitas posibili¬ 
dades que se le ofrecen al investigador estriba, según Perneare* la clave 
dr la invención. Un ejemplo ¡insuperable de elección afortunada en la 
definición de un espacio es el de Battach* que figura en su obra Théorie 
des apératians Hneaires y ha sido reproducido en multitud de niemoms, 
porque en él subsiste gran parte del análisis matemático de siglos 
anteriores hoy denominado análisis clásico* 

Norma inequívoca para la elección de las condiciones que definen 
espacios es, según hemos indicado, sus aplicaciones a otras ciencias, 
especialmente n la física* Kepler pudo descubrir las órbitas de los 
planetas y dé los cometas porque, diecinueve siglog antes» loa griego» 
baldan hecho un estudio sistemático, aunque puramente teórico, de la» 
secciones de un cono por un plano, las denominadas cónicas; y la 
creación del cálculo diferencial absoluto, indispensable, como ya hemos 
dicho, para la expresión de las leyes de la relatividad de Einstem* 
»tt apoyó en una parte de la geometría diferencial, que ya estaba 
ampliamente desarrollada; sin embargo, el proceso ha sido casi siem¬ 
pre el inverso: han sido los matemáticos lo» que han seguido la» 
huella» de los físicos e introducido el rigor en la» teorías por ello» 
formuladas, aunque nunca rectificándolas. La intuición de los físicos les 
¿a permitido la obtención de resultados verdaderos, con métodos mate- 
milicamente i m perfecto*. 

Un ejemplo tipien, en nuestra época, es la pseudofunción S de Dirac* 
Dirac sabía que no manejaba una función en el sentido que le atri¬ 
buían los rigoristas matemáticos posteriores a ta definición de Dtr- 
icblel, que también se amoldó a la llamada nritmetizacián del análisis 
matemático, iniciada por Abel y Otuchy, y terminada por Bolzano y 
Weterslrass; a pesar de dio, no se equivocó- Después se han hecho 
muchos ensayo», mas o menos afortunados en cuanto a naturalidad y 
sencillez, para encajar la noción de IHrnc en una u otra teoría ma¬ 
temática. La superioridad de tu teoría de las distribttcioncg do 
Schwartz, que amplía y limita la noción de [unción de Dirichlet, no 
estriba en su sencillez, sino en su amplitud, que permite aplicarla a 
otros campo» dd análisis matemático; por ejemplo* a las rruucioneft 
hiperbólicas en derivadas pardales de la aerodinámica supersónica. En 
esta teoría* la función $ de Dirac aparece como derivada de la fundón 
de Hcaviside del cálculo opcracíonal, confiriéndole el puesto que lo 
corresponde dentro del análisis matemático: d de un ejemplo sencillo* 
importante en física, de una teoría general* 

La, especialízaciún que hoy impone cada rama de la ciencia no per¬ 
mite, normalmente, que surjan figuras como aquellos sabios antiguos 
que eran a la vez filósofo», matemáticos y físicos. F^i compensación» lx 
matemática ha alcanzado su unidad, con independencia, como ya indi¬ 
camos, de toda teoría filosófica. Esta unidad la ha alcanzado con las 
estructuras, que tienen su origen en la definición axiomática de] nlimero 
natural mediante las leyes formales de calculo formuladas por Hilbcrt. 

Matemática estructural y matemática clásica. — Se llama 

actualmente estructura a todo sistema de ente» abstractos mutuamente 
relacionados por ciertas proposiciones o axiomas que, romo en la 
definición de espaeio t son compatibles e independientes* En primer 
lugar, existen Eres estructuras madres: las algebraicas, definidas sola¬ 
mente mediante adicione» y substracciones, o multiplicaciones o divi¬ 
siones, con las propiedades del cálculo aritmético, salvo la conmutativa, 
que no siempre se cumple (su estudio constituye el álgebra actual, que 
se ha denominado moderna, abstracta, etc., para distinguirla del álgebra 
clásica, que era el estudio de los polinomios con coeficientes numéricos 
y el cálculo de sus raíces); las de orden, donde se definen los elementos 
posteriores a otro elemento de modo que se cumpla la propiedad tran¬ 
sitiva* y que contienen como casos particulares los números ordinales y 
transfinitos, los filtros, los conjuntos dirigido», etc.» y las topológicas, 
en que se definen la vecindad, acumulación o contorno. Estas estructura a 
se combinan entre sí* obteniéndose así una clasificación armúnica, que 
pudiera llamarse estructural, de la matemática actual 

Éste ha sido el criterio organizador de la citada obra de PE Bourbakí. 
Conviene, sin embargo, señalar que el profesor Dicudonnúc, unn de 
lo» más destacados impulsores de cata colosal obra, escrita por eminen¬ 
tes matemáticos franceses de la actual generación, en colaboración 
íntima y anónima, ha tenido que advertir, en el prólogo a una ubi a 
sobre la moderna geometría algebraica, que para comprender esta 
matemática estructural es necesario conocer antes a fondo la matemáti¬ 
ca clásica, y que prescindir de la misma desde el bachilléralo o en lo» 
primeros cursos de la Facultad* como pretenden algunos, deslumbrado» 
por las memorias de algebristas y t apólogos actuales, es “didáctica 
mente equivocado» histórica mente absurdo, conceptual mente hiperlrú* 
fico y científicamente inútil”, para emplear la misma frase del profesor 
Pascal que el ilustre matemático español J* Rey Pastor cita en una 
ñola del prólogo a »u Análisis algebraico. Por esto* en la obra de 
llourbiiki figuran también los principales resultados clasicos, para guiu 
del lector no familia rizado con tan elevados grados de abstracción- 

Ricardo SAN JUAN 
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Aritmética y Algebra 

Reseña histórica 


La aritmética, cuyo objeto es e! estudio de los mi meros, es sin 
duda la más antigua de las ciencias: nuestros antepasados debieron 
reconocer su imperiosa necesidad desde el momento en que empezaron 
a realizar intercambios. 

Los dedos fueron, para nuestros antepasados, los primeros instru¬ 
mentos de cálculo, como todavía lo continúan siendo para los niños: 
a este hecho se debe la base decimal de la numeración, liste empleo 
de los dedos para contar era forzosamente limitado y pronto debió 
reconocerse la necesidad de emplear signos materiales que dieran per¬ 
manencia a los resultados obtenidos: utilizaron entonces granos de 
trigo, nudos hechos en cintas, etc. 

Los sistemas de numeración hablada y escrita datan de la mus remo¬ 
ta antigüedad. En 1845 se encontraron, en los alrededores de Senkereh, 
dos tablas babilónicas cuyas inscripciones databan de aproximadamente 
dos mil años antes de nuestra era. En una de ellas figuraba una tabla 
de los cuadrados de los 60 primeros números: los primeros cuadrados, 
hasta 8 3 , estaban escritos, al parecer, en el sistema decimal, pero no 
ocurría lo mismo con los siguientes. El 8^ estaba escrito 1,4; V", 1,21. 
lo que parecía indicar 60 + 4, 60 + 21 es decir, el empleo de la 
numeración sexagesimal. En la otra tabla figuraban observaciones astro¬ 
nómicas, con la misma notación. 

Los egipcios utilizaron la numeración decimal* Tenían un signo 
particular para representar cada unidad; una línea vertical para una 
unidad simple, un círculo abierto para una decena, un signo que 
recuerde una flor de palmera para una centena, una flor de loto para 
el millar, un dedo invertido para diez mil, etc. Para escribir un núme¬ 
ro representaban las unidades de cada grupo repitiendo el signo 
correspondiente tantas veces como unidades tenía, y para los grandes 
números empleaban caracteres especíales* Este sistema de notación se 


encuentra también en la numeración romana, aunque con cierta sim¬ 
plificación. 

Los fenicios, los griegos y los hebreos empleaban como signos las 
letras de sus alfabetos, Los primeros que utilizaron, al parecer, signos 
con dos valores diferentes en la numeración escrita fueron los indios: 
estos valores dependían, unos de su forma, otros del orden que 
ocupaban en el número escrito. La colección Rhind, del Museo Bri¬ 
tánico de Londres, contiene un papiro egipcio escrito por un sacerdote 
llamado Ahmes, en el que figura una colección de problemas de arit¬ 
mética y geometría. Este manuscrito dala de más de mil años antes de 
nuestra era: utiliza corrientemente fracciones que tienen como nume¬ 
rador la unidad, y deja entender que el autor conocía la forma de cal¬ 
cular la suma de los términos de una progresión aritmética. 

Los resultados conseguidos por los egipcios pasaron a Grecia, y los 
más antiguos documentos conocidos muestran que, primitivamente, las 
fracciones siempre tenían como numerador la unidad, estando cada 
una de ellas designada simplemente por su denominador, asociado a un 
signo correspondiente. Diofanto (siglo m después de J* C.) fue el 
primero que resolvió ciertos problemas de aritmética con verdadera 
elegancia. Los conocimientos matemáticos de los griegos se transmitie¬ 
ron a los ¿rabea, quienes los introdujeron en Europa. Las cifras actua¬ 
les las debemos a ellos, aunque ya los griegos habían utilizado el 
cero: Piolóme o, en particular, empleaba 0, primera letra de la palabra 
üvSeVj que significa rinde f. Chasles afirma que eran ya utilizadas por 
Pitúgoras; los árabes las denominaban cifras indias. 

Pitá garas y los sabios griegos posteriores a él fueron quienes crearon 
realmente, al parecer, la aritmética de hoy: los pitagóricos conocían 
las progresiones aritméticas, geométricas, armónicas y musicales, así 
como las proporciones, los cuadrados de una suma o de una díferen- 
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aritmética y Álgebra 

cía, etc; a dios se debe el descubrimiento del número inconmensura¬ 
ble. Entre los griegos, las matemáticas tenían un carácter eminente* 
jnenté teórico, y las operaciones aritméticas de cálculo propiamente 
dicho no se consideraban como pertenecientes a un curso de matemáti* 
cas con ayuda de abacos (v, pág, 13), 

} m árabes no aportaron nuevas teorías aritméticas, y cuando, hacia 
el siglo X, las teorías que ellos importaron empegaron a penetrar en el 
mundo latino, fueron las teorías griegas las que nuestros antepa¬ 
sados conocieron. La regla de falsa posición procede, al parecer, de los 
árabes, pero en todo cuso era utilizada cu la Edad Medía. Aportaciones 
de árabes españoles en Jos siglos Xin y xv son los progresos relativos 
a la armonización del cálculo en abaco con el cálculo de cifras, reglas 
para la extracción de raíces cuadradas y cálculo aproximado de raíces* 

Desde esta época, la aritmética fue desarrollándose paulatinamente 
hasta alcanzar su estado actual. Entre los hechos más importante» seña¬ 
la remo» la introducción de los números decimales, o más bien la 
conversión de las fricciones ordinarias cu fracciones decimales; algunos 
historiadores la atribuyen al astrónomo alemán Johanii Muller (1436- 
1476), más conocido por el nombre de Regiomoatano, y otros a Stevia» 
matemático holandés (1548-1620), que publicó en 1585, en La Disrnt\ 
tas primeras nociones sobre las fracciones decimales. Los logaritmos 
fueron creados por John Neper o Napier, barón escocés (1550-1616). 
En él siglo xvt, son importantes las contribuciones de Viete (1540- 
1603), pero fue Fermat (1601-1665) sobre todo quien, con sus geniales 
concepciones, dio un considerable impulso al estudio de las propiedades 
de los números. Aritméticos espurio Jes que contribuyeron a mejorar el 
ambiente matemático de esta época son Martínez Guijarro* Juan de 
Ortega, Ciruelo con bu Aritmética especulativa y Gaspar Lax con su 
Tratado de proporciones . La Aritkmitica practica y especulativa de 
Pérez de Moya fue recomendada por Stevin. 

Fueron los grandes matemáticos Eider, Lagrauge» Lcgendre» Gauss, 
Lejeune-Dirichlet, Tchebichev, Hermite, ele., loa creadores de la 
aritmética actual, es decir, del conjunto de propiedades intimamente 
relacionadas por deducción, utilizando tos métodos del análisis alge¬ 
braico c infinitesimal* 

En cuanto al álgebra, suele situarse m origen en el ya citado Diatonto, 
de Alejandría, cuya obra se ha perdido en parte y lo que ha llegado 
hasta nosotros está modificado y alterado. Un ira lado de Bh escara, 
matemático indio, que data del siglo xu, indica que el álgebra ya debía 
conocerse en la India hacía tiempo, de forma que resulta difícil, cu 
realidad, fijar el origen del algebra en Grecia o en la India. 

En la Edad Medía, los únicos que estudiaban el álgebra eran tos 
árabes, quienes nos legaron los trabajos que conocían de los griegos 
y de tos indios. La palabra álgebra—que significa restablecimiento, 
para indicar que puede añadirse una misma expresión a tos dos miem¬ 
bros de una ecuación— deriva de ALgchr t primera palabra del título 
de la obra árabe Al-gebr we Vmukabala, publicada por el célebre mate* 
mático Alkariuni, que vivió en el siglo ix; a través de este tratado 
«c introdujo en Occidente, y primeramente en Italia, el sistema de 
ti lime ración decimal, asi como la» primeras nociones de aritmética apii* 
cada; operaciones, proporciones, etc*; esta practica del cálculo ae 
denominó algoritmo forte de Alkarismi). 

El primer libro de álgebra que se publicó en Europa (Summa de 
ürithmética, geometría, proportioni rí proportionalitá). fue obra de 
Pacioli, matemático italiano del siglo xv, editada en Véncela en 1494. 
Entre las primeras traducciones de álgebra que dieron a cono¬ 
cer esta eíenda en Europa se cuentan también las de los españoles Juan 
de ¡.una y Gerardo de Crémona* El álgebra ya se había perfecciona¬ 
do, y las primera» nociones de Diofanto, de carácter más bien arit¬ 
mético, se habían enriquecido con la resolución de las ecuaciones de 
primero y de segundo grado. Scipiooe del Ferro, matemático italiano, 
resolvió, en 1515, la ecuación de tercer grado, cuya fórmula fue des¬ 
pués reconstruida por el matemático, también italiano, Tartaglia (hacia 
1515-1557), siendo después completada con una discusión de todos sus 
casos por Car dan o, que la incluyó en su Ars Magna (1545)* 

Entre tos algebristas españoles del siglo xvt dcBetielto el famoso 
Pedro Ñoñez ¡f ' Nunnius), que expuso por ve?, primera la idea de reba¬ 


jar el grado de la* ecuaciones por el algoritmo de la división, y cuya 
obra sirvió de base para la teoría del máximo común divisor de polino¬ 
mios, Ludovico Ferrari, discípulo de Cardano, resolvió genialmente 
la ecuación de cuarto grado, y Rafael BcmbeUi desarrolló, en 1589, 
una teoría de las fracciones continuas y de los números imaginarios. 
Tras este vigoroso impulso del álgebra en el siglo xvi, en ráete rizado 
por las aportaciones de ios matemáticos italianos, el progreso de esta 
ciencia llegó a a ti límite en esu dirección. 

El francés Franjáis Yiéte, ya aludido, fue el principal sistematiza¬ 
dor de todo el período de exuberante inspiración creadora, y su obra 
Isagoge in artem analyticum (Tours, 1591), que es la primera obra sobre 
el álgebra simbólica, inspiró a lo» matemáticos del siglo XVII, Viete, es 
el creador de! cálculo formal, y el que introdujo tos letras en el cálculo 
para representar magnitudes cualesquiera, permitiendo así el estableci¬ 
miento de fórmulas generales y creando lo que hoy llamamos '‘algoritmo 
algebraico”. En un primer apéndice a su obra, Logistice specia$a< trata 
de la adición, de la multiplicación, etc., y demuestra cómo se eleva un 
binomio hasta to sexta potencia, En un segundo apéndice. Zetética* 
explica la resolución de tos ecuaciones. 

El empleo de tos signos 4* y — se debe a Riese, matemático alemán 

(1492-1559); el símbolo y/ , que es una deformación de la letra inicial 
de radix (rato), fue adoptado, al parecer, por primera ve?, por Rudolf 
(matemático alemán del siglo XVI ) y Riese; d signo = se debe al 
matemático inglés Recordé (1510-1558) y tos signos !> y <1 a Marriot 
(1560-1621); Oughtrcd (1574-1660) introdujo el signo X y tos signos 
f y í ; también se debe a él la introducción de la letra ?r paia 
representar la relación entre la longitud de la eifcuricicncb y su 
ti iá niet ro. 

La obra de Rene Descarten dominó el siglo xvti y to primera 
mitad del xvtn. Su memorable Traite de géométrie (1637) es unn obra 
capital en to evolución de las matemáticas; en ella empica el álgebra 
en la geometría, completa el simbolismo algebraico o introduce el cálcu¬ 
lo algebraico de tangentes, curvatura, etc,, mediante to multiplicación 
de las raíces, reglas de tos signos, etc. Es así el creador de to geometría 
analítica, con la introducción de tos coordenadas. El siglo xvití asiste 
a la creación del cálculo infinitesimal, obra gemela de Newton —con 
tos fluxiones— y Leibníz —con toe diferenciales—. Mewion hace ademó» 
importantes aportaciones al álgebra. El italiano Lagrangto (Lagrange) 
trasplantado a París, estudia infructuosamente la resolución de las ecua¬ 
ciones de grado superior al cuarto, y precisa la noción de derivada. 
Ruffini establece en 1788 el célebre teorema que lleva su nombre* 
Entre las aportaciones al álgebra del genial matemático alemán GlIllV 
princeps mothematiconim (1777-1855), figuran, además de innúmera* 
bles obras* el descubrimiento de la construcción elemental del cptadecá* 
gono, en 1795, la teoría algebraica de la ciclotomía y la primera demos¬ 
tración del teorema fundamental del álgebra, en 1799* 

En el siglo xix, se destacan las aportaciones del matemático noruego 
Abel (18024829) y de los franceses Evariste Gatois (181M832) y 
Angustia Caucfay (17894857). Abel fue el creador de las ecuaciones 
hoy llamadas cíclicas y abelianas, y estudió también el problema de tos 
ecuaciones resallubles par radicales. Calais es el padre, entre otra» 
fundamentales aportaciones, del concepto de campo, del teorema que 
lleva su nombre y de lo idea de grupo que caracteriza a cada ecuación 
y su resolvente total, así como del paralelismo entre grupo y campo. 

Los anteriores conceptos de grupo y campo, junto con lo» de anillo 
y retic alados, así como los a u tomo r fiamos, son los elementos básicos 
del álgebra moderna, en pleno desarrollo. 

Entre tos matemáticos españoles del siglo XIX y principios del u 
merecen ser citados Echegaray, Rey Hercdra* a quien acredita como 
pensador original su obra Teoría trascendental de las cantidades imagi¬ 
narias Torreja y Rey Pastor* conocido investigador que simplifica 
demostraciones, descubre nuevos aspectos y expone conceptos funda* 
mentales sobre teoría de conjuntos, funciones y grupos. Entre sus abra» 
figuran: Análisis algebraica. Teoría dr las funciones reales r Introduc¬ 
ción a la matemática superior. En Hísparioemértea so han dedicado a 
to investigación matemática, entre otro», Balan/a t, Levi, P¡ Calleja, 
Bablai, Duraaona, González Domínguez y Troje, 
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Unidad, pluralidad, corresponde i*c*a. Conjuntos coordina bles. Conjuntos no coordina bles* El número natural : 
número oíd i mil y número cardlmtl. Comparación de km números. La aritmética. Operaciones fundamentales. — 
Numeración: La numeración. Numeración hablada, órdenes y clases de unidades. Enunciación do un número 
entero* Numeración escrita* Convención relativa u la numeración escrita. Lectura de un número escrito. Dife- 
rentes sistemas de numeración. Cambio de base de mi sistema de numeración. Números complejos aritméticos* 

Cifras romanas 


Unidad, pluralidad, correspondencia* —La idea de unidad 
se origina al observar cada ente material; la de pluralidad o con- 
jimtOj al observar varios cualquiera que »ea su naturaleza u ordena¬ 
ción* Estos conceptos no son absolutos* ya que una unidad cualquiera 
puede considerarse como to pluralidad de tos elementos que to compo¬ 
nen, y un conjunto puede, a su vciií, considerarse como una unidad de 
conjuntos de orden superior. 

El concepto de correspondencia es también, como los dos anteriores, 
un concepto primario y no susceptible de definición: aclaré mosto con 
un ejemplo, comparando los dos grupos de letras de que constan kt» 
palabras Berlín y Madrid. Si se van suprimiendo, simultánea v suce¬ 


sivamente, una letra de cada palabra, llegará un momento en que tos 
dos palabras desaparecerán, también simultáneamente; hemos estable¬ 
cido una correspondencia entre ambas, es decir, a cada una de tos 
letras de to primera palabra corresponde una letra, y sólo una, de la 
segunda, y recíprocamente. 

La correspondencia queda bien determinada cuando ne conoce un 
criterio que permita determinar cuál o cuáles elementos de uno de lov 
conjunto» corresponde a cada elemento del otro. 

Conjuntos coordinables. — Una corresponde neto como to del caso 
anterior, cu que a un elemento de en conjunto corresponde otro ele* 




mentó, y sólo uno* dv I otro conjunto, y recíprocamente, se Huma corres* 
pulid encía Inunívoca* 

Definición. Se dice que dos conjuntos son coordinadles cuando 
puede establecerse entre sus elementas una correspondencia híunívoca. 

De la definición resulta inmediatamente: 

]° lodo conjunto es coordina ble consigo mismo. 

2 o Si un can junio A es coordina ble con otro B, el conjunto B en 
coordinable con A, 

3° Si un conjunto A es coordina ble con B, y El es coordina bit con C f 
el conjunto A es coordina ble con el conjunto C. 

Estas tres propiedades fundamentales de la coordinar ¡ón Hiuvlrii deme 
narse como caracteres idéntico» recíproco y transitivo, iriprei ivatuentr, 

Conjuntos no coordlnables. — Si Ion conjunto» A y n no 

son coordina bles, necesariamente se du una de r:,|ji i n < n iiin juicim 
A es coordina ble con parte de B (se indica A ID, 
o bien, B es coordina ble con parte de A (se indiru II < Ai 

Es muy fácil probar que se verifica r 

Si A < B y B < íi (o B es coordimiblr ron I,) c» tumbe <i A 1 

El número natural; número ordinal y número cardinal. 

—-Al considerar los objetos naturalrn, dmd. - I pnniM ib vi'ifn mi)t nm 

tiro, se prescinde de todas suk cuah Judr*i Ib. p r | ia| i» i- »< ■ - i< Tribuí 

loa seres reates y abstractos *oit < q uividi r<l« n l'm 1 >» tanto, «i din>i 
conjuntos son coordinabas, pmlríi usiitim . , ni n)c npn-nio de rdbm 

por bu homólogo del otro, y ambos conjuntos ion, de«dr .1 pimin dr 
vista matemático, cq u iva Emir h. 

Para poder comparar por coordinarión lodos loa conjutilon finitos, se 
puede elegir un conjunto lijo que mi vu d> moiluln de fomtui ilición de 

todos los demás. Rute ronquillo de ndrir. e* •) loiuhido pos cuica 

abstractos, creados por mientra mritlr, y drijommndow nitmcroi natu¬ 
rales; los números tintúrales titán reprerhelitados ... sip.. y 

por ciertas palabras, que en nneutro idioma mm l, 2, 3 .ó \° 2 Q 
3T etc. 

No ae crea» sin embargo, que los números naturales se van creando 
lino tras otro huí M’Klvu mmlt\ ya que ex listen en la naturaleza conjuntos, 
tales como los ¿tomos de un cuerpo cualquiera, las estrellas, etc,, para 
los cuales serían iiistificicutcs: responden a un principio general que 
permite engendrar una sucesión de símbolos de los cuales se deduce, 
por abstracción de su naturaleza, su sucesión lógicamente definida por 
deter m i nad os post u la dos. 

Dado, pues, un conjunto finito perfectamente ordenado» puede coor¬ 
dinarse con el conjunto de los números naturales» asignando al ele¬ 
mento M, por ejemplo, el número 1, al elemento H el numero 2* etc M 
operación que m llama contar; el número correspondiente al último 
elemento se llama número cardinal del conjunto. 

Definición. Número cardinal es un ente, abstracto, expresado por 
un símbolo oral y otro escrito, que sirve para representar ios con- 
/untos coordinahtes entre, sí, distinguiéndolos de los no coordinabas . 

Todos loa conjunto* coordina bles tienen el mismo número cardinal. 
Los no coordinables, números diferentes, A todo conjunto imito corres¬ 
ponde un número caiduiaL 

El concepto de número ordinal aparece cuando se prescinde de la 
na tu raleza de los elementos de un conjunto, atendiendo solamente a 
su orden de colocación. 

El número, como símbolo cardinal, no representa un elemento, sino 
un conjunto, que prescinde de ¡a naturaleza de los elementos que lo 
componen y de su orden; en cambio, el número ordinal representa 
sólo un elemento dentro de un con junio ordenado. 

Comparación do los números.— Si A y B son dos conjuntos 

ínsitos, entre ellos se verificará una de esta,* tres posibilidades; 

A <! B A es coordinaide con B B <T A, 

Si a y b son ¡o$ números cardinales que les corresponden, diremos 
en el primer caso que a es menor que b; en el segundo caso, que 
a es el mismo número que b; y en el tercer caso, que b es menor 
que a, o que a es mayor que b. Todo lo cual se expresará así: 

& <Z h o b Z> a , a b o ó “ ¿i » b <!> a o a b , 
(primer caso) (segundo caso) (tercer caso) 

Las expresiones correspondientes a los casos primero y tercero se 
llaman desigualdades, y las correspondientes al segundo, igualdades. 
En todas ellas se denomina primer miembro al que figura a la izquier¬ 
da del signo (< T ss o >*) y segundo miembro al que está a la dere¬ 
cha del mismo. 

La aritmética: operaciones fundamentales- —La aritmética, 
que es la parte más abstracta de la matemática, es la ciencia que csili¬ 
dia las propiedades de los números, es decir, las propiedades de todos 
los conjuntos coordi na bles. 

Se desarrolla completa mente y con todo rigor sobre el concepto de 
número natural, sin necesidad de observaciones empíricas, a pesar de 
lo cual inspira sus definiciones en el mundo real; así, sus operaciones 
serán la expresión abstracta de las operaciones de la naturaleza y de 
tales interpretaciones concretas se derivan sus aplicaciones a la vida 
práctica. 

La reproducción y la yuxtaposición» las dos operaciones fundamen¬ 
tales de la naturaleza» o sea la composición y la agregación de conjun¬ 
tos, dan origen, por abstracción, a las dos operaciones fundamentales 
de la aritmética: la multiplicación y la adición de números, con *U8 
inverna: la división y la sustracción. 

Se llama algoritmo a toda combinación de operaciones ¡and tunen tales 
efectuadas con números cualesquiera que dan origen a un nuevo 
número . 


Numeración 

La n umeración. — No es posible representar los números natura- 
les, que son infinitos, por cifras o signos diferentes, por lo que desde 
muy antiguo se imn imaginado ciertos artificios que permiten desig¬ 
narlos con combinaciones de varias cifras» y con palabras compuestas 
de otras varias. A este, conjunto de combinaciones y reglas que nos 
permiten representar todos los números mediante varios signos o pala¬ 
bras se Huma numeración» pudiendo distinguirse la numeración halda* 
da y la numeración escrita. 

Numeración hablada. — El objeta de la numeración hablada 

c\ designar ItfS números con un numero limitad o de palabras, de forma 
que al enunciado de un número cualquiera pueda asignársele el orden 
qut Ir t ío rrspaiulr en (a sucesión natural de los números enteros. 

l.ort i.. n unir roí i do la Merie natural do los mi meros enteros 

Imn M . lindo lo* dguíeruex nombres: 

Ibm, dos (re*, i nafro» cinco, seis» siete, ocho» nueve; se les ha 

Hanoi, lo untdndfi utopia , 

El numero ><ig.i. u |m Ha unido diez, o una decente Agrupando 

l-i dec* ñu", i » oblirtun eoleciúoiti'H ¡fueedvni dehignadüH en la forma 

Nll’.lllr uli 

IIoh dr.. n veinte; i ten d fren mi, n Iriúiltu; cuati O decenas» o 

ruaren tu; cinco decanía, o cincuenta; ncÍh dcremiH, o sesenta; siete 
decena*, o telen!*; ocho decenal, u ochenta; nueve demias, o noventa. 
La agrupación d r diez deermia se llama cien ó uno centena. 

l n aurraivaH noLcdonc» que nv obtienen agrupando las centena# se 
llaman: dos centenas, o doscientos; tres centenas, o trescientos; etc* 

Lfl colección de diez centenas se llama mil o un millar , y las suce¬ 
sivas colecciones que se obtienen agrupando los millares; dos mil; tres 
mil; ... diez ratl. Análogamente: dos decenas de millar, o veinte mil; 
tres decenas de millar, o treinta mil; etc,..; una centena de millar, 
o cien mil; dos centenas de millares, o doscientos mil; etc,; la 
colección de diez centenas de millares se llama millón. Los grupos de 
millones se enuncian en la misma forma que los de millares, llamán¬ 
dose billón a la colección de un millón de millones, trillen a la de 
un millón de billones, etc* 

órdenes y clases de unidades* — El nú mero diez desempeña, 
como se ha visto, una función capital en nuestro astenia de numera¬ 
ción, y se le llama unidad de segundo orden; al numero cien, unidad 
de tercer orden» etc* 

Agrupando los órdenes sucesivos de tres en tres, a partir del pri¬ 
mero, se obtienen las clases de unidades; por ejemplo: 

La clase de las unidades comprende fus unidades Himples, las dece¬ 
na* y las centenas; 

La clase de los millares comprende las unidades, de cenas y centenas 
de millar; 

Vienen después la clase de los millones, de los billones, de los tri¬ 
llan es, ele* 

Mil unidades de cada clase forman una unidad de la clase inmedia¬ 
to mente superior. 

Enunciación de un número entero.—Para munctr «I nú me. 

ro que corresponde, por ejemplo, al total de bolas que hay en un saco, 
se empezará por formar grupas de diez bolas hasta que no quede más 
que u n número de bolas menor que diez; si el número de decenas 
así formadas es mayor que diez, se reunirán estas decenas en grupos 
de diez, basta que sólo quede un número de decenas inferior a diez; 
se continuarán formando nuevos grupos, en forma análoga, con lo que 
se llegará a dividir el número que hay que enunciar en unidades de 
diferente orden, de forma que cada grupo contenga un número de 
unidades menor que diez. Si el número es menor que mil, se enunciarán 
sucesivamente Lis centenas, las decenas y las unidades. SÍ el número 
**; íii;iyor que mil, se agruparán los órdenes de unidades en clases y 
después se enunciara, a partir de 'a clase más alta, cada clase, como 
si fuera la única (es decir» como un número menor que mil) T seguida 
de! nombre de la clase correspondiente, 

Por ejemplo: un número que contenga cinco millares de millón, 
cuatro centenas de millón, ocho decenas de millones, seis mil Iones, tres 
centenas de millar es, siete decenas de millares, nueve millares* do# 
centenas, siete decenas y cinco unidades» se enunciará cinco mil cua¬ 
trocientos ochenta y seis millones» trescientos setenta y nueve mil, 
doscientos retenía y cinco unidades. 

Si faltan unidades de un cierto o rilen, no se expresan, Señalamos 
también que en la práctica, en lugar de diez y uno» diez y dos* etc., se 
dice Once» doce» trece» catorce, quince, dieciséis» etc. 

Numeración escrita. -“Ld numeración escrita ensena a escribir 
los números» o sea a representarlos grd/icamcrcíe mediante el empleo 
de un número restringido de caracteres denominados cifras. 

Hay diez cifras: 1, 2, 3, 4, 5, ó, 7, 8, 9, 0* 

Líi* nueve primeras representan los nueve primeros números* y se 
enuncian: uno* dos, tres, cuatro, cinco, seis* siete, ocho, nueve, y se 
llaman cifras significativas. La última se denomina cero. 

Valor absoluto y valor relativo» Una misma cifra puede tener valores 
distintos según d lugar que ocupe en un numero; este valor de la 
cifra, que depende del lugar que ocupa en el número, se llama tWor 
relativo, mientras que valor absoluto es el qtlc le corresponde pres¬ 
cindiendo de su colocación en el número, es decir, por el lugar que 
ocupa entre los símbolos de la serie natural. 

Convención relativa a la numeración escrita.— La nume¬ 
ración escrita está basada en el siguiente convenio: 

Toda cifra colocada a la izquierdo de otra representa unidades de 
orden inmediatamente superior al de esta última. 


ó 
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Así, en un número escrito, la primera cifra de la derecha repre¬ 
senta unidades simples, la anterior las decenas, la colocada a la izquier¬ 
da de esta última las centenas, y asi sucesivamente. Si se conoce el 
orden do una cifra a partir de la derecha, se deduce inmediatamente 
el nombro de las unidades que representa. 

Ya se lia indicado que un número cualquiera puede descomponerse 
en grupos de unidades de diferentes órdenes, de forma que el nu¬ 
mero de unidades de cada grupo sea menor que diez Por consiguiente, 
podrá representarse cualquier número por medio de diez en ras, sir- 
viendo el cero para señalar la posición del orden de unidad a que 
falte en el número considerado. Por ejemplo, el número cuarenta y 
un mil setenta y dos se escribirá: 41 072. 

Lectura de un número escrito. — Si el número no tiene más 

de tres cifras se enuncian sucesivamente las cifras a partir de la iz¬ 
quierda, indicando para cada una de ellas el nombre de las unidades 

que representa. . , . 

Ej emplo: El número 527 se lee: quinientos veintisiete. _ 

Sí el número tiene más de tres cifras, se divide, imaginativamente, 
en grupos de tres cifras a partir de la derecha. Cada grupo representa 
una clase de unidades, enunciándose sucesivamente cada grupo como 
si estuviera solo e indicando el nombre de la clase que representa. 
Ejemplo: El número 427 035 789 se descompone así: 

millones millares unidades 

427 035 789 

que se enuncia: cuatrocientos veintisiete millones, treinta y cinco mil, 
setecientos ochenta y nueve. 


Diferentes sistemas de numeración. — Nuestro sistema de 
numeración se llama decimal porque los órdenes sucesivos de unida¬ 
des aumentan o disminuyen de diez en diez. El numero diez es la 
base de este sistema. 

También pueden concebirse otros sistemas cuya base sea diteienle 

de diez, doce por ejemplo* . 

En un sistema de 

base doce, o sistema 
duodecimal* doce uni¬ 
dades de un orden 
determinado forman 
una unidad de orden 
i nme díala mente supe¬ 
rior. En este sistema 
hay once cifras signifi¬ 
cativas; puede conser¬ 
varse la notación del 
sistema decimal para 
las nueve primeras 
cifras, representando 
la décima por a y la 
undécima por /3, 

En general, se llama 
base de un sistema 
de numeración al 
numero de unidades 
de un orden deter¬ 
minado que hay que 
Origen de nuestras cifras : a f ctiras in- agrupar para formar 
dias; b, cifras de los Arabes de Orlele; |ma de orden 

c # cifras de los árabes de Occidente ((«o- t mrtn(fll Ü11 

bar); d. ápices de Boecio (s. vi); <?, cifras inmediatamente su- 

dei siglo xiii ; f t cifras del siglo xvt penar* 
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Cambio de la base de un sistema de numeración. — 

1* Dado el número 4 955 , escrito en el sistema decimal , ¿cunto se 


escribiría con d sistema duodecimal, conservando la misma conven¬ 
ción para la numeración escrita? 

En el sistema duodecimal las unidades de los diferentes órdenes 
son doce veces mayores o menores. 

Si se divide 4 955 por 12, se obtendrá 412 como codente y L1 como 
resto. Así 4 955 unidades representan 412 unidades ríe segundo orden y 
11 del primero. 

Análogamente: 

412 unidades de segundo orden representan 34 unidades de tercer 
orden y 4 del segundo; 34 unidades de tercer orden representan 
2 unidades de cuarto orden y 10 del tercero. 

Si representamos el numero 10 por a y el numero 11 por p, el 
numero propuesto se escribirá, en el sistema duodecimal 2&4/Í* 

2 o Dado el numero 2a4/3 t escrito en el sistema duodecimal, escri¬ 
birlo era el sistema, dccimat (a representa el número 10 y fi el nú¬ 
mero 11). , 

Convirtamos sucesivamente las unidades de diferentes ordenes en 

números del sistema decimal, 

R unidades de primer orden vaten.* * * 

4 ” 11 segundo ” ” . . . * , ^ * í2x4 ^ 

a ” ’* tercer ” • - * * * 12xl2Xa = 

2 ” " cuarto ” " . . . 12x12x12x2 = 

Suma total. 4 955 unid. 

El número propuesto, 2a4/í, es, en el sistema decimal, 4 955* 

3* Escribir en el sistema duodecimal el numero 5 363 r escrito en el 
sistema de base 7, 

Se empezará escribiente el número en el sistema decimal y después 
se escribirá este último en el sistema de base 12, en la forma antes 
indicada (P), En el sistema decimal; el número se escribe I 907, y en 
el sistema duodecimal 112/í, designado por (3 el número II. 

Números complejos aritméticos. — Los números complejos son 
números concretos compuestos de varios grupos de unidades; cd nú* 
mero de unidades que componen cada grupo sigue la numeración deci¬ 
mal, pero las unidades de los diferentes grupos están ligadas entre sí 
por una relación no decimal. Ejemplo: 15 anos, 8 meses, 25 días; 
18 horas, 54 minutos, 42 segundos* 

Cifras romanas, — Las cifras romanas, representadas por letras, 
son siete; 

Cifras romanas * * IV X L G í) M 

Sus valores ... * 1 5 10 50 100 500 1000 

El sistema de escritura en cifras romanas se basa en los principios 
siguientes: 

1» Sí a la derecha de una cifra se escribe otra igual o menor * el 
valor de la primera cifra queda aumentado en el valor de la segunda* 
y ej número escrito se obtiene haciendo la suma de los valores de todas 
tas letras que lo componen. 

Ejemplo: VIII = 5 + 3, ó 8; XX = 10 + 10 Ó 20; 

LV1I = 50 + S + 2 = 57; 

2 o Si a la izquierda de una cifra se escribe otra menor, el valor de la 
primera cifra queda disminuido en el valor de la segunda. 

Ejeme j lo: IV = 5 — 1, ó 4; IX = 10 -— 1, ó 9; AL — 50 10, o 40; 

CMLIX = (1 000 — 100) 4 50 + (10 — l) = 959, 

3* El valor de una cifra queda multiplicado por 1 000 si se coloca 
sobre ella un trazo horizontal, y por un millón si se colocan dos* 

Ejemplo ; X = 30 000; XVCLXI = 15 161. 

Las cifras romanas y la correspondiente numeración escrita siguen toda¬ 
vía utilizándose actualmente para cierta© inscripciones: las horas de los 
relojes, los años (el siglo XII...), los capítulos de un libro, la paginación 
de un prefacio, etc. 


11 unid, 

m ” 

1 440 ” 

3 456 ” 


Operaciones aritméticas elementales 


Suma de números naturales: Casos de la adición. Números pares. Números impares. Prueba de la adición. 
Sumn Propiedades fundamentales de la suma. — Sustracción de números naturales: Propiedad fundamental. 
Casos de la sustracción. Prueba de la sustracción. Observaciones sobre la sustracción y la adición. Polinomio 
aritmético. Empleo del paréntesis. — Multiplicación de números naturales: Teoría de tn miiltiphcíicion de los 
números naturales. Número de cifras de un producto. Prueba de la multiplicación. I reductos de fac tores. 
Pnnsei'iienci'is del teorema anterior. Aplicación al cálculo rápido. Productos de sumas y de diferencias. Aplicación 
S ,n cSloRápido - DfwisPón de números naturales: Número de cifras del cociente. Casos de la d.v.siun 
Prueba de 1:/ división. Propiedades de las divisiones exactas. Aplicación al calculo rápido. Iropirdadcs e 
las divisiones con resto. — Aparatos y máquinas de calculan Abaco o contador de bolas. El abaco y las vari as 

nhi nac Ríiel OTl tiltil illUM fie NcD6f 


Las cuatro operaciones elementales que « efectúan con los números 
naturales son la adición n suma, la sustracción, resta o diferencia, la 
multiplicación y la división. 

Estas cuatro operaciones constituyen lo que se denomina generalmente 

cálculo elemental. 

La palabra cálculo procede de la voz latina adenitis t guijarro, que 
los romanos utilizaban para realizar las operaciones más sencillas, así 
confio pura efectuar sus cuentas en los juegos, en las votaciones verificadas 
en la plaza pública, etc. 


Suma de números naturales 

Definición* Se denomina suma o adición de números naturales la 
operación que tiene por objeto reunir en un soto número los vtdores 
de otros varios * El resultado de la operación se denomina ©tima o total 
y los números que se suman se denominan sumandos o términos de la 

adición « 
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Los dos conjuntos de la figura 
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Fig. 1 


des que contiene el otro. Para la 


1 contienen, respectivamente, 8 y 5 
unidades; iodo el grupo constituye 
un conjunto que representa »it 
suma. Se indica la operación por 
medio del signo + (que se lee 
más); se escribe 8 + 5* 

Con varios conjuntos, m eso i* 
birá, por ejemplo: 

3 412 + 718 + 4 587, 

Casos de ta adición. — Pru 

mer caso* Sania de dos números me 
ñores que 10, 

Se añadirán sueca t va m rule a uno 
de estos números Un lúe tim unid# 
cálculo es ind i upen *timlr 

0 prim> r oh 

indii'-jm en 

le la 


Tapidez del 

conocer de memoria los resultarlos de las adiciones de lo* 
números enteros tomados dos a Jos. Kstos resultado* «r 
una tabla denominada tabla de sumar. La simple otan» i vari ón 
tabla indica inmediatamente cómo se ha formado.. 
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Tabla de sumar 


Para bailar la suma de dos números menores que 10, 7 y 8, por ejem¬ 
plo, bastará tomar el número que se encuentra en la intersección de la 
columna 8 y de la fila 7, o de la fila 7 y de la columna 8. 

Secundo caso* Suma de un número cualquiera y de otro menor que 10, 

Sea La suma 537 + 5. El número 537 está formado de 53 decenas y 
7 unidades; la suma constará, pues, de 53 decenas y 12 unidades o de 
54 decenas y 2 unidades, o sea, 542 unidades. 

Números pares. Números impares, — Se denominan números pares 
los que se obtienen contando de dos en dos a partir de cero o sea 
0, 2, 4, 6, 8, * * * 

Se denominan números impares los que se obtienen contando de dos 
en dos a partir de uno, o sea, 1, 3, 5, 7, 

Tercer caso. Sama de varios números cualesquiera. 

La regla que enunciamos a continuación no necesita demostración* 

KeglA. Para sumar varios números naturales se escriben uno debajo 
de otro , de forma que se correspondan en la misma columna las unidades 
del mismo orden, y se suman tas unidades contenidas en cada columna, 
empezando por la de la derecha, que es la de las unidades simples, *S£ 
la sama es menor que 10, se escribe la cifra hallada; si la suma es mayor 
que 9* se escribe únicamente la cifra de las unidades, añadiendo la cifra 
de las decenas a la colttmna siguiente; cada ana de las cifras escritas se 
coloca en la columna correspondiente. Se continúa operando de la misma 
numera hasta llegar a la última columna de la izquierda, en donde se 
escribe la suma tal como se ha obtenido * 

l 4534 

Ejemplo: Números que hay que sumar l 307 

f 2 748 


Stima .._* *,. 7 589 

Prueba de la adición. — Se denomina, en general, prueba de una 
operación una segunda operación que tiene por objeto verificar la 
exactitud de la primera. 

La prueba de una operación no garantiza evidentemente la exactitud 
de la misma, ya que puede ocurrir que la operación se haya efectuado 
correctamente y se haya cometido un error en la prueba; o también 
que ia operación tenga errores y en la prueba se hayan cometido otros 
que compensen los primeros* 


¡ Puede hacerse la prueba de la adición cambiando el orden en que 
m« han sumado los números, debiéndose obtener el mismo resultado: se 
puede, por ejemplo, volver a empezar la operación sumando los nú- 
mero* de a bu jo a naba* 

T Puedo efectuarse también la llamada prueba del 9 (v. p* 17). 

SttiTllI. — Í4 suma es una expresión de la forma 

5 + 2 + 3 + 7 + ó* 

Por definición^ nr obtiene el resultado sumando los dos primeros nú- 
mi rmi r no mundo tieupucN el tercero a! resultado obtenido, y así sucesiva - 
mr til' 1 . I."", dtforniiiiH números que forman la suma se llaman términos 
dr lii mu nm, 

Propiedades fumín móntalos do la suma. — l B La suma de va* 

Mi* ti * f ti recude del orden de los sumandos. 

Ahí, |mh ijrmplu: 12 i 15 f 27 15 + 27 + 12; se dice que 

f' . . n ch.'íi di* ln propiedad conmutativa. 

I n Mtitut tlt irijfh’i nr/fjí f mi no |r iiltr/n cuando \e sustituyen dos 

t * inififM tfv tfln i poi el t f' mitad o de su id mu, 

A»i t pnr 'jimiPlo ] | II | i:! | 17 7 b 20 + 17, 

ti** iii# «n unir nt* i- futede ñHifUittt utin d* tos términos por una suma 

. . tiente, *n ilhi ' iihMH' ijU< Iti mu huí r-i 111| jl up< ¡íiciidii que goza 

il‘ ln ||M oplf dnd tnoririlioo 
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Sii.s/ríicriófi </c oíí/firros naturales 

ItartNii.ioN di riomíoii «usii Hilóu o fruía u tu operación que 
(ira* ptu tthj'ddttd*r\ dot uuinrt ni nufurutr i A v H, hallar un tercer 
na turf o (1 que i o modo u H o o* d* A I n upr mu i mu .ido r*. ptriblr ruando 

II < A, 

Sí B » A t A — 11 - 0, 

El resultado de la operación Me ríen o mi ñu rosto, encaso o diferencie. 

La sustracción de dos números nr indica por medio dr| Nigua ■ , que 
ac lee menos, y los números ne denominan mía riendo y i ustraendo. 

La sustracción permite, conociendo ta suma de dos números y uno 
de ellos, hallar el otro * Es la operación inversa de la adición. 

Propiedad fundamental. — Si los dos términos de una sustrac¬ 
ción se aumentan o disminuyen un mismo número de unidades, el resul¬ 
tado no se altera* Sean los dos números A y B ( cuya diferencia es 
A — 8 (fig. 2). Si se añade a cada uno de ellos c! número n, se con* 
vertirán respectivamente en A + n y B + n. Su diferencia será A — B 
(v* fig. 3). 


O O O O O O O 1 


+ n 


f 6 O O O O O o É b o 1 


1 1°—° ° 2j 


A~B 
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t t Q _q Q On g_Q, 


A* B 


B 


+ n 


Fig. 2 Fig, 3 

Casos de la sustracción. — Primer caso* El sustraendo y el resto 
son amóos menores que 10, 

El resto ee obtendrá inmediatamente, ya que figurará en la tabla de 
sumar* 

Secundo caso* El minuendo y el sustraendo constan de varias cifras , 
pero las cifras del minuendo son mayores que sus correspondientes del 
mismo orden en el sustraendo. 

En este caso, se escribirá el sustraendo debajo del minuendo, de 
modo que se correspondan las unidades de igual orden y se procederá 
a continuación a efectuar las sustracciones parciales para cada orden 
de unidades* 

Tercer caso. El minuendo y el sustraendo son números cualesquiera , 

Sean los números 

7 359 = 7 millares + 3 centenas + 5 decenas + 9 unidades, 

3 475 — 3 millares + 4 centenas + 7 decenas + 5 unidades* 

Se observara que en este caso algunas de las cifras del sustraendo 
son mayores que las del mismo orden que les corresponden en el mi* 
nuendo. Teniendo en cuenta la propiedad fundamental anteriormente 
enunciada sumaremos, en este naso particular, 10 decenas al minuendo 
y una centena al sustraendo, 10 centenas al minuendo y un millar al 
sustraendo; es decir, que al sumar una misma cantidad al minuendo 
y al sustraendo la diferencia no se altera. Los dos números se escribirán 
entonces 

7 millares + 13 centenas + 15 decenas + 9 unidades, 

4 millares + 5 centenas + 7 decenos + 5 unidades. 

De esta forma, se han hecho posibles las sustracciones parciales, y 
se obtendrá como resto 3 884* De aquí la siguiente regla* 

Regla, Para restar dos números de varias cifras se escribe el sustraen- 
do debajo del minuendo, de modo que se correspondan las unidades del 
mismo orden, y se traza una línea horizontal debajo del sustraendo. 
De cada una de las cifras del minuendo se restan, empezando por la 
derecAa, las cifras del misma orden del sustraendo, «críóíendo las 
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diferencias obtenidas debajo de la raya horizontal; cuando alguna de 
las cifras del minuendo es menor que la correspondiente del sustrtiendo 
se U miman 10 unidades del mismo orden, a fin de que sea posible la 
sustracción, y se aumenta en una unidú/d la cifra del sustraendo dt n 
sustracción parcial siguiente* 

Prueba de la SUStracelén.— I a Oe la definición de la sustracción 
m deduce que la prueba lógica de esta operación sera sumar el sus- 
truénelo con el resto y ver si el resultado es igual al minuendo. 

2 Ú Puede hacerse igualmente la prueba denominada prueba del 9 

(y» p, 17). 

Observaciones. ~ 1" En toda sustracción, la suma del sustraendo y 
del resto es igual al minuendo* 

También puede decirse: 

El sustraendo es la diferencia entre el minuendo y el resto, 

2 Ü El número cero. El signo cero, como hemos visto, sirve para indicar 
los órdenes de unidades que faltan en un número entero escrito, pero 
también puede considerársele como un número, un número nulo . Así, 
cuando se resten dos números iguales, el resto será nulo, por lo que 
podra escribirse, por ejemplo: 

17 17 — 0* 

Observaciones sobre la sustracción y la adición- i 9 Cuan¬ 
do en una adición se suma o se resta a uno de los término® un numero 
dado, la suma aumenta o disminuye en dicho número, 

2* Si en una sustracción se suma o se resta ai minuendo un numero 
dado, la diferencia aumenta o disminuye en dicho número, 

3 o Si en una sustracción se suma o se resta al sustraendo un numero 
dado, la diferencia disminuye o aumenta en dicho numero. 

Polinomio aritmético. — Se líenofntnflf polinomio la expresión 
que consta de varios números separados por los signos + o * _ 

Por ejemplo, 7 + 8—2 + 4 — 5 — 4esun polinomio aritmético. 

Esta expresión indica el resultado que se oblicué efectuando sucesiva¬ 
mente, de izquierda a derecha, las Operaciones indicadas por los signos. 
Se supone, naturalmente, que dichas operaciones son posibles. Los nú¬ 
meros que figuran en la expresión se denominan términos del polinomio . 

El valor de un polinomio aritmético es igual a la diferencia entre 
la suma de los términos precedidos del signo + y la suma de los 
términos precedidos del signo —^ . 

Ejemplo: 8.— 2 + 4 — 5 — 1 = (8 + 4) — (2 + 5 + 1K 

También puede cambiarse el orden de los términos o sustituir vanos 

de ellos por el resultado de su operación. 


Empleo del paréntesis- — Cuando ciertos números, con los cuales 
hay que efectuar operaciones de suma o resta, están colocados entre 
paréntesis, puede considerárseles como ei constituyeran un solo número, 
precisamente el que se obtendría efectuando las operaciones indicadas 
entre paréntesis. 

Así: 7 + ( 8 — S) = 7 + 5; 

7 — (15 — 12) = 7 — 3* 

OBSERVACIONES. 1* Para resíar de un número una suma, st restan 
sucesivamente de dicho número cada uno de ¡os sumandos . 

Por ejemplo: a — (b + c + d) = a — b ~ c * d; 

15 — (2 + 3 + 7) = 15—2 — 3—7. 

2 o Para restar de una suma un número, se le resta de uno de tos 
sumandos . 

Por ejemplo; (15 + 17) — 7 = 15 + (17 — 7) = 15 + 10 + 

3" Pura restar de una suma uno de sus sumandos, basta con suprimirlo* 

Por ejemplo: (14 + 3 + 8) — 3 — 14 + 8, 

Teorema. Para restar de un número una diferencia, se le suma el 
sustraendo y al resultado se le resta el minuendo . 

Sea, por ejemplo, el número a y la diferencia b — c; su diferencia 
será: a — (b — c), y tendremos: a — (b — c) = a + c — 

En efecto, si a los dos términos a y b — c de la sustracción se les 

syma el número c, Ja diferencia no se altera y sus dos términos se 
convertirán en a + c y b (v. Propiedad fundamental, p. 7). 

Problema, Hallar dos números conociendo su suma 8 y su dife¬ 
rencia IX 

Sean a y ó los dos números, a > ó* 


Tendremos 


S + D 

S + D = 2u, de donde a = --- 


S — D = de donde b = 


S — D 


Aplicación numérica . Si S = 30 y D — ó, se tendrá 
30 + 6 30 — 6 


a = 


= 18 y b = 


2 


= 12 . 


Multiplicación de números naturales 

Definición, La multiplicación de los números naturales es una opera * 
ción que tiene por objetó* dados das números denominados respectiva* 
mente multiplicando y multiplicador* hallar un tercero, denominada 
producto, que sea la suma de tantos números igüedos al multiplicando 
como unidades tiene el multiplicador. 

El multiplicando y el multiplicador se denominan jactares del producto. 

La multiplicación se indica por medio del signo X, que se lee multi¬ 
plicado por. 


El producto del multiplicando 1T> por ri multiplicador 8 bc indica 
15 x 8; con arreglo a la definición, será la suma de 8 números 
iguales a 15. 

La multiplicación de los números naturales es una suma de números 

iguales , ... / 

SÍ uno de los factores es 1, el producto es igual al otro tactor. 

SÍ uno de los factores es 0, el producto es igual a cero. 

Teoría de la multiplicación de los números naturales. — 

Si no» atenemos a la definición, la multiplicación podría efectuarse me¬ 
diante una adición, pero cuando el multiplicador es un numero elevado 
esta adición sería cada vez más complicada; por este motivo se recurre, 
para efectuar una multiplicación, a un procedimiento relativamente 

sencillo. 

Primer caso. El multiplicando y el multiplicador san menores que W. 
Todos los productos correspondientes figuran previamente en una tama 
llamada Tabla de Pitágoras. Para la rapidez de los cálculos es nece¬ 
sario saber de memoria los resultados obtenidos. 


I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

4 

6 

8 

IO 

12 

14 

l6 

18 

3 

6 

9 

12 

15 

18 

21 

24 

27 

4 

8 

12 

xó 

20 

24 

28 

32 

3* 

S 

IO 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

6 

12 

18 

24 

3# 

36 

42 

4» 

54 

7 

14 

21 

28 

35 

42 

49 

56 

63 

8 

ifi 

24 

32 

40 

48 

56 

64 

72 

9 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72 

81 


Tabla tic l’itágoras 


Para formar esta tabla, se escriben en la primera fila los nueve 

ir i meros números. . . 

Después se suma cada uno de los nueve primeros números con el 

nismo; formaremos así una segunda fila en la^ que figuran los pro- 
ledos de los números de la primera lila por 2. , 

Se suma a continuación cada uno «le los números de la segunda hla 
,1 número correspondiente de la primera, formándose asi una tercera 
ila en la que figuran los productos de los números de la primera 

De la mistna manera se forma la cuarta fila y Ibs filas siguientes, so¬ 
nando cada uno de los números de la última lila formada al numero 
orrespondieme de la primera. En cada una de las filas asi formadas 
i curan los productos de los números de la primera fila por 1, 5, ... '*■ 
Lina vez formada la tabla en esta forma, el producto de los dos nú¬ 
meros 5 y 9, por ejemplo, se encuentra en la intersección de la columna 
> y de la fila 9, es decir, 45. 

Secundo caso. El multiplicando es un número cualquiera, y el mul¬ 
tiplicador tiene sólo una cifra. 

Sea el producto 4 675 X 3. Según la definición de la multiplicación, 
multiplicar 4 675 por 3 equivale a sumar tres números iguales u 4ft/¡>, 
r Efectuemos en primer lugar la suma de 3 números 

* \l r iguales a 5 unidades, es decir, 5x3 = 15 unidades 

¿f-t (primer caso), después la suma de 3 números iguales 

t 1 ' ’ - a 7 decenas, con lo que obtenemos 7X3-21 dccc- 


Se obtiene la siguiente regla. 

KEfrLA. Para multiplicar un número de varias cifras por otro de una 
ola cifra se escribe el multiplicador debajo dd multiplicando, y dcs- 
aés se multiplican sucesivamente* comenzando por la derecha* cada 
na de las cifras det multiplicando por el multiplicador; si d producto 
bienido es mayor que 10, se escribe solamente la cifra de íflfcS unidades 
se añaden las decenas al producto parcial siguiente, Ll ultimo pro- 

m. * « * a 7 _ . l _ a_ . + / «J-. 


Multiplicando ... ... ... 4 67 5 

Multiplicador . 3 


Producto ... ... ... 1 4 02 5 

Tercer caso. El multiplicando es un número cualquiera, y el multi* 
plicador un número formado por la unidad seguida de ceros. 

Sea el producto 745 X 1 U0Q. 

Ei producto es igual a la suma de 1 000 números ¿guales a 745. 
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Esta suma es igual a la de 745 números iguales a 1 000. 
Lo demostraremos fácil mente* 




145 



745 



iooo grupos 

Fífif* 4 


Considere moa 1000 
grupos de número» 
(fifi, 4), figurando en 
cada grupo 745 imilla» 
dr». L .n Minm ftcru c! 

producto 745 X l Out), 

lotncnmH nnit mil 
dad de eáilft grupo* 
mimr mi I I HHJ t y |nnl it mo'> 

,, haiti 745 vivcN, Lmuiti- 

* ¿itIji uno I 0HÜ 


745 grupos - 

Fig* 5 


Todas estas unidades agrupadas fu riñan el 
recomenzar una segunda vez, una iruyrrji, 
luiremos así 745 grupos de número», comprendiendo 
unidades, es decir, 745 mil A 7451)00 (/íg. 5)* 

^ /^\ /— x / \ Como no hrmo» til* 

ÜOGtí) QOOü) (lODQ) *' * *.* ' * * 4 tiQQQj) turarlo la nu mil totul. 

Vw ^ so deduce que el pro* 

/' duelo 745 X t 000 rfi 
igual a 715 IJI1Ü + ilr 
donde se fditirii. ln 
regla alguinilr. 

Regla. Para multiplicar un número de varias cifras por oír** formad'* 
de la unidad seguida de ceros, basta escribir a la ¿ancha del mul¬ 
tiplicando tantos ceros como tiene el multiplicador, 

CtrAtíTü caso* El multiplicando es un número cualquiera, y A mu/tl- 
plicador está formado por una cifra significativa seguida de ceros. 

Sea el producto de 541 X 300, 

Este producto es igual a la suma de 300 
números iguales a 541, Ahora bien, podre¬ 
mos descomponer esta suma en 100 sumas 
parciales integradas cada una por 3 núme¬ 
ros iguales a 54 L 

La suma de 3 números iguales a 541 es 
541 X 3 = 1 623 {segundo caso), 

100 — 152 300 {tercer caso), de 


541 1 

541 >541 x 
541 I 
541 


3 = 1 623, 


El producto buscado es 1 623 X 
donde se deduce la regla siguiente, 

Re«LA Para multiplicar un número cualquiera por otro farmado de 
una dirá seguirla de ceros se multiplica d multiplicando por la cifra 
significativa y a la derecha del producto obtenido se escriben tontos 
ceros corno tiene el multiplicador* 

Quinto caso* El multiplicando y el multiplicador son dos rmrnrrtn 
cualesqu iera * 

Sea el producto 723 X 457, 

El producto buscado será la suma de 457 mu mero* iguiiln 
Para obtenerlo, podremos calcular primeramente la Huma de 7 
iguales a 728 , después la suma d» 50 numen ih igualen a 728 * y finalmente 
la suma de 400 números iguales a 728 , y tumor loa remilladim obtenidos. 

Tendremos: 

728 X 7 = 5 0% (segundo caso) 

728 X 50 = 36 400 (cuarto caso) 

728 X 400 * 2TI 200 (cuarto caso) 


a 72ÍL 
numeras 


728 x 457 = 332 Ó96* 
de donde se deduce la regla siguiente, 

Regla Para multiplicar dos números cualesquiera , después de 
escribir él multiplicador debajo del multiplicando y trazar una linea 
horizontal , se multiplicará este segundo factor por cada una dejas cifras 
del multiplicador, escribiendo los productos pomoles de modo que a 
primera cifra de la derecha de cada uno esté situada debajo de la 
correspondiente cifra del multiplicador; sumando luego estos productos 
sucesivos, se obtendrá el producto total. 

Observación. Si el mulliplicando y el multiplicador acaban en ceros, 
se efectuará la operación sin tener en cuenta dichos ceros pero se 
escribirán a continuación, a la derecha del producto obtenido tantos 
ceros como figuran a la derecha del multiplicando y del multiplicador. 


Número de cifras de un producto. — - El número de cifras de 
un producto de dos factores no puede, exceder de la suma de los nú* 
meros de cifras de estos dos factores, ser inferior a dicha suma 
disminuida en una unidad . 

Sean los números 345 y 84, 

Tendremos: 

100 < 345 < 1 000 

10 < 84 < 100 

100 X 10 < 345 X 84 < 1 000 x 100 

o bien: 

I 000 < 345 X 84 < 100 000, 

Ahora bien, cualquier número natural mayor que 1 000 contiene por 
lo menos cuatro cifras, y cualquier numero natural mtrnor que 100 000 
contiene, como máximo, cinco cifras. 

Por consiguiente, el producto 345 X 84 constará de 5 cifras como 
máximo y 4 como mínimo, es decir, tantas como contienen ambos 
factores en el primer caso, o dicho número disminuido en una unidad* 
en el segundo. 

Prueba de la multiplicación, — Para efectuar la prueba de una 
multiplicación: 

I o Puede efectuarse de nuevo la operación después de haber invertido 
el orden de los factores; el producto no debe variar; 

2° Puede dividirse él producto por uno de los factores; deberá 
obtenerse entonces en el cociente el otro factor (lo que se deduce de 
la definición de la división* pág, 10); 


3“ Puede hacerse la prueba del 9 (v, pág, 17), 

Observación i Cuando los dos factores de un producto se representan 
por las letras a y b, el producto puede representarse, como ya hemos 
indicado* a X A. También puede escribirse a * b, « sencillamente ah* 
Aunque la multiplicación de un número por cero no tiene sentido, 
admitiremos que el producto de un número por cero es cero. 

Productos de factores. — Definición* Producto de varios fncto* 

rrs considerados vtt un orden determinado es el producto que se obtiene 
multiplicando el primer factor por A segundo, el producto obtenido por 
A tercero, y as t sucesivamente* 

El pi mi orto d. Ion (adores 3* 4, 7, 6* se indica de la forma siguiente, 

3 X 4 X 7 X 6, 

l*,n Jjrlifiirimi ri notación indica el producto de 3 por 4, que 
„ N 12, de . el de 12 por 7, que es 84, y por último el de 84 por 6, 

qur iln S()4 ii 

lioaiMA f urtuAMi n i ai El orden de. tos factores no altera el producto * 

Purdr ditnoitram ti uorintl tn 1» forma siguiente: 

/ Fl , „„ unirían» ./* d m faetmes, puede invertirse su orden sin que 

se altere el producto. , 

„ .. l,i miillíplinuUu ni mu «jn-r«ci»n conmutativa. tfu*a 

o pe tachín »rt Iti dr llinhl i a do anlcit* figt, 4 y 5)+ 

En mi prwhuta d< íjm i fmioti i, puede invenirse el orden de los 
dtn ultimo* mu qitr ir al(*tr rl vaha del producto. 

I )*un mi i il rriiitw qilf 

, r l x 4 5 x 4 X 3* 

El..i imm lublfi * o la que figure el 

„ 111, i,. r ii» [i turnia vri'i'H MI 1 n mUmíl lila 
y I tihm iguale». 

... Inti .oí’ni» que Jigurutl en la 

lubla Coilqul' iii 11IIk Hfn el urden ni que 
efci iuruiiu' dn luí muña, siempre que se 
uuiuet\ tndu» v cuín uno una wila vez* la 

lili i un lie i ii n*-m|M ' lil un MiU, 

El! r ubi lila huí puntal ligtmin 


X 


5 


* 


\ U ó (5 


3) unidades, 


(Cualquier pimlua» de factores t,ue figura entre puréntewH se su- 

vi (111 f*i ofootuadiK) ¡ u(jlll f £i. fl 

u Huma lutiil «ela, |M,r consigolente. ‘l«« r * wtrn ’ ,,ln8 

MVnl inih: 

5x3x4. 

Klcct ÜCÍUIÍH h* KUIÚJI .11 í.utua dllri.nle 

En cada columna liguruii 

5 + 5+5 1 5 ó (íí x 4) unida lien. 

Como hay tres columnas iguales, I» suma tolil nern 

(5 x 4) x 3. 

Este último producto podremos escribirlo 5 X \ x ó, según la 

definición del producto de factores. 

Como 1« suma obtenida será la misma en ambos casos, tendremos 

5x3x4=5x4x3. 

En un producto de varios factores, puede invertirse el orden de 
los das últimos sin que se altere el valor del producto. 

Demostremos* por ejemplo, que 

5x2x7x8x4 = 5x2x7x4x8. 

Observemos que 5 x 2 X 7 = 70. y si nos ate~ “ la defim- 
cíón del producto de factores, veremos que el primer producto es igual 

a 70 X 8 X 4 y el segundo a 70 X 4 X 8. . . . 

Ahora bien, 70 X 8 X 4 = 70 X 4 X 8, con arreglo al principio 

^En'un^rxiucto de varios factores, puede invertirse el orden de dos 
factores consecutivos sin que se altere el valor del producto. 
Demostremos, por ejemplo, que 

8x9x5x2x7 = 8x5x9x2x7. 

Según el principio anterior; 

8x9x5 = 8x5x9. 

Multipliquemos primeramente los dos productos por 2, después los 
resultados obtenidos, que son iguales, por 7: los últimos productos 
seguirán siendo iguales y por consi guíente: 

15x9X5x2x7 = 8x5x9x2x7, 

Caso cenebal. Demostremos, por ejemplo, que 

3x5x7x2x9 = 2x5x3x9x7. 

Puesto que en un producto de factores puede invertirse el orden 
de dos consecutivos, podrá colocarse cualquier factor del producto en 
cualquier lugar; por consiguiente, tendremos sucesivamente, um 
arreglo al principio anterior: 

3x5X7x2x9 = 3x5x2x7x9 
= 3x2x5x7x9 = 2x3x5x7x9 
= 2 X 5 X 3 X 7 X 5 = 2 X 5 X 3 x 9 X 7, 

Consecuencias del teorema anterior.— 1" En un producto de varios 
factores, puede reemplazarse cualquier numero de ellos por su pro- 
ducto efectuado. 

Demostremos* por ejemplo, que 

7x5x4x9-63x5x4, 

Según el teorema anterior: 

7x5x4x9 = 7 x9x5x4, 
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y este último producto, según la definición del producto de factores, 
podra escribirle 

63 X 5 X 4. 

Aplicación al cálculo rápido. — Calcular rápidamente d producía 

7 X 4 X 3 X 25, 

7 X 4 x 3 X 25 = 7 X 3 X 100 = 2 100. 

2* En un producto de varios factores, puede reemplazarse una de 
ellas por otros cualesquiera cuyo producto sea igutil al factor con¬ 
siderado. 

Este teorema es el recíproco del anterior. 

Demostremos, por ejemplo* que 

7 X 24 X 3 = 7 X 4 x 6 X 3. 

El producto podrá escribirse 24 X 7 X 3, 6, según la definición 
del producto de factores: 

4 X 6 X 7 X 3 
o también 7 X 4 X 6 X 3* 

Aplicación al cálculo rápido .—Calcular rápidamente 8 x 35, 

Se tiene 8x85 = 8x5x7 = 40x7 = 280. 

3'* Para multiplicar un producto de varios factores por un número^ 
hasta formar un producía tínico can todos los factores , a bien muí- 
tiplicar por este número uno cualquiera de los factores del producía . 

Multipliquemos por 4 el producto 8 x 9 x 12. 

Para indicar que el producto se supone; efectuado, escribámoslo entre 
paréntesis y dcmosítremOft que 

(8 x 9 X 12) x 4 = 8 x 36 X 12. 

Eí producto (8 x 9 X 12) x 4 puede escribirse 8 x 9 X 12 X 4; 
esto se deduce de la definición del producto de factores. 

Ahora bien, con arreglo a un teorema demostrado anteriormente, ten¬ 
dremos que 8 X 9 X 12 X 4 = 8 X 36 x 12. 

Aplicación al cálculo rápido.—- Calcular el producto de (7 X 2 X 

X 75J par 4. 

Observemos que 75 X 4 = 300. 

El producto es igual a 300 x 7 x 2 = 100 X 3 X 7 X 2 = 4200, 

Observación* Para multiplicar un número por un producto de fac¬ 
tores, se seguirá, evidentemente, la misma regla que para multiplicar 
un producto de factores por un número* En efecto, el producto 

4 X (5 X 7 X 6) podrá escribrsc (5 X 7 X 6) X 4. 

Teorema. El producto de varios productos de factores es igual al 
producto de ¡actores formados por todos tos factores que figuran m 
1 os pro d ti el os ti tul os . 

Sean los productos 3 x 4, 7 x 5 X ó T 12 x 2 x 11, que escribiremos 
(3 X 4) X (7 X 5 X 6) X (12 X 2 X 11). 

Tenemos aquí un producto de 3 factores; ahora bien, podemos reem¬ 
plazar cualquiera de ellos por otros factores cuyo producto sea igual 
al factor considerado. Podremos, pues, escribir el producto. 

3 X 4 x 7 x 5 x 6 X 12 X 2 X.ll. 

Aplicación ni cálculo rápido* — Efectuar el producto 

(4 X ¡2) (25 X 5} (3 X 8). 

Se agrupan los fació res cuyos productos son sencillos. 

El producto se escribirá 

4 x 25 X 8 x 5 X 12 x 3 = 100 x 40 x 36 = 144 000. 

Productos de sumas y diferencias, —Teorema* Para multipli¬ 
car una sama de varios números por otro número , se multiplica dicho 
numero por cada uno de los sumandos y se suman los productos obte¬ 
nidos. 

Sea, por ejemplo, la multiplicación (4 4- 9) 5. Tendremos (4 + 9) 
5 = 5 (4 + 9). 

O sea, 5 (4 + 9) = 5x4 + 5 X 9. 

Por consiguiente, podremos escribir (4 + 9) 5 = 4 X 5 + 9x5* 

La demostración es análoga, cualquiera que sen el número de suman* 
dos de la suma. 

Por ejemplo, sean c, 6, c, d , a números cualesquiera: 

(a + b + c + d) a ~ aa + ha + c<x + da . 

Aplicación al cálculo rápido* — Multiplicación de un número por 11, 

Multipliquemos 72 x 11. 

Se tiene 72 X 11 = 72 (10 + I) = 720 + 72 = 792. 

De donde se deduce la regla para multiplicar un número por 11. 

Fácilmente ¡su establecen los siguientes teoremas: 

Teorema. Para multiplicar una suma de varios números por otra suma, 
se multiplican sucesivamente los diferentes sumandos de una de las 
sumas por cada uno de los sumandos de la otra y se suman los productos 
obtenidos. 

Ejemplo; (a + h + c) (a + //) = aa + ha* + ca + ab' + 
bb' + cb\ 

Teorema* Para multiplicar un número por tina diferencia* se multipli¬ 
can respectivamente el minuendo y el sustrae rulo por dicho número y 
se restan ambos productos. 

Ejemplo: (15 — -4) 6 = 15 X 6 — 4X6. 

Aplicación al cáculo rápido: 

38 X 15 = (40 — 2) 15 = 40x 15 — 2x 15 = 570. 

OBSERVACIÓN. Teniendo en cuenta los teoremas anteriores podremos 
escribir; 

ac + be = (a + b) c . 

Esta transformación se denomina sacar c factor común * 

Aplicación al cálculo rápido: 

28 X 4 + 28 X 2 + 28 X 5 = (4 + 2 + 5) 20 = U x 28 = 308. 


División de números naturales 

Definición. La división cutera es una operación que tiene por objeto, 
dados dos números , denominados dividendo y divisor, hallar el mayor 
número que multiplicado por el divinar pueda restarse del dividendo. 
Este tercer número se denomina cociente. 

Sea, por ejemplo, ía división de 20 por 9. 

Se Índica la operación colocando entre los dos números (siendo el 
primero de ellos el dividendo) el signo : que se lee dividido por. 
Tendremos, pues, la notación 28 : 9. 

La operación de la división puede efectuarse por una serie de sus¬ 
tracciones; se resta primeramente 9 de 28, quedando 19; después 9 de 19, 
y quedará 10; después 9 de 1+ que nos da finalmente I, 

EÍ número de veces que ha podido restarse 9 de 28, es decir, 3, es el 
cociente de la división. El resto de la última sustracción, es decir, 1, 
es el resto de la división* Se habría obtenido evidentemente el mismo 
resto si de 28 hubiésemos restado el producto de 9 X 3, 

Se denomina resto de la división la diferencia entro el dividendo y 
el producto del divisor por el cociente. 

Cuando el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente, 
el resto es igual a cero; se dice entonces que ía división es exacta* 
Cuando la división es exacta, puede definirse como la operación cuyo 
objeto es, dado un producto de dos factores y uno de ellos, htdlar el 
otro. La división es la operación inversa de la multiplicación. 

Si llamamos D al dividendo, d al divisor, Q al cociente y R al resto 
de una división, podrá establecerse de una manera general la relación 

D = d * Q + R, 

con la condición R <C d , 

Recí procamente, si entre cuatro números D t d , Q y fí puede estable¬ 
cerse la relación 

D = rf ■ Q + R, 

con la condición R <C d f puede decirse que al dividir D por d se 
obtiene un cociente Q y un resto R, 

Puede demostrarse fácilmente. Supongamos que exista otro cociente Q" 
y otro resto IV ; en este caso se tendría 

D = d * Q' + R\ con la condición R' < Q'. 

Restando miembro a miembro ambas igualdades, suponiendo por 
ejemplo Q ¡> Q\ tendremos 

o ^ ¿ (Q _ Q') + R _ IV, 

La diferencia Q—- Q' sería por lo menos igual a l y su producto por d 
sería por lo menos igual a tí; ahora bien, d + R — R" no puede ser 
nulo, puesto que R y R son menores que d. Por consiguiente, Q = Q* 
luego R = IT. 

Este resultado se expresa diciendo que las relaciones 

D = d * Q + R, con R < d 

son características de la división de D por d , siendo Q el cociente y R 
c| resto. 

También puede decirse que dividir un número D por otro d es hallar 
un número Q tal que se verifique la doble desigualdad siguiente; 

d - o D < d (Q + O. 

El número Q se Huma también cociente aproximado por defecto en 
una unidad. 

Q + I es el cociente aproximado por exceso en una unidad. 

Número de Cifras del cociente. — El número máximo de cifras 
del cociente es igual al número de ceros que hay que escribir a la 
derecha del divisor para obtener un número mayor que ¿4 dividendo. 
Sea, por ejemplo, la división de 345 872 por 2 961. 

Tendremos 296 100 < 345 872 < 2 %1 000 
o bien 2 961 X 100 < 345 872 < 2 961 X 1000. 

Por estar comprendido entre 190 y l 000, el cociente constará de tres 
cifras. 

CasOS dé la división. — Primer CASO. El divisor y el cociente cons¬ 
tan de una sola cifra . 

Sea, por ejemplo, la división de 40 por 9. 

Según la tabla de Ía multiplicación, se tendrá: 

9x5<4fí<9x6. 

El cociente buscado es 5* 

El resto será 48 *— (9 X 5) = 3* 

No es necesario escribir esta operación. Basta con efectuarla mental- 
mente. 

Secundo caso. El divisor es un número cualquiera y el cociente consta 
de una sota cifra . 

Sea la división de 3 472 por 835. 

Tendremos: 835 X 1 < 3 472 < 835 X 10. 

El cociente sólo tiene una cifra* 

Tendremos pues: 3 472 “ 835 X cociente + resto. 

El producto de 835 por el cociente es igual a la suma de los tres pro¬ 
ductos parciales siguientes: 

El producto del cociente por las 8 centenas, por las 3 decenas y pur 
bis 5 unidades. 

Ahora bien, el producto de 8 centenas por el cociente es un mime ni 
exacto de centenas, las cuales sólo pueden estar contenidas en las 34 cen¬ 
tenas del dividendo, 

Al d ividir 34 por 8, tendremos la cifra del cociente o una cifra de¬ 
masiado elevada. 

El cociente de 34 por 8 es 4. Verifiquemos esta cifra. 

El producto de 835 por 4 es 3 340, número inferior al dividendo. 

4 es el cocíente buscado. El resto será 3 472 — 3 340 * 132 


OPERACIONES ARITMETICAS ELEMENTALES 
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A 

3 


4 ’ 7 2 
3 4 0 


8 ’ 3 5 


De aquí la regla siguiente: 

Regla. Para dividir un número de varias dirás por otro también de 
varias, cuando d cociente conste de una sola cifra, se divide por la 
primera cifrm dei divisor el número de las unidades dd mismo orden 
del dividendo, obteniéndose así la cifra del comente , o ana cifra mayor. 
Para comprobarla t se multiplicará dicha cifra por el divisor, y si d 
producto puede restarse del dividendo » la cifra será la verdadera; rn 
caso contrario, se rebajará dicha cifra en una unidad y ác procederá a 
la misma comprobación t continuando los tanteo* hasta llegar « ana 
cifra cuyo producto por el divisor sea menor que el dividendo 

Et resto es la diferencia entre el dividendo 
y el producto del divisor por el < orienta 
OltSEltYAGiON lín Ift práctica m> rtt 1 rnri ilir 
r | producid di I diviso! |im e\ (MH'írnM', im> 
f|I1C his le t'cftl ji inmrdiutuinrulr i!' , l divid» u*ht 
que se va multiplicando* 

TlttCER CASO, El divisor y el enciente \oti ÍMI 
meros cualesquiera. 

4 Sea la división 83 795 por 342, 

Tendremos: 342 X 100 < 83 795 < 342 X 1 000, 

El cociente tendrá tres cifras, por estar comprendido entre 100 y 1 000 , 

Se tendrá 83 795 & 342 X cociente + resto. 

El producto de 342 por el cociente es igual a la suma dr ios productos 
parciales siguientes: 

1 ° el producto de 342 por las centenas del cociente; 

2 o el producto de 342 por las decenas del cociente , 

3 ° el producto de 342 por las unidades dd cociente. 

Ahora bien, el producto de 342 por ii» centenas del cociente m un 
número exacto de centenas, las cuales deben figurar cil \m 837 eontoiuifi 
dd dividendo (primer dividendo parcial)* Vamos « drmujitrar uue di¬ 
vidir tu lo 83/ por 342 fw oblieiu ¡ < 


a 


13 2 
med ida 


4 7 2 
13 2 


8 3 5 


l ra 


8 3 
6 8 


7 1 9 5 
4 00 


1 5 3 9 5 


3 4 2 


dr las mil nutrí 
Sea a i*l üorit 


d re moa 
342 




i el 

coc ¡rntt 

| 


llr i 

Ir 837 

por 

342; k 

837 

• 342 

(n 

+ 1). 

le d 

i'Nigim i < ‘ 

luil 

pox 109 


1 5 
1 3 
1 


3 

6 

7 


9 5 
8 0 
1 5 


3 4 2 


1 5 
1 0 


3 4 2 


8 3 
1 5 
1 


7 9 5 
3 9 
7 1 5 
0 0 5 


3 4 2 


2 4 5 


2° Si uno de los dividendos parciales es menor que el divisor, se añade 

un cero al cociente y se continúa la opera¬ 
ción, Escribiendo a la derecha del dividendo 
parcial la cifra siguiente del dividendo. 


13 0 12 2 
* 1 7 2 2 


42 8 


3 0 4 


1 0 


- * - 3 " Si el divisor acaba en ceros, éstos pue¬ 

den suprimirse, al mismo tiempo que igual número de cifras cu la 
derecha del dividendo, 

Afií, por ejemplo, cf cociente de 784 379 por 98 700 es el mismo que 
H de 7 843 por 987* 

En efecto, si el nociente de los dos últimos números es Q, se tendrá 

987 x Q ^ 7 843 < 987 X (Q + D- 

Multiplique.. W tren miembros por 100, y obtendremos 

q8700 X Q - 784300 < 98 700 (Q + i). 

Punir nimdií'nr 79 »1 numero intermedio; en efecto, la primera des- 
iginiIdnd Higiic vi idhándoic, y también la segunda, ya que 7 843 y 
Oíi; |U j I) iUii m'ii por lo uirnou en una unidad, en virtud de 
tnn ¡o miera* ilcaiguildoditt por lo lauto, 7 843 X 10Q y 987 X 100 X 
,i l | 4 1 1 il p r rr 11 pío 1. . miH m u iiii ceiitciMi, Podremos escribir 

vn /{)(» * o 784 379 98 700 (Q I 1). 

y jmi «-.IIP Igim titi\ Q ea el rai K'iilr de 784 379 por 98 7011> 

nliMMvetima na *mhnitfo qilr rl .. dr U divWóll SC obtendrá calo- 

cando 79 n la derecha dal ml« dado por la división abreviada.^ 

,pi Si , I dividí mili V id di vito I u uUim cu ev.rm, te |>uedc suprimir en 
|„ 8« mm !i . di ndio rl mi'Wíi numero de idloí, sin que se alte re el 
i-im intlr, priii Imbuí qilt -i n-ido ji I.» don clui del mil o obtenido lautos 
.i rium» nv Imynu Mipnmido rni tarín Inm do Ioh do» números 


obtendremos 

342 X 100 a ^ 83 700 < 342 X 100 (a + 1). 

Podrá añadirse 95 al número intermedio sin cambiar el sentido de las 
desigualdades, ya que la primera aumentará y la segunda no cambiará 
de sentido, puesto que los números 837 y 342 {« + 1) difieren por lo 
menos en una unidad, y por lo tanto 

83 700 y 342 X 100 (a + 1) 

diferirán por lo menos en una centena. Por consiguiente, podremos 
escribir 

342 X 100 n < 83 795 < 342 X 100 (a + I >* 

a representa la cifra de las centenas del cociente, que sera igual a 2 , 
por estar comprendido entre 200 y 300, 

Ahora bien, 342 X 200 = 68 400. 

Restemos este producto del dividendo y quedara 15 395, 

Este resto representa la suma: 

1 - del producto de 342 por las decenas del cociente; 

2 o del producto de 342 por las unidades del cociente; 

3 * del resto de la división propuesta. 

Pero el producto de 342 por las decenas del cociente es un número 
exacto de decenas que sólo podrá figurar en las 1 539 decenas del 
nuevo dividendo (segundo dividendo parcial). Dividiendo 1 539 por 342 

tendremos la cifra de las decenas del co¬ 
ciente, Podría obtenerse como se ha hecho 
precedentemente para la cifra de las cen¬ 
tenas. El cociente de 1539 por 342 es 4, 
La cifra de las decenas del cociente es 4. 
Ahora bien, 342 X 40 - 13 680 unidades. 

Restemos este producto del dividendo considerado, y quedará 1 715 

(tercer dividendo parcial). 

Este; resto representa el producto de 342 
por las unidades He! cociente y el resto de la 
división propuesta. 

Ahora bien, 1715 ” 342 X 5 + 5* 

La cifra de las unidades del cociente es 5* 

El cociente de la división propuesta es 245 y el resto 5, 

Do aquí la siguiente regla. 

Regla. Para efectuar la división de dos números cuntido d cociente 
tiene imrkíJ cifras, se escribe c¿ divisor a la derecha del dividendo* 

separando de la izquierda del dividendo 
tantas cifrm como sean necesarias para 
formar un número mayor que el divisor 
(sin que llegue a ser diez veces mayar). 

_ Así se obtiene el primer dividendo parcial , 

cuya división por el divisor da la primera 
cifra del cociente * Esta cifra se multiplica por el divisor y d pro¬ 
ducto se resta del dividendo parcial i a la derecha del resto se escribe 
la cifra siguiente dd dividendo, obteniéndose ati el segundo divi¬ 
dendo parcial, que dividido por et divisor da la segunda cifra dd 
cociente. Se continúa dd mismo modo hasta la ultima cifra dd divi¬ 
dendo* obteniéndose así la última cifra dd cociente. 

El cociente de la última división parcial es la cifra de las unidades 
del cociente y d resto de esta división, es d resto de la operación . 

Observaciones. P En la práctica, no se escriben los productos parcia¬ 
les; me restan, a medida que fie van obteniendo, de loe dividendos 
parciales, considerados. 


r ruaba tía la división.— l* Se multíplice el divisor por el co- 

r ,i n|, y i,i iininh ji OMe piudurto H romo + bi división: debe obtoncrísc 

ni dividendo, cu vi 1 1 lid ib la delimitan. 

V .. . . (lín ilr dn hiiii i In pincha dd 9 (v. p. I/), 

PropladadM do las dlvltlonos exacta*. — Dan ni<:i<ín, s,- <üoo 
iéui* un número o» divliibla por otro cuando al dividirlo por «ate 
número el reato OS nulo. I‘«. r ejemplo, 35 ph divisible por 7. 

Cuando un número A c* divisible por olro número a, se dice que « 

un divlaor de A o que « divide A. , 

Se denomina múltiplo de un número entero el producto de dicho 

número entero por otro entero. 

28 es múltiplo de 4, puesto que 28 = 4 X 7. 

Si, recíprocamente, A es un múltiplo de a, A es divisible por a. 

Teohema. Si los términos de una suma son divisibles por un mismo 

número, la suma es divisible por dicho número y su cociente será igual 
a la suma de los cocientes de los términos de la suma por el divisor 

común . , .. | 

Sen la suma A 4* B + C y supongamos que el numero a divide a la 

vez los números A, 13 y C, Designando por Q, O. Q los cocientes 

correspondientes, tendremos 

A - rf Q, 

B = «*Q\ 

C = a.Q", 

Sumando miembro a miembro, obtendremos 

A + B + C - aQ + aQ' + aQ*\ 

Ahora bien; el producto aQ + aQ' + d/ tss el producto de Ift 
suma Q | Q f + Q" por el número a (v. p. 9): 

A + B + C = tf(Q + 0" + Q b 

Esta igualdad demuestra que A + B + C es divisible por a y que 

el cociente es precisamente Q + Q* + Q - „ . r - .,1 

Ejemplo: 45 + 35 + 22Ü, suma cuyos tres términos son divisibles 

por 5, es divisible por 5, y el cociente será 9 + 7 + 44* 

Observación* Factor común. Si escribimos 

A + B + C = a(Q + Q' + Q”\ 

se dice que a es factor común, o bien que hemos sacado a factor común* 
Para sacar factor común en una suma se sustituye por un producto 
de dos factores: uno. d factor común a los sumandos, y otro, la suma 
indicada de los cocientes que resultan al dividirlos por dicho factor 
común* Es una operación muy frecuente* 

Sacar 5 factor común en la suma 45 + 35 + 220, es escribir 

45 + 35 + 220 = 5(9 + 7 + 44). 

Teorema* Si tos dos términos de una diferencia son divisibles por un 
mismo número, la diferencia es divisible por dicho número y el cociente 
es la diferencia de los cocientes obtenidos al divitlir los terminas de. la 
diferencia por el divisor común * 

Sea la diferencia A — B. 

Supongamos que el número a divide los dos números A y B; sean 
Q y Q' los cocientes; tendremos: 

A =s a * 0, 

B = a - Q'* 

De donde se deduce A —■ B = a - Q u • Q . 

Teniendo en cuenta que oQ — aQ ' os el producto de la diferencia 
Q — Q' por a t podremos escribir A — B — í?(Q — Q )- 
’ Esta" igualdad demuestra que k — B es divisible por a y que el 
cociente es precisamente Q — Q * 

Ejemplo: 144 — 60, diferencia de dos términos divisibles por 12, 
es también divisible por 12* El cociente ea 12 — 5. 

OjJSEttVACtÓN* Cuando se sustituye A B por n(Q Q ), se dice 
que a es factor común de A y 0 . 

j 44 _ 50 = 12(12 — 5); 12 es factor común de 60 y 144. 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


Generalización, $¿ todos. Itts terminas de un polinomio aritmético 
son divisibles por un mismo número, el polinomio aritmético es divi¬ 
sible por este número, y el cociente es el poli monto aritmético formado 
por los cocientes obtenidos al dividir por dicha número tos términos del 
polinomio dudo (cada uno con el mismo signo del término correspon¬ 
diente), 

Sea el polinomio aritmético A*f B — G-f- D — E, 

Si iodos ios términos son múltiplos de un mismo número a y A', 
b; C\ D, E' son los cocientes, este polinomio es divisible por a y el 
cociente será precisamente A' + B' — (T + D* —* E', 

Si escribimos 

A + B — C 4- D — E = s (A' + B' — C' + D' — E') f 

diremos que a es factor común* 

Aplicación al cálculo rápido: 

128 100 4 - 28 

— - -- = 25 + 7 = 32; 

4 4 

147 150 — 3 

-— = -- = 50 — I - 49. 

3 3 

Teorema* Un producto de factores es divisible por cualquier producto 
parcial de dichas factores; el cociente es el producto formado por los 
restantes factores * 

aXÓXcXí/Xecs divisible por a X c X d; el cociente es 
b X e* La regla de multiplicación de los producios de factores demues¬ 
tra que en efecto 

a X b x c X d X e — (a X c X d) X (6 X e). 

Ejemplo: 3x5x7x13x17 es divisible por 5 X 13; et cociente 
es 3 X 7 X 17* 

Caso particular* Un producto de factores es divisible por cada 
uno de sus factores, y para dividir dicho producto por cualquiera de 
ellos , basta con suprimirlo en dicho producto, 

(7 X 8 X 15); 3 = 7 X 15. 

Teorema. Para dividir un producto de factores por un número, bcL%ta f 
si ello es posible, dividir una de los ¡motores del producto por dicho 
número , 

Sea por ejemplo la operación (4 X 15 x 9) ; 5* 

Substituyendo 15 por 5 X 3, lo cual es posible, se nene entonces 
la división de 4 x 5 x 3 X 9 por 5, Según lo anterior, el cociente 
será 4x3x9* 

Observación, Si varios factores son divisibles por el divisor con* 
siderado, no es necesario dividir más que uno de ellos; 4 X 15 X 9 
es divisible por 3; el cociente será 4 X 5 X 9, ó 4 X 15 x 3. 

Teorema* Para dividir un número por un producto, si las divisiones 
sucesivas son exactas, se puede dividir el número por uno de tos fac¬ 
tores de dicho producto t después el cociente obtenido por el segundo 
y así sucesivamente hasta haber utilizado todos los factores; el último 
cociente es el buscado. 

Sea la división de A por el producto a « b * c* Supongamos que las 
divisiones sucesivas se efectúen sin resto, y designemos por Q, Q', Q" loa 
cocientes obtenidos; tendremos 

A — a * 0, 

q = h . q; 

Q f = c.Q". 

Multiplicando las igualdades miembro a miembro obtendremos 

A , Q , Q' = a . i i c . 0 * Q' ■ Q* 

o, simplificando, A — (a « b • c *) Q \ 

Por consiguiente, el cociente de A por el producto es evidentemen¬ 
te Q" 

Aplicación al cálculo rápido: 

735 735 735 245 

-—-— = ~— -. Ahora bien, — -* = 245 y —-— — 49. 

15 3 X 5 3 5 

735 

Por consiguiente;--- = 49, 

15 

Teorema* 1 odo divisor de un divisor de un numero divide este 
número. 

Sea el número A, a un divisor de A y h un divisor de a; vamos a 
demostrar que b es un divisor de A* 

En efecto, si a divide A, existirá un número Q tal que A = <t * Q* 
Si b divide a, existirá un número q\ tal que 

a = b q \. 

Reemplazando a por su valor, obtendremos 

A = b ■ qi * Q, 

Esta igualdad demuestra que b divide A y que el cociente de A 
por b es precisamente el producto 71 - Q de los dos cocientes. 

I e o rema* Si se multiplican el dividendo y el divisor de una división 
exacta por un mismo número, el cociente no varia. Si se dividen el 
dividendo y eL divisor por un divisor común , d cociente no varia. 

Sean D, d y Q el dividendo, el divisor y el cociente, respectivamente; 
tendremos 

D = ¿ - Q* 

Multipliquemos ambos miembros de la igualdad por el número a, 
y obtendremos 

D * a = d - a ■ Q. 

Q será por consiguiente el rocíente de D * a por d . a. 


Supongamos después que el dividendo y el divisor sean múltiplos de 
un número a; podremos representarlos por Ma y ma , y, llamando Q al 
cociente, tendremos 

Ma = ma ■ Q* 

De donde se deduce que M = m - Q, lo que demuestra el teorema* 

Propiedades de las divisiones con resto, — Teorema* Todo nú¬ 
mero que divide d divisor y d resto de una división divide el dividendo. 
Sea D el dividendo de una división, d el divisor, Q el cociente y R el 
resto. Tendremos D = d * Q 4* R« 

Si un numero divide d y R, por dividir d, dividirá d . Q, que ea 
múltiplo de d; al dividir d * Q y R, dividirá sil suma D* 

Se demuestra de la misma forma que si un número divide d cociente 
y el resto de una división divide el dividendo. 

Teorema. Si" un número divide d dividendo y el divisor de una divi 
swn, divide el resto. 

Sean D, d, Q y R, el dividendo, el divisor, el cocíente y el resto, 
respectivamente, de una división; tendremos 

D = d . Q + R* 

Supongamos que un número divide D y di por dividir d. divide 
su múltiplo d * Q, y por dividir D y d ■ Q divide su diferencia R* 

De Ja misma forma se demuestra que st un número divide el dividendo 
y el cociente de una división, divide el resto * 

Teorema, Cuando se multiplican o dividen el dividendo y el divisor 
de una división por un mismo número, el cociente no varia 1 , pero el 
resto queda multiplicado o dividido por dicho número * 

Supongamos que en la división se obtiene un resto R; tendremos 

D — d * Q + R, siendo R < d. 

Multipliquemos los dos miembros de la igualdad por el número a; 
obtendremos 

Da = da * Q 4* Ra, 

Ahora bien, se tiene Vía < da t puesto que R < d. 

La igualdad precedente es, en estas condiciones, característica de la 
división de Da por da; el cociente es Q y el resto Ra. 

Consideremos ahora una división cuyo dividendo y divisor sean divi¬ 
sibles por un mismo número a; sabemos que el resto es también divi¬ 
sible por a, y podremos indicar el dividendo por Ma, el divisor por 
ma t el resto por pa y el cociente por Q, Tendremos las relaciones 

Ma — ma . Q 4- pa, siendo pa <Z ma. 

Simplificando: 

M = m - Q 4- P# siendo p < m, 

relaciones características de la división de M por m. Q es el cociente, 
p el resto y el teorema queda demostrado. 

Teorema* Para dividir un número por un producto puede dividírsele 
por el primer factor , el cociente obtenido por el segundo factor, y 
así sucesivamente hasta que todos los factores sean utilizados; el 
último cociente es el buscado. 

Hemos demostrado este teorema para el caso en que todas las divi¬ 
siones se efectúen sin resto. Vamos a demostrar que se sigue verifi¬ 
cando cuando las divisiones tienen resto. 

Sea A el número que se quiere dividir por el producto abe * 
Dividámosle por a, y el cociente obtenido por b; tendremos 

A = ^ 4 r r ^ a — 1, 

q — bqi + n n ^ b — 1, 

71 = eq% ■+ r¿ n ^ c — I, 

Reemplazando q y q\ por su valor, se tendrá 

A = aheqz 4* abr 3 + an + r. 

El teorema quedará demostrado si 

abrí 4“ an + r ^ abe. 

Los valores mayores que pueden tomar r, n, n son a — 1, b — 1, 
c — 1; el valor máximo de abr2 + attt 4- r será por lo tanto 

ah (e — 1) + a {b — 1) + a — 1 = abe — 1, 
que es menor que abe; por consiguiente, el teorema queda demostrado. 

Ejemplo, Calcular el cociente de 1 757 por 42. Como 42 es igual 
al producto 2 X 3 X 7, se efectúan sucesivamente las divisiones por 
2, 3, 7* El cociente por defecto de dividir 1 757 por 2 es 878* El de 
878 por 3 es 292. El de 292 por 7 es 41. El cociente buscado e» 41, 
por defecto. 


Aparatos y máquinas de calcular 

Desde la bandeja de cálculo de los chinos basta la actual regla 
y los modernos aparatos, las máquinas de calcular han Ido evolu¬ 
cionando progresivamente desde la más remota antigüedad hasta 
nuestro» dias* La bandeja de cálculo es el más antiguo de estos apara¬ 
tos, todavía muy extendido China, Japón y Asia Central, y sirve para 
efectuar las operaciones corrientes; en la Edad Media fue introducido 
en Rusia por los mongoles. Entre los romanos, el abaco (del latín 
abacus t que significa tablilla) fue también empleado durante la Edad 
Media* 

Estos abacos o contadores de bulas son los que se utiliza lian en nues¬ 
tras escuelas a principios del siglo xix; dichos instrumentos consti¬ 
tuían un medio verdaderamente práctico de enseñar a los niños la 
numeración y los elementos dej cálculo; su mayor inconveniente reside 
en que cualquier operación que con ellos se efectúe no se presta a 
ninguna verificación* 
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POTENCIACIÓN Y RADICACIÓN DE NÚMEROS NATURALES 



5 830G920 
Fig* 0 


La primera máquina de calcular diferente del abaco se debe a Pas¬ 
cal (1642), que la invento cuando tenía 19 años. Esta máquina fue per¬ 
feccionada por Lépino (1752) y 
51 después por Boist i apandan (1730). 
Citemos igualmente la máquina 
de Leibniz (lfi73) t que efectuaba 
las cuatro operaciones; las mi* 
quinas de Jordán» (1797); la su¬ 
madora de Motil; el aritmómetro 
de Thotnas (1820) y tinalméiUc 
las recientes rnáquíiifm dn Mantel 
y Jayet, de Dubbagc, de iVlu bi* 
chev, muy perfeccionad nn c*m res¬ 
pecto a las antenoten; Ims regli¬ 
llas de Gemid Ir y Lucu'i, lu mu 
quina de Holléo, lo» npuifiiMH 
Rcmington» etc* 

Por oirá parte, Ion rátruloM qun 
se efectúan en la iicl nulidad ya 
no se limitan a las cuatro operaciones, y las máquinas utlUudfiR imíh 
cada vea más numerosas: planímetroa, intégralos, reglas, <iírcul<", 
hélices de calcular, máquinas algebraica» (de Torren < .bu-yulo, «l. 
Gnu f (igual), etc. 

Describiremos aquí únicamente el contador dr hola** drjnwi" 
un capítulo posterior la descripción de la regla cb- cále ubi. 

Abaco o contador de bolas, —El abaco (fi# 6) §0 compone 

de una bandeja o de una caja lisa de madera de forma rer ungular 
cuyos bordes opuestos están unidos por una traviesa de madera para¬ 
lela a los otros bordes. A esta traviesa, por una parte, y u \m bordea, 
por la otra, se fijan por sus extremidades burras paralela» ti loa íadm 
menores de la caja y por las cuates pueden resbalar boba; 2 por OMI 
uno de los alambres que están en un compartimento y S por cada uno 
del otro. El número de Celas barras de alambre varía según los apa- 

ratos. . , 

Las bolas situadas en mía misma barra representa a unidad™. d< f 

mismo orden. 

En cada barra corta, una bola representa 5 miidmlr ib lu kura 
más Larga situada en su prolongación. Cada unidad representada l ,nj 
una barra es 10 veces mayor que lu representad a por la b.iM.t Munii 
inmediatamente a la derecha de aquélla. 

Para representar un número, deslizaremos l'iiciu k . 

las bolas que, en su totalidad, dan un mim. tgunl ni número que m 

considera. 

El aparato permite efectuar las cuatro operar kan. ib un m»du rt lu 
livamente sencillo. 

Adición. —Supongamos que al número indicado en el abaco quine 
añadirse 3 275 (número marcado, por ejemplo, sobre otro ábacok En el 
primer abaco se añadirán luiiea iva menta 5 unidades, luego 7 dece¬ 
nas, etc. Si en una barra figura un numero superior ft 10* se llevan 
hacia arriba las dos bola* de lu barra pequeña* y después se aproxima 
a la barra mediana una bola de la baña grande que se encuentre in¬ 
mediatamente a la izquierda de la Loca que cofresponde a la barra 

pequeña considerada. H 

Sustracción. — Se operara en forma inversa. Se restará cada cifra 
del número menor de la cifra del mismo orden de unidades del mayor. 
Si la sustracción es posible, no hay ninguna dificultad; supongamos 
que no ocurra así, y que tengan que restarse 8 decena» de 2 decenas; 
se restará entonces una centena y se sumarán 2 decenas. 

La operación se efectuará muy fácilmente comenzando por la iz¬ 
quierda. , , 

Multiplicación* — Habrá que descomponer la operación en multipli¬ 
caciones de una sola cifra, lo que es evidentemente más complejo._5i 
tienen que añadirse 7 X 6 — 42, se añadirá 42; si tienen que aña¬ 
dirse 34 X 47 tendremos 

34 X 47 = (3 X 4 ) centenas + (3 X 7 ) decenas + {4 X 4 ) decenas 

4- (4 X 7) unidades. 


Se suman sucesivamente las centenas, las decenas y las unidades. 
Será evidentemente necesario conocer la tabla de multiplicar. 

División. — Habrá que operar por sustracciones sucesivas, lo que 
requerirá tanto más tiempo cuanto mas elevado sea el cociente. 

El ábaco y las varillas Chinas. — En realidad, el contador de 
bolas que acabamos de describir sólo data de la Edad Media; ante¬ 
riormente, en China 
se utilizaban peque¬ 
ñas varillas de bambú 
o incluso de marfil 
que se reunían de 
forma diferente para 
representar las nueve 


i ii i 


3 


I lili Hi t ti 111 Hit 

4 5 0 7 8 9 

Fia. 7 


(mineras cifras (fig. 7). Estas cifras se escribían también en otras posi¬ 
ciones, y lu forma tic colocarlas al lado de otras daba valores posieio- 
tialrn diferentes sobre los cuales no insistiremos. 

Bastones 0 tablillas de Neper. —Así se denomina un conjunto 
.l< i.«lililí,i . invt mudas por Neper en 1617 y que fueron utilizadas du- 
i.«utr mucho tiempo. Se empleaban para efectuar las cuatro ope- 

f in HHH’to ffig H). 

s,. t ln okibi ublilU figura uno de los número» I, 2, 3,,, 9, y debajo 
lál produ toa da eiU)ii número» por 1, 2, 3,.. 9; en realidad, cada 
1 ,i Milla rapfOMflia lina columna vertical de la tabla de Piiágoras, figu- 
, m 4i, .h l¡nrodtu 1 o * 11 irnti rji ill-i donde se baila trazada una dia- 
guniil, h» cifra da h* unidad©* del producto cu el triángulo de b 

dn. , ¡,, . ..fin ib I.i■ • i|.'.THir ni rt triángulo de la izquierda* 

j lkl jii, ^ hMI |. 111 rj 11 m 11 1 1 ■ 1 ótiio ' rícetúa una multiplicación. 

'■ir ,1 jii miiiIi 111 1m iti n h ■ 9/H |mr 93/ 

{;. }i M Ikm 1 11 lij'M, , H t no minean, uim n eontmu uñón de otra, las 

,, 1 ., 9 ; V ñ. V I til I ,'tjlilr nt II, Íji 

1 mil ti 1 m qu 
I' 1 1 ¡o mi ni 
iir 

y íc 

... |J H || ' 

Ch M ■ . I 1 11 -1 


Ín iTgla i mi ice 1, declinada a 
luir , 1 11 tv i imtul tu y que Inumi >4 producto. 

« 1 1 p|m|ki4 |m pan mi j*oi 7 


I Ml 1 |«« 111 í m lliir 1 1 o 1 1 ' jm 1 nd n nt<■ f lu /, 

mu ntin m . -I 6, que ocupa el 

ju P | 1 |n ib 1 n b 1 dr Iji iill una dr 
omu .i 1 mil iuii.'H mu H 
,» tlrl inii'imqili iL b» aqulmbi do ruin 

ttM iimi nt lili i OH *1 9 de h* jacilla píen 
b> que da I I ■ m* minea ni 4 a la 
Lquierdit drl 6 yn rwtilo, y ™ lleva 1. Luir- 
I, sillín ado ni 4 dr U misma camlla y «I 3 
dt lu cabilla precede ote, dan 8, qnr «e pone 
fl Íít izquierda del 4. Sumando entonce» 
et 6 de la misma casilla al 5 de la casilla 
precedente, se; obtiene 1L Se pone 1 ü la 
izquierda del 8, y se lleva 1 ( que, sumado 
al 3 de la misma casilla, nos da 4> que 
se escribe a la izquierda del 1* Indas las Fig* 8 

cifras escritas una al dado de otra forman 

de este modo el producto parcial: 41 846. Pasando a la segunda cifra 
3 del multiplicador, se opera de la misma manera, bailándose el segun¬ 
do producto parcial: 17 934. Por último, para la tercera Cifra 9 del 
multiplicador, la novena línea da el tercer producto parcial: 53 802, es 
decir, el de todas las cifras del multiplicando por la cifra de las centenas 
del multiplicador. Para tener el producto total, sólo queda disponer los 
tres productos parciales como se hace habituaUiieote y sumarlos: 

41846 

17934 

53802 



5601386 

Do e&ta forma se obtiene el producto buscado. 


Potenciación y radicación de números naturales 

Potenciación : Potencia de un número. Producto de potencias <le igual base Cociente de ^ojencias de iguai 
base. Potencia de un producto. Potencia de un cociente. Cuadrado le la s ^ m “ * ^ £ il* A\terelr lií de do. 


Potenciación 

Potencia de un número.— Se llama potencia de un número 

el producto de factores iguales a este número. 

Sea a dicho número y ti el núxncro de factores fiel producto. 

a - a - a * . = P* 

que se representa mas brevemente por a u = 1'. 

El primer miembro de esta igualdad se lee: a elevado a n. 

EL número a se llama base, y n, grado o exponento* 

La potencia de segundo grado de un número se llama cuadrado de 
dicho número; la potencia de tercer grado de un número se llama cabo 

de dicho número. _ ,, 

Así, es el cuadrado de o y o 3 el cubo de a. Para generalizar. 

Be llama primera potencia de un número al mismo numero, siendo ón¬ 


ices el expolíente igual a la unidad, y se conviene en designar por 
unidad lu potencia ex ponente 0 de cualquier número, ha decir, 

A° s 1 (cualquiera que sea A). 

Producto d© potencias de igual base. —Por definición: 

m n r 

a m - a B ... « p = (o - « --- «) (a * a **) •-* a * " 

(m + n + r) 

- a * a . « = « + * 

Teorema. El producto de varias potencias de igual base es otra paten- 
1 de la misma base y tiene ñor expon ente la suma de los exponentes 
los factores* 

En particular, si todos los ex ponentes son iguales, 


(h veces) 


(a m ) Ji = a m > n m a m - u m + m + ■” + “ 


.111 Q 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


De donde, ¡tara timar ti expórtente n una potencia de expórtente m 
.te multiplican ambos exponentos. 


Cociente de potencias de igual base. — Teorema. El cociente 

de dos potencias de igual base es una potencia de la misma base y 
un exponento es igual al exponente del dividendo disminuido en el 
del divisar* 

£1 cociente dé 

n™ : a n es a * 

porque 

ara-n # a n — aui-o+tt - a tu_ 


Potencia de un producto. — La potencia de un producto es 
igual til producto de las potencias de los ¡actores. 

En efecto, en virtud de las propiedades conmutativa y asociativa de 
la multiplicación, se tendrá: 

n 

te - b * c ,fü) ri = (a * A • c d». <0 (0 • 6 » c te * ó » cd) a 

= a , h * c .. r d ... a , h , c *.« d , a * b . c ... d — 

n n n n 

— a . a ... a , b . b ... b . c , c ..* c . d , d t *. d = o n * ¿* n * c 11 * d n . 

Si consideramos la igualdad anterior en orden inverso, obtendremos 
la siguiente regla: 

Para multiplicar Varias potencias del mismo exponente, se multipli¬ 
can las bases , conservando el mismo exponente. 

Potencia de un cociente. — La potencia de un cociente es igual 
al cociente de las potencias del dividendo y del divisor. 

En efecto: 



Cuadrado de la suma y de la diferencia de dos números. 

— Teorema, El cuadrado de la suma indicada de dos números es igual 
al cuadrado del primero mas el doble del producto del primero por 
el segundo más el cuadrado del segundo. 

Sea N = a + b; N 3 — te + bY ¿ = (a + b) (a + b) — 

— d 2 ^ ab A' bu + A" = u" + 2ab + b 2 . 

Teorema. El cuadrado de la diferencia indicada de dos números es 
igual al cuadrado del ¡trímero más el cuadrado del segundo menos 

el doble del producto del primero por el segundó? 

N 3 = íg — ó)® ss te — b ) (a — b) = a 2 + b 2 — ba — ab* 

N 3 = 0 a + — 2ab . 


Producto de la suma de dos números por su diferencia.— 

Teorema. La suma de dos números multiplicada por su diferencié es 
igual a la diferencia de los cuadrados de dichos números t 

+ 6 ) (cr ~ b ) = (a + 6 ) a — (a + 6 ) b = 

= ffi + ah —' ab — b 2 = a 2 — b 2 * 

Corolario. La diferencia de los cuadrados de dos números consecu¬ 
tivos es igual al duplo del menor mas L 
Sean Iob números n y n + 1; se tendrá 

(n + l) a — n 2 - n 2 + 2n + l ~ n 2 = 2n + 1 . 


Cubo de la suma y de ia diferencia de dos números. — 

Teorema. El cubo de la suma indicada de dos números es igual al 
cubo del primero más el triplo det Cuadrado del primero por el se¬ 
gundo más el triplo del primero por el cuadrado del segundo más el 
cubo del segundo. 

Se tendrá, evidentemente: 

N 3 — (« + b) A = C« + b) (0 + 6 ) (a + b) = (a 4* b) ¿ (a 4- b) ~ 

— (íí 3 + 2ab + ¿ 2 ) Ca + A) = 

= a 3 + 2« 3 6 + ah 2 + eflb + lab 2 + b 2 = a 3 + 3a 2 b + &ab ¿ + fc®* 

Teorema, El cubo de la diferencia indicada de dos números es igual 
al cubo del primero menos el triplo del cuadrado del primero por el 
segundo más el triplo del primero por el cuadrado del segundo menos 
el cubo del segundo, 

n* = (a — A ) 3 = (a — 6 ) (a — b ) (a — b) = (a — ó ) 3 (a ~ b) = 

= (tfi + A* — lab) (a —b) = 

= flí + aftS — 2 efib — a 2 b — ó 3 4- 2ab 2 = é — 3« 2 Ó + Saó 3 — bK 


Radicación 

Raíz exacta y raíz entera de un número natural. — Raíz 

de orden m o de un numero dado es el número cuya potencia 

de orden m es igual al número considerada. 

Es decir, si A es el número dado y se verifica que a m = A, a es la 
raía de A, y se dice entonces que A es potencia m os * ma perfecta* 

La operación de bailar dicho número tí, cuando existe, conocidos 
m y A, se llama extracción de la raíz m w,m * exacta de A f y se designa 
simbólicamente por 

m 

*J A = 0 * 

El símbolo *J se llama radical ; A, radicando o cantidad subradical, y 
m, índice. Cuando m = 2 , ]a raíz se llama cuadrada, y en este caso 
suele suprimirse el índice. Cuando m = 3 f la raíz se llama cúbica . 


La raíz exacta sóío existe en casos particulares, cuando el 

radicando es una potencia perfecta, pero siempre es posible 

hallar la mayor potencia contenida como sumando en el número 

dado. Esta Operación, que generaliza la extracción de la raíz exacta 
'—análogamente a como la división entera generaliza la división exacta, 
cuando el dividendo no es múltiplo del divisor—se llama radicación. 

Es decir, que siempre se tendrá: 

a ra ^ A < (0 + l) m , 

llamándose entonces a los números a m y (a 4- l) m raíz m tvhima por defecto 
y raíz m eBÍma por exceso, respectivamente, del número dado A> Suele 
designarse por raíz entera la raíz por defecto. 

Los números 


/ = A « m r = (0 + 1 ) m ’— A 


se llaman, respectivamente, resto por defecto y resto por exceso de la 

raíz m 0B,ma de A, 

Extracción de la raíz cuadrada entera de un número na¬ 
tural. — Cuando el número dado no es cuadrado perfecto, el mayor 
número entero cuyo cuadratín esté contenido en el numero dado se 
llama, como ya hemos dicho, rail cuadrada entera. 

Distinguiremos dos casos, según que el radicando sea menor o mayor 


que cien* 

1 er caso. El número dado es menor que 100 * 

Bastará conocer de memoria los cuadrados de los nueve primeros nú¬ 
meros, Así, por ejemplo: _ 


V 64- = 8 ; 7 < sf 50 < 8 ; 50 = + 1. 

2 o caso. El número dado es mayor que 100. 

Sea el número 7 854, cuya raíz cuadrada queremos extraer. Como este 
número es mayor que cien, su raíz será mayor que diez, y constará de 
dos cifras, la cifra de las decenas y la de las unidades* 

Si llamamos a a la raíz y K al resto, se tendrá 
7 854 88 7 854 = a a 4 . h* 

1 454 168 X 8 El número dado podrá considerarse, pues, como 

110 ] a suma de las cuatro partes siguientes: 

l 0 El cuadrado do tas decenas de la raíz. 

2 ° El doble producto de las decenas de la raíz por las unidades. 

3 o El cuadrado de las unidades, 

4 o El resto de la operación. 

Las centenas que se obtengan al elevar al cuadrado^ las decenas de la 
raíz deberán estar contenidas en las 78 centenas del número. 

Demostraremos que la cifra de las decenas del número buscado se 

obtiene extrayendo la raíz de 78. 

Sea a la raíz cuadrada entera por defecto de 78; se tendrá: 


a 3 < 78 < O + I) 3 * 

Multipliquemos los tres miembros de la doble desigualdad anterior 
por cien; se tendrá: 

te - I0 ) 3 < 7 800 < [te + 1) * lÜR 

La doble desigualdad no se altera si se añade 54 al número intermedio; 
en efecto, la desigualdad de la izquierda seguirá subsistiendo, puesto 
que se añade una cantidad al número mayor; en cuanto a !a desigualdad 
de la derecha, también seguirá verificándose, puesto que s¡ los dos núme¬ 
ros, 78 y (a + l) 2 , difieren en una unidad como mínimo, sus producto» 
por cien diferirán por lo menos en una centena, y r por consiguiente, su 
orden de magnitud no variará al añadir 54 al menor de lus dos productos. 
Se podrá escribir: 

te - 10 ) 3 < 7 854 < [te + 1) 10 P, 

a será, por lo tanto, el número de decenas de la raíz cuadrada. 

La raíz de 78 es 8 r que es la cifra de dichas decenas. 

El cuadrado de 8 decenas es 64 centenas. Si se resta este número del 
número dado, la diferencia es 1454, que representa: 

1 ° El doble del producto de las decenas por las unidades, 

2* El cuadrado de las unidades. 

3 fl El resto de la operación. 

El doble producto de las decenas por las unidades da decenas, y divi* 
Hiendo las 145 decenas del resto por 8 X 2 = 16, se obtendrá la cifra 
de las unidades o una cifra demasiado elevada, porque el cuadrado de 
las unidades puede también dar decenas. 

El cociente de esta división es 8 ; ensayaremos esta cifra para ver si 
es demasiado elevada. Para ello, escribiremos el 8 ul lado de 16, y 
multiplicaremos el número obtenido, 168, por 8 , con lo que formaremos 
simultáneamente el doble del producto de las decenas por las unidades 
y el cuadrada de las unidades; si el producto que se obtenga puede 
restarse de 1 454, la cifra 8 será válida y será la cifra de las unidades. 
En nuestro caso, la sustracción puede efectuarse, dando como Testo 110, 
que es el resto de la operación. En el caso contrario, 8 habría resultado 
una cifra demasiado ¿illa, y entonces habríamos ensayado el 7 ó el 6 , etc,, 
hasta que la sustracción fuera posible, y la cifra correspondiente habría 
sido la de las unidades. 

La raíz buscada es 88 , y el resto de la Operación 110 . 

De lo que acabamos de exponer se deduce la siguiente 

RECIA general. Para extraer la raíz cuadrada entera de un número 
natural: 

Se divide dicho número en secciones o períodos de dos cifras empe* 
lando por la derecha , pudiendo constar el primer período de la iz¬ 
quierda de una sola cifra; xe halla la miz cuadrada entera de dicho 
primer período, que será la primera cifra de la raíz. 

Se eleva al cuadrado esta cifra y se resta del primer período de la 
izquierda. Al lado del resta obtenido se escribe el siguiente período ; 
tas decenas del número asi formado se dividen por el dupla de la raíz 
hallada, debiéndose comprobar la cifra que se obtenga como cociente 
entero, que será igual o mayor que la segunda cifra de la raíz * Para 
ello , se escribe dicha cifra a la derecha del duplo de la raíz hallada, se 
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multiplica d numero constituido por dicha cifra, y si el producto forma¬ 
do se pueue restar dd primer resto seguida dd segundo periodo, ta 
cifra será válida; de lo contrario , se va disminuyendo de unidad en 
unidad , hasta tpie iu sustracción sea posible. 

Se escribe el tercer periodo al lado del nuevo resto; la terrera cifra 
se obtendrá procediendo análogamente t y así sucesivamente hasta agotar 
los períodos. Si el último resto es cero, la raíz cuadrada es exacta. 
Ejemplo; 

Extraer la miz cuadrada de 119 055. La operación se dispondrá ají: 


1 l 1 9 0 f 5 5 
2 9 1 0 
3 45 1 5 
3 0 


3 45 


Ó4X4 
6 8 5 x5 


La triz es 345 y el resto 30, 


Observaciones* 1* Podra resollar que alguna de las cifras cusa y iu la» 
sea demasiado baja, lo que se advertiría porque el resto obtenido 
superior al duplo de la raíz ya hallada. 

2 ,J En las divisiones sucesivas que se efectúan para obtener Uva ti ib 
rentes cifras de la raíz, podrá ocurrir que el cociente sea mayor que 
entonces se ensayará el 9, que será la cifra buscada si la sust raer ion 
del producto indicado es posible; sí no es posible, se ensayará el H. 
6 incluso el 7, si el 8 fuera una cifra demasiado alta, 

3» Cuando alguno de los cocientes enteros de las divisioncH «uml mrt-H 
sea cero, será también cero la cifra correspondiente de la raí*, y *w 
escribirá a la derecha del resto el periodo siguiente* 

4" El número de cifras de la raíz sera igual ni de seccionen o peí indo* 
en que se ha dividido el numero; como cada período da imn ni mi I 

la raíz, el número de cifras de ésta será la mitad del iiímtu-' in -3, i di ■ 

del número dado, o una más, si el número de cifras ch unpui 

Prueba de LA OPERACIÓN, Se comprobará que el .. « fl d.-nln f ig 11 ll 

a la suma del cuadrado de ta raíz hallada y del resto de Iu op< 

En el ejemplo de la página anterior, se tendrá 

88 2 = 7 744 y 7 744 + 110 « 7 884, 

Prueba por 9* Sea N el número dado* a su mí/ y K * .. 1 1 

Operación. Se tendrá 

N = d* + R, 


Sean r y r los restos de dividir a y li pm ’’ 

íI = m* de 9 I f, 

R ^ m* dr 9 1 t\ 

de donde 

N = (ni, de 9 + i 4* »» ib i f . 

N « ni, ile 9 l H i r » 

El resto de la división ile N por 9 rti t i minino ti" 1 ' el dr la divi 
sión de r 3 4 r por 9. 

Regla, Se elevará al cuadrado el resto de dividir por 9 la raíz hallada, 
y se tomará el resto de dividir ftor 9 el producto obtenido^ el resto de 
dividir por 9 el de (a operación se y timará al resto de la división. El nú- 
mero obtenido debe ser igual al resto de la división del número dado 
por 9. 

Extracción de la raíz cúbica entera de un número natural* 

— Se lia nía raíz cúbica entera de un número que no sea cubo perfecto 
el mayor número entero cuyo cubo esté contenido en dicho número. 
Distinguiremos dos casos, según que el radicando sea menor o mayor 
que mil* 

1 er caso* El número es menor que mil. En este caso hasta i a con 
saber de memoria los cubos de los nueve primeros números. Así, por 
cjem pío, 

125 = 53; 


2" caso. El número es mayor que mil. Se procederá en este cuso con 
arreglo a la siguiente 

Regla general. Para extraer la raíz cúbica de un número natural se 
descompone el número en secciones o períodos de tres cifras a partir 
de la derecha, podiendo constar el primer período de la izquierda de 
una o dos cifras; se halla la raíz cúbica entera de dicho primer período 
de lü izquierda, con lo que se obtiene la primera cifra de la raíz* 

Se eleva al cebo esta cifra y se resta dd primer período de la Izquier¬ 
da, escribienüo al lado del resto que m obtenga el siguiente periodo; 
tas centenas del número así formado se dividen por el triplo del cua¬ 
drado de la raíz hallada, y el cociente entero que se obtenga será igual 
o mayor que la segunda cifra de la raíz. Para comprobarlo , se forma 
una suma de tres sumandos: triple del producto de 100 por el cuadrado 
de la primera cifra hallada para la raíz, triple del producto de esta 
primera cifra por la segunda y por diez , y cuadrado de la segunda 
cifra; se multiplica esta suma por la segunda cifra de ta raíz que se 
ensaya, y si el resultado puede restarse del primer resto seguido del 
segundo período , la cifra será válida, rebufándola una unidad en caso 
contrario y sometiéndola al mismo ensayo. 

Al lado del segundo resto se. escribe el tercer período, cuyas centenas 
se dividen por el triplo del cuadrado de la raíz hallada, obteniéndose 
la tercera cifra de la raíz, y asi sucesivamente hasta agotar todos los 
periodos , Sí el último resto es cero p la raíz cúbica es exacta. 

Ejemplo. Sea el número 32 497 573, cuya raíz cúbica queremos 
extraer: 


32.497*573 

27 

5 4.97 
2 7 91 


319 

3x3 a x LOO = 2 700 
3 x 3 X 10 X 1 = 90 

1» = 1 


3 x 31- x 100 = 288 300 

3 x 31 x 10 X 9 = 8 370 

9“ = 81 


2 7 06 5*73 
2 6 70 75 9 


2 791 

x l 


296 751 
x 9 


OiiSünVACt unes. V* En las divisiones sucesivas que se efectúan para 
obtener las diferentes cifras de la raíz, podrá ocurrir que el cociente 
nni mayor que 9; entonces se ensayará el 9 t que será la cifra buscada 
hí la siisíriMcnm es posible, o demasiado alta si m> lo es; se ensayará 
tnloneea el 8. « incluso el 7, si el 8 fuera una cifra demasiado alta* 

2" Id. número de rifan de li raíz es igual al número de secciones o 
periodos nt que «r luí dividida el número, es decir, puesto que cada 
IH'iiimIu rnii .i i de tn‘« ('ifiiis, será igual al tercio del número de cifras 
dd rjidiuipidn, u ji uiut má*, cuando dicho número de cifras no sea 
múltiplo ib 1 1 el* 

V Si .i Igmi rm h'iiíh imnrn de 1 «h divisiones auxiliares es cero, será 
t mui b i- 11 * v tu ti i d i i • i n m | ji nid 11 ni r ib la Tít tz 4 y se escribirá el periodo 

higiHf ol i ji 1 i i b ii i j b i di I i ch( i k 

•r‘ r .d..dri i" la iili i ■ ii«ny/iidt urn demasiado baja; entonces 

<1 11 ■,! i . jiji i r i d <i i i i m i y 111 i 111 1 l i 11 |ib i d el i u adrado de lo ra iz lia I latía 

111 I 1 1 t I 1 I i pin ib 1.1 ■ II ll lo 1 ■ ti ll" 


Pll lUíli A IU i* * O "! 1 JI ACIÓN. 1,1 ( .i ■ bii t que d tltl ItUTO prOptU’fllO 

r 11 l.i miiii I ■ I i i \ L 11 i 1 ■ i 1 h i 11 i I i < 1 •' 'I n di Iu operación* 

J r r I i || m pb> i n í* i in i , lie ! i m 1 1 i 


;U ip yj 

hui i m i i oí 4 
di t.. n )P i h imi 


Iti i ;:,u v lo t 7 .0 l 35 814 

p . [N ■ I niiimii" - ■. 11 mIi i cnb > 4 ti Mi 
' >i 11 11 * I i ii 


32 497 573, 
raíz y R el 


resto 


N ! U 


. . .1. ht 1 1 ...m ib* *i y di Ii pm 9 

o <11 di 9 \ * , 

ll Ui ib 9 ♦ i , 


ib ibmib 

N (n>' di 11 \ íb 1 I m, ili 0 t t ; 

N tu de 9 \ r* I / 

I | i , 1 1 h 11 1 di'. m| 11 r 1 11 • • ■ 4 ' f i 1 i i . 1 1 . 1 * i i ■ 11 11 11' 111 ci I 1111 e u m > * 1111 

4 I I i U* ib' d I '. id I l f 1 [ t ||MH 4 


lt ta I 1 . r ' / I J'PtMi il/ ( tt fui • ¡ t 

t r hlfliuf U ti t i l * ti* la tlit'i-.i i' U 

tt “iri u i íii li t*t t i O * dt i d 11 j ti i f 
tibfefUtío drht • i■ e it\md id relio 


, . r,, tí, ihvtdtf t u *t 0 bi rol: ludí oda 
■ i If <l*f ptodmío que \r obtengo* SC 
'i ./ h uíí r/f ¡tt optuu toH. El numero 
,ff tinUihr pof ** el num*nt dado* 


PROmiMAS 


l ü Sabiendo que lo suma de los nueve pritnenn números es 4ii, hallar 
la suma de los ntímenn que figuran en la tabla de Eitágoras. Generalizar. 

La muña de los números de la primera Ida ch 45, 

Loa números de la segunda fila se han obtenido sumando consigo 
mismo cada número de la primera; la suma de tos números que com¬ 
ponen esta fila será 45 x 2* 

La suma de los números de la tercera fila será 45 x 3* 

La suma total de loa números de la tabla será 
45 + 43 X 2 + 45 x 3 + + 45 X 9 = 45 (1 + 2 + 3 + + 9) 

= 45 x 45 = 45 ü ó 2 025, 

Si se formara una tabla de LUágoras con los n primeros números 

enteros tendremos, si llamamos N a la suma de los n primeros núme¬ 

ros enteros; 

Suma de bis números de la labia = N 15 * 

Podríamos calcular esta suma en función de n, puesto que 

n {n + 1) 

N - --—- 

2 

2 o Cualquier número de cualquier fUtt o columna de la tabla de Eitá- 
garas es la semisuma del que te precede y el que te sigue . 

Consideremos tres números consecutivos de una colurnua que empieza 
por el número n * 

Si el número considerado vale Jip, el anterior vale n (p " 1) y el 
siguiente n (p + 1). 

Tendremos 

o (p — !) -b n (p + I) = 2 np. 

De donde 

n (p 1) H" n fp T O 

np = -t-— 

2 

El razonamiento es el mismo para tres números consecutivos de una 
misma 61a. 

3° En la tabla de Pitá garas la suma de los cuatro números situados 
en las vértices de un cuadrado es igual a cuatro veces el número que 
figura en d centro de dicho cuadrada. 

Sea a el número colocado en el centro de un cuadrado en cuyos vér¬ 
tices están situados los números a, 6 t c y d (fig- 9), El número que 
1c precede en la misma fila es ai y el que le sigue as. 

Según el problema anterior, 

a + c = 2a!, y b + d — 2g¡2. 

Por consiguiente: 

a + íi-bc + i/ - 2ou + ó 2 (al + aá). 

Ahora bien, 

ai + aa = 2a* 

Por lo tanto, 


35 81 4 


2 791 


2 670 759 


a -h b T C + d = 4a* 
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4° En Ut tabla de Pitágaras, la suma de los ocho números que encua¬ 
dran n un numero dado es igual a ocho veces dicho número* 


a . b 


abe 

al a as 


d CE € 

c • d 

i 

f g h 


Fig i 9 Fig. 10 


Sea a el número situado en el centro de un cuadrado formado por 
los números rt, b y c ; d f e, /, g f h (fig. 10). 

En virtud del problema anterior, 

a + c + / + á 3= 4a» 

Por otra parte, 

d + e - 2 a, 

y también 

b + g = 2 a. 

Luego, 

« + ¿ + c + rf + e+ / + g + ft — 8 a. 


Divisibilidad 


Criterios de divisibilidad: Divisibilidad por 2 y por 5, Divisibilidad por 4 y por 25. Divisibilidad por B y 
por 125. Divisibilidad por 9. Divisibilidad por 3. Divisibilidad por 11. — Prueba del 9 en las operaciones; 
Prueba de la suma. Prueba de Ja sustracción. Prueba de la multiplicación. Prueba de la división. Problemas, — 
Máximo común divisor y mínimo común múltiplo; Máximo coman divisor « Obtención del máximo común divi¬ 
sor de dos números por el método de divisiones sucesivas. Obtención del máximo común divisor de tres o 
más números por el método de divisiones sucesivas. — Números primos entre si. — Mínimo común múltiplo* 
Mínimo común múltiplo de dos números. Mínimo común múltiplo de varios números- — Números primos 
absolutos! Formación de una tabla de números primos. Criba de Eratóatencs. Forma de reconocer si un número 
es primo. Propiedades de los números primos. Descomposición de un número en factores primos. Divisores de 
un número. Número de divisores de un número. Obtención del máximo común divisor de varios números 
mediante su descomposición en factores primos. Obtención del mínimo común múltiplo de varios números me¬ 
diante su descomposición en factores primos. — Congruencias; Propiedad de las congruencias del mismo mó¬ 
dulo. Ejemplos <ie aplicación de las congruencias 


Criterios de divisibilidad 

Se llama criterio de divisibilidad la condición que debe satisfacer un 
número para que sea divisible por otro número determinado. 

Es evidente que, en virtud de Di definición de la división, dicha con¬ 
dición se reducirá siempre a que el resto de la división del numero pro¬ 
puesto por el divisor dado sea cero, pero el objeto de la teoría de la 
divisibilidad es poder establecer dichos criterios en forma de propie¬ 
dades numéricas, sin que haya necesidad de efectuar en cada caso la 
división. Admitiremos que 0 es divisible por todos los números, puesto 
que el cociente correspondiente es siempre cero, y demostraremos a con¬ 
tinuación el siguiente teorema, que sirve de base al esta Idee i miento de 
lodos los criterios de divisibilidad. 

Teorema, La condición necesaria y suficiente pura que dos números 
dados A y B den el mismo resto cuando se los divide por un mismo 
número a, es que su diferencia* A — B, sea divisible por a. 

{<* La condición es necesaria. Llamemos Q y Q* a los respectivos co¬ 
cientes de A y 11 por a* Si las divisiones dan el mismo resto r ( tendremos: 

A = a X Q + r, 

B = a X Q r + r> 

de donde A — B = a (Q — QL 

La diferencia es, pues, divisible por a. 

2 o La condición es suficiente * Llamemos Q, Q* y R, a los cocéen¬ 
les y restos, respectivamente, de dividir A y B por a t y supongamos que 
A *— B es divisible por a , Tendremos: 

A = a X Q + R, siendo R <C tí, 

B = a X Q' H- R y , siendo R' < a . 

A y B son diferentes; como A — B es múltiplo de a t Q y Q son 
desiguales, puesto (¡üc R y R' son ambos menores que a, y si Q fuese 
igual a Q', A — R no podría ser múltiplo de a. Supongamos Q !> Q , y 
restemos miembro a miembro las dos igualdades anteriores, la segunda 
de la primera. Tendremos: 

A — B = a (Q — QV+ R — R'- 

Como, por hipótesis, A — B es divisible por a, el resto de la división 
es cero, es decir, R — R' = 0, o sea R = R * 

Por consiguiente, los restos de dividir A y B por a son iguales. 

Divisibilidad por 2 y por 5.— Teorema. El resto de la división 
de un numero por 2 ó por 5 es el mismo que d de dividir por 2 ó por 5 
la cifra de sus unidades . 

Consideremos un numero N, y sea d el número de sus decenas, y u 
el de sus unidades; tendremos: 

N = 10 X d + u — m* de 10 + a. 

La diferencia enirc IM y u es un múltiplo de 2 y un múltiplo de 5; 
N y u tienen el mismo resto cuando se los divide por 2 ó por 5. 

Corolarios. 1 u La condición necesaria y suficiente para que un nú¬ 
mero sea divisible por 2 es que la cifra de sus unidades sea un número 
par. 

2 n La condición necesaria y suficiente para que un número sea divi¬ 
sible por 5 es que la cifra de sus unidades sea 0 ó 5. 

Ejemplo : 186 es divisible por 2; 324 no es divisible por ■> (el reato do 
la d i visión es 4), 

Divisibilidad por 4 y por 26* — Teorema. El resto de la división 
de un número por 4 ó por 25 es el mismo que el resto obtenido al 
dividir por 4 ó por 25 el número ¡armado por las dos ultimas cifras 
¿e la derecha del número considerado - 

Este teorema se demuestra como el precedente. Sea N el número con¬ 
siderado, c la cifra de sus centenas, y Q el mi mero formado por tas dos 
últimas cifras de la derecha del número IN. Tendremos; 

, N = 100 X c + Q. 


100 X c es un múltiplo de 100, y por lo tanto de 4 y de 25. Por con¬ 
siguiente, los restos de las divisiones de N y de Q por 4 son iguales, y it> 
mismo para el 25. 

Corolarios, I o La condición necesaria y suficiente para que un 
número sea divisible por 4 es que sus dos últimas cifras de la derecha 
sean ceros $ o formen un número divisible por 4 . 

2 o La condición necesaria y suficiente para que un número sea divisi¬ 
ble par 25 es que sus dos últimas cifras de la derecha sean ceros o 
formen un número divisible por 25» 

Ejemplo; 4 875 es divisible por 25; 927 no es divisible por 4 (su 
resto es 3), 

Divisibilidad por 8 y por 125. —Teokema. El resto de la división 
de un número por S ó por J25 es el mismo que el resto obtenido al divi¬ 
dir por 8 ó por 125 el número formado por las tres últimas cifras de la 
derecha del número considerado. 

La demostración es análoga a las precedentes* ya que cualquier número 
puede descomponerse en Ja sama de sus millares, que es un múltiplo 
de 8 y de 125* y dei número formado por sus tres últimas cifras de la 
derecha. Por consiguiente, la diferencia entre im número cualquiera 
y el formado por sus tres últimas cifras de la derecha es divisible 
por 8 y por 125. 

Corolarios. I o La condición necesaria y suficiente para que un número 
sea divisible por 8 es que sus tres últimas cifras de la derecha /armen 
un número divisible por 8. 

2 J La condición necesaria y suficiente para que un número sea divi¬ 
sible por Í25 es que sus tres últinuts cifras de la derecha formen un 
numero divisible por 125 . 

Ejemplo: 7 062 es divisible por 8; 4 784 no es divisible por 125 (su 
resto es 34). 

ÜttSEKVACIÓN. El método que acabamos de exponer para establecer loa 
criterios de divisibilidad de un número por 2 y por 5, por 4 y por 25, 
por 8 y por 125, se basa en e! hecho de que 2 X 5 = 10, 4 X 25 = 100 
= K>2‘ 8 X 125 ~ 1 000 í= 1Ü 3 . Se puede generalizar y establecer los 
criterios de divisibilidad por 16 y por 025. si se observa que 16 X 625 
= 10 000 = 10 4 , etc. 

En resumen, para hallar el resto de la división de un número por 2 n 
o por 5+ puede reemplazarse el número considerado por el que forman 
las n últimas cifras de la derecha de dicho número. 

Divisibilidad por 9,“Teorema. El resto de la división de un 
número por 9 es el mismo que el resto obtenido al dividir por 9 el 
número que se obtiene sumando los valores absolutos de las cifras 
del número considerado* 

La demostración de este teorema se basa en los tres teoremas siguientes: 

1° Cualquier potencia de 10 es un múltiplo de 9 más /. 

Se tiene, en efecto: 

10 = m. de 9+1. 

Multiplicando por 10 ambos miembros de esta igualdad, tiene: 

U>0 — m_ de 9 + 10, 
y reemplazando 10 por su valor anterior, 

10Í) = m. de 9 + (m. de 9 + 1) = m. de 9 + 1, etc.; 

2 o Todo número formado por una cifra significativa seguida de ceros 
es un múltiplo de 9 nidí el valor absoluto de dicha cifra significativa. 

Consideremos, por ejemplo, el número 400; se tiene: 400 = 100 X 4. 

Ahora bien. 

100 - m. de 9 + 1. 

Por consiguiente, 

400 = in, de 9 + 4; 

3 o Todo número es igual a un múltiplo de 9 más la suma de los valo¬ 
res absolutos de sus cifras. 
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Sea el número 3 875, que escribiremos en ta forma siguiente: 

5 = .. 5, 

70 = m, de 9 + 7, 

800 = m. de 9 + 8, 

3 000 = m. de 9 + 3. 


Sumando miembro a miembro, se obtiene 


3 875 = m. de 9 + {5 + 7 + 8 + 3). 


De estos tres teoremas se deduce, por consiguiente, que la dibrinnu 
entre un número cualquiera y la suma de los valores ahsohiUM de nun 
cifras es un múltiplo de 9; luego los restos que se obtengan al di vi 
d irlos por 9 son iguales. 

Corolario. La condición necesaria y suficiente para qu* m un numero 
sea divisible par 9 es que la suma de los valores ahsofuttn tfr >tt m/nm 
sea divisible por 9. 


Ejemplo: 


7 218 es divisible por 9- No lo en el .. 


'VI '.'11 i i o 


resto es 2)* 


Divisibilidad por 3.— Como todo miilhpbi di 9 i mullí Iido de i, 
se aplica al 3 el mismo criterio de divisibilidad que jiI 9 

Corolario. La condición necesaria y sulu ¿rute ¡una que na nt um- im 
sea divisible por 3 es que lo sea la sarna de los valor* \ rí/nu/ufoi dr *im 
cifras. 


Ejemplo: 73 893 es divisible por 3. No lu * ■■ el ..■■■ i 1 i . < M 11 ,m 


es 2). 


i )itsk UVA» ión. Clin ni lo |r i'lrrlúi» lu Miiiim d< b", •• - d ■ ► i • > l« -Lii - 3. 

Ins rífniH di* lili itumein pmii Ijnlbii id irniu «L «n divimlóu |»n» M 

puede. pniMi r implifirni. roMur 9 di IIIUI MiniHi . V > ubi '• 1 1 »|IIf *'1lu 

scu posible, así romo • l«|lipi 4 enn L- 4> i|n< ¡uidb’inil lo i lion I"'í* 11 ' del 
número conilidcradn, yn que el m i" iL Li dive mu mo ne nlli tu (v* p 161* 

Así, pura el mnnem 738 1,1 1 durnuiHJ / v *• 1 ■mmin 10, V '1 i' «lo ni I 

1 y 8 Miman 9* y c| ieaio t i O; 7 v 5 numnn ' I d remlu i 

La misma (derivación * h val id h pn< i 1» dni ilohJ ni jn i 


Divisibilidad por ti. I.. /■/ testo qn r ir 3iii.ii- al iliiudit 

un número ¡na II es ti tniunt* que <1 n/ttídUlti ai i/u-o/u por II la thf* 
renda entre lo \unttt de las ditas de ardeu ¡utr i- la surtí o de las tijtai 
de orden unpar, contadas dr.sde la detedia 

\0 7 'oda patencia de 19 es un timltipla de II un tu enfado o disminuido 
en una unidad , según que el e \ponente de ta potencio se o ^ respectiva 
mente, par o impar 
Se t iene: 

lü = ni* do 11 — L 

Multiplicando los dos miembros de la igualdad por 10, se tendrá: 

1ÜÜ = m. de 11 — 10 

o también 

100 = ni. de 11 + 1. 

Prosiguiendo en la misma forma, 

1 000 = m. de 11 + 10 = m. de 11 — 1, ele. 

2 y Todo número ¡armado por una cifra significativa seguida de ceros 
es un múltiplo de ti aumentado o disminuido en una unidad , según 
que el numero de ceros sea, respectivamente, par o impar . 

Se tiene, por ejemplo: 

300 = m. de 11 + 3. 


En efecto, según lo anterior: 

100 = m. de 11 + l. 

Multiplicando por 3, 

300 = m. de II + 3. 

Análogamente, 

500 000 = m. de 11 — 5, 


puesto que 

100 000 = m. de 11 — 1 T 

y multiplicando ambos miembros por 5, se obtendrá 

500 000 = adell- 5. 

3 o Todo número es un múltiplo de 11 más la diferencia entre las 
sumas de los valores absolutos de las cifras de orden impar y de 
orden par del número considerado, contadas desde la derecha. 

Sea el número 37 958, que escribiremos en Ja forma siguiente: 

8 = ... 8 , 

50 — m. de 11 — 5, 

900 ni* de 11 + 9, 

7 000 = m. de 11 — 7, 

30 000 = m. de II + X 


Sumando miembro a miembro, 

37 958 = m, de il + [(8 + 9 + 3) — (5 + 7)t 

La diferencia entre 37 958 y (8 + 9 + 3) — (5 + 7) es un múl¬ 
tiplo de 11, luego (v, p. 16) los restos que se obtengan al dividirlos 
por U son iguales. 

Corolario. La condición necesaria y suficiente para que un núme¬ 
ro sea divisible por ll es que la diferencia entre las sumas de los 
valores absolutos de sus cifras de orden impar y de orden par, canta* 
das desde la derecha, sea 11 ó un múltiplo de IL 

Ejemplo; 723 459 es divisible por IL No lo es 7 825 (su resto es 4). 

Observación, En caso de que, al aplicar el criterio de divisibilidad 
por 11, fuera imposible efectuar la sustracción indicada, se sumará, 
al menor de los números, 11 ó el múltiplo de 11 necesario para hacer¬ 
la posible P 

Por ejemplo: 

954 034 =s 4 rn. de II + [(4 + 5) — (3 + 4 + 9)1. 


Se escribirá entonces 

954 034 = m. de 11 — [(4 + 5 + il) — (3 + 4 + 9)3* 
El resto de esta división es 4* 


Prueba del nueve en las operaciones 

Prueba de la suma. —Se suman los restos que se obtienen al 
dividir por 9 cada sumando (v, p. 16), y se divide también por 9 esta 
nimia; el resto debe ser el mismo que el obtenido al dividir por 9 la 
iuiiiki inicial. 


{ 


34 540 
4 731 
87 032 


E.í i MNJi: 

Número» 
dados 

Suma 126 303 

El met * h | ti me | lis tilica fácilmente; en efecto: 

34 540 = m. ile 9 + 7 

4 731 = tn, de 9 + 6 

87 032 « m. de 9 + 2 


Restos 


{ 


7 

6 

2 


15 


126 303 m. de 9 + 15 

i ii v .i|ii.l dil icMimui va demostrado (p. 16), el resto dé la divi- 
mmi. drl ..i. I "íi U)3 |HH 9 ch H mismo que el de la divisón de 15 

j ti M 1 ( 

l’mntift (lo (i aun Ira Odón. Se emplea un método análogo. 


I i |< MU l» 

|4 U Mi - i IIH 
i I il b«l 


* 


¡n 03-1 
:|M 871 


Restos 


IMI mi v una dfl 183 ^ 

,i Li i,hm| 11» rlfiii di tu-. icmIon En mi itujNinilile, Kt añade 9 ú un 

múlilplo di 9 IIl piliMi t Millo, d.J luimri . SCJI pofoblr* 

l'd iiKlrnLi HC ilrmilIi'Hl MI i i Mili p * U el CHill ib bi 1 orna, 

Prueba do la multiplicación* Se multlpllctn lot reatos de Jas 
divisiones por 9 dél multiplicando y del multiplicador ¡ el resto de la 
división por 9 del número ubi cuido debe ser igual al rosto de la divi¬ 
sión por 9 drl prodtn tu bailado. 

Ejemplo : 

. 4378 

. ... 542 


Multiplicando 

Multiplicador 


Restos 


4 

2 


Producto . 


8756 

17512 

21890 

2372876 


8 


Esta regla se justifica fácilmente; se tiene 

4 378 = m. fie 9 4 4 

542 = — + 2 


2 372 876 = m, de 9 + 8, 

Según el teorema ya enunciado (p, 16), el resto de la división do 
2 372 876 por 9 es igual que el resto de la división de 8 por 9, 

Prueba de la división. —* Se toma el resto de la división por 9 
del divisor y del cociente; se efectúa el producto de los dos restos, 
añadiendo a este producto el resto de la división por 9 del resto de 
la operación que hay que verificar; el resto de la división por 9 del 
número obtenido debe ser el misino que el resto de !a división por 9 
del dividendo. 

Ejemplo: 


34721 

1681 

265 


472 


73 


Restos 
por 9 


Divisor ... ... ... 4 

Cociente.. 1 

Resto ... ... ... ... ... 4 

Dividendo ... ... ... ... 8 


Esta regla se demuestra inmediatamente: 

472 = m. de 9 + 4 

73 = m. de 9 + 1 

265 = m. de 9 + 4 

34 721 = 472 x 73 + 265 = m, de 9 + 4 X 1+4. 

Con arreglo al teorema ya enunciado (p. 16), el resto de la división por 

9 de 34 721 es el mismo que el resto de la división por 9 de 4 X 1 + 4, 

Observación. — Se puede evidentemente hacer la prueba de las ope¬ 
raciones, de igual manera, por 3, 4, 5 P etc., en general, por un número 
cuyo carácter de divisibilidad sea sencillo. La prueba por 9 es prefe¬ 
rible porque con este número se verifican todas lus cifras; ocurriría 

10 mismo si se efectuase la prueba por 11, pero el carácter de divisi¬ 
bilidad es un poco más complicado que el de la divisibilidad por 9. 

Digamos una ve& más que la prueba del 9 de una operación, como 

las pruebas ya indicadas anteriormente, no dan la seguridad de que 
no se hayan cometido errores al efectuar la operación. 


PROBLEMAS 

La suma y la diferencia de dos números fiares rs siempre un número 

par. , 

Sean 2n y 2n' dos números pares cualesquiera, tales romo n > n . 


ENCICL. METÓMCA V. — 2 C 
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Su suma es 

2 n + tn = 2 (fi -f n) = m. de 2 . 

Su diferencia, 

2n — 2 rT = 2 (71 — n') — m* de 2 . 

De 4os números pares consecutivos, uno de ellos es siempre divi¬ 
sible por 4. 

Dos números pares consecutivos pueden escribirse 2n y 2 n + 2, 
o bien 2 r y 2 (n + 1 ). 

Siendo ra y n 4- 1 dos números enteros consecutivos, uno de ellos 
será divisible por 2 , y, por consiguiente, uno de los dos productos 
2n ó 2 (n 4* 1) será divisible por 4* 

Un número es divis hile por í cuando lo suma de la cifra de las uni¬ 
dades y del doble de la cifra de las dece nos es divisible por 4, 

Un número cualquiera puede considerarse como la sorna de otros 
dos; un número exacto de centenas y el número formado por las dece¬ 
nas y las unidades. El número de las centenas es un múltiplo de 4, 
Por consiguiente, si A es un número cualquiera cuya cifra de las dece¬ 
nas es d y la de las unidades «, se tendrá 

A = m. de 4 + 10 d ■+ u 

= m. de 4 + 8 d 4* 2 d 4' U 

= m. de 4 4- 2 ¿ 4 tt< 

Si Ja suma 2 d + u es divisible por 4, el numero A será divisible 
por 4, 

Cuando se verifique la prueba por 9 de una multiplicación* siendo 
el producto inexacto, el error cometido en la multiplicación será nece¬ 
sariamente un múltiplo de 9. 

Sean a y h dos números cuyo producto es P = tib. La división de 
P por 9 da como resultado P = 9 n 4 R, con la condición R 9* 

Supongamos un producto inexacto l*\ cuya división por 9 dé el 

mismo resto R. 

Tendremos; P f — 9 a 4- R* 

Si V > P \ el error cometido será 

P — P' = (9 ti + R) — <9n' 4- R) = 

= 9 n — 9 n ~ 9 ( n — n), o múltiplo de 9, 

Máximo común divisor y mínimo 

común múltiplo 

Máximo común divisor 

Definiciones y OjiservaCiones. Recordemos que se dice que un 
nlimero a es divisor de h cuando lo división de b por a es exacta. 

Un número puede tener varios divisores, pero el número de estos 
divisores, por ser inferiores al número dado, es finito* 

Si u 11 número a os divisor de un nú mero A, todo divisor de a es 
evidentemente divisor de A» 

Análogamente, si un número A es inúlliplo de im número a, todos 
los múltiplos ilc A son múltiplos de a* 

Ctumdo varios números son divisibles por otro, de este último se 
dice que es su divisor común* 

Por ejemplo, 8 es el divisor común de 32, 72 y 88 * 

Si varios números tienen divisores comunes, el número de estos es 
finito; el mayor de todos estos divisores comunes se denomina máximo 
común divisor de dichos números. 

Asi, 18, 24 y 36 tienen por divisores comunes 2 , 3, 6 ; su máximo 
común divisor es 6 . 

Obtención del máximo común divisor de dos números por 
el método de divisiones sucesivas.— El método do las divisiones 

sucesivas se funda en dos teoremas anteriormente establecidos; 

P Toda número que divide el dividendo y el divisor de una división 
divide el resto (vease p* 12 ); 

2 " Todo número que divide el divisor y el resto de una división 
divide el dividendo ív, p. 12 ); 

Tratemos de obtener el máximo común divisor de loa números 1 534 
y 403. 

Sí 1 534 fuera exactamente divisible pnr 403, 403 sería el máximo 

común divisor buscado; en este 
caso no lo es. Al efectuar la 
división, se obtiene 3 como co¬ 
ciente y 325 como resto* Con 
arreglo a los teoremas anterior¬ 
mente demostrados, cualquier 
divisor de 1 534 y de 403 en un 
divisor de 403 y 325 y 3 recíprocamente, todo divisor común de 403 y 
de 325 es divisor común de 1 534 y 403* Los dos grupos de números 
1 534 y 403, 403 y 325 admiten los mismos divisores; por consi¬ 
guiente, el máximo común <1 i visor de I 534 y 103 es el mismo que 
el de 403 y 325* Obtengamos pues el máximo común divisor de 403 
y 325. Repitiendo el mismo razonamiento, nos veremos obligados a 
buscar el máximo común divisor de 325 y 78, y después de 78 y 13; 
siendo 13 til máximo común divisor de 78 y 13, será el máximo común 
divisor buscado. 

Regla, Para hallar el máximo común divisor de dos números, se 
efectúa la división del mayor por el menor; si se obtiene un resta, 
se divide el menor por dicho resto, después este resto por el segunda 
resto que se obtenga, y asi sucesivamente hasta que se obtenga un 
resto nulo * 

El última divisor será el máximo común divisor . 

Observaciones. De lo establecido anteriormente se deduce que; 
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1 

4 

6 

1 534 

403 

325 

78 

13 

325 

78 

13 

0 



1" Los divisares comunes a dos números son ios divisares de su máxi* 
mo común divisor, puesto que todo número que divide dos nú me roa 
dados divide el resto de su división (v, p. 12); 

2° Recíprocamente, todo número que divide el máxima común di¬ 
visor de otros dos números dados divide estos dos números, puesto que 
estos son múltiplos de su máximo común divisor; 

3 n Si se multiplican o se dividen exactamente dos números por un 
tercer número , su máximo común divisor queda multiplicado o divi¬ 
dido por dicho tercer número, puesto que si se multiplican o se dividen 
exactamente el dividendo y el divisor de una división por un número, 
el cociente no varia, pero el resto queda multiplicado o dividido por 
dicho número (v* p* 12); 

4° Si se dividen dos números por su máxima común divisor, el 
máximo común divisor de los cocientes obtenidas es la unidad; se 
dice entonces que dichos dos números son primos entre sí. 

Sean A y B los dos números y D su máximo común divisor. 


A R 

Los dos números-- y — 

U D 


tienen como máximo común divisor 


■ —, es decir, la unidad, 

Recípuncamente. Si los cocientes de dividir dos números A y B por 
un tercer número a son primos entre sí, a <■£ el máximo común divi¬ 
sor de A y B, , 

Siendo Q y Q Jos cocientes de dividir A y B por a, 0 y Q $í>11 
primos entre sí y su máximo común divisor, por consiguiente, es L 
El máximo común divisor de los producios ííQ y tfQ' es a; por lo tan¬ 
to, oQ = A y aQ » R* 


Obtención del máximo común divisor de tres o más nú¬ 
meros por el método de divisiones sucesivas. — Tratemos de 
obtener el máximo común divisor de 4 nú me rus A, B, C y D ífíg, 11). 

Sea E el máximo común divisor de A y B* lodo divisor de A y B 
divide E, y, recíprocamente, todo número que divide A divide A y B. 
Entonces, los dos grupos de números. A, B, C, D, por una parte, y 


E p C, D, por otra, admitirán los miamos divisores comunes; por consi¬ 
guiente, para hallar el máximo común divisor buscado, se reducirá 
a obtener el máximo común divisor de E, C y D* 

Se tomará el máximo común divisor, F* de E y C, y 0e dcmosl rara, 
como anteriormente, que el máximo común divisor de E, (. y D es el 
mismo que el de F y D; este máximo común divisor, C, es el numero 


buscado. 

Regla. Para hallar el máximo común divisor de varias números, se 
obtendrá (según la regla ya citada): I o el máximo común divisor entre 
el primero y el segundo numero ; 2° el máximo común divisar entre el 
máximo común divisor hallado y el tercer número; 3* el máximo común 
divisor entre el máxima común divisor hallado y el cuarto..., y Asi 
sucesivamente. El último máximo común divisor obtenido será el niuxi- 
7 tio común divisor de los números dados. 

Observaciones. I ü Dados varios núme¬ 
ros, si uno de ellos divide todos los res¬ 
tantes, este número sera evidentemente el 
m. c, d, de dichos números. 

Por ejemplo* 3ó es id ni, g, d* de 108, 

72 y 36» 

Cuando los números dados son senci¬ 
llos, se obtiene generalmente su m* c. d, 
sin efectuar operaciones» 

Por ejemplo, tratemos de hallar el 
m, c, d, de 24, 36 y 60* 

El m. c. d. no es 24, pero es un divi¬ 
sor de 24; se observa inmediatamente 
que el m. c. d* es 12* 

2* Teniendo en cuenta las teorías expuestas en el caso de dos núme¬ 
ros, puede decirse que; 

a) Los divisores comunes de varios números dividen su máximo común 
divisor, y recíprocamente; 

b) Si varios números se multiplican o dividen por un mismo número , 
su máximo común divisor queda multiplicado o dividido por dicho 
numera. 



Números primos entre sí 

Definición. Se, dice que dos números son primos entre sí cuando 
no tienen más divisar común que la unidad. 

Por ejemplo* i6 y 25 son primos entre sí* 

Dos números consecutivos son primos (mire sí, ya que todo numero 
que los divida tendrá que dividir su diferencia, que es la unidad. 

Todo número primo que no divide otro número entero es, eviden¬ 
temente, primo con él. 

Teorema. Todo número que divide un producto de das factores y es 
primo con uno de ellos divide el otro factor . 

En efecto; sea a un número que divide el producto fe; si a y b 
son primos, su máximo común divisor será 1; por consiguiente, el 
máximo común divisor de ac y de be será c; ahora bien, como a 
divide ac, divide también he, por hipótesis; luego divide su máximo 
común divisor c. 

CoRoLAftio, Si un número es divisible por varios números primos 
entre sí dos a dos, es divisible por su producto. 

Sea e! número N, divisible por fos números a , h y c* primos entre 
sí dos a dos; N es divisible por el producto abe. 

En efecto* sea <7 el cociente de N por a. 

Tendremos, 

N = nq. 
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b divide N por hipótesis; por lo tanto, 6 dividirá aq, pero por 
primo con a dividirá q t y si q' es el cociente obtenido, tcnd reman 
q = bq\ Análogamente, c divide N, y t por consiguiente, aq r* primo 
con n, por lo que dividirá q * y, a su vez, bq'; ahora bien, pin ncr 
primo con 6 , dividirá q\ y ¡d llamamos q r al córlente obtenido, tendré- 
moa q f — cq\ 

Reemplazando miembro a miembro, ten ti remos 

N — abeq". 

En consecuencia, N será divisible por el producto ah* 

Aplicación a los caracteres ue divisiuilidail El uní* ¡. * 

lario permite ampliar loa caracteres tic divisibilidad. P-t rirnipli» 
la condición necesaria y suficiente para que un número »ni dtviuld* 
por 12 es que sea divisible por .? y por t, que san pumo* ■ m'• ' 
La condición es suficiente; por oirá parir, en ori> iiiii, va H 11 ' 1 ’■ '1 
número es divisible por ¡2 es forzosatur i»h' divnuldi |m |mv i 

que son divisores de 12 » 

Análogamente, la condición necesaiia y utftn > <rr.■ pata qn* un 
número sea divisible por 18 es que sea divisible pm ' l r /no i} 

Mínimo común múltipl** 

Mínimo común múltiplo «lo tío*, númimi.. i.. 

Se denomina mínimo común múltiplo de varios flAfllvfflI §t m^nm 

de 'í ti 't múltipla* croma ur . II hhmh m d muhirl. . 1 '*• 

itiiliK [n^ c-., * Vnb ul i un m 11 1 llili 

TciíIUMA El mínimo .atado múltipla d > ./» -i'mi . .d 

proditet .' d ( amfot dividida puf a muirin ' I Otn i» n íl» i ■» 

Seno <bu* mifiH mi ■ iilrm 1 rnikli *i . ' M M .I.mil 

I iploN cu. \ I 1 .. Mil.... I ' ' ' 

Si q y q ion ] 11 • * ' nrirnli i iU tbvhdli M pul \ > |Hf M, i 

Ion Curie ni OH »b dUnllll \ • II ..n .. o. divi *u . IMidl* > Mtoii 

M Aq Ib; ; A It.i, II I»/. 

De l O ijllr ftC dedil* < 

M Ib tq I *hq , 

y, poí lu la lito, 

aq bq\ 

h divide aq. y por no punió con a* divide q ; <o el cimenté eui ten- 
pimdienie en í, tendremos q b a, y por ronsígiiieote M Ahct. 

Todo milittpli» común de doh rmrre iiiH A y K es, pues, de la forma 
Aen donde « es un numero cutero i el menor corresponderá & 
a — 1 , y CiitüUCCS 

A . B 

M = Ab - -—- 

D 

OBSERVACIONES: I a Todo múltiplo común de dos números es múl¬ 
tipla de su mínimo común múltiplo; 

2 ÍJ Si se multiplican o se dividen exactamente dos números por un 
tercer número „ su mínimo común múltiplo queda multiplicado o divi¬ 
dido por dicho tercer rt úmero; 

3 o Si dos numeras son primos entre sí É P=1 y su mínimo común 
múltiplo es su producto. 

Mínimo común múltiplo do varios números. — Haciendo una 
demostración análoga a la efectuada para el máximo coruun divisor 
de varios números (v. ¡i. 18), se establecerá fácilmente la siguiente 
proposición; 

Para hallar el mínimo común múltiplo de varios números, se obten¬ 
drá el mínimo común múltiplo de dos de ellos, después el mínimo 
común múltiplo del número obtenido y de un tercer número, etc. 
El último mínimo común múltiplo obtenido será el mínimo común 
múltiplo buscado. 

De aquí se deducen las siguientes proposiciones: 
l c ' Todo múltiplo común de varios números es múltiplo de su mínimo 
común múltiplo; 

2 ° .Si se multiplican o se dividen exactamente varios números por 
un tercer número, su mínimo común múltiplo queda multiplicado o 
dividido por dicho número. 

Esta proposición permite simplificar, en ciertos casos, la obtención 
del mínimo común múltiplo de varios números* 

Así, por ejemplo, para obtener el m, e. m, de 4 8 í)Q, 1 600 y 7 200, 
se. tomará el m, C, ni de 48, 16 y 72, y se multiplicará por 100» 

Kl m. c. m, de loa números 4Í1, lfi y 72 es el mismo que el de 
48 y 72 ya que 48 es múltiplo de 16; será 144* El m, e. m, buscado 
será 14 400. 




Recordemos que un número primo absoluta es aquel que no tiene 
más divisores que el mismo y la unidad. 

Por ejemplo, 5, II y 17 son números primos absolutos. 

Dos números primos nitro sí no aun forzosamente primos abso¬ 
lutos; 15 y 22 son primos entre sí sin que ninguno de ellos sea 
primo absoluto. 

Dos nlimeros primos absolutos son* tmdentemente, primos entre sí. 

I eorema, Todo número que no es primo admite id menos un divi¬ 
sor primo. 

En efecto, si A no es un número primo, lia ule mus a al menor de 
sus divisores; a es primo, puesto que dr un ncrlo admitiría un divi¬ 
sor menor que él, y A resultaría también dividido* 


TtóOUKtfA. La serie de números primos es ¿limitada. 

Sea N un número primo cualquiera; siempre existirá un número 
primo mayor que N* 

En efecto, consideremos el número 

P = 1 . 2 . 3. 5. 7..*N + 1. 

S¡ N I l CM primo, el teorema queda demostrado; si no lo es, admi- 
iíi»i un divisor primo distinto de !, que no podrá ser inferior a N, 
puetifn que entontes figuraría como factor en el producto 1, 2 . 3. 5. 
í N, y entonce* d i vid i ría a la vez P y este último producto, y por lo 
imito I, que es m diferencia. Este divisor primo sería, en corisecucn- 
eiu, mayor que N. 

i ormnOón do una tabla de números primos. Criba de 

i minútenos, i r«temen de formar la tabla de los números primos 
i mu 1 \ 11 HJ,. J\ i eibanioii 3 jl siiceHÍón de los números enteros de 1 a 100 » 

I o hemuf' li i' mitliif>l(m de 2 a punir de 2 a , ó 4; después, los rnúlti- 

|diM di ¡ i i h i 1 1 m dí ' pimple 3 X 2 y« lo hemos tachado por ser 

.Itiplb b 7 ( y H4i 4iim» iVíuiiruiL H \ *> , múllqduN de 4 han sido suprb 

.Iu poi i .IhpbiH de ' Npiimarutrn \t*% uuilliplns de ó, t‘tc* 

m . un > dr ..i |jp i ! m vil qnr .e llegiji- ¡i un mimé i o pumo p 

ImlfMM* ib luí. Fndim ■. 11 . rnu Itijdun; ti piiiut'i tiíjuvefo que 

I»i*I n i ii i.Ihprliun i mi i'’ piicitu que fudie. Inn jirrct^lenveH ya han 

íUiln i li.b.i.tnlliplloi «I nuineuiH ti i e ii ii rr^ que p y, por oirá 

paih upllltllibi liidim i • i * .IlipliH ib ji, el |l r i 111 c i iimnnu rio MLipn- 

i 4* 1 1 1 1 l> 1 - i i |m un*- " qut * no b> luéni admitiría un 

ilh i 'ni . mu .. ii < -I b ' pj iip' * n iinpumhb 

I 1 ■ 1 1 ' Id i ■ i . . . . . IMMI \ * nipi i ni Mibei t oí los Uti4 mu li i* 

plot «b í I• k imni' ion qiu qnmlmi m ihi pi iumri, ya qiji rl primor 

.i r hdiiip M mprlmli .. ni mu miiliiplo do I 1, 

rli ' I I Ll I ' J mi |ii i lo i ii fUP 

i u ' .J ji i' i i un i i tbL di iiuitu ruM pJioios compren* 

didon |i li 1141 I y V, »■' o¡i< iimí i 1 1 I o f i m 11 liimliqm y ruicrui va mente Im8ta 

f I ■ r h » ¡i ii||tiiifhii ti i . Mui h iplor il- ¡ni iiiÉtin Mp p* Niin eiiyo ctiadiado 

n MirlyOi que A 


t orín* ilii MHii run nr td lin[ numiim oi primo. Sib. tmm t|*m 

<odo i m 11 m f 11 1 ijii. i* jm inMi iidinile poi lo imnoN no diviHOi primo* 

Pin ' iMimíioOi nli , | mi I o n I pe i n i no .. en pumo tcmtrrilios (JU|Í 

blikoaií -VI J k 11 IM ll I * Ult dil'MMn |iMHin 

»Srn e| itúmno iVH, y trniemoa de iivrüguiu m es ti no primo. 

(■inte mino ro no t'f* do 


ved ble poi 2 t ni pin 3, 
ni por 5, ni por 7. etc. 
(So aplicarán los criterios 
de divisibilidad anterior* 
menté indicados; en el 
caso de números para los 
que no se hayan estable¬ 
cido criterios de divisibi¬ 
lidad* se efectuará la di* 
visión); llegaremos asi a 
23, y después a 29, que 
tampoco son divisores. 
Ahora bien, 29 a es mayor 
que 691. Diremos enton¬ 
ces que 691 es primo. En 
efecto; por no tener un 
divisor primo menor que 
29, putisto que se han en* 
suyado todas las divisio¬ 
nes, diremos que no tiene 
ningún otro divisor mayor 
que 29, ya que sí lo tu¬ 
viera, este número, que 
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Críbn de ICfalóstencs 


[lomaremos tt, mayor t|ue 29, daña un cociente,, al dividir 691 por <t % 
que sería un número menor que 29. Por ron siguiente, sería un divisor 
de! número y debería habérsele obtenido más rápidamente* 

Regla. Para saber si un numero rs prima, se dividirá sucesivamente 
por los números primos tomados en orden creciente, hasta llegar n una 
división cuyo cociente, sea menor que el rtííeLsnr* 


Tabla de los números primos absolutos entre 1 y 1 000 


1 

59 

*39 

233 

337 

439 

557 

653 

769 

883 

3 

61 

149 

239 

347 

443 

563 

659 

773 

887 

3 

67 

*$l 

241 

349 

449 

569 

661 

787 

907 

5 

71 

IS 7 

2$t 

353 

457 

57 1 

«73 

797 

911 

7 

73 

*63 

257 

359 

46l 

577 

677 

809 

9*9 

ti 

79 

167 

263 

367 

463 

5»7 

683 

811 

929 

*3 

83 

*73 

269 

373 

467 

593 

691 

821 

937 

17 

89 

179 

271 

379 

479 

599 

701 

823 

94 * 

19 

97 

1S1 

277 

383 

487 

6ot 

709 

827 

947 

213 

101 

191 

281 

389 

491 

607 

7*9 

829 

953 

¿9 

*»3 

*93 

283 

397 

499 

613 

727 

839 

967 

3 i 

lOJ 

*97 

*93 

40T 

503 

617 

733 

853 

97 * 

37 

109 

199 

307 

409 

509 

6t9 

739 

857 

977 

4 * 

113 

211 

3 it 

419 

521 

632 

743 

859 

983 

43 

127 

223 

3*3 

421 

523 

64I 

75 * 

863 

991 

47 

131 

227 

3*7 

43 * 

541 

<»43 

757 

877 

997 

53 

137 

229 

33 * 

433 

S 47 

647 

761 

88* 



Propiedades de los números primos. —Teorema. Todo nú¬ 
mero primo que divide un producto de vanos factores divide por lo 
menos uno de ellos . 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


Sea a tm número primo que divide el producía A. B, C. Este pro¬ 
ducto podremos escribirlo A, (B_ G), considerando B. C como un pro¬ 
ducto efectuado. 

a divide tm producto de dos fitrtores; si divide A, el teorema queda 
demostrado; ni no lo divide, sera necesariamente primo con el, puesto 
que es n n número primo, y al dividir un producto de dos fací ores y 
ser primo con uno de dios, dividirá el otro, es decir, B. G. Si divide B, 
el teorema queda demostrado; si no lo divide, será primo con él, y, 
por consiguiente, dividirá C. 

Corola tu os. l n Todo número primo que divide la potencia de un 
numero divide dicho número; 

2 Ü Todo número primo qtte divide un producto de jactores primos 
es igual a uno de los factores; 

3 ° Si dos números son primos entre sí, sus potencias de cualquier 
Orden son primas entre sí. 

En caso contrario, admitirían un divisor común primo que, en virtud 
del primer corolario, dividiría los dos números, lo que es imposible. 

Descomposición de un numero en factores primos,— 

Teorema. Todo número que no es primo puede descomponerse en un 
producto de factores primos. 

Si IM es un numero no primo, admite por lo menos un divisor 
primo (v, p. 19); sea a este divisor; tendremos N = a * q. 

Si q es primo, el teorema queda demostrado. De lo contrario^ q 
admitiría un divisor primo h. por lo que tendremos 

q - l>q r ; 

por consiguiente, 

N — abq\ 

Se puede conlmuar ratonando análogamente; si q* es primo, el 
teorema queda demostrado; si no es primo, admitirá un divisor primo 
e, y tendremos 

r Tt 

Q - cq ; 

de donde 

N = abcq\ 

Los cocientes q, q, q\ etc,, son cada vez menores; su numero 
será limitado, y después* de un cierto número de divisiones se llegará 
a un cociente primo. 

Ejemplo : Descompongamos 360 en factores primos. 

Se tiene sucesivamente 

360 ^ 2 x 180, 

180 - 2 x 90, 

90 = 2 X 45, 

45 — 3 X 15, 

15 = 3 X 5. 

Sustituyendo, por grados, tendremos 

360 - 23 x 33 x 5. 

Teorema. La descomposición de un número en factores primos es 
única, 

Ea decir, cualquiera que sea la forma de obtener la descomposi¬ 
ción, el resultado es siempre el mismo. 

Supongamos d número N descompuesto en factores primos, 

N = 2 3 X 5 2 X 7*. 

Operando en forma diferente para obtener esta descomposición, se 
llegara forzosamente al mismo resultado; en efecto: 

1 “ Las dos descomposiciones contienen los misinos factores. Así, en 
la segunda descomposición, sólo pueden figurar como factores los nú¬ 
meros 2 , 5 y 7 , ya que todo factor primo que figure en la descom¬ 
posición divide N, y en consecuencia el producto de los factores 
X 5 2 X 7*; por consiguiente, será necesariamente igual a uno de 
los factores 2, 5 ó 7♦ 

La descomposición obtenida es de la forma 2* X 50 X 7y; y so 
tendrá, por lo tanto, 2 a x 5 2 X 7 i = 2® X 5/í x lf ; 

2 o Los mismos factures primos que figuran en las dos descomposi¬ 
ciones están afectados de los mismos exponentos. 

ge = 3, ya que, si fuera mayor que 3, por ejemplo, dividiendo los 
dos miembros de la igualdad por 2 a , el factor 2 desaparecería del 
primer miembro y permanecería en el segundo, lo que es imposible, 
ya que este número primo, que divide d primer miembro, dividiría 
lino de sus factores y, por consiguiente» seria igual a uno do ellos. 

Análogamente se demostraría que a no puede ser menor que 3, 
Por tanto, a — 3; análogamente |9 = 2 y y - 4, 

Las dos descomposición es son, pues, idénticas. 

Método práctico para descomponer un número en sus factores 
primos . — Sea el número 23 595, que vamos a descomponer en fac¬ 
tures primos; se ensayarán sucesivamente bis números primos de ¡a 
serie natural, comenzando por los menores: 


23 

595 

3 





7 

865 

5 





3 

573 

II 

23 595 = 

3 

X 

? 865, 


143 

11 

7 863 = 

5 

X 

1 573. 


13 

13 

1 573 - 

11 

X 

143, 


1 


143 = 

11 

X 

13. 


Podremos escribir 23 595 = 3 X 5 X II 3 X 13. 

La operación se dispone en la forma indicada a la izquierda. 

Divisores de un número, — Teorema. La condición necesaria y 
suficiente pora que un número A sea exactamente divisible por un 
número B es que A contenga todos tos ¡adiares primos de B, elevados 
respectivamente a potencias cuyo grado sea por lo menos igual al 
que tienen en B, 

La condición es necesaria, ya que sí A es divisible por B, tendre¬ 
mos A. = B X Q, siendo Q el cociente de la división. Sí se descom¬ 


ponen los números que figuran en ambos miembros de la igualdad 
en sus factores primos, las descomposiciones son idénticas en los dos 
miembros, y A contendrá necesaria mente los factores primos que figu¬ 
ran en B afectados de exponentes por lo menos iguales a los que 
tienen en B* 

Es suficiente, puesto que, si se verifica, podrá encontrarse siempre 
un factor Q que, multiplicado por B, dará un producto igual a A. 

PRon LEMA. Obtención de todos (os divisores de un nümeto. 

Del teorema precedente se deduce que para obtener todos los divi¬ 
sores de un número dado se descompondrá este número en sus factores 
primos, combinando después estos factores de todas las formas posi¬ 
bles de manera que el exponente de un factor cualquiera sea igual 
por lo menos ai del que figura en la descomposición. 

Sea el número 810, cuyos divisores tratemos de obtener. 


I 1 o, 

810 = 2 X 3* X 5; escribiremos \ 1, 3, 3 ü # 3 3 , 3*, 

\ L 5, 

multiplicaremos todos los números de la primera lila por cada uno 
de los de la segunda y después todos los números del cuadro obtenido 
por cada uno de los números de la tercera fila. 

Obtendremos así el siguiente cuadro: 

l f 2 t 3, 2X3, 3* 2 X 3®, 2 X 3*, 3*, 2 x 3*, 

5, 2 x 5, 3 x 5, 2 x 3 x 5 t 3* x 5, 2 x 3 2 x 5, 3 3 x 5, 
2 X 3 3 x 5, 3* X 5, 2 X 3* X S, 

Demostraremos que en este cuadro figuran todos los divisores de 810. 
En primer lugar, cualquier número A que figure en el cuadro será 
divisor de 810, puesto que 810 contiene todos los factores primos de A, 
afectados de ex ponentes al menos iguales a los que tienen en A. 

Por otra parte, obtendremos de esta forma todos los divisores de 
811), ya que hemos asociado de todas las maneras posibles las dife¬ 
rentes potencias de los factores primos de 810, Así, por ejemplo, 
2 X 3 3 X 5 es un divisor de 810, porque en la primera multipli¬ 
cación liemos tomado necesariamente los factores 2 y 3 3 , y en la 
segunda, el producto 2 X 3 a se ha multiplicado necesariamente por 5. 
Prácticamente, se puede disponer el cuadro en la siguiente forma; 


L 


810 

2 

2 . 

405 

3 

3. 6 . 

135 

3 

9. 18. 

45 

3 

27. 54. 

15 

3 

81. 162. 

5 

5 

5. 10. 

1 

1 



15. 30. 45, 90. 135. 270, 405. 810, 


Se descompone primeramente e! número en sus factores primos. 
Se traza una raya vertical a la derecha de la descomposición, escri¬ 
biendo la unidad en la parte superior; se forma la segunda linca 
horizontal multiplicando 1 por el primer factor 2 ; la tercera línea 
horizontal, multiplicando Jos números de las dos primeras por el fac¬ 
tor 3; para la cuarta línea, se multiplican solamente los números 
de la tercera por 3, puesto que los productos de las dos primeras 
líneas por 3 ya se han obtenido, y así sucesivamente; cuando se 
obtenga un nuevo factor primo, se multiplicarán iodos los diviso¬ 
res ya obtenidos por el nuevo factor, etc, 

Todos los números obtenidos son divisores de 810 y t recíprocamen¬ 
te, lodo divisor de 810 está contenido en el cuadro. 


Número de divisores de un número- — Sea d número A des¬ 
compuesto en sus factores primos : A — a X b X t\ siendo a, h* y c 
los factores primos. 

El número de divisores se obtiene multiplicando, como ya se lia indi¬ 
cado, los números formados en las tres líneas siguientes; 


1, 

u. 

4 

at ... . ... ... ... 

a* 

1, 

6, 

62 . . 

w 

1, 

e> 


e.y 


La primera contiene a 4 1 números, la segunda fi 4 * 1, la terce¬ 
ra y + 1 ; 

El número de divisores será, pues, (a 4 1 ) (/? 4 1 ) (7 4 1). 

Así, pues, el número de divisores de 810 es 

(1 4 1) (4 4 D (1 4 1) = 20. 

Observación, Si un número es cuadrado perfecto* los exponentes 
a, ft. y de sus factores primos son pares, y por consiguiente, a 4* 1. 
/i + 1 , y + 1 ... serán números impares y bu producto (a + U 
(/í 4 1 ) (7 4 1 ) será también impar, luego e\ número de los divisores 
de un número cuadrado perfecto será, por lo tanto, impar. 

Contrariamente, para todo número que no sea cuadrado perfecto, uno 
al menos de los factores a 4 L /3 4 1 , y 4 1 sera par, su producto 
también lo sera y, por consiguiente, el número de los divisores de un 
numero que no sea cuadrado perfecto es par. 

Obtención del máximo común divisor de varios números 
mediante su descomposición en factores primos. — Rfxla. 

Para obtener el máximo común divisor de varios números se les des* 
compondrá primeramente en sus factores primos y a continuación se 
efectuará el producto de todos tos factores primos comunes a dichos 
números, afectando cada ano de ellos con el menor de los exponen fes 
con que figura en las descomposiciones. 

Sean los números 686 , 2 156, 1 666 . Al descomponerlos en sus factores 
primos, obtendremos 

636 = 2 x 73, 

2 156 = 2 a x P x 11, 

1666 = 2 X 7^ x 17. 

Demostraremos que el máximo común divisor de estos números es 
D = 2 x T 2 . En primer lugar, D es un divisor común de los tres nú* 
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meros dados, por contener cada uno de elfos todos los divisores de í> 
con exponen!es por lo menos iguales a los que tienen en D. 

Adenlas, es el máximo común divisor de muchos números, ya que 
cualquier divisor común de los mismos no podrá contener más factores 
primos que los comunes, es decir, 2 y 7, Si en el producto 2 X 7 2 
se aumentara e! exponento de uno de los factores, d producto así oble* 
nido dejaría de dividir uno por lo menos de loa números dados. 

Obtención del minimo común múltiplo tío varios números 
mediante su descomposición en factores primos. — Rkcla. 

Para hallar el minimo común múltiplo de varios números xr lex des* 
compone en sus factores primos, efectuando a continuación el producto 
de todos los diferentes factores primos obtenidos, tomando todo uno 
de ellos una sola vez y afectado con el mayor de ios ex ponentes con 
que figura en las descomposiciones. 

Sean los números 700, 210 y 520, cuya dcitci)inpunición eu factores 
primos será 

700 = 2'¿ x 5» X 7, 

210 = 2 X 3 X 5 X 7, 

520 = 2 3 X 5 X 13. 

Demostraremos que el mínimo común nmhiph» *b d¡< bioi i. tan m 

M = 2 3 X3xS*X7X 13 54 600. 


3 o Restando miembro a miembro dos congruencias del mismo modulo , 
resulta otra congruencia de dicho módulo. 

Si A E A r (mód. d) y B E B' (mód. d), se deduce que 

A — A # = B — B' (mód, rf). 

Esta última igualdad supone que las substracciones son posibles. 

En las aplicaciones prácticas se añade, si fuera necesario, múltiplos 
del módulo. 

Consecuencia. En una congruencia* puede cambiarse un término d© 
miembro cambiando su signo. 

Aplicación, Las dos congruencias A = B (mód, d) y A — B =E 0 
(mód. d) son consecuencias una de la otra. Encontramos nuevamente, 
por este sencillo procedimiento, el teorema: “La condición necesaria y 
suficiente para que dos números A y B den el mismo resto al dividirlos 
por un, mismo número d, es que su diferencia sea divisible por d 
(v. p. 16). 

La comparación de ambos procedimientos de demostración muestra 
la ventaja del empleo del simbolismo de las congruencias, 

4* Multiplicando miembro a miembro dos congruencias de un mismo 
modulo , se obtiene otra congruencia de dicho módulo. 

Si A =“ A' (mód, d) y B B f (mód. d)* se deduce que 

A ■ B E5 A' . ff (mód. dh 


En primer lugar, IVf n múltiplo di lo- .. * dado , por omirtM'i 

todos los factores primon de cutía uní» do di-. . con un «ponunir igual «» 
mayor, 

SNir otra paite. 54 600 en el mi m<.m ib h* • múlllpl.ifflUnf* b* ri 

números (bulos, ya que iodo rnúllipb* ' -tmnn <U iln Ion» ..1-1' 

contener romo ínotorcM piimtei V, , i Id y el i ipunenli ■h*| I >h 
tor 2, |ku ejemplo, ni M nu puní' rn|iiib*i | " , pii-nli» q<n <1 ihuiicio 
correapotidientr ilcpirín de ..11*|<L>■ d< /imi 

Afín AtlIoNIM. flirt cu lar e{ roen ni./filio rffpi m > . , r m .• -m • h'ihihi 

(i tic ío\ m/fumn 

A 
li 

c 

Se tendrá: 

M, c, d. (A, B, C) = 2 2 x 3 x 7* 

M. c. m. (A, B, C) = 2 4 x 3 & x f/> x 7* X ll' ¿ X 13. 


Congruencias 

En los capítulos precedentes hemos empleado el procedimiento clá¬ 
sico de la teoría de la divisibilidad. Demostraremos ahora de nuevo sus 
principales propiedades utilizando un procedimiento más moderno, que 
consiste esencialmente en el empleo de un simbolismo que permite ob¬ 
tener las mismas propiedades mediante operaciones que recuerdan las 
operaciones algebraicas, Debe, no obstante* tenerse en cuenta que aí 
utilizar este simbolismo sólo están permitidas las operaciones cuya legi¬ 
timidad ha sido establecida. 

Definición, Se dice que dos números aya' son congruentes mó¬ 
dulo b cuando las restos de su división por dicho número son igiudes* 

Esta propiedad se indica por la escritura simbólica 

a ~ a' (mód. 6), 

que se lee a congruente con ti módulo ó, 

Estu relación simbólica se denomina congruencia , 

Ejemplo: 26 = 31 (mód. 5). 

En efecto, los restos de dividir 26 y 31 por 5 son, ambos, 1, 

Consecuencias. 1° Si r es c! resto de la división de a por b , se 
tendrá la congruencia a ~ r (mód. ó). 

2, ü Si a es divisible por Ó, el resto es cero, 

Bar consiguiente, la divisibilidad de a por b se escribe 

a = 0 (mód. 6). 

Propiedades de las congruencias del mismo módulo. — Estas 

propiedades son las consecuencias inmediatas de las igualdades de la 
división. 

I o Dos números congruentes con un tercero respecto de un mismo 
módulo son congruentes entre sí respecto de dicho módulo . 


3» x 3* x 7 ,J x 

13, 

2^ x 3 x 5 x 

7*. 

2* X 3* X 5 r> X 

7 :1 X 1 I a , 


l’erni demoHti ji r i-hlii propiedad, cm ribirnnoi Uu igualdades de ¡as 
flWUjorMJR, 


A - d . q h + r A 
A d . .// + » A 


üleiob» i/ y íjr lo» i m 0 u|rn )« iprrHvOH dr A y A pm d. El TCHtO 
A A 

i i'n < I iii| nmi» ( pnt »b linó ojo 


A h tll.. IM- 


» - <¡ > V„ + 

- 4 • < I r 


Jl li li |r mi MI I.I OK | H lili IJ I I on A . II y A . B 


A • B - W • <; A + r A > (4 . ?B + r 0 ) 



fr 


+ d , q K 


' U + d 





Los tres primeros términos son múltiplos de d , Y Jo mismo su su mu. 
De ello se deduce que A * B = r - r (mód, d). 

A. p 

Calculando de la misma forma el producto A" . B f f se obtendría la 

congruencia A' . B := r - r (mód. d). 

A II 

De donde se deduce finalmente que A . B = A"" . (mód, 

Observación, La propiedad se extiende al producto de un número 
finito cualquiera de congruencias del mismo módulo. 

Se deduce de ello que, dada una congruencia, si se elevan los dos 
miembros de ella a la misma potencia resulta otra congruencia del 
mismo modulo. 


Ejemplos de aplicación de las congruencias. —Considerare¬ 
mos nuevamente, a título de ejemplo, dos teoremas ya demostrados. 

1* Si en un producto de varios factores uno de ellos es divisible 
por irn número, su producto también lo es. 

Sea el producto A* B, C en donde B es* por hipótesis, divisible 
por d. Podemos escribir 

A ~ A (mód, d) B EiE 0 (míkL d ) C irE C (mód. d ), 

Multiplicando miembro a miembro estas tres congruencias se obtiene 
A. B, C = A. 0. B (mód. d>, de donde A. B. C =EE 0 (mód, dh 

Lo que demuestra que el producto A, II. C es divisible por d . 

2* Consideremos nuevamente la divisibilidad por 9 y hagamos el 
razonamiento sobre el mismo ejemplo, 3U75. 

Sabemos que 10 ~ 1 (mód. 9). 

Elevando esta congruencia a la potencia n t tendremos 

10» = 1 (mckl. 9), 

Si a es una cifra cualquiera diferente de 0 y de 9, tendremos a ™ a 
(mód. 9), de donde multiplicando a - 10 a “ a (mfSd, 9). 

Teniendo en cuenta que 3 875 = 3 000 + 8(X) 4* 70 + 5, y que 
acabamos de demostrar que 


3 000 = 3 (mód. 9), 800 = 8 (mód. 9), 


Si A = h ff (mód. d) y A' ~ A" (mód. d) r se deduce que 

A EE A" (mód, d ). 


70 = 7 (mód, 9), S E 5 (rnod. 9), 
sí sumamos miembro a miembro estas congruencias, resultará, 


2° Sumando miembro a miembro dos congruencias respecto del 
mismo módulo , resulta otra congruencia respecto de ese mismo módulo. 

Si A = A' (mód. J) y BE B' (mód, d\ 

A + B = A' + B' (mód. d). 


3 375 = 3 + 8 + 7 + 5 (mód, 9). 

El número dado tiene el mismo resto* al dividirlo por 9, que la 
suma de sus cifras. La comparación de ambas demostraciones pone de 
manifiesto las ventajas que representa el empleo de las congruencias. 
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la 
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nano. 


cuadrada 


un número fraccionario en menos de una unidad. Raíz cuadrada de un número entero o 

fraccionario en menos de ——■% Raíz cúbica de un número fraccionario. Raíz cúbica de un número fraccionarlo 

ll)n 1 

en menos de una unidad. Raíz cúbica de un número entero o fraccionario en menos de -- 

10a 


El número negativo* — Operación tan sencilla como la sustracción 
no es posbUe efectuarla en el campo de los números naturales si el 
sustraendo es mayor que el minuendo. 

Si se descompone el sustraendo en dos sumandos, uno de ellos igual 
al minuendo, al efectuar la sustracción quedará por restar el segundo 
número. Así: 


5 — o — 5 — (S + 4) ” — 4 


Se generaliza entonces el concepto de número llamando número 
negativo a este segundo número. 

De una manera general, ai b = a + C, 

a — b = a — (a + c) = — c* 

Esta primera ampliación de) concepto de número permite también 
resolver oirás cuestiones de índole geométrica, física* ele. Por ejemplo: 

Sea una recta x ' x (fig. 12) en la que se ha fijado un punto O que 
llamaremos origen. Decir que otro punto A, también situado sobre 

dicha recta, está a 3 cm de distancia de O* 
por ejemplo, no bastará para determinarlo, 
puesto que no sabemos en que sentido hay 
que lomar dicha distancia; habrá, pues, que 
convenir en considerar como positivas todas 
las distancias contadas hacia la derecha de O, y como negativos las 
contadas hacia la izquierda. Diremos entonces que la distancia O A 
es + 3 cm, y la UB *— 2 cm. 

En la escala centígrada de temperaturas no quedará determinada una 
temperatura diciendo que es de 7 grados; habrá que precisar si estos 
siete grados están por encima de! cero o por debajo de él; es decir, 

+ 7 o ó — 7°, 

Definió iones. Se llama número positivo toda numera distinta de 
cero precedido del signo más (+), 

Se llama número negativo todo número distinto de cero precedido 

del signo menos ( —). 

Todo número positivo es mayor que otro negativo cualquiera. 

Todo número negativo es menor que cero. 

De dos números negativos es menor el de mayor valor absoluto, sien¬ 
do ésto el valor del número prescindiendo del signo. 

So llaman números opuestos los de igual valor absoluto y de signo 
contrarío. Así H- 25 y — 25 son números opuestos. 

El número natural (o entero positivo) y el numero negativo constitu¬ 
yen la nueva clase de los números cuteros. 


r» B--Q- 




]cm. 
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Medida de un segmento de recta. Números fraccionarios 
positivos y negativos. — Consideremos un segmento rectilíneo AB 
y otro CD, que llamaremos segmento unidad; tomemos sobre AB, a 
partir de A, el segmento AE igual a CD y después, a continuación, 

EF = FC = ...... = CD. 


Fig* 13 


Pueden presentarse tres casos: 

E F G 6 I o el segmenta unidad CD esté 

-t—-*—--—-4 conten ido en ÁB un número exacto 

de veces, cuatro t por ejemplo (fig, 13). 
-4 Diremos en este caso que la medida 

D de AB es el número natural 4 » 

2 n Que el segmento unidad CD no 
esté contenido en el segmento AB, pero 
una parte alícuota de CD este contenida un número exacto de veces . 
Si d segmento CD se ha dividido cu tres partes iguales, su parte 
alícuota CE estará contenida fi veces en AB (fig. 14); serán entonces 
necesarios dos números para establecer lü medida de AB. Diremos 
entonces que la medida de AB es un número fraccionario, positivo 
o negativo* 

3 ° Que no exista ninguna parte ati- 
A B cuota del segmento unidad que esté 

*■ ’ * ’ ’ 4 '—*—— 1 —*—* 1 contenida exactamente en el segmento 

considerado . El número que mide en- 
i— 1 —+-—* tunees la magnitud considerada es in- 

Ce 0 conmensurable con la unidad, y lo 

llamaremos número irracional (Véase 
página 30), 


Fíg, 14 


Por otra parte, la división exacta de dos números naturales es impo¬ 
sible cuando el dividendo no es múltiplo del divisor. Habrá que defi¬ 
nir entonces nuevos números, como ríos séptimos, trece novenos, ... 
A/B t que también llama remos números fraccionarios. 


Quería, pues, demostrada la necesidad de la creación de nuevos entes 
que llama remus números fraccionarios* 

Defin iciófl. Una fracción o número fraccionario es el conjunto de 
dos números enteros t llamados numerador y denominador. El deno^ 
minador indica el número de partes en que se ha dividido la unidad* 
y el numerador da total del número de partes de las unidades 
expresadas , 

Numerador y denominador se denominan términos de la fracción. 

Desde un punto de vista aritmético puro, la fracción es un par de 
números naturales, el segundo de ellos no nulo, afectado del signo 
+ ó —* 

Fracciones inversas son las que tienen sus términos invertidos. Por 


m n 

ejemplo: - y — 

n m 


3 


y 


3 


2 


El número racional. — Se llama número racional el ente abs * 
tracto formado por un par de números naturales afectado del signo 

a 

+ ó —, y representado por el símbolo ± . 

b 

Los números enteros positivos o naturales quedan incluidos en los 
racionales mediante el siguiente convenio: 

a 

El número racional representado por la fracción + — es el 

número natural a ó el negativo *—* a. 

El cero queda incluido en el campo de los números racionales me* 

0 

diante el convenio: —— = 0 (siendo b 7 ^ 0 ), 


Igualdad de fracciones.— DEFINICIÓN. Se dice que dos fraccio¬ 
nes son iguales cuando representan una misma cantidad con una pus* 
ma anidad. 


Si tenemos una fracción -——, considerada como medula de una 

b 

cantidad, es evidente que sí subdi vid unos cada una de las unidades 
de especie b en tn par Les iguales, el número de las que contiene la 
cantidad dada será arn t y como su especie es bm f resultará que la nueva 

fracción - representará la misma cantidad. Podra, pues, expresarse 

bm 

el siguiente criterio, que desde el punto de vista aritmético puro es 
una definición» 


X. La fracción i 


a 


es igual a todas las del mismo signo que 


tienen sus términos equimúltiplos de los suyas. 

Podrán, pues, obtenerse infinitas fracciones iguales a una dada muí* 
típlicando sus dos términos por un número natural cualquiera. 

Así, el segmento AB de la figura 13 podrá considerarse como los 

8 16 f 

—— ó los — del segmento CD, puesto que ambas fracciones boji 
3 6 

iguales, ya que la segunda resulta de multiplicar por el mismo núme¬ 
ro 2 los dos términos de la primera. 

También rtsultn evidente el siguiente criterio: 

ÍL [)ps fracciones de igual denominador son iguales solamente cuan - 
do tienen el mismo numerador y signo, 

a a 

Sean dos fracciones de diferente denominador £ *■—— y + ■ \ 

b b 

una vez reducidas a un mismo denominador, se tendrán las expresiones 
b* a1 

4- - y la condición de igualdad será entonces ab f — ba* 

~ bb f bb* 

y además la igualdad de signo. Podrá entonces expresarse el siguiente 
criterio de igualdad de fracciones, del cual son casos particulares los 
dos anteriores: 
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3 3x2 

Consideremos la fracción ——La fracción - 


La condición necesaria y suficiente para que dos fracciones sean igua¬ 
les es que tengan el mismo signo e iguales productos cruzados. 

Transformación y simplificación de fracciones. Fraccio¬ 
nes irreducibles. — Teorema. Si se multiplica el numerador de 
una fracción por un número , sin que varíe el denominador , la ¡ranián 
queda multiplicada por dicho número, y recíprocamente , si se divide el 
numerador de una fracción por un número, sin que varíe el denomi¬ 
nador, la fracción queda dividida por dicho número. 

6 f 

- s - «era don 

7 7 7 

3 1 , 

veces mayor que ——*, puesto que contiene doble número de nrptimmi 

Teorema. Si se multiplica el denominador de tuto ftmnón jmr un 
número t sin que varíe el numerador , la fracción queda dividida pot dicho 
número, y reciprocamente ¥ si se divide el denomtnodot tic utm jto'itm 
por un número, sin que varíe el numerador, lo fnneton queda toatu 
plicada por dicho número . 

3 3 3 

Sea la fracción -. La fracción ■ - - - ■ , e < mu. v»'i > B 

5 fi X I 20 

3 

menor que -; en efecto, nmhiui l> m ..oí Adió.íiptu i * d< I 

5 

3 

mismo número de imiten, orre en hi li m mu L i.* nOli rmilni 

2Í) 


veces miifí pcquciuni que en ln li m uin 


3 


Simplificar uno fruí'Cuín c\ ri r tupín arta por otra i ¡tai nlcvi* , pero 

cuyos tértntnas watt tttrtutrrt I ji viiHid «I I i ..le Íj imMmiI nuO -i 

nx presido. pui > minpliliciií moi íi o flhjp hr dividen mií do. inmiiitíti 
por un momio divifror. 

Se dice que npi;i Ir^u'diVu ci Irreducible ctnimlo mm dou rénniiiOH 
Mili lotí inrnmeri pOMi li Eerl. 

I .n retlurrton de mui ír'jieeióu u oí r l i e redut ii)dc we Imihii en el SÍ- 

I^ki tente 

Teorema. Dada una fracción cuyos términos son primos entre si, 

cualquier otra fracción equivalente tendrá sus términos equimúltiplos 
de los términos de la primera, 

3 

Sea la fracción —, cuyos términos son primos entre sí, y sea la 

a ,3 a 

fracción — igual a la primera. Se tendrá —- — —, de donde se 
b 7 b 

deducirá 

3 X h a X 1 


7 X b b X 1 

y, por consiguiente* 3 X b ~ a X 7. Ahora bien, 3 divide 3 X ó y. 
por lo tanto, a X 7; corno es primo con siete, dividirá a y podrá 
escribirse a = 3 X q $ siendo q el cociente de dividir a por «3. 
Reemplazando en la igualdad anterior, rostííta 

3 x b — 3 X q X 7 P de donde b = 7 X q . 

Se tendrá, pues, 

a = 3 X q 
b “ 7 X q. 

De este teorema se deduce que para transformar una fracción en 
otra irreducible basta dividir ambos términos por su máximo común 
divisor. 

En efecto, los cocientes obtenidos serán primos entre sí (v. pági¬ 
na 18) y la fracción transformada irreducible. 

48 . 

Ejemplo: Sea la fracción --♦ Para convertirla en irreducible, divi- 

72 

diremos ambos términos por su máximo común divisor, que es 24, y 

2 

se obtendrá la fracción —. que es irreducible. 

3 

Transformación de la fracción mayor que la unidad , Para deter¬ 
minar el número de unidades que contiene una fracción de esta clase, 
se divide el numerador por el denominador, y al cociente, que las 
expresa, se añade la fracción que tiene por numerador el resto y el 
mismo denominador. 

31 , 31 3 

Sea -, El cociente es 4 y el resto 3; se tiene: - - — 4 + —* 

7 7 7 

Esta transformación se llama vulgarmente sacar los enteros, y la 
expresión compuesta del número entero y la fracción se conoce con 
d nombre de número mixto. 

Para convertir un entero y una fracción en una sola fracción, se 
multiplica el entero por el denominador, se suma ni producto el nume¬ 
rador, y se pone el mismo denominador de la fracción. 

74 


2 9-8 + 2 

8 H-= -—- 

9 9 


9 


Reducción de fracciones a un común denominador. 
Mínimo denominador común. — Reducir varias fracciones a un 
denominador común es transformarlas en otras fracciones respectiva¬ 
mente iguedes , pero que tengan todas el mismo denominador. 


Para reducir varias fracciones al mismo denominador puede elegirse 
como denominador común un múltiplo cualquiera de los denomina' 
dores de las fracciones propuestas; después, se le dividirá por cada 
uno de los denominadores de dichas fracciones y el cociente que se 
ubi ruga hc multiplicará por los dos términos de caria fracción. 

Será siempre ventajoso tomar como denominador común el menor 

... punible, por lo cual se escogerá el mínimo común múltiplo 

de (oh denominadores de las, fracciones dadas, una ve/ transformadas 
ni ii ir-din ddoH t y después se efectuarán las operaciones indicadas. 

Eikmi'j.o Reducir a un común denominador las fracciones 

3 5 7 5 

8 ó 1 12 t 9’ 


8 5 

|3; ó 

2X3; 

12 

= 2* X 3; 

9 = 3 3 

1,1 mínimo n 

MI ... 

il tipio do 

los l 

1c nominad ores 

será: 



2 :l X 

= 

72. 


72 



3 

3X9 

27 


- 9| * 

|í' ijomlc 

i . 

— -- 

= -- 

(1 



n 

8 X 9 

72 

72 



5 

5 X 12 

60 


12 

tí *f 


■—a - - - -— ^ 

— 

fi 



o 

f» X 12 

72 

72 



n 

( 

7X6 

42 


-» () ¡ 

(i 1* 


m - - 

" ■ - —■ 

12 



19 

12 x 6 

72 

72 



r 

a 

5 x 8 

40 


f 1} 

ti t* 

- - — - 

6=j - 

s , 

9 



9 

9 x 3 

72 

t >n il' M V Ai H)N 

< > | pr l 1 Of 

lo i II iot 

lli'i fu 

udop.ji, pindén 

r ii nibir 


ni uniir I t'iicrlojiroL n Uli uiNmi i) lime ftldól. 

Aplicación » ln comparación de fraccione»* — La reducción de 
fún i hHir'H ji iii¡ drnom m adoi einmin [ > ji un minino numerador permite 
cnmpni ni H u i den de umgn itnd de varias í race iones. 

E l mu: ii m, ( TiHjiK.ar por urden creciente las siguientes fracciones: 

3 5 11 1 


5 * 9 ’ 15 3 

Las fracciones serán respectivamente iguales a 

27 25 33 15 


45 ' 45 1 45 ’ 45 


Clasificadas por orden creciente, las fracciones consideradas serán 

15 3 11 


3 9 ' ^ 


’ 5 y 15 


a 


PROBLEMAS 

I o Obtener una fracción equivalente a la fracción irreducible —— 

ó 

y cuyo numerador sea N. 

Como la fracción — e& irreducible, sólo tendrá como equivalente 

h 

otra fracción cuyos términos sean equimúltiplos de los suyos. 

Si x es el denominador de la fracción buscada, deberá tenerse 

N = a - n y x = b « n 
N b * N 

—, de donde x — —-% 


n = 


a 


a 


El problema sólo será posible cuando N sea un múltiplo de a . Esta 
condición, que es necesaria, es evidentemente suficiente. 

a 

2 o Obtener una fracción equivalente a la fracción irreducible — 

b 

y cuyo denominador sea I). 

Se obtendría, como anteriormente, para el numerador buscado, 

a • D 

x — -——. 


El problema sólo será posible cuando D sea múltiplo de 6. 

Operaciones con los números 
fraccionarios 

Adición dé fracciones* — Definición. La adición de fracciones 

es la operación que tiene por objeto reunir en un solo número las 
unidades o partes alícuotas de la unidad contenidas en otros varios. 
Pueden distinguirse dos casos: 

Primer caso. Las fracciones dadas tienen el mismo denominador. 
Para sumar fraccionas de igual den omi n odor, se suman los ñame* 
radares y se pone como denominador el denominador común . 

Ejemplo: 

1 5 10 3 19 

+ — — + - + - — - . 

12 12 12 12 12 

La demostración se deduce de la definición de fracción. 

Segü nuo caso. Fracciones cualesquiera , 

En este caso, se reducen las fracciones a un común denominador y 
se opera después como en di primer caso. 
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ARITMÉTICA Y ALGEBRA 


Sean las fracciones 

3 6 3 

- — y -. 

5 7 15 

Se reducen las tres fracciones a! mínimo denominador común 
15 X 7 = 1Ü5. 

Se tendrá; 


3 

6 

3 

63 

90 


- + 

’ + — 

+ 

+ 

5 

7 

15 

IOS 

105 


63 

+ 9U + 21 

174 

58 



105 

105 

35 ' 


Observaciones. 1° Las reglas enunciadas para la adición de frac¬ 
ciones muestran que en una suma ríe fracciones puede alterarse de 
cualquier forma el orden de los términos, y que se pueden reemplazar 
varias de ellas por d resultado de su suma, 

2 o Si los números que hay que sumar se componen de números en¬ 
teros y de fracciones, puede efectuarse la suma de ios números ente¬ 
ros y de las fracciones separada mente, 

Ej empi.o : 


3 



+ 7 


8 


5 3 

10 4. _ + _ 

7 8 


40 + 21 

10 + -— 

56 


61 5 

= 10 — ó 11 -. 

56 56 


En el caso particular de que sólo se trate de números enteros, se esta¬ 
rá en el caso de la suma de números enteros. 


Sustracción de fracciones, — Definición. La sustracción de 
fracciones es la operación que. tiene por objeto^ dada la suma de 
dos fracciones y una de ellas f hallar la otra . 

Esta operación es la inversa de la adición. 

Pni meh caso. Las fracciones tienen el mismo denominad or. 

Para restar dos fracciones de igual denominador se restan los nume¬ 
rad ores y se pone como denominador el denominador común . 

Ejemplo: 

7 3 4 

15 15 15 ' 

Secundo caso* Fracciones cualesquiera. 

En este caso, se reducen las fracciones a un común denominador y 
se opera como en el caso anterior. 

5 7 

Ejemplo: Sea la substracción —---. 

8 12 


El mínimo denominador común es 24, 

Tendremos 

5 7 15 H _ 1 

~~8 12 24 24 ~~ 24 ' 


Observación, Las fracciones que hay que restar pueden estar com¬ 
puestas de números enteros y fraccionarios. 

Ejemplos, I o Restar 

3 7 

5 - de 8 -. 

7 9 


Las fracciones, reducidas al mínimo denominador común, son 

27 49 

- y ——. 

63 63 

Pendremos 

7 3 49 27 22 

8-— 5 — = 8 —-- 5 --- = 3-. 

9 7 63 63 63 

2 o Restar 

3 1 

4 —— de 7 -. 

5 3 


Las fracciones, reducidas a su mínimo denominador común, son 

9 5 

- y -- 

15 15 


Se escribirá 

I 3 5 9 20 9 11 

7 _ 4 —- = 7 — — 4- e= 6 -— 4 - = 2 -v 

3 5 15 15 15 15 15 


3° Uno de los términos de la sustracción puede ser un número ente¬ 
ro. En este caso el número entero se convierte en fracción. 

2 _ 15 2 13 24 n 24 — 14 10 

5 ” 5 5 ” 5 * ~~7 ~ ~7 ~ T”' 

Los principios relativos a la adición y a la sustracción de los números 
enteros siguen verificándose para los números fraccionarios. 


Multiplicación da fraccionas-— Definición. ¿íi multiplicación 
de fracciones es la operación que tiene por objeto, dados dos núme - 
ros, hallar un tercero, que sea , con respecto al primero f lo que el se- 
gando es con respecto a la unidad. 

Observaciones, Si en la definición anterior se sustituyen los núme* 
ros fraccionarios por mi meros enteros, se estará en el caso de la mul¬ 
tiplicación de números enteros. 

Primer caso* Multiplicar una fracción por un número entero , 


Se multiplica el numerador por el entero conservando el denomina¬ 
dor , o bien # se divide este término por el entero y se conserva el 
numerador t cuando el denominador sea divisible por dicho entero. 

5 

La demostración es inmediata, ya que multiplicar — por 4, por 

8 

5 

ejemplo, equivale, según la definición, a sumar 4 números iguales a 


8 


lo que dará como resultado 
5 


8 


5 5 5 5+5+5+5 

+ ■—■ + —■ + — - 

8 8 8 8 


5X4 

8 


En definitiva, hay que hacer la fracción 4 veces mayor; como se 
sabe, puede llegarse a este resultado conservando el numerador y 
diviendo el denominador de la fracción dada por 4, cuando la opera¬ 
ción es posible. 

Así; 

5 5 

— X 4 = —, 

8 2 

Segundo caso. Multiplicación de dos fracciones. 

Para muífip/icar dos ¡facciones se multiplican los numeradores y 
se pone como denominador el producto de los denominadores. 

Sea la multiplicación 

5 2 

— X —. 

7 3 


Tendremos 


5 2 5 X 2 _ 10 
7 3 7 x 3 21 


Observaciones, 1* Es conveniente simplificar las fracciones antes 
de multiplicarlas. 

Sea la operación 

15 

32 65 


56 15 X 56 3 x7 


21 

52 


32 x 65 4 x 13 

2 o Si los números que hay que multiplicar se componen de núme¬ 
ros enteros y de fracciones, se multiplican los enteros y las fracciones 
del multiplicando por los enteros y las fracciones del multiplicador y 
se suman los productos obtenidos, o bien se reduce cada uno de loa 
factores a una sola fracción y se opera en la forma indicada. 

Potencia de una fracción. — La potencia de una fracción es el pro¬ 
ducto de varios factores iguales a dicha fracción. 

Para elevar una fracción a una potencia se eleva a dicha potencia 
cada uno de los términos de la fracción . 

Así: 

3 \ 3 3 3 


(■ 


4* 


Ello es consecuencia inmediata de la definición del producto de fac¬ 


tores^ ya que 


/ 3 \ 3 3 3 3 

7 =7 *7*7- 


3 a 


4 3 


Teorema. La potencia de tina fracción irreducible es también una 
fracción irreducible, 


a 


r«a 


Sea la fracción irreducible — y su potencia enésima 

b 


6 n 


Como se sabe, si a y b son primos entre sí, también lo son a n y h u 
(v„ p. 20). 

Del teorema anterior se deduce que cuando un número entero no 
es el cuadrado perfecto de otro número entero tampoco es cuadrado 
perfecto de. una fracción , ya que la fracción considerada puede aupo^ 
nerse irreducible y su cuadrado no puede ser un número entero. 

División de fracciones. — Definición, La división de fraccio¬ 
nes es la operación que tiene por objeto, dadas dos fracciones denomi¬ 
nadas respectivamente dividendo y divisor, hallar un número entera 
o fraccionario, denominado cociente, que multiplicado por la fracción 
divisor reproduzca la fracción dividendo. 

Observación. En la división de fracciones el cociente es siempre 
exacto. 

Primer caso. División de una fracción por un entero. 

Para dividir una fracción por un entero se multiplica su denomi¬ 
nador por el entero conservando el numerador , o se divide el nume¬ 
rador por el entero conservando el denominador , cuando el numerador 
sea divisible por dicho número, 

8 

Sea la división -—— : 4, 

15 

8 

Dividir la fracción ■ ■ por 4 es hallar una fracción que rnultipli- 


8 

cada por 4 reproduzca ——% 

15 


Ahora bien, multiplicar una fracción por 4 es hacerla 4 veces mayor; 

8 

por consiguiente, la fracción buscada será 4 veces menor que ——, 


Se tendrá 

H 8 8 8 8 : 4 2 

—_ - 4 — —.-— — -—— y - : 4 = -- = -* 

15 15 X 4 60 15 15 15 
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Segundo caso. División de dos fracciones. 

Para dividir dos fracciones se multiplica la fracción dividendo por 
la fracción divisor invertida. 


6 3 

Sea la división — por 

7 4 


ó 3 „ t 3 

Dividir — por — es obtener una fracción que multiplicada por 

7 4 4 


6 

dé como producto —, 

7 


3 


Según la definición, multiplicar una fracción por rq o iva le u 

4 

3 3 

tornar íos — de dicha fracción* Los — de la íramón liiuicad» non. 

4 4 

6 

por consiguiente, — , de donde se deduce que Ia fnun íún Iminh /iil.« 

7 

6X4 6 4 

igual a —-, ó a — X —* 

7x3 7 3 


Tercer caso. División de un entero por ana ffwci*in 

Razonando corno mi el citan untrriiu se ll-gu n lu r. IhiImi dr 

que habrá que multiplicar el entero pm li I.. iim-itida 

Es decir: 

Para dividir un entero por uno fuinuin ■ tnufiiptiva dicho rt 
por la inversa de lo fnterión divtutr 

OlLHKKVAL IONES. 1" Si el diVlibndo y n| díviiMM n\ t itilipoio iq ib 
entero» y de frurrimirH, m r leu emivji i Ir mi iirii lmieu y mo mnhiphru 
bi i i'jirr i ón ilividrndo por la l(,. ut divjnoi mvr 1 1 h U . 

2* Si luí don fracciones tienen el muuno dr no minador* su cociente 

en igual ti I cocienlo dr Ion iijiih ijuIihm 

Ej i Mri.o: 

3 4 3 7 3 

7 7 _ 7 4 4 

(Wicntr exacto de tloa números enteros. — Cuando la división de 
doH números enteros no da resto alguno, se dice que el cociente es 

exacto. 

St la división no es exacta, se denomina cociente exacto de los 
do» números enteros la fracción cuyo numerador es el dividendo de 
lu división y cuyo denominador es el divisor, 

24 

El cociente exacto de 24 por 7 es la fracción ---; si se multi¬ 


plica el divisor por el cociente, volverá a hallarse el dividendo. 


Números decimales 


Definición. Se denomina fracción decimal la fracción ordinaria 
cuyo denominador es ía anidad seguida de ceros , 


15 4 

Por ejemplo, ---— —, son fracciones decimales, 

loo i ooo 


Unidades decimales de diversos órdenes. —Si se considera 

i i i 

la serie indefinida de fracciones ——. -.-—. ..., que se deno- 

10 100 i ooo 

minan, respectivamente, una décima, una centésima, una milésima, 
etcétera, se observará que representan unidades decimales de diverso 
orden, y que cada una de ellas es 10 veces inferior que la precedente. 
Por consiguiente, una fracción decimal cualquiera podra considerarse 
como la suma de una parte entera (que puede ser nula) y de unidades 
decimales de diferentes órdenes. 

Asi: 


384 345 380 (MIO 4 000 

—- =-— -p ———- 

10 000 10 000 10 000 

384 345 4 

—-= 38 + — 4- 

10 000 10 


300 40 5 

T —-+-— + -, 

io ooo íoooo loooo 

3 4 5 

-- + --- -i- -- 

100 1 000 10 000 


Se puede aplicar aquí el convenio establecido para la numeración 
escrita de los números enteros (v. p, 5), puesto que las unidades decima* 
les de diferentes órdenes, como las unidades enteras de diferentes órde¬ 
nes, son cada vez 10 veces mayores o menores, y escribir los números 
decimales como se escriben los enteros* 

Para indicar en la numeración escrita la cifra de las unidades se 
coloca una coma a su derecha. La fracción anterior se escribirá 

38.434 5* 


De una manera general, para escribir una fracción decimal se escri¬ 
birá el numerador separando con una coma t a partir de la derecha, 
tantas cifras (cifras decimales) como ceras tenga el denominador. 


432 

- = 0,432 

1 000 


24 

-- = 0,0024 

10 0ÜQ 


142 

100 


1,42. 


Una fracción decimal escrita de esa forma se d nomina, general¬ 
mente, número decimal. Cuando es menor que Ja unidad, la cifra 0 
está colocada delante de la coma. 


Lectura de un número decimal. —Se enuncia la parte entera 
y a continuación la parte decimal como si fuese un numero entero, 
agregando la denominación de las unidades que representa au última 
cifra, que es análoga a Ja que tendría la de las unidades simples ai 
lodo el número fuese entero. 

Así, 34,325 se enunciará 34 unidades 325 milésimas, que puede enun¬ 
ciarse abreviadamente treinta y cuatro, coma, trescientos veinticinco. 

Propiedades de los números decimales. — Teorema. El valor 
dr un número decimal no se altera cuando se añaden o se suprimen 
n su derecha un número cualquiera de ceros . 

L m don fracciones 0,30 ó 0,3 son iguales, puesto que equivalen 

30 3 

iroHm'cllvnmente a - — y a —— 

100 10 

En el orden de las unidades representadas por una cifra 

Kq iim 14 xdn depende rje gy posición respecto de la coma; como 
li«» que inulirue id número no cambian de lugar y las agregadas 
MMi'irin di v-ilin, irimho demnfcfrado el teorema. 

Ti mu vi \ Si elr un numero decimal se arríe la coma hacia la de- 
fnhtí ** /non; la i quierdu, uno, dos, tres, el»,, fugares, el número 
qn, do te>p* r fii fin*. al, rnníftptiruda o dividido por la unidad seguida 
de uno, das tien, el*., teroi. 

1 1 ii ( I, , ti. Mida i íli,i m ineiicnliH n miloiinw unidades 10, 100, 1 000 

V m i 111 h y n t r n jiuiiihi'h, ne^óu que ln coma se desplace hacia 

llü di ( i ( lia ti lili riII )n i/qUir nlü- 

\h Miia ptopiFsiriiir; rentiltiin tan reglas puta, multiplicar o dividir 
irn 111 .i no drrimat por l.i unidad seguida de ceros* 

Así ¡ 

41,254 X 100 * 4 125,4, 

Adición de números decimules. — Para sumar varios números 
deeimalei se opera como si se tratara de números enteros, cuidando 
de colocar los sumandos de forma que se correspondan las comas; 
efectuada la suma, se colocará la coma en la misma columna en que 
se encuentran las de los sumandos, 

14,285 
3,8 1 
0,7234 

18,8184 

Sustracción de números decimales. — Para restar dos núme¬ 
ros decimales se escribe el sustraendo debajo del minuendo cuidando 
de que se correspondan sus comas, a fin de que también se corres¬ 
pondan las unidades del mismo orden, y añadiendo ceros a la derecha 
del que tenga menos cifras decimales* con objeto de que el minuendo 
y el sustraendo tengan igual número de dichas cifras; se efectúa 
la sustracción como si se tratara de números enteros , y se coloca la 
coma en la misma columna en que se encuentran las de ambos 
términos. 

Multiplicación de números decimales. — Para multiplicar dos 
números decimales se opera como si fuesen enteros* separando des¬ 
pués de la derecha del producto tantas cifras decimales como haya 
en ambos factores. 

2 8,7 2 
4,3 


8 ó Ló 
11488 

I 2 3,49 6~~ 

División de números decimales.— I a División de un decimal 
por un entero . 

Para dividir un decimal por un entero se efectúa la operación pres¬ 
cindiendo de la coma, separando después de la derecha del cociente 
tantas cifras decimales como tiene el dividendo. 

9 

Ejemplo: 51,417 : 14 = 3,672 + -. 

14 


Despreciando la fracción complementaria* se obtiene el cociente 3,672 
por defecto, y forzando la unidad, 3 É 673 por exceso, siendo, en ambos 
casos, el error cometido menor que una milésima. 

2 SJ División de un entero o de un decimal por otro decimal. 

Para dividir un número entero o decimal por otro decimal se pres¬ 
cinde dr la coma del divisor t multiplicando el dividendo por la unidad 
seguida de tantos ceros como cifras decimales tiene el divisor, apli - 
cando después el procedimiento que corresponde a los nuevos términos 
obtenidos. 

Así: si se trata de dividir el número 3,14159 por 9,86 podrá esta¬ 
blecerse la igualdad: 3,14159 : 9,86 = 314,159 : 986, que conduce 
al caso anterior. 


Cato» particulares de cálculo rápido.—Multiplicación y división 
de un número por o,s; o,zs* 0,125; o,75! i,5S 


1“ 0,5 



Para multiplicar un número por 0,5, basta tomar 


la mitad de dicho número. 

Para dividir un número por 0,5, basta multiplicarlo por 2. 


Ejemplo: 

12 x 0,5 


12 

— = 6. 12 : 0,5 = 12 

2 



24* 


2 o 0,25 = —Multiplicar un número por 0,25 equivale a dividirlo 
4 

por 4. 
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Para dividir un número por 0,25, hasta multiplicarlo por 4. 
Ejemplo : 

1 1 

20 X 0,25 = 20 X — “ 5. 20 : 0,25 = 20 : — - = SO, 

4 4 

1 

3 o 0,125 = -——. Multiplicar un número por 0,125 equivale a divL 

8 

dtrlo por 8. 

Para dividir un número por 0,125, basta multiplicarlo por 8* 
Ejemplo: 

I 1 

32 x 0,125 = 32 x — = 4. 32 : 0,125 = 32 : — = 256. 

8 8 

3 

4° 0,75 =s —* Multiplicar un numero por 0,75 equivale a mullipli- 

4 

cario por 3 y dividirlo por 4. 

4 

Para dividir un número por 0,75, basta multiplicarlo por —. 
Ejemplo : 

3 

12 X 0,75 = 12 X — =: 9 

4 

3 4 

12 ; 0,75 = 12 : — = 12 X — = 16. 

4 3 
3 

5 o 1,5 = —„ Multiplicar un número por 1,5 equivale a sumarle su 
mitad. 

2 

Para dividir un número por 1,5, basta multiplicarlo por -—. 

3 

Ejemplo: 

18 X 1,5 = IB + 9 = 27. 

3 2 

18 : 1,5 = 18 : — = 18 X — = 12. 

2 3 

Las reglas anteriores se extienden fácilmente a la multiplicación y 
a la división por 0,05, por 2,5, por 12.5, por 7,5, ... 

Conversión de fracciones ordinarias en fracciones deci¬ 
males.— En el cálculo práctico, es preferible reemplazar una frac¬ 
ción ordinaria por la fracción decimal equivalente; esta operación se 
llama convertir tina fracción ordinaria en una fracción decimal. 

Teorema. La condición necesaria y suficiente para que una fracción 
irreducible se convierta exactamente en una fracción decimal es que 
su denominador no contenga más factores primos que 2 y 5 t 

a 

I o La condición es necesaria. En efecto, si una fracción ordinaria —, 

b 

cuyos términos son primos entre sí. es igual a una fracción decimal 
A 

-, es que I0 n es un múltiplo de ó. 

10 n 

2 o La condición es suficiente. Si se verifica la condición expresada, 
podrá siempre encontrarse una fracción decimal igual a la fracción pro- 

B 5 5 25 

puesta; así, — X 5 = B X — X — = B x -. 

2 2 5 10 

Observación. Sí el denominador de una fracción irreducible no con¬ 
tiene más factores primos que 2 y 5 t la fracción decimal a que se 
reduce exactamente consta de tantas cifras decimales como unidades 
tenga el mayor de los exponentes de dichos factores. 

Ejemplo: 

3 3 X 5 a 73 

■ = --— = —- = 0,0075. 

2* x 5 a 2* x 5* 10* 

Lu fracción decimal tiene cuatro cifras decimales. 

Valor aproximado de un número fraccionario.— Definí- 

1 

ciün. Se llama valor aproximado por defecto, en menos de —, 

de un número /rocíanarto, al número de veces que la fracción con - 

1 

siderada contiene q —. 

n 

Teorema. El valor aproximado por defecto , en menos de una unidad, 
de un número fraccionario es igual al cociente , aproximado en menos de 
una anidad, de su numerador por su denominador . 

c 367 

Sea la fracción ——. Obteniendo sus enteros se tendrá: 

42 

367 31 

= 8 + 


42 


42 


El valor aproximado por defecto, en menos de una unidad, de 


367 

42 


es, evidentemente, H, ya que la fracción es igual a 8 más un número 
menor que 1, 

9 es el valor aproximado por exceso en menos de una unidad. 
Teorema, Para obtener el valor aproximado de una fracción en menos 
1 

de — — t se multiplica dicha fracción por 10 n t calculándose después el 


valor aproximado del producto en menos de una unidad y dividiendo el 
resultado obtenido por 10 a . 

a 1 

5ea calcular la fracción —- con un error menor que *-. 

b 10“ 

a 1 

Calcular una fracción — con un error menor que-es buscar 

b 10 a 


una fracción 


10 “ 


tal que 


x a 

- ^ — < 

10* b 


x + 1 
lÜ'i 


De donde se deduce que 


x ^ 


a . 10 “ 


< x 4- L 


x es el cociente aproximado por defecto en menos de una unidad, y 
(je + 1) el cociente aproximado por exceso, en menos de una unidad, 


de « X 10“ por b , Por consiguiente, 


m 


es el valor aproximado por 


1 a x + 1 

defecto en menos de —— de —, y - es el valor aproximado por 

m b 10“ 


exceso en menos de 


Ejemplo. Convertir 


1 a 

”, de —*. 
10“ b 


13 


en fracción decimal con un error menor que 


10Ü 


Apliquemos el método anterior; habrá que dividir 1 300 por 7, lo 

185 

que da 185; la fracción buscada es * — ó 1,85. 

100 

Observación. Puede generalizarse lo que se acaba de exponer y 

1 

tratar de calcular el valor aproximado por defecto en menos de — 

P 

de un número fraccionario* 

EL número buscado será evidentemente igual al número de veces que 

— está contenido en cE número considerado. 

P 

a 


Si 


es la fracción considerada, habrá que encontrar un número 


■— tal que se tenga 
P 


o bien 


x a 

— ^ — < 

P b 


ap 


x+ l 


x -< x + L 


x es el coelente aproximado por defecto, en menos de una unidad, de 
ap 


x 1 

— es el valor aproximado por defecto, en menos de- 


a x + 1 

de -——, y-el valor aproximado por exceso, en menos de 


1 a 

—, de 


p £> 

De esta forma podra calcularse el valor aproximado del número frac- 

P 

cionano, con un error menor que --. 

Q 

Aplicación al cociente aproximado de dos números dech 

males. — El cociente exacto de dos números decimales es, como hemos 
visto, una fracción ordinaria que, en general, no se transforma en frac¬ 
ción decimal. Calculemos este cociente con una aproximación decimal 
determinada* 

Sea la división de 38,72 por 4,327. Se tendrá: 

38,72 3 872 4 327 3 872 1 0DD 38 720 

- x-— 


4,327 


100 


I 000 


100 


4 327 


4 327 


Calculemos esta fracción con un error de ——* Apliquemos la regla. 


38720*00 
4104 0 
209 70 
36 62 


4327 


100 


El valor aproximado con un error de 


1 


894 


100 


por defecto es 8,94. 

Obsérvese que Jas dos cifras decimales de 
8,94 corresponden a los dos ceros que se añaden 
a la derecha de 38 720, y se deducirá la regla siguiente: 

Regla. Para hallar el cociente aproximado de dos números decima- 
les, se multiplican ambos por una potencia de 10 suficiente para que 
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el divisor sea entero. Se divide después la parte entera del dividendo 
por el divisor, se escribe una coma a la derecha del cociente obtenido 
y se prosigue la división corno si se tratara de números enteros, dete¬ 
niéndose cuando se haya obtenido en el cociente ¡a cifra decimal que 
corresponda al grado de aproximación que se desee; si el dividendo no 
tuviera bastantes cifras decimales para continuar la división hasta esc 
grado de aproximación , se le añaden los ceros que sean necesarios, 


Fracciones decimales periódicas. —Cuando en una fracción 
decimal de un número ilimitado de cifras se repiten éstas periódica 
mente y en el mismo orden, a partir de cierto lugar, la fracción He 
denomina fracción periódica y el conjunto de cifras repetidas se llama 
periodo. 

Asir 0,252525 ... 0,41324 324 ... 

son fracciones decimales periódicas. 

Si eí periodo comienza inmediatamente después de la coma, se dice 
que la fracción es periódica pura; en el caso contrario, es periódica 
mixta , denominándose parte no periódica a la comprendida entre la 
coma y el primer periodo. 

Cuando una fracción decimal periódica procede de la conversión de 
una fracción ordinaria en otra decimal, la fracción ordinaria corres¬ 
pondiente se denomina fracción generatriz rie la fracción decimal 
periódica. 


En efecto; si consideramos la fracción 


observa reuma qin\ al 


Teorema, Toda fracción ordinaria que no sea exactamente reducible 
decimales equivale a una fracción decimal periódica „ 

4 

7 

efectuar la división, los restos de la» divinóme» pimiuilr» hlhthívuh son 
inferiores a 7; al cabo de Hríi dÍvi»¡iiiiRH pn i cíjth’tt, romo míuiim, 
volverá a obtenerse un resto yin hathidn, y u pn 1 1it dr ln división 
parcial siguiente? Illa cifras nc rcfitodm irán [R'iíi'hIó uur iitt * n el i nt h ule 

DkmNICJHiN. Dada itrio un i\t i m unte funda df 
números, se dit . que A n rl limite de dlclln «il 
emióu cuando, dada un numno puntado * nal 
quina * (fpsilaU I tan pcqUntn * anta quirtti, 
existe <*n ta ANí ni-Mr nfi t< tv\tuif qv< difiera de í 
una i maulad menor que < 

trimudo Ion nnmeioN de mui miirMión limen 

cOlno límite un .. mi A r h dien iguaburato ipje 

dicho* ntinuiroi tbiidei* hacia A. 


4 
50 
10 
30 
20 
60 
4 


0,5714211 


Ya se fia vi wt« i¡ ite iiuiimío iiim írar'i'iún iiftlinjiría no se convierte 
exactamente en otra decimal, al buscar m-w vnloreh aproximados en 


menos de —w puede proseguir indefinidamente la serie de opera¬ 


ciones, obteniendo de esta forma 


una sucesión indefinida de números. 


12 
50 
10 
30 
20 
60 
40 
5 


7 

1,714285 


Así, si tomamos los valores sucesivos de la 

12 i 

fracción -- con un error menor que --, 

7 10* 

n = 0, 1, 2, 3 P 4 se obtendrá 1; 1,7; 1,71; 
1,714 

Tomando los valorea sucesivos de la misma 
fracción, aproximados por exceso en menos de 


1 

-, obtendremos 

10n 


2, 1 t 8; 1,72; 1,715 ... 

Estas dos sucesiones indefinidas tienen las siguientes propiedades: 
1° En la primera sucesión, cada número es igual o superior al que 

12 

le precede, siendo todos menores que ——; 

2 o En la segunda sucesión, cada número es igual o inferior al que 

12 

le precede, siendo todos mayores que ——; 

7 

3 o Cada nú mero de la primera sucesión es menor que el número que 
ocupa el mismo orden en la segunda y t por consiguiente, que todos 
los que le siguen; la diferencia entre dos números que tienen el mismo 
orden en cada una de las sucesiones puede ser menor que cualquier 
cantidad. 

Por último, puede establecerse fácilmente que las mismas sucesiones 

1 

de valores aproximados en menos de ——- sólo proceden de una frac» 

10* 

ción, ya que de lo contrario las dos fracciones así definidas diferirían 

1 

en menos de --• 

10* 


i2 

Diremos entonces que la fracción - es el límite de cualquiera 

7 

de las dos sucesiones de valores aproximados así formados. 

a 

Si se considera una fracción irreducible — y se forma la sucesión 

b 


1 

de valores aproximados en menos de-, los números de dicha suce- 

lÜ n 


a 

sión tienen por límite —. En efecto, el valor aproximado, en menos de 

b 

1 tí a 1 

■— de — difiere de — en menos de , y por otra parte puede darse 

lü n b b lü° 


J 

a n un valor suficientemente grande para que - sea menor que 

10 n 

im número « dado un peq ii«Tío como se quiera; el valor aproximado en 
i 

iiicriou di y Mido» loh sucesivos diferirán de — en menos de e. 

II)'* b 

1 

En pii 1 1 mu la i. 3 ii mii e-nón pitra n — 1, 2, 3 tiene como 

LO 11 

límite erro, la su* mimi b,9, 0,00, 0,999 , (1 , tiene por límite L 

OiiSKiivAcniN 11 ii .i (i.h i iim dtrhiuil jir rifitl ica tiene, por con si guien- 

te, como Iiuntr, i. jlnnriúii íMilinniia; rstii fracción ordinaria, que 

origina Ju tun « in.il .. lira, m ih iuhhuni fracción generatriz. 

Fracción gonoratrU do una fraoclón decimal periódica. 

Fracción periódica pura. — Tkoiiima. La fracción ordinaria generatriz 
de una decimal ptft**di*i* pnin da vari* rutent tiene por numerador 
et perítnlo y ¡no drtiutintuulnt nn numera ¡armado de tantos 9 como 
cifras tiene ef per indo 

Ahí, la fracción prroulii'H 0,]H> Illa 1115 , oh cqiiívélente a la frac- 

185 

ción -*. 

999 

En cierto; un pon jm mort ijun rnlii [nm mn miJimimM existe, y dcsig- 


nrnhihlu 


por 


íi 

/■ 


n 


Si Mr rniiiM-ttf ih luí . iiin diNiiníil nr oLilrodia p rime mmonte en 

b 

tt 

* I i mi imh 0,1 Mi, y 'I últmm ir||o w« i n * yn que de lo contfa- 

1 \m 

.. Mr obtcndiíii mi f l mu ii nir hi hiMT'iión de periodo». Sl se divide 

ruloiM rI íMX> <t pin h Hr oblilldm 185 i'ii rt COI i I 1 ufe y tí Ctl el TCStO, 

de frouill «[lio Hi* trinln» 

l 000 a m h * 185 1 tí. 

De donde se deduce 

a 185 
b ~ 999 * 


Recíprocamente, supongamos que se tenga 
Podremos escribir 

999 . íi 185 * b 


a 


185 

999 


999 - b 999 , b 

Dr donde se deduce 

999 a = 185 b t Ó I 000 a - b X 185 + a. 

Por ser a menor que ó, será el resto de la división de I 000 a por ó. 


tí 


Cuando se buscan los valores aproximados decimales de -—, el período, 

b 


n partir riel cuarto resto a, será 185 y la fracción — dará 0,185 185 , 

b 

Observación. El teorema anterior dejará de verificarse cuando el 
período sea 9, es decir, para la fracción 0,999. 

Análogo razonamiento conducirla a 

tí 9 

10 a = b • 9 + a ó = — = 1, y 

b 9 

partiendo de 1 no podría obtenerse de nuevo la fracción periódica. 

Pero, por otra parte, 0,999 .,. tiene como límite 1, resultado ya 
encontrado anteriormente (v. Fracciones decimales periódicas). 

Teorema. La fracción ordinaria generatriz de una fracción decimal 
periódica pura con parte entera tiene como numerador la diferencia 
entre el número formado por la parte entera seguida del primer pe¬ 
ríodo y el constituido por dicha porte entera, y por denominador un nú¬ 
mero compuesto de tantos 9 corno cifras tiene, el período. 

Sea la fracción 24,573 573 ,. É 

La fracción propuesta será igual a 

573 24 X 999 + 573 24 <1 000 — 1) + 573 

24 + --, ó —-- - --—-—-— 

999 999 999 

o final mente a 

24 573 — 24 
999 

Observaciones: I o Cuando fo parte decimal sea 0,999 ésta se 
reemplazará por L 

La fracción periódica pura 24,999 ... es igual a 25. 

2 o La fracción generatriz de una fracción decimal periódica pura 
tiene como denominador un número compuesto de 9. Esta fracción 
podrá simplificarse en ciertos casos, pero sea o no irreducible, su 
denominador no contendrá los factores 2 ni 5, es decir, que su deno¬ 
minador será primo con 11). 
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Fracción decimal periódica mixta* — Teorema. La fracción ordi- 
fiaría generatriz de una fracción decimal periódica mixta sin parte 
entera tiene par numerador el conjunto de la parte no periódica se¬ 
guida del período, disminuido en la parte na periódica, y por deno¬ 
minador un número formado de tantos 9 como cifras tiene el período t 
seguido de tantos ceros como cifras tiene la parte no periódica . 

Sea la fracción 0,3131313 que es decimal periódica mixta. 

Supongamos que tiene una fracción ordinaria generatriz y desig- 

a a 

némosta por —. Si se convierte — en fracción decimal* la fracción 
b b 

obtenida con una aproximación de una décima será 0,8 y con una 

aproximación de una milésima 0,813. En ambos casos, las cifras que 
componen los últimos restos serán forzosamente las mismas, ya que de 
lo contrario no aparecería en el cociente la sucesión de los perío- 
dos. Por consiguiente, el cociente de 10 a par b será 8; el de 
1 ÜfX) a por b será 813 y los dos restos serán los mismos; r, por 
ejemplo. 

Se tendrá 


10 

1000 


a 

a 


= b 
- b 


8 + r, 
813 + r. 


Restando miembro a miembro la primera igualdad de la segunda, 
se obtendrá 


990 a = (813 — 3) ó. 

De donde se deduce, dividiendo ambos miembros de Ja igualdad 


por 990 * b; 


813 — 8 


b 990 

Recíprocamente, supongamos que áe tenga 

a 813 — 8 

b ~ 990 ' 


El valor aproximado en menos de 


i 


10 


10 a 


813—8 


800 + 13 — 8 


es 5,8. En efecto: 
8 x 99 + 13 


b 99 99 99 

El valor aproximado por defecto en menos de 
8 ' 

= 0 , 8 , 


8 + 


13 

99 


10 


sera, pues, 


10 


Análogamente, el valor aproximado de — en menos de 


1 000 


es 


0,813; en efecto: 

1 000 a 


(813 — 8) 100 


81 300 — 800 


99 

813 X 99 + 813 


800 


99 


99 

= 813 + 


El valor aproximado por defecto, en menos de 
813 


13 

99 

1 


/ 


1 000 


de 


a 


es 


1 000 


= 0,813, etc. 


Escolio. Cuando la fracción decimal propuesta tenga parte entera, 
se antepondrá ésta a la fracción ordinaria generatriz de su parte 
decimal, pero puede conservarse unida a esta última y obtenerse, de 
manera análoga a k anterior, el siguiente resultado: 

5 813 — 58 

5,813 13 13 ... = —- 

990 

Ejemplo. La fracción generatriz de 6,34817817 **. es 

634 817 — 634 

99 900 

O ti ser vac iones. 1° La demostración no es válida cuando la parte 
periódica se componga de 9. Aplicando el teorema a la fracción deci¬ 


mal 0,289 99 ..., se encuentra como fracción generatriz 


289 — 28 
900 


que podra escribirse 

28 X 10 + 9 — 28 


28 X 9 + 9 


28 


+ 


ion generatriz, 


900 900 100 100 

Se trata del número decimal 0,29; no existe fraeci 
siendo el numero decimal propuesto igual a 0,29, 

2M-J denominador de la fracción generatriz de una fracción decimal 
periódica mixta es siempre múltiplo de 10. El numerador, en cambio, 
puede ser múltiplo de 2 o de 5, pero nunca de 10, ya que para 
dio sería necesario que la cifra en que termina el período y la cifra 
en que termina la parte no periódica fuesen las mismas, lo cual es 

imposible, puesto que el período comenzaría en ese caso en la cifra 
anterior. 

Esta fracción generatriz puede simplificarse en ciertos casos, pero 
el denominador contendrá siempre como factores 2 ó 5. 

Método para conocer a priori el resultado de la conversión de 
una fracción ordinaria en fracción décima]. 


Sea una fracción ordinaria irreducible: 

Si el denominador de la fracción no contiene más factores primos 
que 2 y 5, la fracción será generatriz dé una fracción decimal exacta 
(v, pág, 26); 

Si el denominador de la fracción no contiene el factor 2 ni el fac¬ 
tor 5, la fracción será generatriz de una fracción decimal periódica 
pura; 

Si el denominador de la fracción contiene uno de los dos factores 
2 ó 5, la fracción será generatriz de una fracción decimal periódica 

mixta. 

Observación. El número de las cifras decimales de una fracción 
ordinaria generatriz de una fracción decimal exacta es igual al mayor 
de los exponentes de lus factores 2 y 5 que contiene su denominador. 

7 

Ejemplos* 1“ —— engendra una fracción decimal exacta, ya que 


500 


500 = 22 x 55, 


500 


= 0,014. 


2° 


8 


11 


engendra una fracción decimal periódica pura y el período 


de dos cifras, porque el menor número n, tal como 1Ü'* — 1, divisi¬ 
ble por 11 es 2. 


8 


11 


= 0,72 72 72 


Potenciación y radicación 

Potencias y rafees de los números fraccionarios, — L La 

potencia m-ésima de una fracción es un caso particular de la multi¬ 
plicación, siendo m un número entero: 


/ a y 1 a 

\~r 


a 


a 


aa ... a 


bb 


a m 

b m 


Para elevar una fracción a una potencia se elevan sus dos términos 
a la misma potencia ■ 

La potencia m-ésima de una fracción irreducible es otra fracción 
irreducible* 

II. La raíz m-ésima de una fracción es la operación inversa de la 
potenciación. Dada una fracción, potencia m-ésima de otra 

m 


Ht) 


su operación inversa es 


ni 


Vi 


p a 

siendo - la raíz m-ésima de la fracción dada -— 


Como 


siempre puede hacerse que sea irreducible, se tendrá 


im 


b q m 

y por ser p m y q m primos entre sí, se tendrá 

a = p m , b = y m , y por lo tanto: 

para que una fracción tenga una raíz m-ésima exacta es necesario y 
suficiente que sus términos también la tengan * 

Raíz cuadrada de un número fraccionario* —La raíz cua¬ 
drada de una fracción cuyo numerador y denominador sean cuadrados 
perfectos es igual a la fracción cuyo numerador y denominador sean 
respectivamente las raíces cuadradas de ios términos de la fracción dada, 

Teorema. La condición necesaria y suficiente para que una fracción 
irreducible sea cuadrado perfecto es que sus dus términos también lo 
sean. 


I o La condición es necesaria. Si 


a 


eo la fracción irreducible —; supon- 

b 

gamos que sea el cuadrado de otra fracción que podemos suponer igual¬ 
mente irreducible, y que designaremos por —. Se tendrá: — = — 

d b d 2 

Tendremos entonces dos fracciones irreducibles iguales (v. pág T 23) 
y, por consiguiente, a = c a y b =s d 2 . 

2 U La condición es suficiente. Si se verifica, la fracción será, en efecto. 


cuadrado perfecto. La fracción 




ó 2 


es igual a 


(f)‘ 


Corolario. La condición necesaria y suficiente para que una frac¬ 
ción cualquiera sea cuadrado perfecto es que el producto de sus térmi¬ 
nos también lo sea. 


a 


1 La condición es necesaria , Sea — una fracción, cuadrado perfecto* 

b 
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Existirá una fracción irreducible — tal que ae ten lía 

d 


a 

b 


d a 


a y b serán entonces equimúltiplos de c 2 y <R y se podra rwríbn 

a = c 3 * m y ¿i = tP * ni, 
de donde se deduce que 

«6 = c 2 d 2 m 2 ; por consiguiente, aó es cuadrado perfretu. 

2* Ltf condición es sit/ídente. En efecto* si ah es cuadrado |m ibvio H 

ab & 

también lo será la fracción ——* es decir, —. 

Ir o 

Raíz cuadrada de un número fraccionario en mano* tic 

Una unidad* — Teorema. Para extraer la raíz cuadrada dr un nnta^fü 
fraccionario en menos de una unidad basta extraer la nm * ñadí tula 
de la parte entera . 

25 235 

Sea, por ejemplo, la expresión fraccionaria 


17 


25 235 3 

- = 1 484 + 


17 17 

Como 38 es la raíz cuadrada por defecto, pn menos do utm unidad, 
de 1 484, se tendrá 

38 a < l 484 < (38 + l) a . 

3 

Podrá sumarse -al número intermedio sin que m Alien* H cutido 

17 

de la desigualdad. La primera subsistirá, cvideiUemiqilc, y t"»'h. h 

segunda, puesto que, como 1 484 y (38 + l) 2 difieren en i. d> . 

3 

unidad 1484 4-será forzosamente nionoi que 138 | tr 

17 


Se podrá, pues, escribir 


38 2 < 1 484 + 


3 


17 


(311 \ IR 


Por consiguiente* 38 y 39 serán los i a ices cuadiadun en himuí' - dr 111,11 

25 235 

unidad por exceso y por defecto de -— - * 

Raíz cuadrada d© un número enturo o írnoolonnrlo on 
menos de —-—.— Definición* Se llama raíz cuadrada de un numera 


10 a 


entero o fraccionario con menor errar que 


10» 


por defecto a ía mayor 


fracción de denominador 10 n cuyo cuadrado este contenido en dicho 


numero * 


Se llama raíz cuadrada por exceso con error menor que 


10 a 


la 


fracción cuyo numerador es el numero inmediatamente superior al de 
la raíz cuadrada por defecto y que tiene el mismo denominador . 

I o Sea 27 el número cuya raíz cuadrada, por defecto, con error menor 


que 


—— querernos extraer. Según la definición, habm que hallar una 


100 


fracción decimal 


100 


tal que se verifique 


i —y ¿«cjiü-v 

\ 100 J y 100 | ’ 


Multiplicando los tres miembros de la doble desigualdad por 100 a se 
tendrá 

^ 27 X 100- < (x 4- i) 2 . 

Por consiguiente, x será la raíz cua¬ 
drada con error menor que una unidad 
de 27 X 100*, o sea de 270 000, 

Eata raíz es 510 por defecto y 520 por 
exceso» 

519 

La raíz buscada será —-. o sea 


2 7*0 Ü’0 0 
.2 0 0 
*9 9 00 
.6 3 9 


5 1 9 


10 1 x l 

1029 X 9 


5,19 por defecto y 5,20 por exceso. 

I 8*4 8 5 


3*4 1,7 2'fí 0 T f) 0 
2 4*1 
1 7 7*2 
3 1 6 8TP 
2 17 5 0*0 
327 75 


28X8 


3 6 4 X4 


3 6 8 8 x8 



fracción decimal 


36965x5 
x 


too 

2° Sea 341,728 el nú¬ 
mero cuya raíz cuadra¬ 
da con un error menor 
1 

que —-- queremos oh. 

1 OUQ 

tener* 

Habrá que bailar una 


1 000 


tal q uc 


/—Yá 
\ 1000 J 


341*728 < 


* + i y 

i im J ■ 


Como anteriormente, esta doble desigualdad dará 

*3 ^ 341,728 x 1 000 a < (* + I) 2 ; 


x es la raíz cuadrada aproximada, en menos de una unidad, de 
341,728 X 1000 a , o sea de 341 728 000, Efectuemos la operación con- 
servando la indicación de la coma en el número primitivo. Se hallará 
x 18 485, y la raíz buscada será 18,485, por defecto* y 18,486 por 
exceso, Notemos que ks tres cifras decimales de 18,485 corresponden a 
los pe i iodos que forman la parte decimal del número 341,278 000* 

Teniendo en cuenta esta observación podrá establecerse la regla si- 
guie ule: 

Kfxi.A* Para extraer la raíz cuadrada de un número entero con un 

1 

error menor que -, se extrae la raíz cuadrada aproximada 1 en menos 

10 » 

de i tan unidad, de dicho numero; se continua la operación escribiendo 
una i orna o la derecha del número hallado y dos ceros a la derecha de 
r adtf t f'St f) iditctudo hasta que se haya encontrado en la raiz Itt cifra 
i/fti/nn/ drl unten que corresponde al grado de aproximación buscado. 
Si rt númtfo f"i decimal, se le divide en períodos de dos cifras a partir 
de lo t omtt t o tu derecha y a la izquierda * Se extrae la raíz de la parte 
< n(•! ii y roatinun la operación colocando una coma a la derecha del 
rtumrn* i<6fenfj/r> f anndtmdo ceros que completen los periodos de dos 
fi/im d* t nmorto iludir husia que se llegue, en la raíz * a la cifra decimal 
qtu i un r q uttidit a! grado tic aproximación buscado. 

Oh ,!hm> mu (Tiivhmi tuihcr de memoria las raíces cuadradas de 
" \ \ i Ir t n||dei» fine il rule; non i 

1 

lili .i u n m ilinación de -* por defecto, 

1 000 
1 

l i, / nm mili ji ¡HiMiimar ión de -—, por defecto. 

1 000 

Itni/ mihlnii ilik mi mUtifiru Ini o clonarlo* — Las diversas pro* 

imiiíoIdih'm v i.uno* irltdbiiM -i I■■ Mti. i'iimIrada de Ion números frnc- 

. .. |iiii .ti ii | In >m i iilii i la t iinitTiún di hu t« íz cubica. 

\| , I Mime iihlm v el d< ..tadoi d- uiMi h arción non robos perfectos, 

I i i m!; no bl< «i de diclui fia* limi m obi emita r ni i a yendo la niiz cu lúea 

1 1. • i h|. i uno de nnn i r i mlih tu 


1 

V 


tí I 

/#» 


f* 


b 


1 1 i>ni ma J.ii i omlii ión ncrc&aríu y mfuUntc para qur una fracción 
irreducible sea cubo perfecta n qur ,iíj.i dos término* también lo sean. 

Raíz oúblca da un número fraccionarlo ©n monos de una 
unidad* —Teorema. Para extraer la raíz cúbicu de un numero frac¬ 
cionario en menos de una unidad basta extraer la raíz cúbica de su 
parte entera. 

2 093 

Sea* por ejemplo, la fracción ■———■; 

5 

2 093 3 

--- = 418 + —. 

5 5 

Como 7 es la raíz cúbica de 418 en menos de una unidad, se tendrá 

7 a < 418 < (7 + IR 
3 

Si sumamos — al número intermedio* no se alterará el sentido de 
5 

las dos anteriores desigualdades; en efecto, la primera seguirá veri¬ 
ficándose, y también la segunda, puesto que 418 y (7 + l) a difieren 

3 , 

por lo menos en una unidad, y, por lo tanto* 418 + — será forzosa- 

5 

mente menor que (7 4- ! R 
Podrá entonces escribirse 

3 

P < 418 + — < (7 + IR 
5 

Por consiguiente* las raíces cúbicas en menos de una unidad* de 

2 093 _ 0 

-, serán, por defecto y por exceso, respectivamente, 7 y o. 


de 


Raiz cubica de un número entero o fraccionario en manos 
1 


10" 


Definición. Se llama raiz cubica de un número en¬ 


tero o fraccionario con un error menor que 


- por defecto la mayor 

10 » 


fracción de denominador 10" cuyo cubo esté contenido en dicho número # 


Se llama raíz cubica por exceso con error menor que 


1 

- la frac - 

10 " 


ción cuyo numerador es el número inmediatamente superior al de la 
raíz cúbica por defecto y que tiene el mismo denominador » 

Para obtener la raíz cúbica de un número con un error menor de 


— ——^ -, ... basta multiplicar el número por 1Q 3 , líR 10» ... 

10 ' 100' 1 000 T 

respectivamente* y extraer la raíz cúbica en menos de una unidad del 
mayor ente™ contenido en el producto; sí el número es entero, esta 
operación equivale a escribir a su derecha una* dos o tres secciones de 
tres ceros o, sí el número está en forma fraccionaria, a correr la coma 
tres, seis* nueve... lugares hacia la derecha. 
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lina vi t extraída \u rufa cúbica, en nimios do tina unidad, de la parle 
entera del número dado f ac observará que se tiene la raíz de dicho 
número en inerio 1 de una unidad; escribiendo a la derecha del resto tres 
erro* o las tres primeras cifras decimales del número dado y continúan- 

! 


i|o la o pe ración, se tendrá una raí/- con un error menor de , etcétera 


II 


Kiu;t.A* Fura extraer la raíz cúbica de un número entero con un 

] 1 

error menor que -, — se extrae la raíz cubica del numero en 

10 1ÜÜ 


menas de una un ufad , colocando después ana coma a la derecha del 
número obtenido y se continúa la operación añadiendo tres ceros n la 
derecha de cada resto obtenido hasta obtener en la raíz la cifra ded* 
mal que corresponde al grado de aproximación . 

Si el número es decimal, se te divide en períodos de tres cifras a 
partir de la coma, a la izquierda y a la derecha; se extrae la raíz de la 
parte entera* colocando una coma a la derecha del número hallado, y 
después se continúa la operación añadiendo ceros para completar los 
períodos de tres cifras del numero considerado^ hasta que se llague, en 
una raíz, ti la cifra decimal que corresponda al grado de aproximación 
que se desee obtener* 


El número irracional 


Raí % cuadrada de un número que no seu 


cuadrado perfecto. 

radicales 


Raía; m-ésima de un número irracional. Calculo de 


Hemos estudiado hasta ahora el número entero y positivo, o número 
natural, cuyo concepto se ha obtenido de la consideración de tos conjuntos 
coordina bles, y el número fraccionario (v. pág, 22 ) T que responde a la 
necesidad fie dar solución al problema de la división cuando el dividendo 
no es un múltiplo del divisor, y también aí de la medida de una^ mag¬ 
nitud cuando la unidad tic medida mi está contenida cu ella un numero 
exacto, E\ número entero y el número fraccionario componen el campo 
de los nútnettís racionales, primera ampliación del concepto de numero. 

En t í campo de los números racionales, sin embargo, tampoco son posi¬ 
bles todas las operaciones: no es posible, por ejemplo, la radicación, 
cuando d índice es par y el radicando negativo, puesta que, siendo las 
potencias de ex pon ente par siempre positivas, no habrá ningún número 
racional positivo ni negativo cuyo cuadrado sea negativo; tampoco puede 
resolverse en este campo raciona! el problema de la medida de una 
magnitud cuando la magnitud considerada no contiene un numero exacto 
de veces, no ya la unidad de medida, sino tampoco ninguna de aus 
partes a![cuotas. Habrá necesidad en este caso de definir un nuevo 
número, que llamaremos número irracional. 

Consideremos, para mayor sencillez, como mag¬ 
nitud, un segmento de recta ( fig . 15), Sobre 
una semirrecto Ox puede fácilmente establecerse 
la existencia de punios M tales que la medida 
de la longitud OM no pueda expresarse por un 
número racional. En otros términos,, la 
longitud considerada no es conmensura¬ 
bie con la unidad elegida. 

Sea una longitud A11 incoa mensura¬ 
ble con la unidad de longitud CD 
(fig* 16). Supon gamas que se 1 leva 
sobre AB la unidad el inayoT número 
de veces posible, midiéndose así una longitud AB' menor que AB, 
que llamaremos a; a + 1 medirá una longitud AB" mayor que AB; 
a y a + 1 son las medidas de AB con una aproximación de una unidad, 
la primera por defecto y la segunda por exceso. Dividamos la unidad 
CD en 10 partes iguales, por ejemplo, y tomemos la décima parte de CD 
como nueva unidad. Si medimos nuevamente con esta unidad, obten¬ 
dremos las medidas de dos longitudes, una menor que AB y otra 
mayor; los dos números correspondientes serán la medida de AB con 

I 

un error de-, el primero por defecto y el segundo por exceso; estos 


X 


O 


M 


Fig, 


15 




B’ B B' 


0 


Fig* Ib 


1Ü 


dos números serán 


a 


a + 1 


10 10 

Continuando en la misma forma, se obtendrán dos series de números: 


ü) 

( 2 ) 


a 


a 


tí + I, 


10 100 * 
tí" +1 a + 1 


10 


100 


Los números de la sucesión (1) van aumentando, y los de la suce¬ 
sión (2) disminuyendo; cualquier número de la primera sucesión será 
menor que un número cualquiera de Ja segunda. Los números de la 
sucesión (1) son los valores aproximados por defecto, con un error 

11 

menor que 1, -. -_ de la longitud inconmensurable AB. 

10 100 

Análogamente, Jos números de 3a sucesión (2) son los valores aproxi- 

I 1 

mudos por exceso, con un error menor de 1, --de dicha 

10 100 

longitud inconmensurable. 

Agrupemos en tina primera clase E| lodos los números racionales igua- 

t ft 

a a 

Ies o menores que uno de los números de la serie a* -,-, y en 

10 100 

Otra segunda clase Es los racionales iguales o mayores que uno de 

a + 1 fí "b 1 

los números de la serie a + 1, -, -—* etc,; el conjunto 

10 100 

de los números racionales queda así distribuido entre estas dos clases, 
que tendrán las siguientes propiedades: 


],o Todo número de la clase E\ es menor que cualquiera de !u cla¬ 
se Es; 

2 o Siempre es posible encontrar dos números, uno de cada clase, 
tales que su diferencia sea menor que cualquier cantidad dada, por 
pequeña que sea; 

3° No existe en la clase Ei un número mayor que todos los restantes, 
ni en la clase Es uu número menor que todos los restantes. 

Se dice entonces que las dos clases E| y E'¿ forman una cortadura, 
que define el número irracional que mide AB. 

Comparación. El numero irracional así definido es mayor que cual¬ 
quier numero racional que pertenezca a la clase Et y menor que 
cualquier número racional que pertenezca a la clase Es. 

Dos números irracionales son iguales cuando están definidos por la 
misma cortadura; un número irracional será mayor que otro cuando 
exista por lo menos un número racional menor que el primero y mayor 
que el segundo. 

Operaciones. Sean dos números irracionales a y ó, y designemoB 
por Eim la clase de todos los números racionales menores que a t y 
por Ea f a la clase de todos los números racionales mayores que a . 

La cortadura Ej,b t E2,b definirá análogamente el numero ó. Si se 
incluye en una primera clase la suma de cualquier número de El,» 
con cualquier número de E;t), y en una segunda clase la suma de 
cualquier número de Ea t a con cualquier número de Eá,b» se demuestra 
que así se obtiene tina nueva cortadura que define la suma a + ó. 

De igual modo puede definirse el producto de un número irracional 
por un número entero y el producto de dos números irracionales. 

La sustracción y la división se definen, como para los números ente¬ 
ros, como operaciones inversas de la suma y de la multiplicación. 

Queda, pues, constituido un nuevo campo, que llamaremos de loa 
número» reales, y que incluye el campo anterior de los racionales. 

Raíz cuadrada de un número que no sea cuadrado per* 

fecto. — *T% \/ 3, ... son números irracionales que pueden definirse 
por medio de dos sucesiones y una cortadura; por ejemplo, calculando 

__ 1 1 

*J 2 con un error menor de — ——* por exceso y por defecto, so 

10 100 

tendrá 

1; 1,4; 1,41; 1,414; 

2; 1,5; 1,42; 1,415; 

El límite común de las dos sucesiones que cumplen ¡as condídonefl 
antes enunciadas es sf 2 f y su cuadrado es 2. 

Raíz m-ésima de un número Irracional. — Como el número 
irracional está definido por dos sucesiones de números que cumplen 
las condicione» antes enunciadas, diremos que la raíz m a de este nú¬ 
mero es el límite común hacia el cual tienden lus raíces m a de dos 
sucesiones de números que definen el número irracional. Se demuestra 
que estas dos sucesiones tienen un limite, y sólo uno. 

Cálculo de radicales.— Teorema. La raíz m a de un producto de 
varios factores es igual id producto de las raíces m* de cada uno de 
los factores* 

m ni m m 

v' A * B - e = . v' B~■ */ <T 

Pañi demostrar que los dos miembros son iguales, bastará demostrar 
que lo son sus potencias mP* 

rn__ 

Ia potencia m a de %/ A * B . C es, por definición, A » B . C. 
m ni m 

Por otra parte, t¿ A * *í B < *J C es un producto de factores; para 
elevarlo a la potencia m, bastará elevar cada uno de los factores a 
dicha potencia (v. p. 14), lo que nos dará A * B . C. 

Observación. Supongamos que uno de los números A, B, (\ ... sea 
la potencia m a fie un número racional o que contenga dicha potencia 
como factor; por ejemplo, sea A = a m r 

m ni ni ni 

AB ^ sf~k - /B = o «/Tí 

tn rm m m m 

Si A = A' . a m , = v' A' • v' a™ • IS = « %/ A'ü. 
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Esta transformación se llama extraer un factor de un radical* Ln ope¬ 
ración contraria, es decir, introducir un factor bajo el siguí» radical, 


m 


m 


es también posible. Así a •</ M = •/ a m B. 
Aplicaciones. 


V 16 X 5 = 4 ■*/ 5; ^ 20 x 50 = 2 x 5 ^5x2 I» %/ III. 


j 81 = 3 >J »; v' 128 = 4 ^ 2. 


Inversamente, 


■Vf-V7-V"-v^V* 

Corolario, Para elevar un radical a la potencia p, s* cínnt u dicha 
potencia la cantidad subradical. 


m 


m 


Es decir, i*/ A)P — */ A p . 

Es una consecuencia inmediata del teorema unlninr, iiuaih» <pn *\ 
primer miembro es el producto de p radicales dd Ftuijuo nhIIc<\ <mLi 

m 

uno de ellos iguales a A. 

Teorema. La raíz m a del cociente de do* número* n *1 tí4 

¿os raíces m 1 de dichos números. 


■ m 


Es decir 


Ví- 


m 


a/ A 


m 


v' B 


Las dos expresiones consideradas son ¡guilla», [un i:o ijin- ni un ah va 
cada una de ellas a la potencia m, ho rnrouNun» * \ niIntim valor 

H 

para la primera expresión, por U definid. . !■ «o» rn" i 1 ■ 1 

segunda, por lo establecido en la pág l£ i 

A 

OBSERVACIÓN. Si se considera una Irnrc. , * ijyii dm.»<i 

ni 

</ n 

dor, que es raíz m a de mi m'inirm II, nri m i ... puede rrenijda- 

zarse poi otra fracción cuyo denominador leu uutm^il, puní ello lias 

m . 

ta multiplicar los don inicuibnm de la fMicción por ! v B) ITI 1 
ni 


o */ B m—1 f y se obiendra la íntrrUm igual 
m m 

A (*J li)" 1 — 1 A 


m 


m 


B (V B) m —1 


m 

(/ B) m 


A v' D m — 1 


B 


Ejemplo : 


5 /Y /3 


</ 15 


*J 3 


a/ 5 


3_ 

*J 2 


7 V 4 
2 


Esta transformación presenta una gran ventaja cuando se quieren cal¬ 
cular las expresiones correspondientes con aproximaciones determina¬ 
das. 

Puede también hacerse una transformación análoga para expresiones 

A A 

de la forma -- — f -— -etc. 

B+ s/C' sf B+ sf G 


Ahí, para la expresión 


2i V3 


-—, multiplicaremos los dos térrni- 


i m h■ i ile ln fracción por 2 —— *J 3, lo que dará 

4 (2 — */ if _ 

•--- = 4 (2 — 3). 

4 3 

l'ai.k ln • > tn i , ne multiplicarán los dos términos de 

8 — */ 8 

5 (3 + s¡ 5) 

la fra.i p ■■ t I v b, v hr idurndril — — - ■ 


I*. tu i i ¡lh 




3 


I V 


, i liiullipliciirári Ii»h dos términos de 


*/ S f V 2 

la ImuiIoii pin V I 1 \ T ar nliíi iidii* \ OtC. 

I ü i.. puf I.d i .i■ 111111 íi ni tíí m) dofi términos de la 

lia Mi 4.. Ibmniu C(Ml)li|adaii iln] .ilniidoi 

'immKMA / i míi i ti tndUi |i dt un f.fdiic¿ ir obtiene multiplicando 
M iñéii* iLl nido o/ p*tf |C 
I - iImO, 

V m|i 


Vi/* V 


1 ib mo M m 1 ..|| 1 Iti'm i itd ti i n . . M til piri caria mp, 

lohlmiilit I .la, pala lll piilliolH I I'M'Mipi-, (j llf| puedo idt VMTHO pri- 

... iih " lii pnti ni Oí p i di ipúA* «i i l« v i ,i I ichidliidu a Ja po¬ 
li M" in fu OliMndt^ mita A i>uin ta> don v ..doñea, 

And 


Vv / *'». V». 


hiVi'Htantriili 1 , |iani el i dmlo ib laa fnbi'r. ( mi-fupire at' podrá Con- 
irIr i,i- iiiiir'límenle rd nnm ni que Ion iudiccN Hcan ruiiucroH primos: 


ib 


V a = VvT 


Observación. De lo que precede resulta que puede multiplicarse o 
dividirse por un mismo número el índice de un radical y el exponente 
de la cantidad subradical sin que se altere el valor de la raíz, 

Es decir 

mp 


m 


V * - V 


AP. 


En efecto, ya hemos visto que 

nip *n 


m 


Así 


Inversamente: 


V«-Vv*-V* 


3 fi 

V 7 '= V 7*. 

8 S 

V 7* = </7 = 7. 


II Jmi! 

U 

Ajniii' 



0 

& 


A 




- (Jj2 -A |j t J1H 1j la,Í 1 ‘ 


* d)íí ■^T’ ? 1Llfl 


ÁÓ^-»- P| 


0L- 

MI 


Á 4 



Ü 

* 




r 1 ' 'n.iuiau'piíi<I?|*!0^ Wté ÜA^'2-Í 

5 • ilfeáW-iTIA'Z ^^Aii^¿JkJLoU q?| 




* ^ 
^ 3 


j— 



iL * ^ 


J . 

uh{ ** 

H íí! ^ , 

Tlr'íSilt'í^vk *« 


A. 

; >T.«7 -^ m | t 

-7 ,, 

. "l 

* A «-i I 


AUanSi 


-= i\ 4j d * 


* lyA 


Fragmento del popiro de Rhind. 
Este papiro, copia de un origi- 
uní que data del siglo xviit 
a. de J. C,, es fundamental para 
el conocimiento de la ciencia de 
los egipcios, pues en él figura 
una colección de problemas de 
aritmética y geometría 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


Cuadro de los cuadrados, cubos, raíces cuadradas y cúbicas desde 1 hasta... con una aproximación de 0,001 


NÚMEROS 

CUADRADOS 

RAÍCES 

CUADRADAS 

CUBOS 

1 

1 

1,000 

1 

2 

4 

1,414 

8 

3 

9 

1,732 

27 

4 

16 

2,000 

64 

5 

25 

2,236 

125 

6 

36 

2,449 

216 

7 

49 

2,646 

343 

8 

64 

2*828 

512 

9 

81 

3,000 

729 

10 

100 

3,162 

1 000 

11 

121 

3,317 

1 331 

12 

144 

3,464 

1 728 

13 

16!) 

3,606 

2 197 

14 

496 

3,742 

2 744 

15 

225 

3,873 

3 375 

16 

256 

4,000 

4 096 

17 

289 

4,123 

4 913 

18 

324 

4,243 

5 832 

19 

361 

4,359 

6 859 

20 

400 

4,472 

8 000 

21 

441 

4,583 

9 201 

22 

484 

4,690 

10 648 

23 

529 

4,796 

12 167 

24 

576 

4,899 

13 824 

25 

625 

3,000 

15 625 

26 

676 

5,099 

17 576 

27 

729 

5,196 

19 683 

28 

734 

5,292 

21 952 

29 

841 

5,385 

24 389 

30 

900 

5*477 

27 000 

31 

961 

5,568 

29 791 

32 

1 024 

5,657 

32 768 

33 

1 089 

5,745 

35 937 

34 

1 156 

5,831 

39 304 

35 

1 225 

5,916 

42 875 

36 

1 296 

6,000 

46 656 

37 

1 369 

0,083 

50 653 

38 

1 444 

6*164 

54 872 

39 

1 521 

6*245 

59 319 

40 

1 600 

6*325 

64 000 

41 

1 681 

6,403 

68 921 

42 

1 761 

6,481 

74 088 

43 

1 849 

6,557 

79 507 

44 

1 936 

6,633 

85 184 

45 

2 025 

6,708 

91 125 

46 

2 116 

6.782 

97 336 

47 

2 209 

6,856 

103 823 


raíces 

CÚBICAS 


1,000 

1,260 

1,442 

1, r>87 
1,710 
1,817 
1*913 

2 , ü(>0 
2,080 
2,154 
2,224 
2>2H9 
2,251 
2,410 
2,466 
2,520 
2,571 
2,621 
2,668 
2,714 
2,759 
2,802 
2,844 
2,885 
2,024 
2,962 
3,000 
3,037 
3,072 
3,107 
3,141 
3,175 
3,208 
3,240 
3,271 
3,302 
3,332 
3,362 
3,391 
3,420 
3,448 
3,476 
3,503 
3,530 
3,557 
3,583 
3,609 


NUMEROS 


48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 
00 
61 
02 
03 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 
81 
82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 


CUADRADOS 


2 304 
2 401 
2 500 
2 601 
2 704 
2 809 

2 916 

3 025 
3 136 
3 249 
3 364 
3 481 
3 600 
3 72) 
3 844 

3 969 

4 096 
4 225 
4 350 
4 489 
4 624 
4 761 

900 
041 
184 
329 
476 
625 
776 
929 
6 084 
6 211 
6 400 
6 561 
6 724 
6 889 


4 

5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 


7 

7 

7 

7 

7 

7 

8 


056 
225 
396 
569 
744 
921 
100 
8 281 
8 464 
8 649 
8 836 


raíces 

CUADRADAS 


6,928 

7,000 

7,071 

7,141 

7,211 

7,280 

7,348 

7,416 

7,483 

7,550 

7,616 

7,681 

7,746 

7,810 

7,874 

7,937 

8,000 

8,062 

8*124 

8,185 

8,246 

8,307 

8,367 

8,420 

8,485 

8,544 

8,602 

8,660 

8,718 

8,775 

8,832 

8,888 

8,944 

9,000 

9,055 

9,110 

9,165 

9,220 

9,274 

9,327 

9,381 

9,434 

9,487 

9,539 

9,592 

9,644 

9,695 


cunos 


110 592 
117 649 
125 000 
132 651 
140 008 
148 877 
157 164 
166 375 
175 610 
185 193 
195 112 
205 379 
210 000 
226 981 
238 328 
250 047 
262 144 
274 625 
287 496 
300 763 
314 432 
328 509 
343 000 
357 911 
373 218 
389 017 
405 224 
421 875 
438 976 
456 533 
474 552 
493 039 
512 000 
531 441 
551 368 
571 787 
592 704 
614 125 
636 056 
658 503 
681 472 
704 969 
729 000 
753 571 
778 688 
804 357 
830 584 


RAÍCES 

CÚBICAS 


3,634 

3,659 

3,684 

3,708 

3,733 

3,756 

3,780 

3,803 

3,826 

3,849 

3,871 

3,893 

3,915 

3,936 

3,958 

3,979 

4,000 

4,021 

4,041 

4,062 

4,082 

4,102 

4,121 

4,141 

4,100 

4*179 

4,198 

4,217 

4,236 

4,254 

4*273 

4*291 

4,309 

4,327 

4,344 

4,362 

4,380 

4,397 

4,414 

4,431 

4,448 

4,465 

4,481 

4,498 

4,514 

4,531 

4,547 


Consecuencia, \ji observación anterior permite reducir varios radi¬ 
cales al misino índice. 

4 as 

Sean *J 2, 3 t 7. 

Se puede tomar como índice común un múltiplo de los índices de los 
radicales considerados; por ejemplo, el mínimo común múltiplo de 
estos radicales. 

Podemos tomar como índice común 8. Escribiremos los radicales 

8 8 8 

V'¿ 2 * 77 

Se utilizara esta transformación para efectuar el producto de varios 
radicales o el cociente de dos radicales. 

Exponentes fraccionarios,—^ Si A es un número cualquiera y 
p Y q dos números enteros aritméticos que no sean nulos, represen¬ 


taremos %/ A" por la expresión Á m (- es un exponente fraccionario 

m 

1 

del número A). Admitiremos que V A = A y que la notación subsiste 
siempre si m = 1. 


Obsérvese que si - =j 

m 

t 

n mu 

En efecto* Am = A mm * 

Ahora bien, V A nnl ' ^ 

nm' — mn\ 


- 7 , se tendrá A = A m * " 

m 

p / 

ii n rn 

y A m ' = A n ”ñ\ 

t 

mili 

V A n '" m t puesto que —— 

m 


n 


m 


y 


La simplificación de un radical se reduce a la de una fracción, y 
la reducción de varios radicales al mismo índice, a la reducción de 
varias fracciones al mismo denominador. Además, los números afec¬ 
tados de ex ponente fraccionario siguen las reglas establecidas pura 
ios números afectados de exponentes enteros. 

Así, se demostrará fácilmente que 


Análogamente, 


t f 

ü_ P_ v_ _p 
A' 1 x A*P = Ai + q' * 



* 


pp 

A^w 7 " 


El número concreto 


Definiciones: números concretos, complejos e incomplejos. Reducción de 
orden inferior o - 1 


un número incomplejo ¡i otro de 


con números 


ir o superior. Reducción de números incomplejos n complejos, y red proco mente OTimriAnpq 
Adición de complejos. Sustracción de complejos. Mui t ipli ele i ón d™ un coSfpleJ? po? 
in numero entero. División de un numero complejo por un número entero. — Problemas 


Definiciones: números concretos, complejos e incom¬ 
plejos, Ln los capítulos precedentes se han estudiado los números 
y las operaciones que con ellos se efectúan, prescindiendo en absoluto 
de la dase de objetos a que pudieran referirse; sus propiedades y Jas 
reglas operatorias alcanzaban así la máxima generalidad. 

3x5 = 15 ó 7+2 = 9, 
tienen validez universal. 


Consideremos ahora números como 7 manzanas* 2 naranjas; en estos 
números, además de su valor aritmético puro, se hace referencia al 
objeto o magnitud que representan en concreto; esta clase de numeres 
se denominan números concretos. 

Es o vidente que la suma 7 manzanas + 2 naranjas carece de sentido* 
puesto que son números distintos; para que puedan sumarse los nú¬ 
meros concretos es necesaria que se refieran a objetos de la misma 
ciase. 
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Se llaman itarrieros homogéneos los numero» concretos que «e refie¬ 
ren » objetos dr la misma dase, y números heterogénea* los que se 
retí eren ei objetos de tlase distinta. La suma 5 naranjas + 2 ttumti* 
jan 7 naranjas es entonces posible» puesto que se trata dr muñeron 
hotnogénroM. 

1 ¿m números homogéneos, aun refiriéndose a objetos de tu mÍHiiui 
chute, pueden expresar unidades distinta» dentro de dicha chine o una 
tuda unidad. Así, el número concreto 365 días expresa unu cuiiiidid 
de tiempo en una sola unidad* días, mientras que el concreto M un.»™, 
1 semiinas, 2 días, 23 horas, 60 minutos expresa la misma cantidad 
de tiempo, pero los números U, 4, 2, 23 y 60 se refieren > uimUdrn 
distinta s. 

Definiciones. Número complejo es el número ron* reto rom puesto 
dr unidades distintas de la mismo especie* 

Número incomplejo es el número concreto que esto referid m o u*m 
sola unidad. 


Reducción de un número incomplejo a otro de orden infe¬ 
rior o superior. — Regla. Para reducir un incompleja v otro de t*tdrn 
inferior o superior se multiplica o divide, respectivamente, />«»■ el númr 
ro que expresa las veces que la unidad de tú especie dada contiene a 
está contenida en aquella a la que se quiere redmir. 

En efecto, si el incomplejo dado es N y la unidad de N ««miniir fu 
nueva unidad m veces, bastará multiplicar N por el número aluMin»* 
m, obteniéndose un número que, aún siendo r?i vror* ninyio, -"i» 
referido a una unidad m veces menor. 

Análogo razonamiento nos conduce a la operación inv* i « * d< . n 

a la obtención de un incomplejo de especie miperior, dívhlh luh* - I 
número L por el abstracto tu , que indica he. vi . . <j*i» I. mnd.ni 
de L esta contenida en la nueva unidad. 

Si, por ejemplo, se quiere reducir 25 hjoi. i moHtil, ■ r ndin 

N anos =s N X 12 meses; en este cas** 25 uiion '■ IV 
= 3ÜG meses. 

Si ambas unidades, la antiguo y la nueva, no forran toiiiriiitbiut, 

se baria Ja reducción pasando por ln?i niinjiuh mi'... pan* o 

las veces que la unidad antigua ctmlmiu * rali.M^iudn ■ i. I > dada 

Así, por ejemplo, sí se trata de mlin t« \\ dght * • 11i'nd . 

para calcular m; rn — 100 añoh X 12 No-nr* i lou í *■ 3 h dU» 

- (100 X 12) x 30 = 36 000 día*, i'* di i ir, 

JV1 siglos i\1 tíi 0110 dúti. 

Reducción de números Inoomplojon n coinpleltifi, v roof 

pro ca mente, — 1° Rara |nm*f.mir m ..ph I" - o e.imipfefe, el 

incomplejo dado tendrá que cupu-Min. ..i 1 f ...., va qiu 

si el incomplejo es mino r-unirin I >.» u hi|j . rmin i j 1 .. dr cual 

quier orden inferior, y nido t mmIi m iu|»i unir * o 1 "mim uinouph ja. 
Dado el incomplejo en feruui 0.*- 1 'lonui.i •* deinmil, la opr ¡ ación que 
consiste en reducirlo a un lumplrjti de unh ii su pe i ioi *¡ inti ¡ior ¡ie 
llama valuación de quebrada* 

Para ello se obtienen Ion ijiiii'i’hi'i ruleros, si es que los hay, que 
representarán bis unidades ente ni *1 de hii o i den, y la fracción cumple* 
mentaría se expresará en incoiupiejo dol orden inferior; los enteros 
de este nuevo i neo m piejo rr|n r-wpitai ¡im. las unidades de este segundo 
orden, y la Iniccinn complementar iu el incomplejo del orden siguiente; 
se continuara asi lumia obtener un cociente exacto o hasta llegar al 
último orden inícrioi. 


R&GLA. Para trun ¡formar un incomplejo en complejo de órdenes 
inferiores v* obtienen tos ruteros del número dado, tjur representarán 
los enteros del orden del incomplejo dado; la fracción complemen¬ 
taria se reducirá a incomplejo del orden inferior* cuyos enteros cons¬ 
tituirán tas unidades del segundo arden, y así se continuará hasta 
llegar a un cociente exacto o *d último orden. 


29 

Poi ejemplo, convertir -- de día. La operación se dispondrá así 

4 


29 

1 

X 24 


2 4 
0 


4 

7 días 6 horas 


29 

-de día — 7 días, 6 horas. 

4 


Para reducir un incomplejo a complejo de órdenes superiores se 
divide por el número de veces que está contenido en la especie inme¬ 
diatamente superior; el resto representará el numera de unidades del 
orden dado y el cociente las del orden superior; se procede análoga¬ 
mente con el cociente , y se continúa de igual modo hasta llegar al 
orden deseado. 

Por ejemplo, convertir 9 643 segundos en horas, minutos y segundos; 

9 643 

9 643 s valen - — 160 m + 43 e* 

60 

160 

160 m valen —— = 2 h + 40 m. 
60 

9 643 s = 2 h } 40 m. 43 s, 

2® Para convertir un complejo en incomplejo, distinguiremos según 
éste sea de especie inferior o superior. 

Regí,A: Para reducir un complejo a incomplejo de orden inferior 
se multiplican las unidades de orden superior de aquél por las veces 
que una de ellas contiene a la inmediata inferior, agregando a este 
producto las unidades de este orden que huya en el número dudo; 
se hace lo mismo con el número <tue resulta, prosiguiendo asi hasta 
llegar al orden inferior que determina el incomplejo buscado. 

Si se trata de transformar el complejo en incomplejo de orden 
superior o intermedio, una vez obtenido el incomplejo de orden infe¬ 
rior , habremos obtenido el incomplejo del orden deseado si lo divi - 


9643 s 
3 6 4 
4 3 s 


6 0 


1 60 m 
4 0 m 


6 0 


2 h 


dinitri por el número de veces que este orden esté contenido en eí 
superior o en el que se quiera; la transformación se reduce en este 
caso a poner el incomplejo de orden inferior* obtenido por el caso 
anterior, por denominador tantas veces como este orden esté contenido 
en el orden superior o en el deseado. 

Ejemplo* Convertir 8 ffl 42' 53" en segundos. 

8* valen 8* X 60' = 480' + 42' = 522' 

522' valen 522' X 60" - 31 320 w + 53" = 31 373" 

8“ 43" 53" = 31 373". 

íimmlo se trata de números métricos, las transformaciones unten o* 
res w simplifican notablemente, puesto que loe órdenes varían de 
H) cu 10 pura las longitudes, capacidades y pesos, de 100 en 100 
par» Imji superficies y de 1 000 en 1 000 para las cubicas. Las reglas, 
¡na u pueden deducirse fácil mente. 


Odoraciones con números concretos.—1 D Adición de com- 

pfefoi. Pont turnar números complejos se escriben unos debajo de 
..í/i", ite modo que se correspondan las unidades del mismo orden; 
ir tro o m n rr Unen horizontal y se suman los órdenes inferiores * reser* 
cantío de iodo sumo tas unidades que resulten de orden superior para 
sumotta* o r/r mí especie, y escribiendo sólo las restantes, 

I ii npr i iir um ■ .. así. Ejemn.u: Sea la suma de tres ángulos 

i u vu! tfiedidti\ inri, ff\pectivamente 1 60* 42* 15 t A2 a SI 28 y 48*36 40 . 


"I» 1 - 


i ■ U 1 ' 


I r 

rrli 


■gh* 


11 1 "H 

i ] 1 fe ú 

‘filen ór 

denos 

con virtiendo, cuando 

i ni) 

teniih 

o» en i 

tjituladcB ríe órdenes supe- 

i *( r 

42' 

15" 




A2" 

51' 

2ll" 





36' 

4 íf 




■i i r 

129' 

iiF 

t'12- 

)Eí' 23". 


íli»*, 

— A 

fUÍloglH 

mi'... <■, 

■i í a ticnf 

i la h¡ guien- 

d* / ti 

% se 

r / i ftt 

ti sustrarndo 

dclmjo del 

ir' i 

i*i r rv 

tHtndnn 

ttt \ 

n nidad es 

del mismo 

por 

rt or den i ti 

\ferii*r 

. Si de 

algún orden 


df mímtrtuio a-, ir partí* rector ur i m i apon diente del sustraendo, 
|f (orna uno unidad d*-l mdrn \uprUor y ir dr.xrompanr en unidades 
>hl af,l*ti qnr falta, teniendo cuidado de añadir una unidad de rife 
orden del nt xt r urntl o puní qnr la diferencia tío se altere, 

I 1 . rtMcio , i'uénio nemptt ha man hado una persona que ha salido 
u tu% 7 h 34 m 2Í * y ha lIr gado a su destino ti las 10 h 45 m $2 s f 

l() h 45 m 52 s Tiempo - 10 h 45 ni 52 n — 7 h 34 m 21 n. 

7 h 34 m 21 s 


3 h 11 m 31 s 

¿Cuánto tiempo ha transcurrido desde tas 8 h 36 m 35 s a las 
15 h 25 m 32 s ? 

14 b 84 m 92 s í ienrapo transcurrido — 15 h 25 m 32 a — 

15 h 25 m 32 s — 8 Ii 36 ni 35 s. 

8 h 36 m 35 s 


6 h 48 m 57 s 

Como no se puede reatar 35 s de 32 h ni 36 m <ie 25 m, se sustrae 
1 m del número mayor y se añaden 60 s; después, se sustrae 1 h 
y se añaden 60 m. El número mayor se convierte, sin cambiar de 
valor, en 14 h 84 na 92 s, y Ja substracción puede efectúa rae como en 
el ca&o anterior, 

3/ Multiplicación do un complejo por un número entero* — 

Ejemplo, Un reloj atrasa cada din 2 m 49 s. ¿ Cuánto se habrá atra¬ 
sado al cabo de 15 días? 

2 m 49 s Retraso del reloj = 2 m 49 s X 15. 

x 15 


245 Se multiplican sucesivamente por 15 id número de 
49 segundos y el número de minutos. 


30 m 735 s 
ó 42 m 15 a 


49 s X 15 = 735 s ó 12 in 15 s; 

2 m X 15 — 30 m 

El retraso del reloj será: 

30 m + 12 rn 15 s, o sea 42 m 15 s. 


4* División de un número complejo por un número entero. — 

Ejemplo, Dividir 38 h 25 m 17,6 s en 12 partes iguales. 

Cada parte valdrá; 

38 h 25 m 17 t ó a 


12 

EJ procedimiento de división es el que se indica a continuación; 
38 h 25 m 17,6 s | 12 
2 h ó 120 m 3 h 12 m 6,4 a 

145 rn 

1 iu ó 60 s 


77,6 s 
5 6 
8 

El cociente es 3 h 12 m 6*4 s, con una aproximación de una décima 
de segundo por defecto. El resto es () p 8 s. 

Observación, El dividendo y el divisar pueden ser dos números com¬ 
plejos; este caso se presenta, por ejemplo, cuando se busca el cociente 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


de dan arciiü, I/jini ubhm -v\n t hc cuiivertirán los dos números en unidades 
fie! Mífi< ii mriio', rievudo de los don números, y se efectuará Ja división 
ilr loa nmnrnm obtenidos* 

PROBLEMAS 

1° Convertir 2¿P 34' 27" en grados centesimales> 

UoimilumoH primeramente el número dado en grados y fracción deci¬ 
mal de grado: 

, „ 34 27 

28<> 34 ' 27 = 28o + --- + _-- 

60 3 600 

2 067 

= 28° +-- de grado sexagesimal 

3 600 

— 28° f 57 416 con un error de 0,000 01- 
9 

Como 9° valen 10 gr, \° vale-de grado centesimal, 

lü 

. 28% 57 416 x 10 

J'jI número buscado sera —------ = 31 749 gr. 

9 

2 a Convertir 72,182 5 gr en grados, minutos y segundos sexagesimales* 
(.(invirtamos primeramente el número dado en grados y fracciones 
decimales de grado sexagesimal: 

72,482 5x9 

72,482 5 gr valen —-— = 65%234 25. 

10 


Convirtamos 0%234 25 rn minutos y segundos. 

Se tendrá 

G\234 25 = 6lV x 0,234 25 - 14' 055 
ü\055 =* 60" X 0,055 = 33\3. 

El número buscado será 65° 14' 3 J/ ,3, con un error de una décima de 
segundo. 

3 o La diferencia de latitud entre dos ciudades M y B es de. 2 a II* 2f\ 
siendo la latitud de M 48» 50* 49'\ ¿Cuál será la latitud de B? ¿Cuál 
es la distancia, en kilómetros* entre estas dos ciudades, sabiendo f¡ue 
están situadas en el mismo meridiano? 

Latitud de 11-48° 50' 49" + 2” I T 23" = 5P 2 4 12". 

Convirtamos 2* IT 23" en fracción decimal de grado sexagesimal, 

11 23 

2° 11 23 valen 2" + -—— Hh *—*—— = 2%I839, con tin error 

60 3 600 

de 0,0001 por defecto. 

Como 360° de meridiano tienen 40 000 km de longitud, se tendrá: 

40 ÜOf) X 2,1839 

Distancia buscada = ---—• - 242,9 km por defecto, 

360 

4° El,meridiano de Grcenwich está situado a 2 o 20 ' 15" al oeste del 
meridiano de una ciudad S* ¿Cuál es la diferencia de horas (tiempo 
medio) entre las dos ciudades ? 

2 a 20' 15" equivalen a 2 o ,337 5, 

24 h X 2,337 5 

Diferencia de horas — —----- o sea 9 m 28 s. 

360 



Hescña histórica. Tabla de los múltiplos y de los submúltiplos decimales. Medidas efectivas y medidas ima¬ 
ginarias, —* Medidas de longitud: UnúLid principal. Múltiplo* y submúltiplos del metro. Numeración de los 
números que expresan unidades de longitud. Medidas marinas. Otras medidas de longitud. — Medidas de super- 
fioio: Múltiplos y submúltiplos del metro cuadratín. Numeración de los números que expresan las unidades 
de superficie. Medidas do superficie o medidas agrarias. — Medidas de volumen i Múltiplos y submúltiplos del 
metro cúbico. Numeración de los números que expresan unidades de volumen. Cubicación de maderas. Numera¬ 
ción de los números que expresan unidades de cubicación. Medidas de capacidad para los liquido» y cereales. 
1 imdad principal. Múltiplos y submúltiplos del litro. Instrumentos de medida. Numeración de los números que 
expresan unidades de Capacidad. — Medidas de ángulos: Submúltiplos del ángulo recto. — Unidades de masa: 
Múltiplos y submúltiplos del kilogramo y del gramo. Numeración fie los números que expresan las unidades 
de masa. — Unidades de tiempo: Múltiplos del segundo, Otras unidades de tiempo. — Sistemas monetarios: 
Unidades monetarias actuales, — Sistema inglés de medidas: Medidas de longitud. Medidas de superficie. Medidas 

cúbicas. Medidas de cu paridad. Medidas de peso. Medidas monetarias 


El sistema métrico o sistema legal de pesos y medidas es el ron- 
junto de unidades establecidas [tur la ley para medir las longitudes, 
superficies, volúmenes, masas y monedas, 

A mes de adoptarse el sistema nutrirá, las antiguas medidas no eran 
fijas t sino que variaban según las regiones, y las unidades, que no 
estaban definidas rigurosamente variaban con el tiempo. No estaban 
relacionada* de manera simple y uniforme, por lo que los cálculos que 
había que efectuar con los números correspondientes eran complicados. 

El sistema métrico* en cambio, es estable y uniforme ; las unidades 
de la misma especie se deducen unas de otras según la misma ley. 
Además es sencillo, por se r decimal . 

Reseña histórica. — El a de mayo de 1790, la Asamblea Constitu¬ 
yente francesa aprobó mi proyecto de unificación de medidas y encargo 
a la Academia de Ciencias que bu acase un sistema sencillo. 

La comisión nombrada por la Academia estaba integrada por Borda, 
CundomeL La gran ge, Lavnisier y Tillet, y decidió cí empleo de la 
eseala decimal para las nuevas medidas. Una segunda comisión, de la 
que formaron parte Borda, Cundorcet, La gran ge, tapiare y Mon ge, 
decidió tornar la unidad ríe longitud como base del nuevo sistema, de¬ 
biendo ser esta unidad una fracción simple de la longitud del meri¬ 
diano terrestre. 

El 30 de marzo de 1791, la Asamblea Nacional adoptó las anteriores 
conclusiones y encargó a la Academia que midiera el arco del meri¬ 
diano teres!re comprendido entre la torre de Dunquerquc y el castillo 
de Montjuich, en Barcelona, Fueron los científicos franceses Delamhre 
y Meehain, a los que se unió el general español Gabriel de Ciscar, los 
que efectuaron la medida de dicho arco de meridiano. También se midió 
el grado del meridiano terrestre en el Perú, medida efectuada por los 
franceses La Cunda mine y ISouguer, y ios españoles Jorge Juan y Antonio 
de l) lloa P 

El 18 de germinal del año III, la Convención francesa decretó la 
adopción, como unidad de longitud, de la diezmUloncsima parte de la 
longitud del cuadrante del meridiano terrestre que pasa por París, y 
el 4 de me solar del aña vn (22 de junio de 1799) se depositaron en lo» 
Archivos de la Kr pública Francesa dos patrones; uno era una regla 
de platino, cuya longitud a U“ íi era el metro legal, y la otra un cilin¬ 
dro de platino cuya masa se fijó como unidad legal de masa (kilogramo). 

El sistema métrico fue introduciéndose lentamente en las costumbres. 
El 4 de julio de 1837, una nueva ley promulgó el sistema métrico obli¬ 
gatorio para toda Francia a partir del 1 de enero dé 1840. En España 
se aceptó el sistema métrico decimal en 1837 y fue declarado obliga¬ 
torio en el año 1860. El patrón del metro se conservó en el archivo de 
Simancas, y en la actualidad se encuentra en el Instituto Geográfico y 
Estadística de Madrid, 

En 1870, y después, en 1872, se reunió en París la Comisión Inter¬ 
nacional dé! Mi tro, integrada por representantes de veinticuatro Estados, 
y decidió la creación de una Oficina Inter nacional de Pesos y Medidas, 
encargada de la fabricación y conservación de los prototipos interna¬ 
cionales de medidas. 


El 1 de marzo de 1875 se reunió en París la íConferencia Diplomática 
del Metro, en la que participaron representantes de veinte Estados. 
En dicha Conferencia se estableció definitivamente la convención que 
regularía d funcionamiento de la Oficina Internacional de Pesos y Me¬ 
didas y se aceptó d ofrecimiento del Gobierno francés, que puso a la 
disposición ele un Comité Internacional d pabellón de Brrtcuil, situado 
en Sévres, a la entrada del parque de Saint-Gloiid, La instalación 
finalizó finales de UJ78. La Oficina Internacional, subvencionada n 
partes iguales por veinte Estados, está encargada de la conservación, 
comparaciones y verificaciones dé los prototipos drd metro y del kilo¬ 
gramo. así como de las comparaciones periódicas de los patrones nacio¬ 
nales con el prototipo internacional, de la graduación y de la compa¬ 
ración do las reglas geodésicas. 

En 1881, un congreso científico celebrado en Parts con objeto de fijar 
las unidades mecánicas y físicas decidió que xe derivaran de las uni¬ 
dades fundamentales del sistema métrico, creándose así el sistema 
C. C. S. (v. Mecánica, p. 217 ). 

El sistema métrico ha sido objeto de ampliaciones posteriores. El sis- 
lema M. T. S., cuyas unidades principales mu el metro, ht tonelada y el 
segundo , es el que mejor responde a las necesidades de la industria 
actual, y define todavía le gal mente las unidades de medida de ciertas 
magnitudes no considera fias anteriormente. También se acepta el siste¬ 
ma de J. Giorgi, cuyas unidades son el metro, el kilogramo y el segundo, 
sistema que se indica abreviadamente por las iniciales M. K. S. 

Además de las unidades principales utilizadas en las medidas legales 
para las diferentes magnitudes, se utilizan sus múltiplos y sus submúl¬ 
tiplos decimales, que constituyen las unidades secundarias. Estas uni¬ 
dades se designan por medio del nombre de la unidad principal corres¬ 
pondiente y de prefijos, que son los siguientes y que se colocan delante 
del nombre de la unidad. 


Tabla de los múltiplos y submúltiplos decimales 


Prefijos 

SÍMBOLO 

por v\ 

| > 1 i t 

Factoh 

que está omin¬ 
ada La unidad 

Mega ..* ... ... ... ... 
Elcctoklfo ... ... ... . 

M 

lik 

M 

K 

10* 

HP 

10* 

lü 8 
l fi¬ 
lo* 

t 

o 

i non ooo 
100 000 

10 000 

1 000 
100 

10 

Mirla. 

Kilo ... ._. ... ... 

— 

Efecto ... ... ... ... ... ... 
Dcca ... ... ... ... ... 

II 

D 

—- 



Deci ... ... ... ... ... ... 

(1 

10- 1 

10- 2 

10- 3 

10-* 

ífi- s 

lfi« fi 

i 

0,1 

0.01 

0,001 

0,000 1 

0,000 01 
0,000 001 

^ 1 ^ l 1 Í. I t fe S val # £ V É * i- i- -i + |4 + 

l 1 1 fe fe fe fe * fe b # f ■ ■ a ■ ■ ■ -fr lf- 

Dccimili *** s + fe ^* *** 

c 

m 

dni 

cm 

U 

Gmtimili r ... ... ... ... 


Micro ...... ... 
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i(M 6 iii 4 ilru -. mi 

ll«irii'iiii(*lro ...i ... 

! >r í'i'i inri «o ... .i, 

Mu tro (I) ... ... . 

lh'i'lmrtni ... ... ... 

<.riitiim tni ( 2 ) m (•> -- 

M 11 imH i '<i lt . fft . 

Micrón .m tu ... ... •» 
MUlmlrtén **. f-** ... ... 
Angdtrd'iii .. ... 


(H Hnsi 1 drl sistema 
M. T. S. 

(2) Hl mí' del hí slcma 
C. G. S* 


SImium i* 


Mui 
mam 
Km 
Huí 
l >m 

tn 

dm 

INI 

imn 

mp 

A 


V Al OH I 1 N 

i 000 0011 m 
H) 000 ni 
1 000 ni 
100 m 
10 m 

Unidad fundamental 


10 -' 

1Ü- 3 

HM 

10-^ 

tO- 9 


ó 0,1 m 

— 0,01 m 

— 0,001 m 

— 0,000 001 m 

— 0,000 000 OOt m 


, <)-i* _ 0,000 000 000 1 m 


Numeración de los números que expresan unidades de 

longitud. — Las unidades de longitud aumentan o disminuyen de 
10 en H) ( es decir, que se ajustan a ia numeración decimal; basta, 
¡tin% una cifra para expresar unidades de diferentes órdenes. Los núme- 
mu que expresan longitudes se leen y se escriben como los números 
enteros y decimales. 

Medidas marinas. — En geografía y en ta marina se utilizan: 

1 J La milla marina, que es la longitud media del minuto sexagesimal 

40 000 000 

d« meridiano, y que vale-“ T o sea 1 0Ti2 m (la muía marina 

360 X 60 


inglesa vale 1 855 m)¿ 

2 11 La l^gua aníigua o 25 a parte de un grado de meridiano. Como la 

lOOÜOOOO 

longitud de un grado de meridiano es —-——- — 111111,111 m, 


la legua antigua vale, por lo tanto. 


360 

111 111,11 m 

25 


— 4 444,444 m; 


3 kí La legua rnarifta, o 20 a parle de un grado de meridiano, su Ion* 

111 111,11 m 

gil ud es - 


20 


5 555,55 m.; 

l 


4" Ll nuda marino (1) que es la 


120 


de la milla marina. 


ll} NI nudo es la unidad que se utiliza para indicar la velo- 
u|dad de los iiiivíos y el nombre recuerda la forma en que en 
iitnix ó pocas so media dicha velocidad con la corredera. En e íce¬ 
lo, rntr apornto estaba primitivamente constituido por una línea 
corred era. cu la que se hacían nudos para señalar las distan¬ 
cio^ y n <‘uyn extremidad llevaba una pequeña pieza triangular 


IIcpresenta la longitud de medio segundo de meridiano, puesto qu© 

1 852 

tu milla marina es la longitud de un minuto, y su valor es —- - = 

ib V 

■i 15,43 m; 

b H Li* Itnua, que vale 5 pies ó 1,624 ni. La braza inglesa (fathom) 
vii le i 82*1 m; 

ir Kl infrie de las cartas marítimas , que vale 12 nudos marinos, o sea 
1IIS. ' til j:i cable de V20 brazas vale 194,88 m. 

íltr.i» medid*» de longitud* — En física, se emplean: 
i I I tuadninte (diario del meridiano terrestre) que vale 1Ü 7 Jn; 
l l un r.'tnrm w que vale una diez- 

>.idl. lililí Ir mil [metro, o sea 10^ ltJ 

iiii't i mi, v *.nlb.íi para la medida de 

I . litnjUI mbiR i Ir Otilia, 

i m * Íím di'ium iiiH niocmcfl, que apa^ 
i. .. n .M ii ti i niMHii tn, nr ¡ utilizan en 

i h ■««Nit ' niH ni* 

V' M «pin l H , que cíi ct trayecto que 

i i iin Iii Iim din ,miíi un ano, 
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Metro de cinto 


Medidas de superficie 

La unidad principal de superficie es el metro cuadrado, que es la 

superficie de un cuadrado que tiene 1 metro de la du¬ 


de modera, que arrojada al agua señalaba, aproximadamente, 
el lugar de caída mientras el barco se alejaba; entonces se 
contaba el número de nudos que pasaba por la mano del ope¬ 
rador durante 30 segundos. 

Si en medio minuto pasaba mi nudo, en un mimito pasarían 
dos, y en una hora 120, es decir, una milla marina. No obstante, 
suele tenerse en cuenta el arrastre de la corredera por la línea, 
SI se dice que un navio hace 25 nudos, equivale a decir que 
recorre 25 millas marinas por hora- En realidad, el nudo es 
una unidad de velocidad. 

En la actualidad se utiliza la corredera de hélice, que permite 
la lectura directa, sobre un cuadrante, del numero de millas 
recorridas, pero la velocidad se estima más frecuentemente por 
el número de revoluciones de la hélice. 
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Múltiplos y submúltiplos del metro cuadrado: 


Nombres 

Símbolos 

Valores 


(Si 

o 1 

" Kilómetro cuadrado *.* 

Km 3 

í 000 000 m 3 


Tí ' 
= 1 

H retóme tro 


llm 2 

10 000 m* 


- 

^ Decámetro 


Dm 2 

i 00 m* 


fd 

[/i 

Metro 

$ 

m* 

i m= 

¿3 

o 

*3. i 

r Decímetro 

» -s * 

dm 3 

0,01 m* 


í 

.1 —4 i 

Centímetro 

& 

cm s 

0,000 1 m ! 







s 

Milímetro 


mm 3 

0,000 001 m 2 


Ninguna de estas medidas es efectiva; las longitudes se miden y las 
superficies se calculan. 

Cada unidad de superficie equivale a 100 unidades inmediatamente 
inferiores. 

Pur ejemplo, un decámetro cuadrado vale 100 m a . 

En efecto, si se considera un cuadra¬ 
do que tenga 10 ni de lado, se verá 
inmediatamente que puede dividírsele 
~ erí loo m 3 ; para ello basta dividir los 

lados en 10 partes iguales y unir por 

-r-1 rectas paralelas los puntos de división 

—--correspondientes (/¿g. 17), 

—-- Numeración de los números 

que expresan las unidades de 

--- superficie* —- Como las unidades de 

] ————— superficie aumentan d disminuyen de 

3 5 G 7 8 3 10 100 en 100, se requieren dos cifras 

para representar las unidades de cada 
Fin* ^7 orden. Así, el número 3 Dm 2 , 25 m 2 , 

4 <lm 2 , 35 nim 2 , se escribe, tomando el 
metro cuadrado por unidad: 325,041)035 metros cuadrados. 

Inversamente, el número 3005,45034 m +i se lee: 30 Dm 2 , 5 m 2 , 
45 din 2 , 3 i;ni“ 40 mm a . 

Medidas de superficie o medidas agrarias.— Para evaluar 

la superficie de los terrenos se designan por nombres especiales ciertas 
unidades de superficie. 


4 

! 9 

i 

I 


E¡ 

T3 


il 


5 
7 
G 
£ 
4- 
3 
t 

P 

i _ 


>'"L 


Nombres 

*SÍ M BOLO S 

Valores 

Hectárea -■* * * * *** *.+ ♦* + 
Aren * ■. *. * ... ... .. * * * + 

lia 

a 

ca 

1 Hra* ó 100 a 

I Dm- — 100 m- 
1 m- •— 0,01 a 

Cent iAren ... .. 



Estas unidades aumentan o disminuyen de 100 en 100, 

Medidas de volumen 

La unidad principal de volumen es el metro cúbico, que en un cubo 
cuya arista tiene un metro de longitud* 

Múltiplos y submúltiplos del metro cúbico* 


Nombres 

Símbolos 

Valores 

M últiplo 

| Kilómetro 
Metro 

cúbico 

Km 3 

1 000 000 000 m» 


% 

m a 

1 m» 


f Decímetro 

» 

dm 3 

0,001 m’ 

Sub- 

múltiplos 

* Centímetro 


cm 3 

0,000 001 m* 


' Milímetro 

* 

nim 3 

0,000 000 001 m 5 


Ninguna de estas medidas es efectiva* 

Cada unidad de volumen vale l 000 veces la unidad inmediatamente 
inferior . 

Por ejemplo, l m 3 vale 1 000 dm 3 * En efecto, cada cara del metro 
cubico vale 1 m 2 ú 100 din 2 . Sobre cada decímetro cuadrado se puede 
colocar un decímetro cúbico, formándose así una capa de i (JO dm 3 y 
para formar el metro cubico pueden sobreponerse 10 capas idénticas. 
Por consiguiente, contendrá 1 000 dm 3 (jig. 18), 

Numeración de (os números que expresan unidades de 
Volumen* —Como las unidades cúbicas aumentan o disminuyen de 
1 000 en 1 000, son necesarias tres cifras para expresar el número de 
las unidades de cada orden. 

Así, el número 45 m 3 , 24 dm 3 , 532 cm 3 se escribe, tomando como 
unidad el metro cúbico: 45,024 532 ni 3 * 

Inversamente, el número 324,004 028 35 m 3 se leer 324 m 3 , 4 dm 3 , 
28 cm 3 , 350 nmv\ 

Cubicación de maderas. —- Para !a cubicación de maderas se 
designan con nombres especiales ciertas unidades de volumen. 

El estéreo, que se emplea en los bosques se compono de un estribo 
horizontal A y de cuatro montantes verticales C, sostenidos por apoyos 


o traviesas B, cuyas bases distan un metro de las de los montantes 
(fig. 19). Si los troncos tienen un metro de longitud, bastará con for¬ 
mar un montón de 1 m de altura entre los montantes para obtener un 
estéreo* Si su longitud es mayor o menor que un metro, podrá calcu¬ 
larse fácilmente la altura que deberá tener un montón para obtener un 
estéreo. El estéreo se designa por sí. 

Por ejemplo, si la longitud de los troncos es 1,20 se tendrá: 

Superficie del montón en ía base =■ 1,20 X 1 = 1,20 in 2 , 

1 

La altura x será: x — --- ^ 0,833 m, 

L20 




Fig. 19 


Numeración de tos números que expresan unidades de 

cubicación: —Las unidades de cubicación aumentan o disminuyen 
de 10 en 10, por lo que bastará una sola cifra para representar las 
unidades de cada orden, y los números correspondientes se escribirán 
como los decimales. 

Observación. Se pasa fácilmente de las unidades cúbicas a las de 
cubicación de maderas, c inversamente* Así, 1 m 3 vale 1 estéreo. 


Medidas de capacidad para los líquidos y cereales. Unidad 
principal. — La unidad principal de las medidas de capacidad es 
el litro. 

El litro es el volumen que ocupa una masa de agua pura a la den * 
sidad de 4 o centígrados , a 760 mm w de presión y que pese 1 kg. 

El litro equivale exactamente a 1,000 028 dm 3 . Antiguamente corres* 
pondía exactamente al decímetro cúbico y, por consiguiente, dependía 
de la longitud del metro. 



Múltiplos y submúltiplos del litro 


Nombres 

Símbolos 

Valores 

Múltiplos ■ 

Hectolitro ... ... ... 

■ Decalitro ... 

ID 

DI 

100 1 

10 1 



Litro ..* ... *»* 

1 

1 1 



f Decilitro ... *.. *.* 

di 

0,1 

1 

Sub- 

1 Centilitro ... .*■ 

el 

0,01 

1 

múltiplos 

l Mililitro .. 

mi 

0,001 

i 


[Mierolitro (des.) .** 

A 

0,000 001 

1 


Instrumentos de medida. —Se han construido en forma cilindri¬ 
ca todas las medidas de capacidad, desde el centilitro basta el hecto¬ 
litro, así como la mitad y el doble de cada una de ellas. Sus formas 
y la materia de que están formadas difieren según el uso a que se 
destinen (v* fie-h 



Las once medidas de madera 


Numeración de los números que expresan unidades de 
capacidad. — Las unidades de capacidad aumentan y disminuyen de 
10 en 10, y por consiguiente bastará una cifra para expresar las unida- 
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drhi de los diferentes órdenes, escribiéndose los números correspond ion¬ 
ios como Ins números décima les* 

Diiskhv aciones* I o Se pasa fáci l mente de las unidades de cupariditi] u 
Inn de volumen c inversamente* 


doble litio 



i ni® vale 1 ÜIW dni® ó 1 000 l ó 10 lil 
i di vale 0,1 ó 0,1 dm® ó 100 om*. 

(,tin difermilnH unldade» de volumen n hh>9Ii .Iftn 1 11 - • 1 * ■ i 1 * - ■ 

ii I ii gil lente i mid rn : 


rn 1 # m d|f|* m • un 1 * * im»" 




l\* Se utilizan cada vce más aparatos automáticos de medida: por 
ejemplo, la h bombas de gasolina y las de aceite, que son comprobadas 
pm los servicios de verificación de pesos y medidas. 

Medidas de ángulos 

jjt unidad principal de medida de ángulos es el ángulo recto (R}< 
que es ct ángulo formado por dos rectas que se cortan según ángulos 
adyacentes iguales* 


Submúltiplos del ángulo recto 


Nom tures 


Grado *.. « 

I Irrigrado 
Cent ¡grado 
Mili grado . 


(irado (1) *.* * 


Minuto (de ángulo) * 


Segundo (de ángulo) 


SÍMHOl.US 


fír 

dgr 

egr 

nigr 


Vai^ouks 


0,01 
0,001 
0,000 1 
4CCI0C 01 


n 

H 

H 

H 


1 

— R 
90 


1 

60 

1 

00 


o 


(1) El símbolo o se empica cuando la naturaleza de la 
unidad considerada no ofrece dudas, principalmente cuando 
el ángulo en cuestión contiene también minutos* 


El kilogramo es la masa del prototipo internacional de platino iri¬ 
diado que sancionó la Con lerenda General de Pesos y Medidas que 
se velehn* en París en IHH9 y que fue depositado en el pabellón de 
Iheteuil, en Scures. En la práctica, se utilizan copias verificadas de 

r|||r pailón* 

I I |itnh>iipn ilcl kilogramo patrón tiene la forma de un cilindro 

i i < ii I tur ii igual rit diámetro. 

S i m.i ,:i ild k i lo gramo patrón excede 27 miligramos aproximadamente 

n I .i il.. ni 11 > rt ri i cubico de agua destilada a la temperatura de 4 o C t 

|n * ji'IH ni v\ vacio, u la latitud de París y al nivel del mar* Puede, 

i n. d* di ho que l,ii masa de un litro de agua lomada u 4 a C, que 

• h .« In nnllroit iimd.nl dr mana, es aproximadamente un kilogramo* 
i i IIIIIiMUti, unidad «b masa dependía de la longitud del metro* mientras 
qtlí% a i di I i 1 1 1 1 1 ’ i. ya no tlrpriidc de ella* 



MI K ;j 

w.v.r *' JJA 


Las diez inasas de bronce 


¡:uKt| ni 


v iiilniiiiltlptoi di I kllo^rntno y del grumo 


1 SImMIMUI w 

Im liO muí 

V a i .mm kü 

1 M lia 1 • 11 1 i i" 1 H i 1 1 b 11 f 11 

1 iii 

1 

(109 Utf 



Ipil Mi id mi U 1 * " 

Óm 


1(19 lig 

0,001 

t 

b tliqit iiMHi » , . . - » 

M 

1 

1199 1 1 o 

11 M 1 >l|l,l MM1M 

Mg 


II.. — 

9,1 

kg 

1 11 t i»gi timo 

llg 


10 K 

0*01 

kg 

Mi m im> l 'J) 

I* 


1 g 

9 011 1 

kg 

1 11 i t ■ t im lil 

d|t 


9,1 

g 


i i lili ll 1 H lllll I 

eg 


41,0 ] 

K 


M11 Lo ihiii ' i 

«Mg 


0,90 ( 

g 


Mli m qp m mi» 1 * 1 itluaun Vi*) 

y o 


9.999 991 g 


Ijullnh' ( H mi i.i «i. 

ft 


2 dg 



1 1 1 Mu 4,r dil ni N Ir mu M 

, T S♦ i unidud 

|H tur i pii L, 


1 Itj hii lil < í r*l mi ti trina 1* 

(í, S. 





| I.i «| 1 1 É J 11 1 v k * unid ni I 

de musa psifu 1 

11-- pU*di 

'lis precio 


tina llene mi valor que varia según los países. Loh diaman¬ 
tan se pesaban por onzas, y cada una valía 29,502 g; esta 
onza ae dividía en HA quilates» y cada quilate en I gramos. 
El quilate equivale» pues» a 0,205 5 g» Hoy se utiliza el 
(jnilaie métrico, que equivale a 2 dg. 


Numeración de los números que expresan las unidades de 
masa- —Las unidades de musa aumentan o disminuyen de 10 cu 10, 
por lo que basta 


con una cifra para 
expresar las unida- .1 Kg 
des de los diferen¬ 
tes órdenes, escri¬ 
biéndose ios núme¬ 
ros cor respondientes 
como los números 
enteros o decimales* 



Los nueve recipientes 
trun en númieos de cobre 


IDOfjr 


sir 


Ó $ '3' s f f v 


Los pesos se utilizan en las balanzas. En las básculas al 


10 


la masa 


que hay que medir es 10 veces mayor que la de bis “pesos del platillo"* 
Actualmente se utilizan mucho las balanzas de cuadrante o de cursor, 
en las que se lee la masa que se pesa. 



2 Oka 

Las catorce masas de latón 

5kcj 


Las nueve masas en láminas 



üusehvACION. Dado un ángulo cuya medida se ha expresado en gra¬ 
dos sexagesimales, por ejemplo, si se quiere expresar esa medida en 
grullos centesimales bastaré con recordar que 90 a valen 100 g. 

Unidades de masa (1) 

La unidad principal de masa es el kilogramo. 


(1) No debe confundirse el peso de vm cuerpo con su masa ; 
la musa de un cuerpo es la cantidad de materia de que está 
constituido, mientras que el peso es una propiedad de la ma¬ 
teria* La masa es nna magnitud rigurosamente fija, mientras 
que el peso varía con la latitud y altura del lugar* La masa 
<ic un cuerpo se determina por medio de la balanza (\\ Gha- 
vüdad, t. VI, p* 11). 





































































































































Unidades de tiempo 


La unidad principal de tiempo es el segundo* que es la 


1 

86 400 


parte del día solar medio (1)* 

El segundo es la base y la unidad principal en los sistemas M. I\ S., 
C. G. S. y Gcorgi. 


Múltiplos del segundo 


Nombres 

SíMBOLOS 

Valores 

Día ... ..* ... ... .■ - 

d 

Kti 400 S 

Hora ... ... 

h 

3 600 s 

Minuto _ ... 

ni n o ni 

CU s 

Segundo -#* «.. ... 

s 

1 S 


El símbolo m puede emplearse cuando no se preste a am¬ 
bigüedades; por ejemplo, cuando el tiempo se lia expresado 
no sólo en minutos, sino también en horas y segundos. 


Otras unidades de tiempo. “También se emplean: 

V La semana f que dura 7 días; 

2 o El mes p cuya duración se ha fijado según la siguiente tabla 


Enero 

31 días 

Julio 

31 días 

Febrero 

28 ó 29 d. 

Agosto 

31 días 

Marzo 

31 días 

Septiembre 

30 días 

Abril 

30 días 

Octubre 

31 días 

Mayo 

3 i días 

Noviembre 

30 días 

Junio 

30 días 

Diciembre 

31 días 


3* El ano (2) [ano cini/J, cuya duración es de 365 días, que es el 
tiempo que tarda la tierra, aproximadamente, para efectuar su movi¬ 
miento de traslación alrededor del sol; 

4“ El siglo i que dura 100 años. 


Sistemas monetarios 


Se llama sistema monetario* en cada país, el conjunto de los dife¬ 
rentes tipos de sus monedas que satisfacen determinadas condiciones 
de valor, ley, peso, talla, diámetro, etc. 

En España la unidad legal de moneda es la peseta. 

Además de las monedas, también existe el papel moneda, que con¬ 
siste en billetes emitidos al portador por el Banco que tenga el pri¬ 
vilegio exclusivo de esa emisión. 

Unidades monetarias actuales 


Afganistán ... ... . 

Albania ... ... ... ... ... 

Alemania. ... ... ... ... 

Argentina ... ... ... ... ... ... 

Australia.. ... ... ... ... ... 

Austria ... ... .. ... ... 

Bélgica ... ... ... ... 

Bou vi a ... .. ... .. 

Brasil ... ... ... ... .. 

Bulgaria ... ... ... .. 

Can apa .. ... ... ... ... 

Colombia. ... 

Costa Rica ... ... ... ... ... 

( iüUA <. • ... +-. ... ... ... ... #*. 

Checoslovaquia. ... ... 

Chile. ••• ... ... ... 

China *..... 

Dinamarca ... .. ... 

Dominicana ... .. ... ... ... 

Ecuador ... ... . ... ... 

Egipto ... .... . 

El Salvador ... ... ... ... ... 


Afgaiii “10 0 pul. 

Franco = t 0 0 quintar. 
Marco = 10 0 pfenig. 

Peso = 10 0 centavos. 

Libra (como la inglesa), 
Schelling = 1 0 O gioschen. 

Franco = 10 0 céntimos. 
Boliviano = 10 0 centavos. 
Cruzeiro = 100 centavos. 
Lev = 100 stotinki. 

Dólar = 1 0 0 céntimos. 

Peso = 10 0 centavos. 

Colón = 1 0 0 céntimos. 
Peso = 10 0 centavos. 
Corona = 10 0 héller, 
Escudo = í 0 0 centavos. 
Dólar = 1 0 0 cents. 

Corona = 10 0 oere. 

Peso = 10 0 centavos, 

Sucre = 1 0 0 centavos. 
Libra egipcia. 

Colón = 10 0 centavos. 


(1) EL día solar verdadero es el tiempo que transcurre entre 
dos pasos superiores consecutivos del Sol por el meridiano. 
Como este día no es constante, no se puede emplear como uni¬ 
dad de medida del tiempo y se toma como tal el din solar 
medio, que es el promedio anual de las duraciones de los días 
solares verdaderos, 

(2) La duración exacta del año es de 365 ti, 5 h, 48 m, 47 s 
1/10; para compensar el error que se comete tomando el año 
de 365 d, se añude un dia al mes de febrero cada 4 años ( año 
bíMesto). Sin embargo* este día añadido cada 4 años sería 
superior a la duración real, ya que el año no excede de 365 
días en más de 6 horas. Lo que se añade de más corresponde 
sensiblemente a 3 días en 4 siglos y se compensa no consi¬ 
derando como bisiestos, en los años que marcan los siglos, 
más que aquellos cuya milésima es un múltiplo de 4; así, 
el año 2000 será bisiesto, pero no to fueron 1700* 1800 ni 1000, 


España ... ... ... .. Peseta = 1 0 0 céntimos, 

Estados Unidos . Dólar = 10 0 cents. 

Filipinas .. ,. ... Dólar. 

Finlandia ,. ... ... ... Mnrkka = 10 0 pon lúa. 

Francia ... ... ... ... ... ... ... Franco = 100 céntimos, 

Gran Bretaña ... ... .. Libra = 20 chelines. 

Grecia ... ... ... ... ... Dracma — 10 0 lepta. 

Guatemala ... ... .. ... ... Quetzal = 10 0 centavos. 

Haití ... . ... ... Gourde — 1 0 0 céntimos. 

Holanda . ... Gulden — 10 0 cents. 

Honduras . ... ,,, ... Lempira — 10 0 centavos. 

Hungría .... ... Forird = 100 filier. 

India *.. ... ... . Bupía = 16 annas. 

Irán ... ... ... ... ... ... ... ... Hial. 

Israel . ... ... ... ,,, ... Libra. 

Italia ... ... .. l(( Lira = 10 0 céntimos. 

Japón . ... Ven = t 0 0 sen, 

México ... ... ... ... ... Peso = 10 0 centavos. 

Nicaragua . Córdoba ~ 10 0 centavos. 

Noruega .. ... . Corona = 10 0 oere. 

Panamá ... ... ... .. ... .... Balboa = 1 0 0 centavos. 

Paraguay ... ... ,,, .. ... ... Guaraní — 1 0 0 centavos. 

Perú ... ... ... ... ... ... Sol = 1 0 0 centavos, 

Polonia ... ... ... Zioty — 1 tí 0 grosz, 

Portugal ... ... ... ... . Escudo = 100 centavos. 

Human i a ... .. ... Leu = 1 D ü banL 

Suecia ... ..,. ... ... ... ... Corona -IDO oere. 

Suiza .* ... . Franco = 100 céntimos, 

Tailandia . Bíiht = 1 0 0 satán y. 

Turquía ... .. ... Libra — 100 piastras. 

U. B. S. S. ... .. Huido = 10 0 kopeks. 

Uruguay ... ... .. ... ... ... Peso = 10 0 centesimos. 

Venezuela ... ... ... ... Bolívar = 10 0 céntimos. 

Yugoslavia ... ... ... Diñar — 10 0 paras. 


Sistema inglés de medidas 


Como en Inglaterra no se ha adoptado todavía el sistema métrico 
decimal, indicamos a continuación las unidades más corrientes actual¬ 
mente en uso en el Reino Unido y en la Commonwcalth. 


Medidas de longitud. 





Equivalencia mefricíi 

1 Inch 


2,54 cm 

1 Foot 


30,48 cm 

1 Yard 


91,44 cm 

1 Pole 


5,21) m 

1 Furlong 


201,16 ni 

1 Mile 


l 609,35 m 

1 Nautical milc 

1 «61,05 m 

Medidas de superficie. 


1 Acre 


40,47 áreas 

1 Sepia re mile 


2,59 km a 

Medidas cúbicas. 



1 Regiater ton 

2,83 m 3 . 

Medidas de capacidad. 


1 Pinl 


0,56 1 

1 Quari 

2 Finís 

1,13 1 

1 Gallón 

4 Quarts 

4,54 1 

Medidas de peso. 



1 Ounce 


28,35 g 

1 Poiind 

16 0*. 

453,59 g 

1 Stone 

14 Ibs, 

6,35 kg 

1 Short 

100 Pounds 

45,35 kg 

1 Long 

\ 12 Pounds 

50,80 kg 

1 ShorL ton 

2 000 Pounds 

907,185 kg 

Medidas monetarias 



I Sovcreign o Pound 


“sterling 11 

20 stiillinga 


1 ShiHíng 

12 pe n iq ues 


1 Penny 






































































Proporcionalidad numérica 


Comparación de números y de magnitud* 1 *, 
porción geométrica. Serie ele razones i goal es. 


Hfi/.mi nrlt méllen. Iln/ón geométrica. Proporción aritmética. Pro^ 

Magnitudes proporcionales. — Regla de tres: Regla de tres sim¬ 


ple. Regla de tres simple directa. Regla di* tren 
proporcionales. Regla de compañía, — Regina de 
rápido del interés. Cálenlo rápido drl minimi de 
Gálculn del valor nominaI. Cálculo del luido 
racional o matemático. Fórmula del dra* ionio 
aligación (mezclas) y aleaciones! 

Determinación de la ley de mm 


ni mide Inverna. Regla <ic tres compuesta, — Repartimientos 
mUrrtni Interés r Imple. Fórmula del interés simple* Cálculo 
días. liftftóiientO! Descuento comercial. Cálculo del descuento, 
pío liento drt descuento. Cálculo del vencimiento. Descuento 
ih iimai Vineindetito común. Vencimiento medio. Regla de 
Mt'jvtti.y lirglii di lili kIhii directa. Regia de aligación inversa. Aleaciones , 
iitenrhui I"rirniH elón d< oír tales «pie entran en una aleación. Afinación 

de nuil nI* ni lón 


Comparación do números y do maguí tuclon. n.. r * ■ < 

emmtitiitivji de varios numcroH *i mu | ■ 111 1 m «I e ■. Imiinigrneii" »> l MI 

Nimi.L espontánea meuto a iiIicnIni cnlrudimn nlu Si F ■ none. 

■ oln litis, [indeiriOH eom|ia rliiH n rrlm .Mniit.Ir 1 " 1 1 

|,i' opei.iciiHiCh ele suma, icMii, ititill ijilii i* imi " -ó 1 1 ,r< 1 ■" "l 1 1 
m niiüi alien lí 'lolamrotn hi rumpai m huí |imi 1 i 1 .. . 11 di y 1,11 

Hn/óll arUlnÓtlUll. ..N ..« o ||mh ||M« 

iniíi.i (it* tíos números t ' *¡ t * \ti ti it*(' < r !• i tílhtt p*N kmI hM i too, 

i tm objet ii i ti* p<t el tatttteto de rn< * ■/*< * un.> Je cf/oi * nott» •<> ni 
of t o, 

[ i im/ún it i ti lili té 'ii ruin i|.. .. . ... f* » miH ...*' 

i|iir \n * 1 1 1 * 1 1 111 i • i i I11 r o M Mil 1 <«■ • > ) • <» 11 < t«» "t 1 . I'* l M| 1 

t ||, 11 1 .1 I hlllll , i ll ■' p ■ n--«r ill* 11 M' » ’I'I'M tidudlou i|i H. ÚUl 

•ii i ni ni n|i mi ni I m mi*.I m k i ■ m di d Ip i - m I h \ i . n , i, * 

n v -\ lo v i 

A l[ pi i mi -i i Uimlnn tli» Un mmiiii nllni'1!' ' 1 1 M .p*f. i ► ,trn i, t 

il I #u |i li m .o . ■ • I# mO i . lid* i ■ mi i i* i ii i' r| 1 ii * 4 Mili i i 1 1 nn H i ,i 

(00 ii i-nnRiñ ' I jmpnidii - I Mil ' ' dnflp il .. MlidiO ll Mil 

- • r n i 'i. V i##íP*di. í ■ I (lihi n (Hit IlO .. ÍipO eMiidnil eli 

|n 11 ii 11 * i ii |m i |i , pin i i i \\ .mliMiiliil.i -l i|Oi - r MI |l I o r* |>*i i Ji 

IlldkMtl ]h o|m ...I* mínllqilU o I|m< h * -o i 11 m mi A rfüLioJ 3 

1 1 ll i mi I*. ipo i n* m |n 

Puní i mu n t UNliAiv.. A l'i'i niniie ti ititlméllniM pueden ripli- 

mivi pulía í I ii • i ¡m H ji ierltilen 111 !>■ me Ir.. di d<m mmimofl; puede, 

11m i I** immP', t il.Win* tu ... pnipo ilfid tiMiihiiiie m luí Una razón 

uMiiridini ntt u ttlhra u * mem n r*\tti un mima numero a tas dos 

t ,'f riiifpn *t* ili4 ha i u on, 

n * b (a \ n) * (b i ii), 

itu/ón KOOtviótrlOR.- Dkfinmíón. Razón geométrica o por co¬ 
cí rute i/r /frh nú turros im e¿ t estillado de compararlos por división, a 
ví a un tra er número multiplicado por el segundo nos da el 

primero, 

Al primer término de la razón se le llama antecedente 7 al segundo 
t iuarntrntr y a «ti cociente razón geométrica , Así, la razón entre ,ió 

36 a 

y Ú será - — 4 t o también 36 t 9 — 4, En general, ——■ — c, 

9 b 

Leí razón geométrica de dos números no es más que una división 
generalizada, que ofrece la particularidad de que existen infinitos pares 
de numeras que tienen una misma razón. Estos números pueden fácil* 
monto determinarse atendiendo a las propiedades de la división, puesto 
que una razón geométrica no es más que una división generalizada. 
Podremos, pues, enunciar la siguiente 

PuonroAU FUNDAMENTAL. Una razón geométrica no se altera cuando 
se multiplican o se dividen sus do s términos por un mismo número. 

Simbólicamente : 

a : b = (a * n) : (b * n). 
a:b = {a;n):(b:n). 

Proporción aritmética.— Se llama proporción aritmética a la 

igualdad de dos razones aritméticas. 

Por ejemplo, 

9 ™ 3 = 8 — 2, 

o también 

9 ” 3 : 8*2, 

que se lee: nueve es a tres como ocho es a dos. 

Toda proporción consta, pues, de cuatro términos, llamándose férmt- 
nos extremos al antecedente de la primera razón y al consecuente de 
la segunda, y términos medios al consecuente de la primera razón y al 
antecedente de la segunda* Cuando en tina equidiferencia o proporción 
aritmética los dos términos medios son iguales, la proporción o equidife¬ 
rencia se llama continua* 

FRoí 1 ]EDAD fundamental. En toda proporción aritmética lo suma de 
los términos extremos es igual a la suma de los términos medios , 

En efecto: a — b = c — d. Si añadimos a los dos miembros de la 
igualdad b -f d, se tendrá: 

a " b + b + d = c — d + b + d* 

es decir* 

a + d — c + b. 


Proporción geométrica» — Definición. Se llama proporción geo¬ 
métrica, o simplemente proporción , la igualdad de dos razones geomé¬ 
tricas. 


Así, 


12 


1 i ..i 11 [i i cnc 11 1 ¡i i.i mbién de la si guien le forma: 3 : 4 f4 

I Ifi |íi mil míim ui |.t iicmiI, uní pmpnrción cualquiera se repre- 
nr 111 «i pin I • l| n.» Idud 


n <1 ti i d, ipu un lee: n ch ji h como c es n d * 

h it 

I * ..oh ii h, ' d v -ion Ion iuiiImi trrmuifis fie la pnifJOt- 

«niii, i* y d m ihuiMiiiin i n > i/foiici v h v * tnedim F*1 cuarto termino 

<l> ntiti 1111 11 ■ iiiii ■ .. . propon, mui u/ dr hotras tres. 

i II. |iu i*||n*r i ion I HNf i nuil npiilbi ruymi meditm non iguales; cJ 

i. mm mu mido* mi II ni . . i tufillo /u apttft tunal i y ello !q 11 te r¿i de 

ío* i || 11 iiiiiil, i i n i c it pfvpotn mal 

4 u 

Ai*i , íi os tu media ¡i i iipoicimuiI cnire 4 y 9, De una 

i» '» 

i4i.ini ri |xfiH i.i], ... pinimiciomil entre don nuincroa « y ó es el 

númrm i * lid qun 

a x 

ridir t míAD fundamental. En toda proporción w el producto de los ex¬ 
tremos es igual al producto de los medios y, reciprocamente* si cuatro 
números « ( b, c y d, son tales que ad = be, estos cuatro números 
forman una proporción . 

a c 

Sea la proporción — = — y multipliquemos los dos términos de la 

ó d 

primera razón por d y y los dos términos de la segunda por b; se tendrá 

ad be 

-—— = -es decir ad — be. 

hd bd 

Rara demostrar el recíproco, dividamos los dos miembros de la igual- 
dad ad — be por el producto bd * Se tendrá 

a c 

~ ~~ ¡T 

Consecuenceas* 1" Para verificar si cuatro números foi tnan una pro- 
porción, bastará con verificar que el producto de los extremos es igual 
al producto de los medios* 

2* En toda proporción puede alterarse el lugar de sus términos, for¬ 
mando otras proporciones, siempre que en cada una de éstas el pro* 
rjucto de los extremos sea igual al producto de los medios. 


a 


De la proporción -— 


podrán, pues, deducirse, otras siete: 


a b d c b de d ó a c a d ^ b 

' — ™ : ■“ ~ i ■ = ■ ■ t ~ i . ~ " » “ ~¡ i - 

c d b a a c a b d c d o c a 

Ejercicios* I o Calcular la cuarta proporcional a los números 3 S 4 , J5 P 

3 15 

tal que — — ■■■ 

4 JT 

15 x 4 

Se tendrá inmediatamente: 3 x — 15 x 4, de donde x = -——- — 20, 


2 o Calcular la media proporcional entre 4 y 9, 

4 

Sea x el número buscado; deberá tenerse - 

x 


x 2 = .36 y x = 6, 


—, de donde 
9 


Serie de razones iguales. — En toda serie de razones iguales* la 
suma de antecedentes es a la de consecuentes como un antecedente es 
a su consecuente * 

Consideremos la serie de razones iguales 

abe 

f \ r f 

a b c 

Sea q el valor común de estas razones; se tendrá 

a = d q . 
b ~ b' q , 
c — c q. 

Sumando miembro a miembro estas igualdades, se tendrá, 

a + b + c = (d + h' +c / ) q * 

o dividiendo ambos miembros por u * + b' + c : 

a + b + c 


3 

4 


16 


d + b* -I- c' 


= 'b 
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ARITMETICA Y ÁLGEBRA 


tí + b -— c 

De la misma furnia so demostraría que las rabones -— , — ? 

a + b— c 

a — h + c 

-etc., son ¡guales a cada una de las razones propuestas. 

i¿ -—* ¿ + c 


Magnitudes proporcionales 

Definiciones. Se llama razón entre dos magnitudes homogéneas A 
y l.i íd ntímeru que expresa la medida de A cuando se toma B como 

unidad. 

A 

La razón entre ambas magnitudes se representa por —“—. Para 

B 

calcular esta razón, debe tenerse en cuenta que es igual a la razón 
ele los nlimeros que expresan sus medidas, siempre que estas medi¬ 
das se hayan efectuado con la misma unidad. 

Dadas dos magnitudes A y B ( entre las cuales existe una relación 
tal que a cada medida de A corresponde una medida de B, se dice 
que las dan magnitudes son directamente proporcionales, si se verifica 

« a a i - " i .-i s 

oue -—— = ——- — —-—- , siendo a t a a ... una sene de medidas 

b tí h" 

de A y b, tí h' ... la serie de medidas correspondientes de li. 

En las ciencias se encuentran numerosos ejemplos de magnitudes 
directamente proporcionales; en un mismo círculo o en círculos 'guales, 
los ángulos en el centro y los arcos que ellos interceptan son magni¬ 
tudes proporcionales; las áreas de dos triángulos de igual base son 
proporciona les a sus alturas; la masa de una cantidad de agua pura 
y su volumen también son magnitudes directamente proporcionales, etc. 

Se dice que dos magnitudes variables son inversamente propor¬ 
cionales cuando la relación que existe entre ambas es tal que la 
razón de dos medidas cualesquiera de la primera es igual a la razón 
inversa de las dos medidas correspondientes de la segunda. 

Así, a temperatura constante, ios volúmenes ocupados por una misma 
masa gaseosa y las presiones que soporta esta masa .son inversamente 
proporcionales. 

Observaciones. 1“ Además de las magnitudes proporcionales que se 
derivan de las leyes matemáticas o físicas, existen magnitudes cuya 
proporcionalidad admitida es relativa; por ejemplo: 

Se admite que el trabajo que efectúan unos obreros es proporcional 
a su número; como los obreros no tienen todos la misma destreza, 
esta proporcionalidad es limitada, ya que, además, para ciertos \ raba- 
jos, el número de obreros que puede emplearse es 1 i mitad ti; no po¬ 
drían emplearse 60 obreros simultáneamente para excavar un foso de 
2 m de anchura y 4 de longitud, por ejemplo. 

Diremos también que el precio de una mercancía os proporcional a 
su masa, a pesar tle que en la práctica dicho precio es mayor cuando 
se compra ¿ti por menor que cuando se compra al por mayor, etc. 

2* Una magnitud puede estar relacionada con otras varias. Cuando 
se dice que es proporciona! a una de éstas, se admite que las restantes 
permanecen invariables. 

Así, el área de un rectángulo es proporcional a su longitud y a su 
anchura, es decir, que el área es proporcional a una cualquiera de 
estas dos dimensiones, cuando la otra es lija. 

3° Una magnitud ligada con otras varias puede ser d¡reclámenle 
proporcional a algunas de ellas c inversamente proporcional a las res¬ 
tantes. 

Así, el tiempo que tarda un móvil animado de un movimiento unifor¬ 
me para recorrer un espacio determinado es proporcional n la longitud 
del trayecto que tiene que recorrer, pero inversamente proporcional a 
su velocidad. 

Teorema, Cuando una magnitud variable es proporcional a otras varias, 
el número que la mide es proporcional td producto de los números que 
miden las restantes magnitudes. 

Supongamos, por ejemplo, que el numero de obreros necesarios para 
excavar un foso en un tiempo determinado sea proporcional a la lon¬ 
gitud, a la anchura y a la profundidad de dicho pozo. 

Sea n el número de obreros necesarios para excavar, en un tiempo 
determinado, un foso de longitud L, anchura / y profundidad p, y n 
el número de obreros que hacen falta para excavar durante el mismo 
tiempo otro foso de longitud L\ anchura t y profundidad p\ Se trata 

n L * l * p 

de demostrar que —— = -—-—r——. 

n L * l - p 

Para pasar de las dimensiones del primer foso a las de! segundo, 
pueden considerarse varios estados intermedios, tales que, al pasar de 
uno a otro, varíe una sola de las dimensiones» 

n obreros en uu cierto tiempo excavan un foso de longitud L, anchu¬ 
ra/y profundidad p. 

n\ obreros en el mismo tiempo excavan un foso de longitud L\ anchu¬ 
ra í y profundidad p. 

m obreros en el mismo tiempo excavan un foso de longitud 1/ anchu¬ 
ra r y profundidad p. 

n obreros en el mismo tiempo excavan un foso de longitud L\ anchu¬ 
ra V y profundidad p\ 

Se tendrá 

n L «i l m p 

" T , * ” “ V~ * T ~ 

n] L mi / n p 


Multipliquemos estas proporciones numéricas miembro a miembro, y 
se tendrá, después de simplificar: 

n L l /> 


Observación. Análogamente se demostraría que: 

1“ Si una magnitud variable es inversamente proporcional a otras 
varias, el numero que la mide es proporcional al producto de los inversos 
de los números que malea las restantes magnitudes. 

2 o Si una magnitud variable es di rectamente proporcional a ciertas 
magnitudes e inversamente proporcional a otras , el número que la mide 
es proporcional al producto de los números que miden las magnitudes 
proporcionales por las inversas de los que miden las magnitudes inver- 
-s um c nte prop arción al es. 


Regla de tres 


La regla de tres es el procedimiento aritmético general que se emplea 
para resolver problemas del tipo siguiente: 

Dada una magnitud A directa o inversamente prop ú reto mu a otras 
varías í.l s C, I), y canutillos las valores u, b, c, ti, de estas magnitudes 
en un estado determinado, calcular el valor que corresponde a A cuando 
las magnitudes 11, G y I) reciben nuevos valores b\ c\ d\ 

Cuando sólo se trata de dos magnitudes, se dire que la regla de tres 
es simple; en el caso contrario, se llama regía de tres compuesta. 


Regla de tres simple. —La regla de tres simple puede ser directa 
o inversa, según que las magnitudes de que se trate sean directa o inver¬ 
samente proporcionales. 

Sean a y b las medidas de las dos magnitudes A y B en un primer 
estado; llamemos x y ó" a los valores de las dos magnitudes A y B en 
un segundo estado, siendo x el valor desconocido de la magnitud A. 

Si las magnitudes son directamente p ropo reúma Jes a tendremos: 

x tí atí 

—— = -, de donde x = — . 

a b h 

Si las magnitudes son inversamente proporcionales, tendremos: 

X b ab 

- - - - = -——, de donde x = - 

« tí tí 


Regla de tres simple directa. — Problema. Con 38 kg de harina 
se hacen 57 leg de pan. ¿ Qué cantidad de harina sera necesaria para 
fabricar 42 kg de pan? 

I “ solución. Sea a el número de kilos de harina necesarios. La masa 
de harina y la masa de pan correspondiente son dos magnitudes direc¬ 
tamente proporcionales; se tendrá, pues; 

a 38 

~íT ~~ ^T + 

De donde .se deducé: 


42 x 38 

a = --- = 28 kg. 

57 

También puede emplearse el método llamado de reducción a la 
unidad. 

2 a solución* 

Para hacer 57 kg de pan se necesitan 38 kg tle harina. 

— I kg *— — kg — 

;s7 


38 x 42 

— 42 kg —■ ■—' —-— = 28 kg de harina. 

57 

Observación. Ei primer método es el más sencillo. El segundo mé¬ 
todo conduce además algunas veces a un razonamiento que conviene 
evitar. Así, por ejemplo, resolvamos el problema siguiente: 

Un sombrerero fia comprado 5 sombreros iguales par 900 plus. ¿Cuántos 
sombreros podrá comprar con 720 pías.? 

I er método. Sea a el número de sombreros comprados. Este numero 
es directamente proporcional al precio de compra: 

a S 5 X 720 

--- = -, de donde a — -— -- — 4 sombreros. 

720 900 900 


2 o Método de reducción n la unidad. 

Con 900 pías, el sombrerero compra 5 sombreros, 

5 


— 1 pía. 

— 720 ptas. 

Hemos encontrado td 

conduce a un absurdo; 
sombrero. 


900 * 

5 X 720 

- —— -=í 4 sombreros* 

90(3 

resultado exacto, pero td segundo razonamiento 

5 

con I pla +t td sombrerero comprara -- de 

900 


Regla de tres simple Inversa. —Problema» Con un barril pue¬ 
den llenarse 252 botellas dt 0,95 litros. ¿Cuántas botellas de OJO l po¬ 
drán llenarse con el mismo barril? 

0,95 l ... . .. 252 botellas 

0,70 i ..................... x — 
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U-M. -11 I * 11 im ri ... . ..* ' H mhmt Ion do* milatloi 

* .* w 

c 


I í# I ?ll í I « * i I í n 

1 l-n HihNiimt'iilr 

) a t bt 1 1 d « 


C 


] un*1 111 * 1*1 *0 * y pr r hiniif'i rii lijas, y h nv convierte en b* a 

11 ii 1 lili ü ni valm 1 v *<’ tendrá: 

X ti 


a 



\1 11 I 1 ¡pluando 

IimhIi ú, después 


ti 


a 



X 


miembro a miembro las cuatro razones obtenidas, se 
de simplificar: 



ó 


x 


ti C 

= Ü X — X —- x 
b c 



Pitón LEMA. 13 obreras* trabajando 6 horas al día, han construido en 
t días 420 metros de carretera, ¿Cuantos metros construirán 18 (thrtros 
trabajando en las mismas condiciones 7 horas al día durante 5 días, 
¡er método. 


( 13 obreros 6 horas 4 días 420 metros. 

| 18 — 7— 3 — x — 

1H 7 5 

Se tendrán: * - 420 X --X - X -= 848,07 m por defecto. 

13 6 4 

2° método, — Reducción a la unidad. 


13 

obreros 

que 

tra bajan 

6b 

al 

día 

hacen 

en 

4d 

............ 

420 

420 

m 


1 

obrero 

M 

ira baje 

6b 

tt 

n 

hará 

n 

4d 


13 














420 



i 

rr 

11 

it 

lh 

i* 

IT 

tt 

ft 

4d 


13 x 



i 










6 













420 



i 

ti 

n 

»t 

1 h 

Tt 

tf 

rr 

fi 

1<1 





JL 










13 

X 6 

X 

4 











420 x 

18 


18 

obreros 

tf 

trabajen 

lh 

ti 

11 

harán 

TI 

id 

13 

x 6 

X 

4 











420 

x 18 

X 

: 7 

18 

Ir 

Tt 

ti 

7h 

M 

tí 

»t 

11 

Id 

13 

x 6 

X 

4 











420 X 18 X 7 

X 5 

18 

Ti 

II 

ir 

7b 

ti 

ti 

» 

11 

Sd 




4 









13 

x 6 

X 











^ 848 

,07 m 

por de- 


feclo. 


Repartimientos proporcionales 

Definición. Dividir un número dado A en partes proporcionales a 
otros números a p b T c, d f es hallar cuatro números x, y T z* t, proporcio¬ 
nales a a t b f c y d, y cuya suma sea A, 

Se tendrá: 

x + y+ í + * = A 

% y z t 

a b c d 

Estas relaciones permiten calcular inmediatamente x, y t z y í* 

Poniendo como numerador la suma de los nutiieradores o su equi^ 
valente, y como denominador la suma de los denominadores, se tendrá; 

A 

a + b + c + d 


í|uc es igual a cada una de las razones (v, pág. 39); en particular se 
i rml i á: 

A 


x 

a 

1 >r ilnudr mc deduce: 

X = 

Iíiii.iI mentr h-> rcmlría: 

y m 


a + b + c + d 

A a 

a + b + c + d 

A6 

f¿ + h + C + d 
A c 


o 1 6 H c + d 
A d 


t - 


n \ b d r + d 

i Mii v /Viril dUdtlit un ni* antro cu partes proporcionales a atros 
m dtt iiir ¡utt lo Mima Jt <t el t tu irrite se multiplica por 

. tullí o m o di i di -1 

|*mimm i ma ii t i .. . <diiíifJn d* un puente ha costado 4&S48Q0 
pin* ittuiiduil ./rr. han i/.■ ti v t ¡»r oporcionalmcnte 

id mirvinra d< MIA i\\ n primer mntttctpia tiene Í2 1 K el segunda 
/O y el ten't'ta ÍW1, , Ou* ¡anulad debe pagar rada municipio? 


i 1 ib! 111mi tilín J tl> luí .i* 11 

doft: 



12* i ;:ift i 

.100 a íiS I 

habitantes» 

1.L I"' 1 mi)iiii ijiin pugaiá 

4 054 800 X 

)2‘l 

— 799 800 ptas. 

fifi 4 


|,1 'Ihi 

4 054 8110 X 

216 

— i 339 200 paas 

Cil ¿r - 

654 


El 3 or — 

4 í)54 800 X 

309 

= 1915 800 pías 

654 


2 Ü Dividir 6 480 pías, proporcionalmente 

a los 

2 3 

números —, —* y 

3 4 

Reduciendo las fracciones al 

común denominador, se tendrá: 

8 

9 10 



12 1 

12 y 12 




El reparto debe hacerse proporciona luiente a estas fracciones, o* lo 
(fue es equivalente, a sus numeradores B t 9 y 10. 

En efecto, si llamamos x, y y z a las tres parles, se tendrá: 


8 


12 


9 

12 


1Ü 


12 


Simplificando, quedará: 


8 9 

Por consiguiente, se tendrá: 

6 400 X 8 
L* parte = — 


2‘ parle — 

3* parle = 


27 

6 480 x 9 
27 

6 480 X 10 
27 


11) 

— 1 920 ptas, 
= 2 161) pías. 
= 2 400 ptas. 


ObseKVACIÓn, Igualmente se demostraría que se pueden dividir, sin 
alterar los resultados, loe números dados por un mismo número* Así, 
para dividir un mi mero proporcional mente a 20, 30 y 50, bastará 

Jt 

dividirlo pro pOTc ion al mente a 2, 3 y 5; en efecto, las igualdades " 

av cemvertirán, al multiplicarlas respectivamente por 10, 


en 


30 

x 

Y 


z 

50 

= i_ 

3 _ 5 


En resumen: 

Al dividir un número en partes proporcionales a otros números dados t 
pueden multiplicarse o dividirse estos últimos por un mismo número sin 
que se altere el resultado. En particular, para diutdir im número pro* 
por ¿¿analmente a varias fracciones dadas* se reducen dichas fracciones 
al denominador común y se divide el número proporcional mente a los 
numeradores de las fracciones obtenidas. 

PROBLEMA. Dividir el número 3 535 en partes inversamente proporcio « 
nales a J, 7, 8 * 

Vmo equivale a dividir 3 535 proporcionalmente a: 

111 f 56 24 21 

, _ t t o a * " * * 

3 7 8 168 168 168 

Se dividirá 3 535 proporcionalmente a 56, 24 y 21. 

Se tendrá, pues, para las tres panes: 

3 535 X 56 3 535 x 24 3 535 x 21 


101 


101 


101 
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Regla de compañía. — La regía de cofnpañía indica la forma como 
hay que repartir la ganancia o perdida de un capital social entre los 
socios, proporcionalmente a los capitales respectivos y al tiempo que han 
estado impuestos. 

P ued e n pr esen t a r se va r i os caso s: 

I o Si los capitales de los socios son iguales, pero han estado impuestos 
diferente tiempo, el reparto se hará proporcionaImente al tiempo; 

2 o Si los capitales son distintos, pero han estado impuestos el mismo 
tiempo, el reparto se liará pro pote ion al mente a los capitales; 

3° Si tanto los capitales como los tiempos que lian estado impuestos son 
diferentes para cada socio, ce evidente que el reparto deberá hacerse pro¬ 
porciona ímen le a ios productos de los respectivos capitales por los tiem¬ 
po s correspendien tes. 

En los dos primeros casos, la regla de compañía se llama simple* y en 
el tercero, compuesta . 

Es evidente que la regla de compañía no es más que una aplicación del 
problema anterior de repartimientos proporcionales. 

Problema, Dos socios fundan una empresa comercial, siendq sus apar - 
¿aciones respectivas 5 600 000 ptas. y 7 500 000 pías.; seis meses después, 
se adhiere un tercer socio con un capital de I 250 000 pías. El beneficia 
obtenido al cabo de un año es de l 338 750 pías *, que deben repartirse 
los tres socios. ¿Qué cantidad corresponderá a cada socio? 

La ganancia obtenida deberá repartirse proporcional mente a los produc¬ 
tos de los capitales por los tiempos correspondientes, es decir, a: 

5 <500 000 x 12, 7 500 000 x 12, 1250 000 X ó, 

o bien a 

224, 300 y 25, 

1 338 750 X 224 

Parte del primero — -- = 546 230 pías, 

549 

1 338 750 X 300 

Parte del segundo = - — 731 557 pUs* 

549 

1 338 750 x 25 

Parte del tercero = -—--- = 60 963 otas, 

549 —--- 

Total ... ,,, 1 338 750 pías* 


Reglas de interés 


Definiciones, Se da el nombre de inferes o rédito de una cantidad de 
dinero o capital al beneficio que produce al que lo presta o impone du¬ 
rante cierto tiempo, y se llama regla de interés al procedimiento 
aritmético que se sigue para resolver los problemas con él relacionados. 

Se dama tanto por ciento al interés que producen 100 unidades mone¬ 
tarias en Za unidad de tiempo, que es generalmente el año. El interés que 
corresponde a tm capital cualquiera en ese mismo tiempo, se llama renta. 

Resolveremos primeramente algunos problemas relativos al tanto por 
ciento, 

1* Hallar el tanto por ciento de un número determinado. 

Problema* En una venta se ha obtenido un beneficio del 20% sobre 
el precio de compra , Calcular el beneficio total, 

20 

Beneficio =3 Precio de compra x —— 

100 


2 ° Cákniar la cantidad conociendo el tanto por ciento. 

Problema, ¿Qué cantidad de trigo será necesaria para obtener 600 kg 
de harina* sabiendo que el trigo produce el 80% aproximadamente de 
su masa en harina? 

10Ü 600 X 100 

La masa de trigo es el —— de la masa de harina, o sea ; —-—— = 

80 80 


= 750 kg. 


Interés simple» — St llamamos C al capital, f al tiempo durante el 
cual se ha prestado dicho capital, r al tanto por ciento, es decir, a lo 
que producen 100 unidades monetarias en un año, e £ al interés o rédito 
del capital C, el problema general del interés simple consistirá en encon¬ 
trar una de las cuatro magnitudes C* f, r t i* conociendo las otras tres* 


Fórmula del itltorés simple, — El interés es proporcional al capi¬ 
tal impuesto y a la duración de la imposición. Para obtenerlo, se resol¬ 
verá la siguiente regla de tres compuesta : 

Capitales Réditos Años 


100 r 1 

C i t 


Por constguiente f 



* r * f 
100 


Esta órmula general permitirá calcular cualquiera de las cuatro mag¬ 
nitudes conociendo las tres restantes 


Observación, El tiempo f se expresa, por lo general, en años. En los 
cálculos de interés se admite generalmente que el año consta de 360 días, 
y el mes de 30 días. 


m 


Si el tiempo se expresa en un numero m de meses, f = — t y la 


fórmula es: i — 


Cr/n 
i 200 


12 


Si el tiempo se expresa por el número d de días, t será igual a -—„ 

360 

, Crd 

y la fórmula será; 1 ^ --—. 

36 000 


Problemas* I o ¿Qué interés producirá un capital de 342 500 pesetas 
colocadas ttl 3,25% durante 2 arios? 

La fórmula da inmediatamente; 

342 500 X 3,25 X 2 

- “ 22 262 pías. 




KJÜ 


2“ Un capital de 14 280 pías, ha producido en 8 meses 285,60 ptas, 
¿A qué tanto por ciento se ha colocado? 

C rm 1 200£ 

De la fórmula £ — --, se deducirá: r — ■-. 


Por consiguiente: r = 


1 200 

1 200 X 285,6 


Cm 


14 280 X 8 


= 3. 


3* ¿Cuál es el capital que, colocado al 4% durante 4 años y 3 meses, 
ha producido 217,94 ptas? 

El tiempo de la imposición es de 51 meses* 

C rm m ^ 1 2Q0£ 

De la fórmula £ = —-——, se obtendrá C = -— 


Se tendrá, pues: C 


1 200 
l 200 X 217,94 

4 X 51 


rm 


— 1 282 pías. 


4“ ¿Cuánto tiempo ha estado impuesto* al 3% f un capital de 4 600 
pesetas que ha producido un inferes de 315,10 ptas? 

C rt 100£ 

De la fórmula: £ = ——■ se obtendrá: t — 

100 

Por consiguiente, se tendrá: t — 

3 meses 12 días. 


Cr 

100 x 315,10 
4 600 x 3 


31510 
13 800 


= 2 años 


Cálculo rápido del interés» — En la práctica» se calcula el interés 
por métodos rápidos que expondremos más adelante (v* Contabilidad). 

1*° Método de los números y divisores, 

Crf 

La fórmula £ —-— puede escribirse: 


36 OUÜ 


t == 


Cf 

100 


x 


360 


Cí 

100 


360 


Cf , 360 

es el número; —— es el divisor. 


100 


Si r — 6 f el divisor será: 

Crl 


360 


= 60, 


y la relación £ = 


a 


36 (XiO 

Si r = 5, el divisor será 72, 

Sí r = 4,5 ” " 80, 

Si r = 4 ” " 90, 


se convertirá en £ = 


Cf 


1ÜÜ x -60 

Si r = 3,6 
Si r = 3 
etc* 


o 


6 000 

” 100 , 


T# 


120 * 


Este método se aplica principalmente en la banca, cuando se trata de 
calcular el interés que producen varias sumas colocadas al mismo tanto 
por ciento, pero durante tiempos diferentes. 

Se calculará para cada suma el número correspondiente, y después 
se hallara el total de estos números dividiendo la suma obtenida por 
el divisor correspondiente al tanto por ciento dado* 

Ejemplo, Calcular, el 30 de junio* el ínferci total producido al 6% 
por los siguientes capitales: 80 000 ptas . impuestas el 5 de abril; 
43 625 ptas . impuestas el 12 de abril ; 125 000 ptas , impuestas el 10 de 
mayo; 74 200 ptas , impuestas el 25 de mayo m 

Los cálculos se disponen de la siguiente forma; 


Capitales 
80 000 
43 625 
125 000 
74 200 


Días 

86 

79 

51 

36 


Números 
68 800 
34 463 
63 750 
26 712 


Al 6%, el divisor es 60* 
Interés = 


Total de números: 193 725 
193 725 


60 


= 3 229 ptas* 


Cf 


100 


Observación. En el cálculo del número —-—se desprecian: 
1“ Los céntimos del capital C; 

2 o La parte decimal del numera 


Cf 

100 


Cálculo rápido del numero de días. Para calcular rápidamente el 
número de días transcurridos entre dos fechas dadas, la banca y las 
casas de comercio suelen utilizar frecuentemente la siguiente tabla: 
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Aplicación. Calculemos el numero de días transcurridos entre el 
18 de marzo y el 31 de mayo. 

Del 18 de marzo al 18 de mayo f habrá transcurrido el mismo tiempo 
que del 1 de marzo al 1 de mayo» es decir, con arreglo a lu tabla 
anterior: 

120 d — 39 d — 61 dias. 

Del 18 de mayo al 3! de mayo, han transcurrido 13 días. 

Por consiguiente* del 18 de marzo al 31 de mayo habrán t lanar uirido 
61 d + 13 d = 74 días* 

2* Método de las partes alícuotas. El método llamado de Ion jumior 
alícuotas se funda en !a siguiente observación: 

Cuando un capital se ha colocado un número de días igual al divi 


sor 



1 

el interés es el -- 

m 


del capital. 


En electo. 


C rd 360 

-. X -* Si d = -, se tendrá: 

100 360 r 


í: 

ion 


Este caso se presentara para r = 7,5 y d — 48; puní r 6 f 
d - 60; para r = 5 y d = 72; para r = 4 y d = 90i P*™ r A r 
d — 120, etc. 

Aplicación. Calcular el interés producido por 4 800 ptas, impuesta* *¡t 
6 % durante IJ0 días. 

Si r — 6%, el divisor es 60. 

Para 60 d, el interés será de 48 plan 

« 30 d '* ** 24 pin*# 

” 15 d " " 12 pU»< 

" 5 d " tf 4 |>U». 


Para 110 d, el inP lén m-ui «lt im pin* 


Descuento 


Descuento comerolel. Kn l«» uptncitto» comercial*#, la# mer¬ 
cancías no se pagan generalmenin a I rmiimlo, #ntit i¡uo suelo concodoiao 
al comprador un plano de de# o iré* mews#. El deudor reconoce #u 
deuda firmando un documenlo (pugoré, letra de cambio, etc.) en el 
que figura la cantidad d« que ae reconoce deudor y la focha en que 

se compromete a efectuar el pago. . , 

La suma que figura en el documento se llama valor nominal. Una 
letra de cambio o un pagaré representa para su poseedor un valor 
que puede hacer efectivo de dos maneras: en primer lugar, puede 
endosarlo a otra persona firmando al dorso del documento: pagúese 

a la orden del Sr.. y a continuación el nombre del kicnchciano; 

por otra parte, si el poseedor de! documento necesita dineTo antes 
de su vencimiento, puede dirigirse a un banco, que puede comprárselo 
medíanle ciertas garantías. 

Se llama descuento a la cantidad que se deduce del valor de una 
letra de cambio o pagaré cuando se percibe su importe antes dd 
dia de su vencimiento, que es el día estipulado para el pago. 

Ejemplo* El 15 de marzo, el Sr. Lucas, negociante de Barcelona, 
compra al Sr. Berna!, negociante de Madrid, 200 000 ptas. de mer¬ 
cancía, pagaderas a finales de mayo* El Sr. Bcrnal dirige al Sr- Lucas 
el siguiente documento, a la orden del Banco Central. 


Madrid, 15 de marzo de 19.,. V. ptas. = 200 000. 


P Agüese, el 3t de mayo próximo, contra la prese lita¬ 
ción de la presente letra de cambio, a lu orden del Banco 
Central, lu suma de doscientas mil pesetas, valor en 
mercancías. _* 

Al Su. Locas, 
en Barcelona. 

Sello 


Bbrnal* 




El JO de abril, el Sr. Bernal, que tiene necesidad de dinero, negocia 
en el Banco Central el documento que le ha entregado el Sr* Lucas* 
El Banco Central no le entrega la cantidad íntegra que figura en el 
documento, sino que le descuenta: 

1 M el interés de 200 000 pías* desde el 10 de abril al 31 de mayo, 
a un tanto por ciento fijado ítanto por ciento que es el del Banco 
Central aumentado por lo general en una peseta): éste es el descuento 
del documento; 

1 1 

2 o una comisión o corretaje, que oscila entre - y —— del tanto 

8 20 


por ciento en pesetas de la cantidad que figura en el documento; 


1 

3 o un cambio de plaza, que varía de —— a 

4 


1 


2 


por ciento, si el 


documento no es pagadero en otra plaza bancaria. 

La cantidad que figura en el documento es su valor nominal. 

El valor nominal menos el descuento se denomina valor efectivo o 
actual del documento * 

Ousehvac iones* 1“ En lo que sigue a continuación, no se tendrán 
en cuenta la comisión ni el cambio, sino solamente el descuerno comer* 
cial. En ese caso podrá escribirse: 

Valor efectivo de un documento 
= valor nominal — descuento comercial. 


2 1 El descaen Lo comercial de un documento de comercio es el interés 
que produce, a un tanto por ciento dado, el valor nominal del doeu» 
mentó durante el tiempo que transcurra entre el día de la presen* 
tac un i del documento al banco y la fecha del vencimiento. 

En estas condiciones, los problemas de descuento se reducen a pro* 
ble nuts de interés* 

Crf 

Lu fórmula general * = ---- es aplicable al cálculo del des- 

36 Q0Ü 

ruirtHt» oimirrcioL C ca el valor nominal del documento; r # el tanto 
| M ir m uto drd descuento; í, el numero de días que han de transcurrir, 
r i, rd lime liento del documento* 

En *■ t* cuno, pura determinar t, hay que contar los meses por su 

d n i it imi * miela. 

í tu (iu Minia rn .. relación entre cuatro magnitudes, y permite 

i tdi ni.n i <l< nlhiH reinoculas las otras tres. 


CAluillO «luí (iQHOUGIltCh 

... I M 4 í l l*¡ fie ruar ío, un banco descuento, al 6%, una letra 

dt ttrütw que ufvuiu el 31 de mayo. Calcular el descuento y 

, ( ittilu if i ft t iuht íi' 1 i ti a* amento 

1 1 , | iu di iiiiii .mi ¡i] U di iiuiyu 11ii 11 IrausiHn t ido 73 días. 

240 liOli x ti < 73 

iLefM ni p ti o — 2 920 j*Uin. 

U i 000 

V id.ii rfrilive di I diiM HuirllMl 1 21'J 000 2 020 237 080 pUlíL 


CAlmilo «lili vulor nominal* 

I * nuil i.i-M a Ihi /im teribido l Í82 0O0 ptas. « importe de 

ii 11 ii htftt i fu* cefiim vi dt ftrim > que tm fircsentado (d descuento 
ri 14 de mayo, ¿Cuál c,i el valor nominal del documento si se aplica 

un dririiitiilu drí ',}* 

1 üi I l i d¡ Mili y ii id 2! i de jmlui lum I musenr< idU /2 d ittH. 

5 X 72 

1 t i \ vjiUu . . . ría 100 ptuH. ( el drumiento serla--= 1 pía* 

360 


>ii nrlo i el vil lt»i iiom inal, we tendrá: 

C X 5 X 72 

C —-——- = 1 782 000 

36 000 


ó: 


35 640 C 

--- = 1 782 000, 

36 000 


y: 


C = 


36 000 X l 782 000 
35 640 


1 800 000 ptas* 


Cálculo del tanto por ciento del descuento. 

Problema# Una tetra de 37 000 ptas . t a 24 días vista, se ha presentado 
al descuento, habiendo recibido el comerciante 36 864 ptas. ¿ Cuál es 
el tanto por ciento del descuento? 

Importe del descuento: 37 000 — 36 864 ~ 136 ptas* 

36 000 X 136 

Tanto por ciento = —-— = 

37 000 X 24 


Cálculo del vencimiento. 

Problema. Por un pagaré de 48 000 ptas * de uu/f/r nominal, descon¬ 
tado al 5%, se han percibido 47 860 ptas * ¿Al cabo de cuántos días 
vencía el pagaré ? 

36 000 x 140 

Número de días = -- = 21 d . 

48 000 x 5 


Descuento racional O matemático. *— En realidad, la cantidad 
que debería pagarse al descontar un documenlo sería la que, colocada 
al tanto por ciento de dicho descuento durante el tiempo que queda 
por transcurrir, equivaliera (sumando el capital y el interés), el día 
del vencimiento, al valor nominal del documento. 

El descuento racional o matemático es la diferencia entre e) valor 
nominal y el valor actual del documento* 

Problema* Calcular el descuento racional , al 5%, de uno letra de 
¡20 000 ptas. a 39 días vista , 

Calculemos d valor actual del documento: 


Si 100 ptas. producen en 30 días 


5 

12 


0,416 ptas., 100,416 ptas.. 


pagaderas dentro de 30 días, valen hoy 100 ptas* 

100 X 120 000 

120 000 ptas, pagaderas dentro de 30 días valen hoy ---- = 

100,416 

= 119 503 ptas*, con un error por exceso de 1 pía. 

Descuento racional: 120 000 — 119 503 = 497 ptas, con un error por 
defecto de 1 ptn. 

Fórmula del descuento racional# —Proulema general» Calcu¬ 
lar el descuento racional d r td tanto por ciento r, de un documento 
de crédito cuyo Vidor nominal es C pesetas, que vence al cabo de un 
tiempo t expresado en años o en fracción de año. 

100 pías* producen, al cabo del tiempo t , rt * 

Un documento de (100 + rt) pesetas que vence al cabo del tiempo t > 
vale boy 100 ptas* 

Un documento de C pesetas, que vence al cabo del tiempo í, vale 


100 C 

hoy —-——-. 

100 -|- rt 

El valor actual del documento es 


100 c 

100 + rt 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


Si dr ch vi descuento tuciomil, se tendrá: 

100 C Crl 

^ s r _ _ __ __ 

100 rt 100 "h rt 

Si rl rit*iTi |k> es m (meses) o d (días), se tendrá; 

Crm C rd 

dr — —-ó dr = ——-, 

L 200 + m 36 000 + rd 

Observaciones. I o El descuento comercial aplicado al mismo sería 

Oí 

100 

De donde se deduce, como podría fácilmente colegirse, que el des* 
cuenta racimal es menor que rl descuento comercial. 

La diferencia entre los dos descuentas rs: 

Crt Crt Cr 2 f> Oí ^ rt 

ioo m + n ~ loo (ioo + rí> ioo + rí ioo 

Es rl ecir, que la diferencia entre los dos descuentos es igual al interés 
del descuento racional; este resultado es evidente: 

Siendo C el valor nominal de un documento. Ce el valor actual, dr el 
descuento racional, se tiene la relación: 

C = Co + dr * 

de donde: Interés de C — Interés de Ge + Interés de dr. 

Teniendo en cuenta que el interés de C es el descuento comercial, 
o sea de, y que el interés Co es el descuento racional, o sea dr , se tendrá: 

de = dr + Interés de dr M n de —dr = Interés de dr. 

2“ No debe confundirse el descuento que acaba de citarse con el 
tanto por ciento, reducción o descuento sobre una factura que se hace 
a un comprador que paga al contado. Esta reducción se calcula por una 
simple regla de tres (v. Tanto por CIENTO, p. 42). 

Los problemas de descuento originan dos operaciones conocidas bajo 
los nombres de vencimiento común y vencimiento medio. 


Vencimiento común*—El problema denominado vencimiento 
común consiste en lo siguiente: 

lina persona debe pagar variar cantidades en diversas fechas y pro¬ 
pone sustituirlas por un pago único en una fecha determinada. ¿Qué 
cantidad tendrá que pagar en dicha fecha? 

Ejemplo, Un negociante ha suscrito tres letras de cambio que vencen: 
la primera , de 240 000 ptas., a los tres meses; la Segunda, de 
160 000 pías*, a los seis meses, y la tercera, de 320 000 ptas., a los 
doce meses, y desea sustituirlas por una sola tetra. ¿Que cantidad tendrá 
que pagar, siendo el interés del descuento del 5 por ciento? 

El valor efectivo do la única letra será igual a la suma de los valores 
electivos de las otras tres. 

240 000 X 5 X 3 

Valor efectivo de la primera letra: 240 000 —* --, 

1 2Ü0 


Valor efectivo de la segunda letra: 160 000 — 
Valor efectivo de la tercera letra: 320 000 —- 


160 000 x 5 X 6 
i 200 

320 000 x5 X 12 


l 2Ü0 


Valor efectivo de la letra única: C — 


C X 5 X8 
1 200 


C X 5 X 8 240 000 x 5 X 3 

Se tendrá, pues, C — -— -- — 210 000 —----- 


\ 2oo 


1 í 


160 000 X 5 x 6 320 000 X 5 x 12 

-f 160 000 — -- — -- + 320 000 - 


I 200 


1 200 


29 C 697 000 x 30 

ó -- — 697*000. de donde C =---, o sea 721 034 pías, 

30 29 

Obsérvese que la fecha seleccionada para la equivalencia de las 
letras es convencional y que habría podido tomarse, pur ejemplo, la 
fecha del vencimiento de la letra única* 


Vencimiento medio. — En este caso se conoce t i valor nominal de 
la letra única y lo que se trata de calcular es ia fecha del vencimiento. 

Ejemplo* Un negociante ha suscrito tres letras: 

la primera de SO 000 ptas mf que vence a los 40 días t 

la segunda de 120 000 n fí ” ” ” 70 ® y 

la tercera de 100 000 ,T *' " ” ” 90 " ; 

desea reemplazarlas por una letra única por un importe equivalente a 
la suma de las otras tres. ¿Cuál sera la fecha del vencimiento, siendo 
el interés del descuento el 6%? 

Como en el caso anterior, el valor efectivo de la única letra es la suma 
de los valores efectivos de las otras tres. 

Si llamamos £ el tiempo expresado en días, correspondiente a la letra 
única, se tendrá: 

Valor efectivo de la I a letra: 80 000— 80 000 


” ” 2 a ” 120 000— 120 000 

” " 3* ,T 100 000— 100 000 


let ra ú ruc;¡: 300 (J00 — 300 000 


X 


X 


X 


X 


40 


100 

ó 


100 

6 


100 

6 


100 


X 


X 


X 


X 


360 

70 


360 

90 


360 

t 


360 


6 t 6 

Se tendrá, pues, 300 000 X - X ——— = 80 000 X - x 

100 36U 100 

40 6 70 6 90 

x - 4- 120 000 X ——- x - + 100 000 x - X *- 

360 100 360 90 360 

o sea 300 000 t = 80 000 X 40 + 120 000 X 70 + 100 000 X 90. 

2 

De donde se deducirá: t = 68-, o sea t — 69 días. 

3 

Observaciones. 1® El tiempo buscado es independiente del tanto por 
ciento y de la fecha escogida para la equivalencia de las letras* 

2° El razonamiento anterior puede aplicarse evidentemente al caso 
en que el valor nominal de la letra única tío es la suma de los valores 
nominales de las letras suscritas. 

Cuando el valor nominal de ia letra única es la suma de los valores 
de las otras letras basta, como ya se ha visto, escribir: 

Descuento de la letra única = suma de los descuentos de las diferentes 
letras . 


Regla de aligación (mezclas) 
y aleaciones 

Definiciones. Se llama mezcla a la unión intima de dos o más 
substancias en proporción arbitraria, conservando cada una de ellas su 
propia naturaleza. Cuando la mezcla se efectúa con dos metales fun¬ 
didos* recibe el nombre de aleación. 

Precio de una substancia o de una mezcla es el valor que corres¬ 
ponde a una unidad de ella. El precio de la mezcla se llama precio 
medio . 

Valor d e una substancia o de una mezcla es el producto de su precio 
por el número de sus unidades . 

Se llama ley de una aleación cualquiera al número que indica la 
relación entre el peso del metal fino que contiene y su pesa total, o, lo 
que es lo mismo, al número que expresa el peso del metal fino contenido 
en Ja unidad de peso. Si se representa por l <1 ¡cha ley, por p el peso 
del metal fino y por P el peso de la aleación, se tendrá: 


^ — ■. 

P 

Con esta igualdad se puede determinar uno de sus tres elementos, 
conocidos los otros dos, La ley, que es independiente fiel peso de la 
aleación* se expresa en milésimas, con arreglo al sistema decimal, de 
forma que si se toma por unidad el kilogramo, la ley de una aleación 
será igual a tantas milésimas como gramos de metal tino haya en dicho 
peso. 

La regla de aligación tiene por objeto resolver los dos problemas 
siguientes: 

Í° Conociendo las cantidades qut: entran en una mezcla o aleación y 
sus precio^ o leyes respectivos , determinar el precio de dicha mezcla o la 
ley de la aleación. 

2 o Conocido el precio de una mezcla a la ley de una aleación y los 
de las substancias que la forman í hallar las cantidades que deben mez¬ 
clarse o alearse. 

En el primer caso, la regla de aligación se llama directa; en el 
segundo, inversa. 


Mezclas 

Regla de aligación directa. —- Conociendo las cantidades que 
entran en unti mezcla y sus precios respectivos, determinar el precio de 
dicha mezcla . 

Sean c , c, c" ... cti las cantidades que se mezclan y p* p\ p** ... pt% 
sus precios respectivos* y llamemos p m al precio de la mezcla que se 
desea obtener. 

Es evidente que el valor de la mezcla deberá ser igual a la suma de 
tos valores de las cantidades mezcladas, y que, por definición, el valor 
de una substancia cualquiera es el producto de su precio por la cantidad 
que contiene. Se tendrá, pues: 

Pm (c + C -|“ C* + + Cn) = p - c b j j . c + p" * c' + ... + pnCn, 

De donde resultará: 

p * C + p f * c + p" « c" + paCft s pk Ck 

Pm — —---“ “---- = --* 

c +c 4 c + ... 4- cn 2 ck 

Considerando las fracciones ——- p ^ „ Mf , 9 ■ * 1 ” g se ve que se 

c c cn 

trata de un precio medio. Si c ■= c — c = ... = en, se obtendría: 

2pkck 

pm — —-* 

n 

es decir, la media aritmética de los precios. 

Por consiguiente, para hallar el precio de una mezcla se multiplican 
las cantidades mezcladas por sus precios respectivas y la suma de estos 
productos se divide por la sarna de dichas cantidades. 

Ejemplo* Un comerciante compra 45 kg de café, a 500 ptas . el kg t 
36 kg a 600 ptas . el kg y 27 kg a 750 pífífí. ¿ Cuál será el precio de 
coste de la mezcla? 
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En virtud de la regla anterior se 
Precio de coste del kilo de mezcla 

500 X 45 + 60Ü X 36 + 750 X 27 
45 + 36 + 27 


tendrá: 

precio total de compra 
cantid&d com proda 

= 596 ptas. 


Regla de aligación inversa- — Conocido el precio de una mezclo 
y los de las substancias que la integran) hallar las cantidades que deben 
mezclarse. 

Distingamos dos casos, según sean dos o más las su balan cíuh cjue inte¬ 
gran la mezcla. 

I a Supongamos que solo se desea mezclar das substancia*. Sean pi 
y sus precios respectivos, pm el precio medio o precio de lü inepcia, 
d la cantidad de la primera substancia y ci la cantidad, por deter¬ 
minar, de ia segunda. 

Si pi < pm < p%, por cada unidad de cu de precio pj T que se venda 
al precio pm, se ganará pm — pi 7 mientras que por cada unidad que no 
venda de c2, de precio p%, al precio pm se perderá ps — pm* Para 
compensar las pérdidas y ganancias se tendrá que verificar: 

el c% 

ci <pm — pi) = ca (¡n — pm), o sea - - —“—-i luego 

P2 — pin P m ~~ pl 

pm — pl 

C% — ci--* 

P2 — pl 

De estas desigualdades se deduce que: 

Las cantidades de las dos substancias que se han de mndat han de 
ser inversamente proporcionales a las diferencias entre un precio* " 1 

tinos y el precio de la mezcla * Los problemas de aligación mv* rnn puede,i 
resolverse utilizando una disposición sencilla llamado <b- /r*ím mu ;*ido\ t 
que da inmediatamente las proporciones de Ja mvu bi 

Ejemplos: I o tienen dos clases de vinas* cuyas precoz re\pfftivo* 
son 48 y 60 P el litro, ¿Qué cantidad habré que tomar de la primera 
clase para que* mezclada con 210 litros de lu segunda, puedo venda ie tu 
mezcla a SI P et litro? 

Si llamarnos c al numero de litros de vino de 411 P el tino, se tendrá: 

c 9 210 X 9 

- = ■——; de donde C ° 1 * 630 litros. 

210 3 3 

2 n Se tienen dos clases de vino, de 78 y Ó4 ptas,, respectivamente, 
el litro, ¿Qué cantidad habrá que lomar de cada una de ellas para que 
700 litros de mezcla puedan venderse al precio de 70 pías* el litro? 

Llamando c y ci al número de litros a 78 y 64 pías, el litro, respec- 
lí va mente, tendremos: 



De donde — — — y - — -—— 1 — v 

ei 8 ci 8 

700 X 8 

Como c + ci ^ 700, tendremos ci = ——-—- = 400* 

14 

400 X 6 

y c = —-— = 300. 

¿i 

Cuando se tengan que mezclar más de dos substancias, habrá que 
resolver el problema tomándolas de dos en dos, de modo que sus pre¬ 
cios comprendan <4 precio medio, repitiéndose e»U operación hasta con¬ 
siderarlas todas. Tendremos así una solución para cada par de substan¬ 


cias, y la suma de las cantidades parciales de cada una será la cantidad 
de ella que ha de entrar en la mezcla. 


Aleaciones 


Loa problemas de las aleaciones se resuelven análogamente, por la 
inisiriii regla de aligación, sin más que sustituir los conceptos de can- 
l hIxa< 1 y pierio por el de peso del ¿¿figure y ley t respectivamente. 

Djirrmon a continuación dos ejemplos de problemas, uno del tipo 
directo, ch decir, la determinación de la ley de una aleación, y otro 
fie tipo mverso, o seu de obtención de la proporción de metales que 
enirun ni U iileueióiL 


Dottirirtimt iém tía la ley de una aleación.— .. «lema. Hollar 

Ut le i di /u fdroridn obtenida fundiendo tres lingotes de oro que pesan 
resprrtivumrntt' 8,800 hg, 0/200 kg y 0,400 kg y cuyas leyes respec* 
ti vas um OJftO, 0M/0 y 0,900* 


M UNjl do nin 

|Í 

II 


Ley do Iri 
por di lorio 


.. 111 1 f líid ,, . n H l" r litigóte: 0,809 X 0,750 = 0,600 kg. 

2° lingote: 0,200 X 0,600 — 0,120 kg. 

M lingote: 0,400 x 0,900 = 0,360 kg. 

0,600 j 0,120 h 0,360 1,080 

n Ir ación ■ — ■■ - ■ = « i i = 0,771 

tí,H0í) 1 0,200 | o/too 1,400 


Proporción de m«lal«» t|iie entran en una aleación. — Pao- 

III * Ma Ibfdns d us tilruci'Ut* i di <n n, il r leyrs 1 1 \pet t ivas 0 r 920 y 0 f 750, 
haltor lu rimú* qtn hay qtie tornar de tuda tnut de rilas para formar 
un litigóte d* tdiO gramos de pesa y 08141} de ley. 

Ihill/Miulu i I un linó- dr i r-1 1 ' • i'MI/;lrbiH drt pJitUiín nntr-rior se len- 
drn t llirmuidn r y r i n lun iujimjíi irrflpeetiVüH: 

0,840 — 0,750 0,090 


c 9 

0,920 —* 0,840 = 0,080, de donde — = —; 

ci 8 



c 4* ci 17 

-- — -; como ci + C2 = 680, se tendrá: 

ci 8 


ci = 320 g, c = 369 g. 


Afinación de una aleación! — Los problemas de afinación de 

una aleación, para aumentar su ley, o bien, al contrarío, para rebajar¬ 
la, añadiendo metal lpm o metal pobre, respectivamente, se resuelven 
como casos particulares del problema inverso, teniendo en cuenta que 
lu ley del metal fino es, por definición, la unidad, y la de cualquier 
otro metal diferente, cero. 

Pitont.EMA, ¿Qué musa de plata habrá que añadir a una aleación 
de plata y cobre de 990 g de peso y ley OJIOi> para aumentar ésta 
a 0,835? 

1° Él problema puede resolverse como el anterior* considerando la 
plata pura como de ley 1 ; 

2 o Se puede operar también de la manera siguiente: 

La musa de cobre no varía* y es 

990 x 0,195 = 193,05 g. 

Como la ley de lu aleación que quiere formar es de 0,835, esta 

165 

musa de cubre representa las-del lingote que resulte. 

1 000 

193,05 x 1 000 

Masa del segundo lingote = -—-- = 1 170 g. 

165 

Habrá, pues, que añadir 1 170 — 990 — 180 g de plata pura. 


Análisis combinatorio 


Variaciones. Permut ación es. Combinaciones. Números combinatorios. Probabilidades s Probabilidad de un 

suceso. Probabilidad compuesta 


Variaciones. — Se llaman variaciones de orden n de m elementos 
todos los grupos de n elementos que pueden formarse de todas las 
maneras posibles con los m elementos dados, de forma que dos grupos 
cualesquiera difieran en algún elemento o, si constan de los mismos, 
en su orden de colocación . 

Para calcular el número de variaciones de m elementos diferente» 

rt 

tomados n a n , que se indica por V n ?, o por Vm, n. estudiemos la rela¬ 
ción que liga Vm> % Y Vm, n - l* Supongamos conocidas las variacio¬ 
nes de m elementos tomados n —- 1 a n — 1, o sea Vn ~ i; una cual¬ 
quiera de estas variaciones constará de n — I elementos, escogidos 
entre los m considerados. Por consiguiente, el número de elementos 
que no se han utilizado para formar esta variación sera: m — 
_ ( n — 1 ) =3 m — n -j- 1. Resultará, pues, que cada una de Jas 
variaciones de orden n — 1 da lugar a m — n + 1 variaciones de orden n, 
que se obtendrán añadiendo sucesivamente a cada una de las variaciones 
de urden n — 1 los m — n + l elementos restantes. Por consiguiente: 

Vira, n — (to — n + 1) VjH, n — i* 


Utilizando esta fórmula de recurrencia para n = 2, n = 3, etc., se 
tendrá sucesivamente 

Vm, 2 = Cm — l) Vm, i 
Vm. 3 — (m — 2) Vm, t.o 

Vm, n-i ~ Cm — n + 2) Vm, n —a 
V m * n — {m —- n 4- l ) V n - I * 

Multiplicando miembro a miembro todas estas igualdades, y supri¬ 
miendo los factores comunes, se tendrá, después de tener en cuenta que 
V ín , i = m* 

Vm, rt = m (m — 1) (líl — 2) ... (rn — n + 2) (m — n + 1). 

El número de variaciones de orden n de m elementos es igual ni pro - 
ducto de n factores consecutivos decrecientes , contados a partir de m, 

Ejercicio. ¿Cuantos números de cinco cifras pueden formarse? Este 
numero será el número de variaciones que puedan formarse con diez 
cifras tomadas cinco a cinco. O sea 

Vu ),5 = 10x9x8x7x6 = 30 240. 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


Permutaolonofl ,^—Se ilaman permutaciones de m elemento* tos 
grupos dr m que ¡meden ¡armarse con dichos elementos, de forma que 
dos grupos cualesquiera difieran entre sí, por su orden de colocación. 

DcHÍgnemoH por l f m el numero de permutaciones que pueden formarse 
con m letra», por ejemplo. 

(Ion do* letras, a y ¿, se tendrá, evidentemente: ab y ha . Por consi' 
guLente P*z = 2. Con iras letras, a, h y c r se formarán las permutaciones 
colocando la letra c en cada uno de los dos grupos anteriores ab y ha 
de todas las maneras posibles. Se tendrá 

abe, acb f cab, 

bac , bea, cha. 

En este cuadro figuran todas las permutaciones de las tres letras a, b , c, 
figurando cada una de ellas una sola vez. En efecto, si en una cualquiera 
de las permutaciones de las tres letras se suprime la letra c, se obtendrá 
de nuevo una de las permutaciones de las letras a y b; por ejemplo, 
bea dará ha. Como hemos partido de esta última, introduciendo c de 
todas las manaras posibles, el cuadro contendrá todas las permutaciones 
de las tres letras. Por otra parte, dos permutaciones cualesquiera del 
cuadro son diferentes; lag que están en una misma línea, difieren eu 
el lugar de c , y las que están en líneas diferentes, en el orden de lafl 
letras a y ó. 

En resumen, se tiene: P 3 = 2-3 = 6. 

El razonamiento sería análogo para cuatro letras, para cinco, etc., y 
se tendrá 

Pro “ Pm — l * m. 

Utilizando esU fórmula de recurrencia, se tendrá 

Ps =1*2 
P 3 - 1 2 . 3 
p 4 = l . 2 - 3 - 4 


P m - 1*2*3- 4. tP m. 

El producto de los m primeros números enteros se llama factorial de m, 
y se designa por la notación mi 

Por consiguiente, Vm = m! 

El número de permutaciones que pueden ¡armarse con m elementos 
es igual td producto de los m primeros números enteros* 

Por ejemplo, 12 objetos pueden permutarse de 12! maneras diferentes, 
o sea 479 001 600. Las 25 letras del alfabeto pueden permutarse de 
15 51 1 210 Ü43 330 985 984 000 000 maneras diferentes. 


Combinaciones. — Se llaman combinaciones de orden n de m ele¬ 
mentos todos los grupos de n elementos que pueden formarse con ellos 
de ¡arma que dos grupos cualesquiera dijieran en algún elemento* 

Se deduce de la definición que dos grupos de n elementos no se conside¬ 
ran diferentes si en ellos figuran los mismos elementos dispuestos en 
forma diferente, Es decir, que en virtud de la definición, si en cada 
uno de los grupos formados se permutan sus elementos de todas las 
maneras posibles, se obtendrán las variaciones de orden n de m ele¬ 
mentos. 

Designemos por C™, ti el numero de combinaciones que pueden for¬ 
marse con m elementos tomados n a n, Efectuando las permutaciones in- 
dicadas, se formará ni para cada grupo y se tendrá por lo tanto 

Util, n - 71! — Vm» 

de donde se deduce 
V m* a 

Uro, n = --— 


m (m ™ 1) (m — 2) ... (m — n + D 


n: 


1-2*3 


n 


Números combinatorios, — En el análisis combinatorio y en mu¬ 
chas cuestiones de aritmética y de análisis desempeñan un importante 

m l 


papel los números de la forma 


n 


! (m — n) I 


llamados números combina - 


torios que suelen representarse por la notación 
sobren. Por definición: 


(:) 


, que se 


Ice 


m 


(■) 


mi 


n 


! im — n)! 


L En virtud de la anterior definición resulta: 


( 


m 


m 



m - n / (rn — n )! 

I uego: 

Los números combinatorios de igual numerador y órdenes complemen¬ 
tarios son iguales* Esto se observa también directamente, si se tiene en 
cuenta que cada grupo de n elementos elegidos entre los m deja un 
grupo restante formado por m — n elementos, y recíprocamente; por 
consiguiente, las combinaciones de ambos órdenes están en corresponden¬ 
cia b i unívoca y hay el mismo número de unas que de otras. 

II. Clasifiquemos todas las combinaciones carias de los m elementos 
ai, m> .... am, según contengan o no al elemento a; cada combinación 
rc-aria que contenga a se obtiene agregando a ai un grupo cualquiera 
de n — 1 elementos elegidos entre los iza, «3, ... am; y cada combinación 
que no lo contenga, eligiendo un grupo de n elementos entre «ti, ¿ 13 , 

«m- Por lo tanto: 

'Bi\ / m — 1 

f 



rn 


Esta relación fundamental permite calcular rápidamente los números 
combinatorios de numerador m, conociendo los de m — 1, Suden escri¬ 
birse en filas sucesivas en la forma siguiente 

m = 1 II 

m = 2 12 1 

m = 3 i 3 3 1 

m = 4 1464 1 

m - 5 1 5 10 10 5 1 

m = 6 1 6 15 20 15 6 1 


La ley de formación de este triángulo aritmético, llamado triángulo de 
Tartaglia, es la siguiente: 

Cada elemento es la suma de los dos que tiene encima, una vez escri¬ 
tas las dos oblicuas I, ! t ... 1, 


Probabilidades 


Probabilidad de un suceso. — Se llama probabilidad de un suce¬ 
so a la relación entre el número de casos favorables y el número total 
de casos posibles (favorables y desfavorables) t 

Sí una urna contiene 5 bolas blancas y 7 bolas negras, la probabilidad 

5 

de que salga una bola blanca es ——, puesto que de los 12 casos poaL 

12 

bles hay 5 favorables al suceso considerado. 

Para calcular la probabilidad de un suceso, basta conocer el núme¬ 
ro total de casos posibles y el de los favorables. 

Ejemplos. I o ¿Cuál es la probabilidad de que salga el 5 en una fugada 
de dados? 

El n úmero de casos posibles es 6, puesto que un dado tiene 6 caras, y 
el número de casos favorables es sólo 1: por consiguiente la probabilidad 

I 

será de —■, 

6 


2.° ¿Cuál es la probabilidad de que 3 cifras diferentes escritas al azar 
representen un número imaginado? 

El número total de casos posibles es el número de los números de tres 
cifras que pueden formarse con las diez cifras. Este número es el de 
variaciones de 10 objetos tomados 3 a 3, o sea 

Vio,3 = 10 x 9 x 8 = 720. 

Como el número de casos favorables es sólo uno, la probabilidad es de 
l 


720 * 

3& ¿Cuál es la probabilidad de que 3 números, tomados al azar entre 
los 10 primeros, sean tres números imaginados? 

El número total de casos posibles es el de los grupos que pueden for¬ 
marse con tres números de los diez primeros, de forma que en dos grupos 
distintos 110 figuren los mismos números, o sea el de combinaciones de 
10 objetos tomados 3 a 3. Sabemos que este número es igual a 


10 X 9 X 8 

Cía, 3 — --—-—— — 120. 

1X2X3 

Como sólo es favorable uno de lo* casos, la probabilidad será de 


l 

12U 


Probabilidad compuesta* — Cuando se trata de una serie de succ- 
sos, la probabilidad se llama compuesta, 

P * * . P 

Sea — la probabilidad del primer suceso y — la probabilidad de que 

q q 

se produzca el segundo una vez ocurrido el primero. El número total de 
casos posibles es q - q* y el de casos favorables p - p\ La probabilidad 
buscada será 

p * p _ p p 

” “ — ■■ “ * * 

q . q q q 

La probabilidad compuesta es el producto de las probabilidades 
simples. 

Ejemplo. ¿Cuál es la probabilidad de que al arrojar una moneda sal¬ 
ga cara dos veces seguidas? 

1 

1 a pro habilidad para cada uno de los casos es —. La probabilidad 

2 

pedida es 

lili 

¥ K T ~ 22 “ T 

En general, la probabilidad de que salga cara m veces seguidas es 

1 

2 m 


OBSERVACIÓN. Puede determinarse la probabilidad de uno de los suce¬ 
sos componentes sí se conoce la probabilidad de los restantes y ía del 
suceso compuesto. 


Si — es la probabilidad de un primer suceso, 
<1 


— la del segundo, 
Q 


P 

cuando ha sucedido el primero, y — la del suceso compuesto, se tendrá: 


p p' P p P q 

— * ■ = ——; de donde -- = —— - - 

q q Q q Q p 
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Aplicación. En cierto lugar se ha observado que, íH 1IJ días, reina 
vienta del sudoeste durante un promedio de 45; también se ha obser¬ 
vado que la lluvia coincide con ese viento 9 dios de 73, ¿Cuál es la 
probabilidad de que el viento del sudoeste provoque la lluvia en dicho 
lugar? 

Con arreglo a las observaciones* la probabilidad de que sople viento 

_ ^ % 

del sudoeste es- = y la del suceso compuesto {viento del 


sudoeste y lluvia) — 


219 
9 P 


73 


La probabilidad pedida será 

P 9 219 _ 3 

7 "~q"‘ ~ ~ 7 * * 45 5 ’ 

Por consiguiente, de cada cinco días que reina viento del sudoeste 
llueve tres días por término medio. Como la probabilidad hallada es 

mayor que — f puede llegarse a la conclusión de que en ese lugar el 

2 

viento dd sudoeste tiende a provocar la lluvia. 


Progresiones 


Progresiones aritméticas. Interpolan dr owHo. Su^dkl EHfifiorte 

'ntTírogr^ CrCCÍCntC ' Pr ° 8reSlÓn deCrC ' 

1 * cíente. .. dd Juego tic ajedrez 


Progresiones aritméticas 

Definiciones. Una progresión aritmética es unu .m*esián de núm? 

ros tales que cada uno de ellos es igual al anterior, aumentotlo . . a 

cantidad constante, que se denomina razón de la progtruon 

Si la razón es positiva, la progresión es crenrntr, y h\ ni "Cgniiv.i 

decreciente. 

Cada uno de Iob números es un término d+ U piuiprnii.ii 
Los números 2, 5, 8, 11, 14, 17... formun mu* pi agresión nrhmrtien 
creciente de razón 3. 

18 16 14 12 , 

A ----- -— .... forman lina progi rimm ut Huir lien <In h 

’ 5 ' 5 5 5 

2 

ciento de razón — —-—- 

5 

Una progresión aritmética puede ifr limitada o ilimitada* según 
el número de sus términos sea tmitu « mi mito. 

Teorema, En una progresión aritmética un término cualquiera es 
igual al primer rérmifto más la razón multiplicada por el numero de 
términos que preceden al término considerado. 

Sen una progresión aritmética cualquiera a, b, c, d .de razón r. 

En virtud de la definición, bc tendrá* 

b s a + r; c = b + r = a + 2 r; d = c + r = a + 3r; etc. 
El teorema es válido para los primeros términos; demostremos que 
si se verifica para un termino h de orden p cualquiera, también se 
verifica para el término i de orden p + 1. Lo efecto, se tiene 

h = a + (p — l)r, y por consiguiente: 

£ = A+ r = e> + pr- 

De una manera general, si l es d término eitérimo, se tendrá 

l = a 4- (n — I )r. 

EJERCICIO. Calcular el IP termino de una progresión aritmética de 
primer término 2 y razón — 3, 

El II* término, i, tiene diez términos que le preceden, y la formula 
anterior da 

l = 2 + 10 (— 3) = — 28. 


Interpolación de medios aritméticos* — Definición* Interpo¬ 
lar n medios aritméticos entre dos números dados A y B, es formar una 
progresión aritmética de n + 2 términos cuyo primer termino, sea A 

y cuyo último término sea B, , 

Si r es la razón de la progresión buscada, se tendrá, en virtud del 

teorema anterior, 

B = A + {n + Dr . 

de donde se deduce 

B — A 

r = ——-—■* 

n 4* i 


Ejemplo. Interpolar 6 medios aritméticos entre 4 y 25. 

25 — 4 

La razón de la progresión buscada será r = ———^ = 

6+1 


21 

7 


3, 


¡f loa términos de la progresión serán los siguientes: 

4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25. 

Observaciones. 1" Si se tiene una progresión aritmética y se ínter- 
pola el mismo número de medios entre los términos consecutivos, laa 
progresiones sucesivas, escritas unas a continuación de otras, forman 
una misma y única progresión, puesto que en cada progresión la razón 
es ia misma y, además, el último término de cada una de ellas es el 
primero de la siguiente, 

2“ Si se interpolan n medios entre los números A y B, la razón de 


B — A 

h progresión obtenida es-¡—- 

n Hr 1 


que es evidentemente la dife¬ 


rencia entre dos términos consecutivos de la progresión* / uede inter¬ 
polarse un número de medios suficientemente grande para que la dife¬ 
rencia entre dos términos consecutivos de la progresión obtenida sea tan 
pequeña como se quiera. 


Sí dnBÍgnnmoB por s un número Un pequeño como se quiera, podrá 


driri minnrHc n do forma que se tenga 

IB — A| 

Se» 1 muirá n l 1 ¡> ——— y n I> 

tí e 

1 B —A | 

n mi un miim'io culero mitytir que - “ 

€ 

I i ocih 1 .m a. Ett uno progresión aritmética limitada, uno cualquiera de 
%o\ termino* r\ igual o! último térmim * menos ta razón multiplicada por 
tí numero de termino* posterior*?* til término considerado. 

Sun la progresión Aritmética limitada 

a, b t c\ d t , t, h , k , f, qur coiist» ele n Lémimo® y cuya Tazón es r. 
SI SC les la progresión de derecha a izquierda r /, k, H se tiene 

una progresión aritmética de razón — r , y el término cjue en la primera 

progresión va seguido de p lénitinos, «era el termino (p + Dcsimo de 
la segunda progresión, que será igual & I — pr, lo que demuestra el 

teorema. 

Teorema. En toda progresión aritmética limitada, la suma de dos 
términos que equidisten de los extremos es constante e igual a la suma 

de lo$ extremos . ' 

Sea la progresión aritmética limitada, de razón r 

«, b, c, d, A, k , /, 

Sea e el término que está precedido de p términos. 

Sea / el término que está seguido de p términos; 

En virtud del teorema anterior, t = a + pr; 

/ = t — 

Sumando miembro a miembro estas igualdades, se tendrá 

e + / = a + í 




n + 1 

í B-A | 


< c. 


— 1 


y el teorema queda demostrado. 

Observación. En una progresión aritmética limitada de un número 
impar de términos, el término cení ral es igual a h semisuma de los 
términos extremos* 

Sea la progresión limitada a f ó, c t h, k , í T de razón r. 

Supongamos que consta de un número impar de términos; en este 
caso habrá un término e tal que el número de términos que le prece* 
den será igual al número de términos que le siguen. Si designamos 
por p este número de términos, se tendrá 


de donde 


e “ a + pr 
e ~ / — pr 


2e = a + l y e = 


a + t 
2 


Suma de los términos de una progresión aritmética limi¬ 
tada.—T kohkma, La suma de los términos de una progresión aritmé¬ 
tica limitada es igual a la semisuma de los términos extremos multi¬ 
plicada por el número de términos de la progresión . 

Sea la progresión aritmética 

a, b r c , d , g, K k, l , 

que consta de rt términos. 

Sea S la suma buscada* 

S = a + b + c + d + ... + fi + h + k -f l. 
q ))e podrá también escribirst, invirtiendo el orden de loa términos 

S = t + k 4- fe + fi + ... + d + c + + “• 

Sumando miembro a miembro las tío» igualdades y agrupando Iob 
términos de don en dos: 

2S = (a + /) + (b + k) ~h (c + h) + 

Cada paréntesis es la suma de dos términos equidistantes de los extre¬ 
mos que es igual a (a + /), y como la progresión consta de n termino*, 
en el segundo miembro de la igualdad habrá n grupos de términos 
iguales a (« + O- Por lo tanto 

2S = (« + On; y, per consiguiente, 

(a + On 

O) 5 = —;-• 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


ObsE li vac i ón* Una progresión aritmética limitada se define frecuente¬ 
mente por su primer término, su razón y el número de términos. Si se 
quiere calcular rápidamente la suma de sus términos, habrá que calcu¬ 
lar l con arreglo a la fórmula demostrada mi la pág. 47, 

/ “ a + (n — J)/\ 

Si en la fórmula (1) se sustituye / por este valor, la suma S quedará 
expresada en función del primer término a, de la razón r y del número 
de términos n, obteniéndose 

[2a + (n — 1) r] n 

(2) S = ---- 

Aplicaciones* 1" Suma de los n primeros números enteros. 

Los n primeros números enteros i, 2, 3, 4, 5... n forman una progre¬ 
sión aritmética creciente de razón l T primer término 1 y último térmi¬ 
no n, Aplicando la fórmula (I), se obtiene para la suma de los términos 
el valor 

1 

S = — n (n + I). 

2 

En particular, la suma de tos 100 primeros números enteros vale 

100 

S = - x 101 = 101 x 50 = 5 050. 

2 

2 o .Sarna de los n primeros números pares. 

Los n primeros números pares 2, 4, 6, 8, 10*., forman una progresión 
aritmética de razón 2. Aplicando la fórmula (2), se tendrá 


S = 


[4 + 2 (n — l)]n 


(2 +2 n > rt 


— (n + 1) n. 


2 2 

En particular, la suma de los 100 primeros números pares vale 

101 X 100 = 10 100- 
3.° Suma de los n primeros números impares. 

Los n primeros números impares 1, 3, 5, 7, 9 11 ... forman una 
progresión aritmética de razón 2. Aplicando la fórmula (2), se tendrá 


S = 


[2 + 2 (n — 1)] ji 2 n. n 


— n 3 . 


2 2 

En particular, la suma de los 100 primeros números impares vale 

100 x 100 = 10 000. 

4 o Suma de los cuadrados de los ti primeros números enteros. 

Habrá que calcular 

Sa = l 2 + 2 2 + 3* + ... + 

Como ya sabemos 

(n + 1 ) :í = a 3 4- 3«“ + 3/i 4- 1. 

En esta identidad, como n es un número cualquiera, se le puede 
reemplazar sucesivamente por los números enteros sucesivos desde 
1 a n. 

Se obtienen de esta forma las igualdades siguientes; 

23 = L* 4- 3.1* + 3.1 + 1; 

33 « 23 + 3JP + 3.2 + 1; 

4 a = 3» + 3.3 a + 3.3 + 1; 


(/i + I) a = + 3.n 2 + 3.n + l. 

Sumando miembro a miembro todas estas igualdades, y designando por 
Sa la suma buscada y por Si la suma de ¡os n primeros números se 
obtendrá, después de simplificar: 

(n + l) a = 1 + 3 Sa + 3 Si + n * 
o sea, reemplazando Si por su valor 

3n (n + I) 

(n + l) 3 = 1 + 3 S 3 +------ + 


de donde 


3 Sí =■ (n + 1 ) 3 


3n (n + 1) 
~ 


— (n + 1) = 


2 (n + i) 3 —3a {n + 1) — 2 (n + l) 


2 

(n + 1) [2 (n + I ) 3 —’ 3 n — 2] 


y finalmente 


So = 

- p jj 


2 


n (n + i) (2n + 1) 


En particular, la suma de los cuadrados de los 10 primeros números 
enteros vale 


Sí = 


10 X 11 X 21 


= 385. 


Progresiones geométricas 

Definiciones. Una progresión geométrica es una sucesión de núme¬ 
ros tales que cada uno de ellos es igual al anterior multiplicado por 
una cantidad constante denominada razón de la progresión. 

Los números 2, ó, 28, 54... forman una progresión geométrica de 
razón 3. Cada uno de los números que forman la progresión se denomina 
termino de la progresión. 


Cuando se multiplica un número positivo por otro número mayor que 
1, el producto en mayor que el multiplicando, mientras que sí el multi¬ 
plicador es menor que 1 el producto será menor que el multiplicando. 
Por consiguiente, si la razón de una progresión geométrica, cuyo primer 
término es positivo, es superior a Ja unidad, la progresión se llama cre- 
ctercfe, y en el caso contrario, decreciente, 

3 3 3 3 

* __ _ -_ __ 

i 1 i t * * * 

4 16 64 256 

1 

es una progresión geométrica decreciente de razón- 

4 


Una progresión geométrica puede ser limitada o ilimitada según que 
el número de términos sea finito o infinito. 


Teorema* En toda progresión geométrica, uno cualquiera de sus tér¬ 
minos ts igual al primero multiplicado por la razón elevada a una 
potencia igual al número de términos que le preceden. 

Sea la progresión geométrica a f h t c, d, *,., f, ... de razón q . 

Por definición, se tendrá: 


h = aq ; c = bq — m? 3 ; d = cq = aq^; etc* 

Si / es el término enésimo de la progresión, se tendrá 

l = o<7 a— L 

Ejercicio. Calcular el 12° término de una progresión de razón 



y de primer término 4 . 

1 4 1 

Sí l es el término 12°, ¿ — 4 X —— = — - = -- 

2 11 2 048 512 


INTERPOLACIÓN DE MEDIOS GEOMÉTRICOS 


Interpolar n medios geométricos entre dos números a y b es formar 
una progresión geométrica que tenga n + 2 términos , de primer tér- 
mino a y de último término b. 

Si q es la razón de Ja progresión buscada, se tendrá, en virtud del 
teorema anterior: b — ng rj + l , 


de donde q n + l 



<1 = 


n H 



Ejemplo. Interpolar Ó medios geométricos entre 3 y 198. 


6 

'' = V 


192 


y 64 = 2. 


La sucesión buscada Cs 

3, 6, 12, 24, 48, 96, 192. 


Observaciones. 1“ Si se interpola un medio entre dos números a y ó, 

\ / 

1/ «ó, que es la media geométrica o 

proporcional. 

2“ Consideremos una progresión geométrica e interpolemos el misino 
número de medios ti entre los términos consecutivos* El cociente entre 
dos términos consecutivos os la razón q de Ja progresión, y, en virtud 
de la fórmula anterior, todas las progresiones obtenidas tendrán la 
n-f-l 

misma razón, q r y el primer término de una de ellas será el 

último término de Ja otra, de forma que se obtiene una progresión 
única* 

3* Cuando se interpola un mismo número n de medios entre Jos tér¬ 
minos consecutivos de una progresión geométrica de razón <y, la nueva 


este medio será 


‘+4 = 


progresión obtenida 


tiene como 


razón 


n+1 


V 


7» 


Se puede tomar n suficientemente grande para que la diferencia entre 
dos términos consecutivos de la nueva progresión sea menor que cual¬ 
quier cantidad previamente fijada. 

Teorema. En toda progresión geométrica limitada , uno cualquiera de 
sus términos es igual al último término dividido por la razón elevada a 
una potencia igual al número de términos que siguen al término con¬ 
siderado. 

Este teorema se demuestra en forma análoga a su correspondiente 
para las progresiones aritméticas. 


Teorema, En una progresión geométrica ¿imitada, el producto de dos 
términos equidistantes de tos extremos es CGRJfaitfc e igual al producto 
de dichos extremos. 

Sea la progresión geométrica limitada a t ó* c, h, k , / de razón 
q. Sea e el término que está precedido de p términos, y / el término 
que esta seguido de p términos. 

En virtud del teorema sobre las progresiones geométricas, 


l 

e ” aq®^- / —- 

de donde se deduce 


ef 


al , 
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Suma de los términos de una progresión geométrica limi- 

Sea la progresión geométrica h t c, A, k> t r de razón q , y S la 
suma buscada* 

S = a + 6 + cH- *** + h + h + t. 

Multiplicando ambos miembros por q: 

S q = aq + bq + cq 4* .** + kq + kq + lq * 

Obsérvese que aq — b t bq ~ c, etc* t de donde se deduce 
Sq — S = lq — fl* o (q — 1) S = lq — a 


Si q 1, se deducirá S 


(-&)• 


Si q = 1. la suma será evidentemente igual a na* 

Ejehcícig* Calcular A última termino y la suma de los din prime¬ 
ros términos de la progresión 2, 4> 8* 

Se tiene* décimo término “ 2x2® = 2^® 1 024 

2 (2 10 — 1> 

v S = ——- - 2 046* 

y 2 — 1 

PROGRESIÓN GEOMÉTRICA ILIMITADA 

Progresión oreciente* — TéoRBMA. Las potencias rutera* y P<> 
süivas de un número mayor que 1: 

1 ° Son mayores que I; 

2° Van aumentando a medida que aumenta A r\ponrnte t 
3 a Crecen indefinidamente A exportarte crece también intlefit n 
¿ámente. 

Sea 1 + a, siendo * un número cualqinvni muy na qiir I 

lo y 2 Ü . Siendo n un número culero punitivo (imlquiruii, rm tendí < 

(1 + <*) a = (1 + a) (1 + a) ... (I f di) i l nm 4 término» 

positivos, y por consiguiente; (1 1 a> ,k ' * I «*■ 

Ahora bien, 1 + na ea un número mayor une I, que lUBAHtl «1 

aumentar n , 

A° Si A ea un, número poüilivn, previaiiimiin dado, tan grande cmim» 
se quiera, podrá siempre ciihnilai mu mi iiiiim‘tu n tul <|ue 

(I + <x) tl > A* 

Para ello bastará con detm utiuur n de ¡bu nía íj ur ne irTiga 

1 + n a !> A 

lo que da 

A — 1 

n -* 

a 

CoHSECUENCtA* Los términos de una progresión geométrica tsecien- 
te llegan, a exceder de cualquier limite cuando el número de. términos 
es suficientemente grande. 

El término general de la progresión es a(¡ n , y <J D aumenta, superando 
cualquier límite, cuando n es suficientemente grande, puesto que q 
es mayor que 1* 

En este caso: 

La suma de. tos términos de una progresión geométrica creciente 
e ilimitada es infinita. 

Progresión decreciente. — Teorema. Las potencias enteras y po¬ 
sitivas de un número positivo menor que i: 

I o Son menores que 1; 

2 (> Disminuyen cuando aumenta A expórtente; 

3 W Tienden hacia 0 cuando A exponente aumenta indefinidamente. 

I 

Todo número positivo menor que l puede ponerse en la forma » 

1 t a 

donde a es un número positivo. 

1° y 2 & * Consideremos, siendo n un número colero y positivo, la 
expresión 


/-i-y » — - 

\l + a / ti + «>" 


I + a)" 
ir rc* 


3 o Si e es un número positivo tan pequeño como se quiera, pudra 
siempre encontrarse un número n tal que se tenga 

1 t , 1 
< €, Ó (1 + a) rt > - 


(1 + ct) n 

Bastará satisfacer la desigualdad 1 + «k > 


- t puesto quo 


(l + a)" es, como sabemos, mayor que 1 + na. 

Abura bien, la desigualdad 1 -h na >- 1 queda satisfecha para 

€ 


n 


1 4- os es mayor que 1; (1 + a)” s*rá t por consiguiente, un número 
ayor que 1, que aumenta cuando aumenta el exponente, Por lo lanío 

es un número positivo menor que 1, que disminuye al aumen* 


ae 


Conhkciikncia, La suma de los términos de una progresión geomé* 

a 

tt Un decreciente ilimitada, de primer término a y razón q, vale - * 

1 Q 

LfiiMiblrif tiiiih primiKimente una progresión geométrica decreciente 
j|, iii/tui tf, y rui(n m gá imittlfi I imita da a sus n primeros términos* 

a, />, . k f L 

Si S ni tu aluna ib eiluw Irrmiñón, hc tendrá 

Y jmil > i* lUMiih nne 




S 


íi / I - fl" \ 

‘ IT= 7 ) 


4t 


rif / 1 


fi 


aq n 
1 — q 


( itiiHi q oh meiMii que 1* q >l íictide liaebi mu», y wi NuponemoH que 


n mil 


luniln iiidr-ímidíimenfr * t\r Irruirá, en el lltnlt« f S 


a 


i — q 

IvrrMCí.it. Sitrna de los términos de la progresión ilimitada 

] l 

1 ‘ Y' T’ 

Se tiene 

a 1 

s - - = -—— - 2 * 

1 — q 1 

2 

Aplicaciones. Hallar la fracción simple generatriz de la fracción 
decimal periódica puta 0,3434..* 

La fracción podrá escribirse 

34 34 34 

- 4 " - + 


100 100 a U)0 3 

que es una progresión geométrica ilimitada de razón 
34 


1 


MKI 


y de primer 


termino 


II») 


S = 


34 

100 


34 

99 


1 — 


100 


De aquí se deduce la regla dada en aritmética. 

Problema del juego de ajedrez. —Según el autor árabe Al Se/o/í, 
el rey de Perdía quiso recompensar al matemático indio Sessa por haber 
descubierto el juego de ajedrez, prometiéndole que le concedería lo que 
le pidiera. Sessa pidió entonces un grano de trigo por la primera casilla 
de su tablero, 2 por la segunda, 4 por la tercera, 8 por la cuarta, y asi 
sucesivamente. El rey creyó que podría cumplir fácilmente su promesa, 
quedando muy sorprendido cuando le dijeron que no había bastante trigo 
en todo su reino para satisfacer la demanda del matemático* En efecto, 
el número de granos de trigo necesarios para satisfacer a .Sessa es igual 
a la suma de los términos de una progresión geométrica de razón 2, 
primer término 1 y número de términos 64, cuya suma es igual a 
2 ¡¡! — I ., sea 

Ui 446 744 073 709 551 615. 

Si toda la sti porfíelo de la Tierra se cultivara de tri(íO, la cosecha reco¬ 
gida en un a 5o no alcanzaría esta eiEra. 


Logaritmos 


Dcllniclén del logaritmo d, „» .mlm.ro ^ dí™¡o» VíSJf’m». sST- 

ti'i.si v cfiTacteristicn* bornin de escribir los loR4i ilntos, Lfticulofi g» , . uiitIoi An ,. M inunritiiHi 

ración «le «los logaritmos, Multiplicación de un Urgnú tmo por ^ nu ^|- c ° nc e ” , n er ^ l ’KSo de un “fúmeTo. 
por un número entero. - Disposición y uso de l« tablas tfe log°£¡“SSü Je cálculo: Resella histórica. 

pXc1pl¿ a de , íí«Sa dé rálculo^Des^ripcíóm Ó P CTa ^”*| c ^¡ ) t “ étÍcas - con las liwa * IMRonon.étricas. 


Definición del logaritmo de un número.— Dadas dos progre- 
ones, una geométrica de primer término 1 y razón q > 1, y otra ant- 
ctica de primer término 0 y razón r positiva, hagamos corresponder los 
tminos del mismo orden de ambas progresiones, «pie prolongaremos 

1 

rsnuéa en el sentido decreciente, tomando — como razón de la progTe- 

q 


sión geométrica escrita en sentido inverso y — r como razón de la pro¬ 
gresión aritmética escrita análogamente. Se obtendrán así las siguientes 
progresionen: 

-> 1, qK —t q l \ 


-nr 


9 2 <1 

—2 r —r 0 r 2r **. nr * 


l.Nt'K L. METODICA V 


4 C 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


Ctiití término de la progresión aritmcttca se denomina logaritmo del 
término correspondiente de la progresión geométrica . 

Kntt rpolemuM entre Ioh términos de anilla» progresiones un mismo nu« 
nitro m de medios, y obtendré Ríos otras dos progresiones, de no minándose 
también logaritmo de cada uno de los términos de la nueva progresión 
geométrica obtenida el término correspondiente de la progresión arit¬ 
mética, 

Obsérvese* además* que el número m de medios interpolados puede ser 
lo suficientemente grande para que la diferencia entre dos términos con¬ 
secutivos de tina cualquiera de las progresiones (v* pp, 47 y 48) sea 
menor que un número, lijado previamente, tan pequeño como se quiera* 

Consideremos ahora un número positivo cualquiera A; este número 
pertenecerá a la progresión geométrica, en cuyo caso su logaritmo está 
definido, o bien no pertenece a la misma, y entonces, a! clasificarle entre 
los números de esta sucesión estará situado entre dos términos conse¬ 
cutivos de la progresión geométrica: su logaritmo está, por definición* 
comprendido entre los dos términos correspondientes de la progresión 
aritmética, y como la diferencia entre dos términos consecutivos de la 
progresión aritmética puede hacerse menor que cualquier número fijado 
previamente* tan pequeño como se quiera, resulta que* tomando como 
logaritmo de A uno cualquiera de los dos términos de la progresión arit' 
mélica, se tendrá un valor del logaritmo de A con la aproximación que se 
desee, 

Recíprocamente: Dado un número a cualquiera, positivo o negativo, 
existe un número A cuyo logaritmo es a. En efecto, si a pertenece a la 
progresión aritmética, A cu el número correspondiente de la progresión 
geométrica; ai a no pertenece* pues, a la progresión aritmética* podrá 
clasificarse entre los números de esta sucesión* y estará situado entre dos 
términos consecutivos de la misma, A está situado* por definición, entre 
ios dos términos correspondientes de la progresión geométrica, y como ia 
diferencia entre ios términos consecutivos de la progresión geométrica 
puede hacerse tan pequeña como se quiera, resulta que, tomando como 
valor de A uno cualquiera de los dos términos de la progresión geomé¬ 
trica* se tendrá un valor aproximado de A, siendo esta aproximación 
tan gran rio como sea necesario. 

Se deduce de esta definición que: 

]° Todo número positivo tiene logaritmo; 

2 o Los números negativos no tienen logaritmo; 

H (> E] logaritmo de \ es 0; 

4 (> Todo número mayor que la unidad tiene un logaritmo positivo, y el 
logaritmo de infinito es infinito; 

5 [J Todo número positivo menor que la unidad tiene un logaritmo ne¬ 
gativo, y el logaritmo de cero es —■ <X>; 

ó n Todo número positivo es el logaritmo de un número mayor que 1* 
y todo número negativo es el logaritmo de un número positivo menor 
que 1 ; 

7,° Existen infinitos sistemas de logaritmos, siempre que q y r verifi¬ 
quen las condiciones: q 7> 1 y r 7> 0. 

El logaritmo de un número A se representa por el símbolo log A, que 
se lee: logaritmo de A. 

Definición. — Base de un sistema de logaritmos es el número cuyo 
logaritmo, en el sistema considerado* es la unidad . El sistema queda 
determinado una vez conocida su base. 


Propiedades de los logaritmos 

Teorema, El logaritmo de un producto de varios factores es igual a la 
suma dt los logaritmos de los factores de dicho producto* 

Sea el producto a * b * c, siendo «, b, c tres números positivos. 

Si a, h y c son términos de la progresión geométrica, podrá escribirse 

a — q n + b — q H \ c ~ q n '\ 
de donde se deduce que 

abe = q il + »' + B ". 

El produelo abe pertenecerá por lo tanto a la progresión geométrica 
y se tendrá 

log abe “ (« + n + n") r = nr T «V + n r ^ tog a + log b + log c« 

Si u, b y c no son términos de la progresión geométrica estarán com¬ 
prendidos entre términos de dicha progresión tan próximos como se 
quiera, y el teorema será válido sustituyendo uno cualquiera de estos 
términos por el factor correspondiente. Admitiremos que el teorema es 
cierto para los fací ores b y c. 

Teorema. El logaritmo de la potencia de un número es igual üt lo - 
garittna de dicho número multiplicado por el exponente de la potencia. 

Es decir* log a H — n log a, que es una consecuencia inmediata del 
teorema anterior. 

Por ejemplo log 7* = 4 log 1 , 

Teorema, El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del divi¬ 
dendo menos el logaritmo del divisor, 

a a 

Sea el cociente — y hagamos ~ — c t de donde a — /jc, y log a = 
h b 

— log h + log e\ Por consiguiente, log c = log a — log b. 

Ejemplo: 

5,4 

log ——— — log 5,4 — log 7,32 T 
7,32 

Teorema* El logaritmo de la raíz de un número es igual at logaritmo 
de dicho número dividido por el índice del radical, 
n n 

^ ta Y n, y hagamos \¡ a -- b, de donde a — b n t y log ü — n log. ó. 


Por consiguiente: log b 
Ejemplo: 


1 

— - log a, 
n 


3 

1(1 e V 7 = 1 log. 7. 

3 

Observación, Acabamos de ver cómo pueden utilizarse loa logarit¬ 
mos. Supongamos una tabla (más adelante veremos que existe) que 
contenga en una parte los números y en otra sus logaritmos, y tratemos 


de calcular x 
Se tendrá 


$_ 

V A. 


log x 


1 

— log A. 

5 


Se calculara el segundo miembro, se obtendrá log x , y la tabla non 
dará jr. 

En virtud de los teoremas anteriores, la multiplicación de varios nú* 
meros quedará sustituida por la suma de sus logaritmos; la elevación 
a potencias, por la multiplicación de un número por su logaritmo, etc* 

a 3 yir 

Aplicación* Calcular ti número x — -- siendo A, B* C y D 

3_ 

°Vu 

numeras positivos cualesquiera* 


Se escribirá 


log x = 3 log A 4- — log 13 — log O 

L-. 


.i 


loft D 


Se cu (rulará el segundo miembro y se deducirá el valor de x. 

Logaritmos decimales o vulgares. — Son loa más sencillos y los 

que se utilizan en la práctica; están definidos por las dos progresiones 

1 1 1 

-* .*,* -, -—-* i, io t 10 a * 10", 

10' 1 I0 2 10 

— ti * .»*, 2 * 1 * 0 , 1 * 2 , .■■* u t ... 

La base de este sistema es 10. Si se corre la coma en un número, 
o sea sí se multiplica o se divide este numero por una potencia de 10, 
el logaritmo del número dado, y el del número que resulta difieren 
en un número entero. En efecto, log (A * 10") — log A 4* n log 10 = 
= log A -f n. 

De donde resulta que el logaritmo de un número cualquiera se deduce 
del logaritmo de un número comprendido entre 1 y 10, añadiendo a 
este ultimó Un numero entero positivo o negativo. 

Ejemplo: log 2 482,43 = log 2* 48243 X 10 a = log 2, 48243 + 3; 

3 45 

log 0*00345 = log = log 3*45 — log UP = log 3*45 — 3. 


Mantisa y característica* — Todos los números comprendidos en¬ 
tre 1 y 10 tienen su logaritmo comprendido entre 0 y 1, logaritmo que 
es un número decimal menor que 1. El logaritmo de un número cual¬ 
quiera puede* por lo tanto, considerarse como formado de una suma 
de dos partes: 

J 4 Un número decimal comprendido entre 0 y 1; 

2.° Un número entero positivo o negativo. 

El número decimal, denominado mantisa , lo facilitan las tablas, lla¬ 
madas tablas de logaritmos. El número entero se llama característica* 
y se determina directamente, con arreglo a lo expresado en el número 
anterior. Fácilmente se establecen lúa siguientes reglas: 

I o Si el número considerado es mayor que 1, »u característica «a 
igual al número de cifras enteras de que consta, menos una; 

2 U Si el número considerado es menor que 1, stx característica es un 
número negativo, igual en valor absoluto a) lugar que ocupa, en dicho 
número, la primera cifra significativa después de la coma. 

Ejemplo: 

log. 24 315,8 = 4 T log 2, 43 158; 
log 0*000438 - — 4 + log 4,38. 

Forma de escribir los logaritmos. — Sea un Logaritmo, que 
consideraremos compuesto de una suma de dos numeras: un número 
entero positivo o negativo y un numero decimal positivo menor que 1. 
Los escribiremos* convencional mente* para mayor sencillez, de la ma¬ 
nera siguiente: 

—- 3 + 0*4!512 se escribirá 3,41512; 

+ 4 T 0,52818 se escribirá 4,52818* 

Inversamente, si un logaritmo está escrito en la forma 4,01518, sera 
igual a — 4 + 0,01518. 

Más adelante se verá la ventaja de considerar los logaritmos com¬ 
puestos de dos partes, de las cuales es positiva la parle decimal. 


Cálculos logarítmicos. —En los cálculos que requieren el em¬ 
pico de logaritmos, se presentan las siguientes operaciones: 

Suma de varios logaritmos. 


3,51312 

T, ü 1 53 2 

^32 8 74 
T t 8 5 7 1 8 


Se sumarán las mantisas, que son todas positivas, y 
después las características, que son números enteros po¬ 
sitivos o negativos, de acuerdo con las reglas de la suma 
algebraica, La operación es sencilla porque todas las 
mantisas son positivas. 
















Sustracción de doi logaritmos- 

La sustracción no se efectúa; se sustituye, a fm de simplificar los 

cálculos, por una suma, „ 

Se llama cologaritmo de un número el logaritmo de su recíproco» ur 

ejemplo, log —- = colog a. 
a 

Como log —- = log 1 ■— log a — — log a, se tendrá 

a 

— log a — colog a, 

y en lugar de restar el logaritmo de un número, se suma 1 a el rologiiriliitn 
del mismo número, cuyo cálculo indicamos a continuación. 

Sea el logaritmo de un número A, de característica c y iiniii'im» m; 
se tendrá 


— log A — — c — m. 

Para poner — c — m en forma de logaritmo, se «iribú 'i 
— c — 1 + 1 — m, y — log A - (— c O + O ) 

1 — m será la mantisa del colog A* y (— r — O ó O 
característica, de donde se deduce k rigmentc rcgln 

Para hallar el cdogaritmo de un numero >r uñad* <* tu mi tu tn t «rit >« 
de su logaritmo una unidad positiva y \r camino ór \tgao ¡o mmu ohtt 
nida; después se resta la parte decimal de la unidad, h* que i-yukvaU a 

restar de 9 cada una de las c£jfro,i decimal*"*, rxcrpto la uíUitui, t¡itr se 

resta de 10 . 

Ejemplo; _ 

si log A =3 3,M212 t colog A 4,115788, 

&i log A o 2,41785, colog A 1,58215* 

Multiplicación do un logaritmo por un numero entero. 

Si la característica del loga ritmo es positiva, estaremos en el caso de 
una multiplicación ordinaria. Si lu característica es negativa, se multi¬ 
plicará el número, separadamente, por cada una de sus partes, y el 
producto se pondrá en forma de logaritmo. 

2,41317 X4 = 9^5268, 

*3/72451 X 3 = 7,17353. 


■ o 1 ■ n' ^ 
i I i m 


División de un logaritmo por un numero entero» 

Si la característica es positiva, se procede como en una división ordi¬ 
naria. Supongamos que la característica sea negativa. 

Xo Si esta característica es exactamente divisible por el numero ente* 
ro T el resultado es inmediato. 


4,7128 4 0,7128 — 

_ = — + —— = 1,1782. 

4 4 4 

2 Ü Cuando la característica negativa no es divisible por el número 
entero, se le añadirán tantas unidades negativas como sean necesarias 
para formar el mayor número entero negativo divisible por el número; 
se añadirá a la mantisa el mismo número de unidades positivas. 


3,41267 



2 + 0,41267 

r. 


= 1 , 48253 . 


Disposición y uso de las tablas de 

logaritmos 

El logaritmo fie un número que no forma parte de Ja progresión 
geométrica que ba servido para definir los logaritmos decimales consta, 
como hemos visto, de dos partes? I o la carácterísticOt número entero 
positivo o negativo que hemos aprendido a calcular inmediatamente; 
2 o ía mantisa , número positivo menor que L Las tablas de logaritmos 
dan las mantisas de todo» los números comprendidos entre 0 y un 
número determinado, con una aproximación conocida. Por ejemplo, una 
tabla de logaritmos de cinco decimales dit inmediatamente las man¬ 
tisas de los logaritmos de loa números comprendidos entre 1 y 10 000, en 
unidades decimales de quinto orden. Esta aproximación es, por lo ge¬ 
neral, suficiente para las aplicaciones prácticas, 

En Jos cálculos logarítmicos se presentan dos problemas: 

1* Dado un número * hallar su logaritmo; 

2 o Dado d logaritmo* hallar d número. 

Utilizaremos, para resolver estos problemas, unas tablas de logarit¬ 
mos cinco decimales, una de cuyas páginas reproducimos. 



Obtención del logaritmo de un número. — Conocemos la for¬ 
ma de obtener la característica. En cuanto a la mantisa, sabemos que 
es independiente de la posición de k coma en el número; prescindi¬ 
remos, puefl, de ella, podiendo presentarse entonces dos casos: 

I o El número considerado es ¥ prescindiendo de la coma, menor que 
10 000. En este caso, el número tiene cuatro cifras como máximo; 
sea* por ejemplo, el número 36*87, 

La característica fbd logaritmo es 1, En cuanto a su mantisa, busca¬ 
remos en la tabla el numero 3 678 (las dos primeras cifras, 36, no se 
repiten entre 3 680 y 3 690); la mantisa* que figura en k columna 
encabezada por log* y enfrente de cada número, es 56 667 (las dos pri¬ 
meras cifras, 56, no se repiten). Se tendrá; 

log 36,87 = J^* 56667, 

log 0,3600 — 1*55630, 

log 3,600 = 0,55630* 
log 3 600 = 3,55630. 

Para los tres últimos números solo varía la característica; la mantisa 
í'h 11*55630, la ínfima en los tres; es el logaritmo de 3*6(10. 

2* El número considerad o, prescindiendo de la coma, es igual o mayor 

que 10 000, 

Sen 386,57 el número cuyo logaritmo queremos obtener. La carác¬ 
ter ist ira del logaritmo es 2. 

Pura calcular la mantisa, tomaremos primeramente la mantisa de 
3 68.5* que es 0,56644* 

Para calcular U parte complementaria, se admite que hay proporcio¬ 
nalidad entre el incremento del número y el incremento del logaritmo, 
con lo cují i se comete un error, pero que no afecta a la quinta cifra 
decimal de la mantisa. Las mantisas de los números 3 685 y 3 686 son 
0,56644 y 0,56656* respectivamente, que sólo se diferencian en 12 uni¬ 
dades de 5 o orden. Razonaremos de la siguiente forma: 

Sí el número aumenta en una unidad, la mantisa aumenta 12 unidades 
de 5 o orden; si el número aumenta 0,7, la mantisa aumenta 12 X 0*7 = 
— 8*4; cuando la parle posterior a la coma es 5 o superior a 5, se 
aumenta una unidad Ja última cifra entera, y en el caso contrario se 
desprecia La parte decimal. El cálculo se dispone de la siguiente forma: 

log 368,57 = 2*56652 


para 368 5 56644 Ü = 12 

pa ra 7 84 

En definitiva* sólo se conservan cinco cifras decimales; si la 6“ cifra 
es menor que 5* se suprime, y si es igual o mayor que 5* se aumenta 
una unidad la cifra decimal anterior, es decir, la quinta* D es la 
diferencia entre las mantisas de los dos números enteros consecutivos. 
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llamada diferencia tabular. Figura, en la tabla, en las columna!} enea* 
bezudas con una Ib 

Uso de las tablillas P. P. — En el cálculo que acabamos de efec¬ 
tuar ha habido que multiplicar la diferencia tabular 12 por 0,7* Para 
evitar esta multiplicación se ha efectuado con anterioridad el producto 
de 12 por todos los números menores que 1U. Los resultados figuran en 
pequeñas tablas situadas en las columnas encabezadas con I\ i\ (partes 
proporcionales). Tomemos, por ejemplo, la tablilla 12; en la columna 
de la izquierda se encuentran tas décimas del numero, y en la de la 
derecha los productos por 12 de cada una de estas décimas* De estos 
productos sólo se ha conservado una sola cifra, de acuerdo con la regla 
antes indicada. Por ejemplo: 

12 x 0,1 = 1,2. Se ha conservado una unidad de 5* orden. 

12 x 0,4 = 4,11. Se han conservado cinco unidades de 5 o orden. 

Ejercicios. S° Hallar el logaritmo de 3 782JL 

log de 3 782,8 = 3,5770 

para 3 782 57 773 D = 12 

para 8 10 

2 “ Calcular log 0,036295. 

log 0,036295 = 2 755985 

para 3 629 55 979 D — 12. 

pa ra 5 6 

Hallar un número, conocido su logaritmo.— Este problema 

es el recíproco del anterior. 

El logaritmo dado consta de característica y mantisa. Si la mantisa 
se encuentra en las tablas, el número buscado se halla inmediatamente. 

Supongamos que el logaritmo dado sea 1*57761; el número que corres¬ 
ponde a la mantisa es 3 781, y el número buscado, 37,81. 


s_ 

Se tendrá, por consiguiente, V 5,7847 — 1,5584* con un error de 

0 , 0001 * 

La regla de cálculo 

Reseña histórica* — Las máquinas de calcular antes descritas se fun¬ 
dan en el principio de la numeración decimal. Basándose en las propie¬ 
dades de los logaritmos* se han construido máquinas de calcular más 
sencillas: las reglas de cálculo. Neper, eJ descubridor de ¡los logaritmos, 
fue quien primero tuvo la idea de la regla de cálculo, en el siglo xvi. 
En el ano 1624, Gunter construyó la primera regla con divisiones pro¬ 
porcionales a los logaritmos, y Wingáte sugirió que se utilizaran estas 
reglas para el cálculo. La regidla se debe a Seth Pastridge (1671). 
Lenoir-Granet construyó, en 1820, el prototipo de las reglas de cálculo 
rectilíneas compuestas de una regla provista de una ranura en la que 
puede deslizar una re güila. Mannheini perfeccionó, en 1851, la regla 
de Lenoir; a él se deben el funciona miento de las escalas y la aplica¬ 
ción del cursor. 

Existe gran número de reglas de cálculo, algunas de las cuales se 
construyen especialmente para ciertas profesiones; unas son cilindricas; 
otras, circulares. 

Describiremos aquí la regla de cálculo ordinaria, derivada de la regla 
de Maimheim; con ella pueden efectuarse múltiples operaciones aritmé¬ 
ticas* trigonométricas y logarítmicas. 

Principio de fa regla de cálculo.- La regla de calculo está ba¬ 
sarla en las propiedades de los logaritmos, principalmente en la de que 
el logaritmo de un producto de dos factores es igual a la suma de los 
logaritmos de estos factores, 

log (a * b) — log a + log ó. 


Se escribirá 

1,57761 = log 37.81. 

Análogamente 

3*56632 = log 0,003684, 

Supongamos que la mantisa dada no figura exactamente en la tabla. 

Sea el logaritmo 3*57637, 

Tomaremos cu la tabla la mantisa que más se aproxime, por defecto, 
a 57 637; encontramos 57 634, a la que corresponde el número 3 770. 

Ahora habrá que buscar cuánto aumenta el número al aumentar 3 
la mantisa. La diferencia entre 57 634 y la mantisa dd número mayor 
en una unidad que 3 770 es 12, Seguiremos admitiendo la proporciona¬ 
lidad entre los incrementos del número y de la mantisa. 

Cuando la mantisa aumenta 12, el número aumenta L 

1 

Cuando la mantisa aumenta 1, el número aumenta ——. 

J ¿ 

3 

Cuando la mantisa aumenta 3, el número aumenta ——, 


Como 


12 


= 0,25, o sea 0,3* el numero buscado será, de acuerdo 


con lo que hemos dicho, 3 770,3. 

Este cálculo se dispondrá en la forma siguiente: 

3,57637 = log 3 770,3 

para 57634 3 770 D - 12 

para 3 . 25 

Ejemplo* Hallar un número x tal que. log x = 0,55938, 

Se tiene 


0,55938 = log 0,36256 


pa ra 
para 


55931 

7 


3 625 D == 12 
.58 


Calculemos X , tal que log x = 1,56660, 

La mantisa más aproximada por defecto es 56 656, y el número corres¬ 
pondiente* 3 686; la diferencia tabular es 11, y hará falla encontrar 
ias décimas que aumenta el número cuando lü mantisa aumenta 4: la 
tablilla da inmediatamente 4. 


1,56660 = log 0,36864 


para 
pa ra 


56656 

4 


3 686 

.4 


Aplicación. Calcular V 3,7847. 


log * = 


log 3,7847. 


Calculemos log 3,7847. 


log 3,7847 ^ 0,57803 
para 3 784 57795 D— 12. 

para 7 8.4 

1 0,57803 

— log 3,7847 = -- = 0,19268. 


0,19268 = log 1,5584 


para 19 257 
para 11 


1 558 D = 28. 

. 4 
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Figs. 20 y 21 


La regla de cálculo se compone esencial mente de dos reglas, una de 
ellas móvil que puede deslizarse sobre la otra. Ambas reglas llevan gra¬ 
duaciones idénticas, siendo en cada una de ellas la distancia del trazo 1 
al trazo b proporcional al logaritmo de b. 

Para calcular el producto a * b se desplaza la regla móvil de forma 
que el trazo 1 caiga sobre el trazo fí. Enfrente dd trazo b se encon¬ 
trará el trazo c de la regla. En virtud de la construcción de la gra¬ 
duación, d Logaritmo de c ea la suma dd logaritmo de a y dd logaritmo 
de b; por lo tanto, c es el producto de a por ó (fig. 20). 

Análogamente, para calcular d cociente a : b se desplaza la regla 
móvil de forma que d trazo b de la misma caiga frente al trazo a de 
la regla fija. Frente al trazo 1 de la regla móvil se encuentra el trazo c 
de la regla fija: en virtud de la construcción de la graduación, el lo¬ 
garitmo de c es la diferencia log a — log 6. Por consiguiente, c es d 

a 

cociente — (íig. 21). 
b 

La regla de cálculo que vamos a describir es un perfeccionamiento 
de este sistema. Con día pueden efectuarse las operaciones más diver¬ 
sas: multiplicación* división, proporciones, cuadrados, raíces cuadra¬ 
das. También se puede efectuar el cálculo de la superficie del círculo, 
ios cubos, las raíces cúbicas, las potencias de orden superior, las reso¬ 
luciones de las ecuaciones de 1° y 2 o grado, así como de la ecuación 
bicuadrada y de las ecuaciones de 3 o , 4 o y 5 o grado. 

Utilizando las escalas dd revés de la regla móvil, pueden calcularse 
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Fig. 22 




los logaritmos de los números y todas las lineas trigonométricas. 

Descripción *—La regla de cálculo consiste en una doble regla, 
una de las cuales, llamada reglitta, se desliza sobre la otra, denomi¬ 
nada regla. En cada una de ellas se han trazado divisiones que re¬ 
presentan los logaritmos a una escala determinada por la longitud de 
la regla. La regla principal tiene dos graduaciones ijig. 22 ): la gra- 
d unción superior consta de dos partes idénticas con divisiones numera¬ 
das de 1 a 10 que son la escala izquierda o primera escala y la escala 
derecha o segunda escala. Sobre la primera escala se han llevado las 
longitudes 1 — 2, 1 — 3, 1 — 4, etc., proporcionales a los logaritmos 
de 2, 3 t 4, etc. hasta 10, cuyo logaritmo es la unidad. 
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Las Ion gil mies 1 — 2, 2 — 3, etc,, están a su vea graduada* por el 
mismo procedimiento y dan, por ejemplo, entre 2 y 3 Ioh logaritmo» de 
números como 21, 22, 23, etc. Podría continuarse «sí, pero hay *\w 
detenerse pronto, porque los trazos así obtenidos acaban por aproxi¬ 
marse demasiado. 

Al efectuar los cálculos con la regla, no hay que tomur rn cumia 
el orden decimal, a causa de las propiedades de los logaritmos El tni/o 
izquierdo puede representar 1, 10, 100, 1 000 ó 0,1, 0*0L 

Un numero cualquiera puede leerse sobre la primera escala. 

Las divisiones de segundo orden determinan las décimas d. los in¬ 
tervalos numerados: entre 20 y 30 puede leerse 21, 22, r-o Lu* d■ vi 

siones de tercer orden no existen más que entre 1 y 2 f j. mu pun* 1 * y 

2 y í>, por la oirá. En la región 1-2, una división dr im n unir n Ji'pir 

Benta la quinta parte de una de las divisiones de ..h* md.-n , .. 

puede calcularse a simple vista la mitad, puedo obten i-m bi décima 
parte de las divisiones de primer orden. Por lo trullo, rnin 1 y pndm 
leerse un número cun tres cifras exactas. Entre 2 y b ( Un idnhnmmcu 

dan ——- de las divisiones tic segu mío orden. Se pod.ilul.n, ti pn* 

2 10 

12 4 

x i infidamente, —, — ... —- y obtener un nui*o .<■ de (*+"* * tli * e j *■> 

5 5 5 

exactitud de la última cifra será dudoüá INn niMimi dr ! |mm1 1 i ■ ilcn 
lar.se un número de tres cifras con un» i»pn-*iiim . unidad* ■ 

La graduación de la regla está irpiinhn idn • .h r h- iirnt* h Ih i• «* i• 

inferior y superior do la regidla, en be- < mili n» b cu I. . 

en la icgla. 

La parte inferior de la regla iminiir uini md.i t- ■ 1 qllr ri, p<n 
consiguiente, doble de la primera eui'iiLi ' ■ ■ *t\> mili i ■ L i ir 

como la escala inferior, sir uipre que u pie d.i |pmqm k.r npio * mui 
cae iones que se obtienen hon dm* ven mucr»ícn qur mu Ihn enrabia 
su perjures. 

Para mayoi facilidad m hi iqji in.amr mili/n mt rttf.utt que 
desliza sobre los bidón de la i •• rl.i, >. u,ur r*it .i pro vi si o dtj una abrí fina 
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también dividida por un Ira/.o pripmdicular a! eje de la regla* Este 
trazo permite simar el rutinero que no Ice en la regla frente a! numero 
que se lee en la regí i lla, y hacer que se correspondan los números dé 
la escala inferior con los de la superior, y reciproca mente. 

Para leer tm número, se enumeran sucesivamente, de izquierda a 
derecha, Iíin cifras que lo componen, empezando por la primera cifra 
significativa. Por ejemplo, para indicar el número 1 826 se dirá: uno, 
ocho, dos, seis, y se observará que su valor es l,B2ó X 10L 

Análogamente, 0JMB26 se leerá: uno, ocho, dos, seis, y tendrá como 
valor 1,826 x 10 _; \ 

El revés de la regí illa (}Íg. 23) lleva tres escalas: hi escala de uno 
do los bordes, señalada S, os la escala de las senas, y la del otro 
borde, marcada I, es la escala de las tangentes. Entre ambas se en¬ 
cuentra la escala L, que es la escala de los logaritmos dr los mime- 
ros. Más ¿ule la ni e veremos cómo se utilizan. 


Operaciones aritméticas . — Multiplicación. Se utilizan las dos 

escalas inferiores de la regla y de lu regí illa, 

Supongamos que se quiere multiplicar 2 por 4; deslizaremos la re¬ 
gidla de forma que el origen de yus divisiones-—-el numero 1—caiga 
enfrente de la graduación 2 de la regla, que representa el logaritmo 
de dos íjig. 24). 


pníifl 


\ 1 

: ! 

i 

l J 

4 

* ! 

j , 

> í 

1 : 

t í 

1 ! 

— i— 

> 

\ 1 

1 

1 

1 




1 

□ 

ZX4 = 8 

rehíla ~ 








U 


i 

i 

1 

X 

j 




Fia. 24 


Enfrente de la graduación 1 de lu regí illa se encontrará, sobre 
la regla, el numero 8. En efecto, al colocar el origen de las gradua¬ 
ciones de la regidla frente a 3a cifra 2, se añade automática mente la 
longitud proporcional al logaritmo de 2 & todas bis longitudes pro¬ 
porcionales a los números que figuran en la reglilla; 

log 2 + Irjg 4 — fog 8. 
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Fio, 25 

Supongamos que queremos multiplicar dos mi.meros de dos cifras, 
por ejemplo* 3ó por 24 (fig* 25): efectuando mentalmente el produc¬ 
to de las últimas cifras de los factores, puede obtenerse la ultima 
cifra del producto. Siempre que el producto se encuentre en la pri¬ 
mera escala de la regla, el número de cifras del producto será igual 
a la suma de las cifras de los factores disminuida en una unidad; 
cuando se encuentre en la segunda escala, el número de cifras del 
producto será igual a la suma de las cifras de los factores. 


Multiplicaciones sucesivas. Bastará con multiplicar el producto de 
los dos primeros factores por el tercero, el producto obtenido por el 
cuarto, etc. 

División. Es la operación inversa (íigs. 26 y 27), Para efectuarla, 
hc lee el dividendo sobre la regla (en la escala izquierda, si la pri¬ 
mera cifra del dividendo es mayor que la primera del divisor y en la 
escala derecha si es menor) y se coloca debajo el divisor, que Ñí. leo 
rn la escala izquierda de la regí illa. El cociente sé lee. sobre la 
regla, encima de uno de los indicadores 1 ó 10 de la regidla. 
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Fias, 26 y 27 


i'\ .. y i \ divirlrmhi »-'ian *n don cumian diferente» do la 

feglu, i] húmero dr cifran enteran dH rocíente so obtiene reatando el 

.Mil.|i i ifijiíi * iiiriaM <b l divi'ioi ¡Id iinnom de < if ras culeras del 

d i vidornia, " i el dividendo y el cociente rulan ñn una misma escala 
I IU, luí y qur iimulit Uíiii unidad a raía diferencia, 

Pro¡Htrdones. Sí hay que dividir vario» numero» por un mismo di- 
viftnf, basta con colocar el indicador 1 ríe lu mjLIL i Ir ha jo riel divisor 
trido Hobre la regla: los diversos cocientes se leen sobre la reglilla, 
debajo de los dividendos leídos en la regla* 

Fracciones. Razones. Proporciones * Las fracciones que tengan como 
numerador un número leído en la regla y por denominador el co¬ 
rrespondiente número de la reglilla, tienen todas el mismo valor para 
una misma posición de la regí i lia, y forman una serie de razones igua¬ 
les* Esta propiedad permite resolver cualquier regla de tres* 

Sean, por ejemplo, los precios dé venta de artículos diversos los que 
se quieren calcular, conocidos el precio de compra y el beneficio por 


100 , 

Supongamos que artículos que cuerean 10, 12,50 y 13,75 pías* se 
venden pon un 25% de beneficio* Lo que se ha comprado a 100 pías, 
se venderá a 125 ptas*, y, por lo tanto, 

LOO 10 12,50 13,75 

- — ——, = —- ~ -, etc* 


Y 

100 


Una vez formada la fracción 



se leen directamente los precios 


de venta sobre la regí illa, debajo de los precios de compra leídos 
sobre la regla. 

Elevación a potencias y extracción de raí res aladradas. Los nú luc¬ 
ios de la escala superior de la regla y de la regí illa son los cuadra¬ 
dos de los números de la escala inferior (escala de raíces). Bastará con 
colocar estos números frente a frente, ya sea por medio del cursor o 
por medio de los trazos 1 de la regidla. Cuando el número »c lea 
sobre la escala de U derecha, se multiplicará por 10* 

Raíz cuadrada . Inversamente, la graduación inferior da las raíces 
de los números de la graduación superior de la regidla, teniendo en 
euenia que si después de dividir el número en períodos de dos cifras, 
el último período de la izquierda sólo consta de una cifra, habrá que 
leer el número en la escala izquierda de la regla; si consta de dos 
cifras, se leerá sobre k segunda escala. 

La graduación inferior de la regla se denomina con frecuencia 
escala de ratees. 

Cubos. Puede formarse el cuadrado del número, y multiplicarlo por 
dicho número. Es decir, que se tlcva el origen de la regidla sobre el 
cuadrado del número que se lee en la regla. Algunos tipos de regla 
tienen un» escala en la que figuran directamente los cubos de los 
números* 

Combinación de productos Y cocientes. Sea el numero 

27 x 54 x S 

N = --— 

65 x 12 x 36 


27 

el que se quiere calcular* Se efectúan sucesivamente: el cociente - —, 

65 

27 27 

después el cociente de -—- por 12, después el producto de -— 

65 65 X 12 

por 54, y así se continúa, con el mínimo de movimientos de k re¬ 
gidla y dd cursor* 


Operaciones con las lineas trigonométricas. — Senos, Una 

vez colocada k regidla del revés, se lee en su parte superior una 
escala S que permite obtener los senos dé los ángulos* Esta escala 
está dividida en grados, desde 0 o a 90°. 

El intervalo a k izquierda de I o ésta dividido en partes de 5' cada 
una. El primer trazo contado a la derecha dél origen corresponderá, 
pues, a un ángulo dé 35^* 

Los intervalos I-2, 2-3, 3-4, 4-5 están también divididas en partos 
de 5' cada una. 
















































































































54 


ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


J)t* fi |0 „ 2 n f \ cudu ararlo rutii dividido en partas de 10 ^ wda una* 

De 20° 4 10 o * cailu «rudo está dividido en 2 partid de 31)' cada arta* 

IV |[l M u 7U° + Iíi-i divisiones van de grado en grado* 

Do 70° u 80°, la# divisiones van de dos en dos grados. 

La graduador mi. flecha de tal forma cjue cuando coinciden los 
urigrin^ de la regla y de la regidla, las longitudes que se cuenten 
íHibre la reda representan tos valores ríe los senos de los ángulos que 
correKpn míen a la escala S de la regidla. 

Lon senos comprendidos en la primera escala 1-10 de la regidla va¬ 
rían entre 0,01 y 0 t l; los situados en la segunda escala varían entre 
0,1 y 1, También puede obtenerse el seno de un ángulo sin invertir 
la rnglilla; para ello, se lleva el ángulo, leído sobre la escala S ríe la 
regidla, al extremo del instrumento (trtlfco marcado), que se invierte 
después, y el seno se lee sobre la regidla, debajo del indicador recto 
de la regla. 

El problema inverso, hallar el ángulo que corresponde a un seno 
dado, se deduce con facilidad* 

Cosenos. El coseno de un ángulo es el seno de su complemento. 

Tangentes, La escala T es la de tangentes, y llega hasta 45°, 

Para obtener la tangente de un ángulo mayor que 45^ se halla la 
tangente de su complemento, y el número buscado será el inverso 
de este numero. 

La tangente de un ángulo menor de 45° se obtiene llevando el ángu¬ 
lo al extremo derecho del instrumento, e invirtiéndolo después, romo 
se ha hecho para el seno; la tangente se lee sobre la regidla, debajo 

del indicador derecho de Ja regla. 

Si el ángulo es mayor de 45" se utiliza el ángulo Complementa no, 
y se Jee e) inverso de la tangente de este ángulo encima del 1 iz¬ 
quierdo de la regidla* 

Las tangentes leídas sobre Ja primera escala 1-10 de In regh- 
lia varían entre 0,01 y 0 , 1 ; las que se leen sobre la segunda, entre 
0,1 y 1 * 

Las tangentes de los arcos mayores de TV 3 varían entre 1 y 10 , 
cuando se Icen en la primera escala de la regla, y entre 10 y 100, 


cuando se loen en la segunda. El ángulo que corresponde a una tan¬ 
gente dada se halla con facilidad* 

Logaritmos. La regidla lleva también una escala L, llamada escala 
de logaritmos) que sirve para calcular sobre la escala de raíces las 
longitudes que representan las mantisas de los logaritmos de los núme¬ 
ros* Esta escala está dividida en 500 partes iguales numeradas de 


derecha a izquierda; 


cada división corresponde a 


2 

1000 


de la lon¬ 


gitud total de la escala* 

Para hallar el logaritmo de un numero se f.j* su característica 
según, la regla conocida, colocando el origen I de la regidla sobre el 
numero leído en la escala de raíces; después se invierte el instrumento 
y se lee sobre la regidla la parte decimal, sirviendo de índice el 
extremo de dicho instrumento. 

El número que corresponde a un logaritmo dado se obtiene en forma 
inversa* 


Aplicaciones* Las aplicaciones de la regla de cálculo son in¬ 
numerables* Con ellas puede obtenerse la escala de un dibujo, el 
peso fie una viga cuadrada* la seceíoni de una viga cuadrada some¬ 
tida a tracción, el contenido de un depósito cilindrico, el cálculo 
del peso de una pieza según un dibujo, ei diámetro de un árbol de 
transmisión de igual elasticidad* el cálculo de una placa de cemento 
armado, fie una columna fie fundición, de un pillar de hormigón ar¬ 
mado cargado excéntricamente, el cálculo de un transformador* la 
cubicación de una pieza de fundición, ele* 

P Uc dc ser de gran utilidad para los comerciantes (determinación de 
nuevas tarifas para una serie de artículos, nominas de pago), para 
los contratistas de obras, para los carpinteros, ebanistas, compradores 
de madera; para los contables (intereses), para los banqueros, para 
loa técnicos electricistas (rendimiento de una dinamo, caída de po¬ 
tencial) y, en general, para indos los ingenieros 


Interés compuesto y anualidades 


Interés compuesto 


DEFINICIÓN, Se dice que el interés es compuesto ruando el ínteres 
simple producido al final de cada año ucttnwlUj produciendo tí su 
vez Ínteres el año siguiente* 

Supongamos que un capital de 100 P (P, pesos, pesetas, ele.) ^ 
presta a un interés compuesto del 3% anual; ul finid del primer ano 
el interés producido será 3 P; por consiguiente, v durante el segundo 
ano el capital que se supone prestado será IOS P. Al final de este 
segundo ario se capitalizará el interés tic 103 P, y así sucesivamente; 
al cabo de diez años, por ejemplo, el capital prestado se habrá con¬ 
ven ido rn la cantidad A y el interés al cabo de diez anos será A-lüíK 

Fórmulas del interés compuesto* —Sí llamamos c al capital 
inicial, r al interés de un peso P en un ano, n al número de años 
durante los cuales está impuesto el capital y C al capital acumulado 
al final de n aftcs, la fórmula del interés compuesto es la relación 

que liga las cuatro magnitudes c t r* n, y L. ^ 

En un año* un P produce r , y eP producirán cr. Por consiguiente, 
cP se convertirá, al cabo de un aun, en c + cr — c (1 f r ), 

Para saber en qué se ha convertido* ¿d cabo de un ano, el capital 

impuesto, basta con multiplicarlo por (l +r). 

Al comienzo del segundo ano, el capital impuesto será c (1 Hr r) f y, 
por consiguiente, al final de dicho año, este capital se habrá con¬ 
vertido en 

c (1 + r) (1 + r) = c (1 + r)A 


W final del tercer año f m tendrá 

c (1 -f r ) 3 (1 + r) = c (1 H- r)\ 
y así sucesiva mente. 

Al final del año, el capital inicial se habrá convertido en 

c (l + r) n , de donde 

(l> C = c a + r>” 

que es la fórmula del interés compuesto, Esta fórmula permite calcu¬ 
lar mía cualquiera de las cuatro magnitudes c, r t n, C f conocidas las 
otras tres. Los cálculos necesarios se efectúan generalmente con ayu¬ 
da de una tabla de logaritmos* 

Para obtener el interés, habrá que hallar la diferencia C — c. 
En ¡a tabla \ r se ha calculado, para diferentes intereses, en qué 
se convierte un P colocado a interés compuesto durante un núme¬ 
ro determinado de años* Este valor es dado por la fórmula anterior, 
en la que se ha hecho t: = I* En la tabla II, se ha calculado el valor 
actual de un P, pagadero ul final de n años. 


Caso en que la duración de la imposición no es un nú- 
mero entero de años. — Supongamos que el capital C permanece 

p 

impuesto u un interés compuesto durante n años y una fracción — 

Q 

de aSo, siendo r el tanto por uno* 

Al cabo de ti años, el capital inicial se ha convertido en c (1 + r) 1 *, 
siendo este nuevo capital el que permanece impuesto durante el pe- 

p 

rindo — de año. 

<7 


Al cabo del tiempo 



un P se convertirá en 1 


+ 


siguiente, el capital c (1 + r) n se convertirá en 


pr 

-* y, por con- 

q 


( 2 ) 


C = c (l + r) n 



ANOS 


TANTO POR CIENTO DE INTERÉS 


n 

n 

5 

| 


p 

P 

P r 

1 

» t o 45 000 

1 t o<p oqS 

1,000 000 

t,o 55 000 1 

7 

1,ica 5 oo 

x , 1 1 3 o ^5 

3 

1,141 166 

1,157 6 a 5 

1,174 a 4 > 

4 

1*199 5*9 

1,2i 5 5 o 6 

1 ,a 38 8jó 

5 

1 187 

1,276 28a 

i f 3o6 960 

6 

1*3o2 260 

1 ? 3/|0 096 

1 i'ítB 843 

7 

1*360 86a 

l ^07 too 

1,454 679 

8 

1 ,422 T01 

1,477 455 ' 

1,534 687 

<) 

1*486 oü 5 

1. 55 i 3 28 

1,619 094 

10 

i ,55 a 980 
i ,622 853 

t,628 8 q 5 

1,708 144 

1 1 

1,710 339 

1 ,5051 09a 

1Ü 

■,695 88. 

1,795 856 

1,901 U07 

i 3 

1,772 196 

1 ,885 649 

a,oo 5 774 

|5 

i, 85 i 945 

1 *935 282 

1 .979 9 -^ 
2,078 928 

a 1 116 091 
2 , 33 a 476 

16 

2,033 370 

2 t 102 875 

2 f 355 ao 3 

1 7 

2.■i 3 377 

2,29a 0*8 1 

2,4^4 üt>a 

18 

2,208 4?9 

2,4o6 619 

2,631 4í« 

>9 

2,307 860 

2,5 a 6 9 5 o 

2,765 647 

20 

9,411 714 

2*653 398 

2, 9 17 VI 

21 

2,520 241 

2,785 g 63 

3,078 ^ 3 q 

72 

3,633 653 

2 , 9^5 361 

3,2/17 -^^7 

a3 

166 

3,071 5^4 

3 t 4 afi * 5 y 

2 4 

1 2,876 01 3 

3,225 100 

3 , 6,4 w 

25 

3 ,oo 3 434 

3,386 355 

3,8t3 3 g 2 

26 

3 . lío 679 

3,555 673 

,4,023 12.9 

27 

3 ,282 010 

3 i7 33 456 

4 , 2¿|4 40 I 

28 

3,429 700 

3,920 139 

4,477 843 
4,724 *'^4 

39 

3,584 o 36 

4,116 1 36 

3 o 

3,745 3 18 
3 , 9 i 3 867 

4.32. 942 

4 ,i )83 gót 

3 i 

4,538 o 3 q 

5^58 069 

3 ? 

4,089 981 

4 . 1 % 94 1 

5 , 5^7 2 ® a 

33 

4,374 o 3 o 

5 ,oo 3 189 

5 , 85 a 36 a 


6 


I , ofio ooo 
1 , I3Ü 6oo 

i ,tqi oi6 

i ^Ai 4 77 

i *338 ^i6 

., 4)8 5;9 
i, 5 o 3 63 o 
i , 5 o 3 8í}8 

’ ^ t?3 

i f ngr> pqo 

• ,«í) 8 2 99 
2,012 .96 
3, 1 3 - j 928 
3,'¿6o 90 \ 
2 , 3 q 6 558 
2,5^0 35 a 
2,692 773 
2 , 85 /) 3 .>9 
3 , 02,5 600 
3,207 »35 
3,399 564 
3 , 6 o 3 537 
3,819 7 &o 
4,018 Ó 35 
4,291 871 
4 . 5 /, 9 383 
4.822 340 
5 111 687 
5 , 4 i 8 388 
5.743 49 * 

6,088 101 
6,453 387 
6,84» 5 j )0 


Tadla i* Vulor de un P colocado a interés compuesto, al 

cubo de n anos 
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Indicamos a continuación los cuatro casos que pueden im'fienüi rsc- 
en los problemas de interes compuesto. 

1 <> Hallar C .—Un capital de 240 000 ptas se ha colocado, dnrante 
12 años y H meses, a interés compuesta, siendo r = ó,5%. ¿Cuál será 
el capital producido al final de dicho período? 

Apliquemos la fórmula (1) G “ c (1 d" f) n I l *t* 


Se tendrá: 

log C = log c + ra log (1 + r > + log ( 1 


pr 

7 

V* 

7 


) 


1 + 


pr 


= 1 + 


2 x 0,055 3,110 


3 jrífifi 


V 3 3 

La fórmula ría: log C = log 240 001) + 12 l» K !.«»’’ t W 
Una ve» efectuados los cálculo» por medio di* hin tabla -ú lMl " 

se obtiene cojijo respuesta: C = 472 960 plan, 

2 !> Hallar c* ■—-¿Que capital colocado dtunntt > un**\ > ' rJi rf 
interés compuesto, al 4,5%, se habrá convertida id \nh» d* i tí. tiempo 

en 154 320 / J ? 

Aplicando la formula (2) se tendrá: 

log C ** log c + n log (1 + r> i M I ^ Y 

de donde se obtiene: 

/ I" 

log C — log C 4* a rolog (1 \ t ) \ * olng j I I 


Sustituyendo por Ioh cornil pnttdn ntr u vid«m ■, 

log c = log 154 3211 f Nenio* 1,015 I ndng I l 4 


7 x 0,045 

~\2 


Como este último término vjiI¡' 1,0263 por exceso, 

log c = log 154 320 + 5 colog 1,045 + colog 1,0263. 

Una ve» efectuados tos cálculos logarítmicos correspondientes, se obtiene 
para el capital inicial buscado c = 120 6 (id l\ 

3 ° Hallar el tiempo. — Se utilizará la fórmula (2), que contiene do» 

. . P 

incógnitas n y —. 

! emendo en cuenta que n debe ser un numero entero, se tendrá 
log C = log c + n log (l 4 r) 4 log í ,1 4 



aííot 


r AUTO POR CIENTO de INTERÉS I 


n 

4í 

5 

5 I 

J 5 

1 

P 

n,q56 918 

P 

0 , 9^2 

38 1 

p 

0 . 

94 7 

867 

2 

0,9*5 

73o 

0,907 

o3o 

«, 

898 

452 1 

3 

0,876 

7^97 

0,863 

838 

O) 

85 1 

¿i 4 

4 

0 838 

56 1 

0,822 

7«3 

0 , 

Sf !7 

2 ‘,7 

5 

O , 8 í )2 

í 5 

0,783 

5 16 

0 , 

7 OO 

i34 

6 

0,767 896 

0,746 

71 5 

0 , 

726 

246 

7 

0,734 

829 

0,710 

68 , 

0 , 

68 7 

43 ? 

8 

0,703 

r85 

0.676 

83 9 


65 1 

^>9 

9 

0,672 

9«4 

0,644 

609 

O, 

617 

629 

10 

0,643 9^ 

g,6i3 

91 3 ! 

0 ? 

585 

43 1 

1 ! 

0,616 

1 99 

0.584 

679 

f >! 

55/( 

9 3 0 

12 

0 ,58y 

664 

0,556 

83 7 

0 , 

SaS 

í) 8 j 

1 3 

0 * 56/1 

^72 

0 ,53o 

32 t 


49» 

56 i 

'4 

o.53g 973 

o,5o5 

068 


Jrp 

569 ’ 

15 

n, 5 j 6 

720 

o, l\ H \ 

017 

O, 

hkl 

§33 

16 

1 7 

«■494 469 

0 ,473 176 

0 ,458 
0.436 

i 1 2 

5 Í)7 

01 

0 

J\¿b 

4 0 2 

58 1 
447 

10 

0 ,4^ ,j 

800 

0,4 1 ^ 

521 

0 

3 81 

4 ¿6 

19 

0,433 

3c>2 

0 ,3q5 

734 

Ü 

36 1 

5 79 

20 

0 , 4 J 4 ^43 

0,376 

H 90 

0 

,342 

7 2 9 

2 } 

o,3g6 

787 

o,3d8 

94 

0 


862 

22 

0.379 

701 

o.34i 

85o 

0 

307 

926 

23 

o t 363 

35o 

0,325 

5? i 

0 

,291 

873 

2 4 

0,347 

704 

0 ,3 10 

068 

0 

276 


a5 

0,332 

73 1 

0.296 

3o3 

0 

, 2 Í >2 

234 

l 6 

0 .3 18 

(o3 

0,281 

241 

0 

,248 

563 

27 

0 * 3o/j 

691 

0,267 

848 

ü 

235 

(jr>4 

28 

0,291 

671 

0 * 255 

«94 

0 

,a33 

322 

J 9 

0.179 

0 1 5 

0 , 24 2 

q46 

0 

y 2 I 1 

fiy 

3o 

0»267 

000 

0,23l 

3 77 

0 

,200 

644 

3j 

0.2 55 

502 

O, 7.20 

36o 

0 

, 1 9« 

18.4 

32 

0,244 

5oo 

0,209 

866 

0 

, 180 

269 

33 

o.a33 

97' 

O’ '99 

8 7 3 

0 

,«7° 

87 : 


6 


o, g4 3 3(j6 

0,889 996 
o,83 9 619 
0,792 094 
0,7/17 2 ^8 

Q ^704 íjtil 

o * 


0,027 L [\2 

0,591 ¿98 
o, 558 3g5 
0,526 788 

°i49 6 9 S 9 
0,468 83g 

o, 44 2 3° i 

0,417 265 
0,395 646 
0,371 364 
o ,35o 344 
o,33o 5i3 
o,3 11 8o5 
0,294 *55 
0,277 5o5 
0,261 797 
o, 2/|6 979 
«,^2 999 

O , 21 9 8lO 

0,207 368 
0 , 19 .) 63o 
0,184 5.67 
0.174 110 
0,164 255 
o,.54 967 

o, i/j 6 186 


Tabla 11 - Valor actual de un P pagadero al final de n años 


de donde se deduce 


1 / pr \ 

log C 4 colog c log f l 4 ——j 


n = 


log (1 4 r) bg U 4 r) 

log C 4 colog c ^ _ , 

Efectuemos la división ----—' 7 sea Q el cacienle ^ quc puede 

log (L 4 r) 

Hrr nulo, y K el resto, que será inferior a log (1 4 f b Se tendrá: 

log ( l + —) 

R \ Q / 

ti — Q 4 


log (I 4 r) 
u di 1 k Mri tiunu tu ..■ni, y, por ln tunta, 


log (l 4 r) 
n — Q 


\u 


'X 


1 4 


pr 


7 


) = R. 


11 11 . 1 v. .• d< ... tt, tu ... igmildud permito calcular 


I I 


V* 

7 


. ... 


t l> MI. t tumi o litmpt* habrá de it atncurr ir par a qur se duplique 

pn i ttpiftd i idm/tdo al init té > * ara puesta det 
Si t es rJ i.ipUvtl iiii|iio ili», nc Iritdni 

p X (1,05 


2c t X I p ü:d' X 

De donde se deduce 

log 2 — n log I *05 4 lo 


l 4 


s ( 


1 4 


p X IMK 


Q 


Ing 2 

log 1,05 

Se deduce fácilmente que n = 
(por exceso), 


lug I 1 4 


0,05 p 


log 1,05 


14 años y 


437 


211 'í 


u sea 75 días 


4 o Hallar el rédito. Si la duración de la imposición es un mirnem 
entero de años, no se presentará ninguna dificultad, y aplicando la 
fórmula ( 1 ) se tendrá 

log C 4 colog c 

log (1 4 r) — —--—- 

n 


Se calculará 1 4 r y después r. 

Si el tiempo no es un número entero de años, el cálculo es algo man 
complicado. Se procederá por aproximaciones sucesivas. 

Observaciones, L En el interés compuesto, la capitalización no hc 
efectúa necesariamente cada año* sino que puede convenirse en efectuarla 
al final de períodos determinados» por ejemplo» cada 5 años. 

Puede también aplicarse la fórmula ( 2 )» donde n indica el número 

P 

entero de períodos, --- la fracción complementaria de un período y 

r lo quo produce un P durante el período considerado. 

II. — La fórmula del interés compuesto se aplica también a ciertos 
problemas análogos. Por ejemplo: 

La po(dación de un país aumenta cada tiño una fracción a de su valor 
fd comienzo del tuto; ¿al cabo de cuánto tiempo estará dicha población 
en la relación K con respecto a su valor inicial? 

Si v es el valor inicial* V el valor final, n el numero entero de anas 
buscado y / la fracción complementaria* 


V = y (1 4 a) n (14/ cc). 


< lomo V = Ku, se deducirá 

K = (1 4 a) n (1 4 / 3 ). 

Las incógnitas son n y a, y ya se ha visto anteriormente la forma de 
operar* 


Anualidades 


Anualidad de amortización, — Se llama anualidad de amortiza¬ 
ción al pa#o anual tjue debe entregar un deudor para saldar una deuda 
al cabo de un número de años determinado. 

Ln general, las anualidades son fijas, es decir» que el deudor entrega 
cada año tina cantidad constante. En este caso* si designamos por G el 
capital prestado» r t i l tanto por uno, n el número de años durante los 
cuales debe pagarse la anualidad y c el valor de la anualidad, la fórmula 
de las anualidades es la relación algebraica que existe entre las cuatro 
magnitudes C, r. n y e. 

Al final del n ciíntíí año, la suma prestada C se habrá convertido* sumán¬ 
dole los intereses compuestos, en C (1 4 r) n . 

Por otra parle» la primera anualidad, entregada un año después del 
préstamo, se habrá convertido en el momento de extinguirse la deuda 
en c O 4 r) n ~ l ; la segunda, en c (1 4 r)" _+il f y así sucesivamente. La 
penúltima anualidad, pagada un año untes de extinguirse la deuda, 
será c (1 4 r). 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


I,a 4JIIM rlr ... tu|j|i!r‘i * iit r>'|pi' ¡na y de sus últm'hVS rí>mpUcfil«B 

dtibn wf igual, in «1 momento de entregar k última anualidad c, a la 
huhul do la cantidad recibida en préstamo, más sus intereses compuestos. 
1*01 consiguiente, 

C (1 + r) ri c (1 + r) n 1 4- c (i + f) f4 ~ a + ,.* + c (1 + r) + C+ 

Este segundo miembro es uiut progresión geométrica de razón 1 H* r; 
apilen mío ta fórmula conocida (v. pág. 49), se tendrá 

c 10 + r)* — 1] 

C (i + r) f * = --■, 

r 

de donde, sustituyendo C por A y c (>or a 

Ar <1 + r) n 

a — -—-—, 

(I + r) n — 1 

que es la fórmula de las anualidades de amortización (v. 1 aula ÍI1). 



Observación, Lns problemas relativos a las anualidades de amortiza¬ 
ción se resuelven valiéndose de esta fórmula, mediante el empleo, por 
lo general, de las tablas de logaritmos. 

Por ejemplo, si a es la incógnita, se tendrá 

log ti = lng A + log r + n log (1 + r) + colog LO +■ r) n — 1J. 

Para calcular este último término, se calculará primeramente (1 + r) n 
por medio de midas, y después (1 + r) n — I; se tomará el logaritmo 
del resultado y después el culogaritmo. 

En realidad, cuando se trata de calcular a , se utilizan laidas calcula* 
das previamente, como las que Índica mas. 

Observación. El problema de las anualidades de amortización se P rt ^ 
sema algunas veces en forma diferente: las anualidades para el pago de 
mía deuda pueden ser variables, es decir, que los pagos anuales pueden 
ser diferentes. En algunos casos, no debe empezar a pagarse la anualidad 
hasta transcurrido cierto tiempo ( anualidad diferida). Análogamente, 
una anualidad puede ser anticipada* es decir, pagadera antes del lapso 
de tiempo que transcurre entre dos pagos consecutivos. 

Anualidad de capitalización . — Se denomina anualidad de capi¬ 
talización a las, imposiciones anuales que hay que efectuar para consti* 
tiiír un capital determinado al cabo de cierto número de tatas. 

Llamemos a al valor de la anualidad que suponemos fija, r al tanto 
por uno, tí al número de años que se paga la anualidad y A al capital 
constituido. Razonando corno en el párrafo anterior, &e tendrá 

A = a (1 + r) H + a (1 4- r)* 1 ^ + ... d~¿í(3 + r). 

Efectuando la suma de los términos de la progresión geométrica que 
constituye el segundo término, se obtiene 

a (1 + r> 

A = --- [(1 + r)* — 1], 


que es la fórmula de bu anualidades de capilalizaciÓD, que se resuelve 
por medio de k tabla de logaritmos. 

Observación. En la tabla IV se han calculado los diferentes valores 
de A, suponiendo a ~ 1 , y n variable de l a 33 y r de 4,5 a 6 , por frac¬ 
ciones de Ü t 5Q P. 

Problemas. L Calcular la anualidad necesaria para amortizar una 
deuda de i ooo ooo de P en i£ años, al 5% de interés. 

Aplicando la fórmula de la anualidad de amortización 

Ar (1 -b r) n 

a “ —-—-- 

(t 4- r) n — 1 

A ^ 1 ÓOO 000- 

Como r — S% y n = 15, la tabla III nos da, para valor de 

r (1 + r) a 

—-—_ 0,096342. 

{1 4 r)” — 1 

La anualidad será, pues, 

íi = 1 000 000 X 0,096342 ^ 96342 P. 

2 W ¿En cuántos años se amortizará un capital de 4°° P» P° f 
anualidades de 30 000 P al 5 % de interés? 

a 30 000 

Utilicemos la fórmula fundamental —- — —-— 7 — — 0,075. 

A 400 000 

Busquemos en la tabla MI, en la columna del 5%, 0,075» En frente de 
22 figura 0,075 971, y enfrente de 23 leemos 11,074 137_ Serán, pues, nece¬ 
sarias, 22 anualidades, siendo la ultima ligeramente superior a 30 000 . 

Para precisar el importe de esta ultima anualidad, averigüemos en 
qué se ha convertido la cantidad de 400 000 P colocada durante 22 años 
a interés compuesto del 5%. Utilicemos La laida I. 

Al cabo de 22 años, un P se ha convertido en 2,925 261 ; 4 Í )0 QÜ 0 P se 
habrán convertido en 2,925 261 X 400 000 = 1 170 104 P. Busquemos 
también, valiéndonos de k tabla IV, el capital formado por las anuali¬ 
dades de 30 000 . La imposición ha durado 2 i años» 

En k columna relativa al 5% de la tabla IV, se encuentra, frente a 
21 , el numero 37,50521. El capital formado por 30 000 P será, por lo 
tanto, 37,50521 x 30 000 - i 125 156,30. Añadiéndole la 22* anualidad 
de 30 000 1 \ se obtiene 1 155 156 P. 

1 170 104 — 1 155 156 = 14 948. 

Para amortizar complot 11 mente la deuda habrá que añadir 14 948 P 
al último pago» 

EjEMpLc: fjn ingeniera retiro de su sueldo 200 000 l til uño, que calt.K tt 
en Su* industria al interés anual del 19%. En vez de cobrar este interés* 
lo deja para su capitalización, ¿(.u finios años debe retirar de su sueldo 
dicha cantidad, para que su industria le produzca un ingreso mínimo 
de 200 000 P? 

Conseguido este ingreso, este ingeniero se limita, sin retirar más can¬ 
tidades de su sueldo, a capitalizar, al 10 %, los intereses dd capital que 



Tabla iv» Suma producida ni cabo de n unos por la 1 ropos i 
ción anual de un P al comienzo de cada año 
















































ALGORITMO ALGEBRAICO 


57 


ha formado, retirándose al cabo de treinta años. ¿A t¡uc ínteres xdcbe 
colocar el capital para obtener una renta anual de 1 000 000 de l . 

Teniendo en cuenta que la primera cantidad retirada de su sueldo I<> 
fue al final del primer año, y que la última cantidad retirada no produjo 
interés, el capital constituido será 

11 ° — 1 

200 000 —-- 

0,1 

Para que este capital produzca 200 000 Y de Ínteres anua 
verificarse que 200 000 ( 1 , 1 » — 1 ) = 200 000 , de donde 

log 2 0,30103 

1 , 1 » s 2 v 


ilrbr i á 


n 




log U 

El número de años buscado es 8 , por exceso. 

Durante 22 años, el ingeniero deja colocado a un interdi conipui-mo 
del 0,1 el capital que representa las 8 cantidades que lia "''""'I'* ,l ‘' 
sueldo. 


u*-l . 

El capital impuesto será, por lo tumo, 200 000 T que al 

1 ,1 a —1 

cabo de 22 años se habrá convertido en 200 0 ÜÜ - 


Se tendrá 


0,1 


200 000 — ’ 1 ; : —- 1,1“ — = i oooooo, 


i a 


0,1 


100 


de tl<ihdc hií deduce 


100 


X = 


2Ü f I 8 — 1)1,1“ 

Primeramente se calculará por logaritmos M 8 - que da 2,143 y se 
tendrá l..g * = l»g 100 + eolog 2 + eolog 1,143 + 22 eolog 1,1, de donde 

log * = 0,73035 y x = 5.38. 
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Expresiones algebraicas 

Se llama expresión algebraica todo conjunto de números y letras 
unidos por signos que indican las operaciones que hay que efectuar . 

ait 4x» — 

itf, -, — ó 3 . 


100 


lax 


son expresiones algebraicas. 

Valor numérico de una expresión algebraica. Expresiones 
equivalentes. — El valor numérico de una expresión algebraica es el 
número que se obtiene sustituyendo las letras que figuran en k expresión 
por valores numéricos, y efectuando las operaciones indicadas. 

Por ejemplo, sea la expresión algebraica 4a 3 />“ — 5a-hK y calculemos 

su valor numérico para a = 2, b = — I. 

Se tendrá 4 < 2 } s (—l) a — 5 <2>* (—l) 3 , o H ea .12 + 20 = 52 , 

Se dice que dos expresiones algebraicas son equivalentes cuando toman 
el mismo valor numérico para cualquier sistema de valores numéricos que 
m atribuyan a las letras que en ellas figuren: (a + b c) n y an + 
+ fy n ^ cn SO n dos expresiones algebraicas equivale titea. 

Puede ocurrir que para ciertos valorea numéricos que se atribuyan a 
las letras sea imposible calcular el valor numérico de la expresión alge- 

4*3 4- 1 r _ 

braica. Por ejemplo, - carece de valor numérico para x = 1. 

x — 1 

porque la división de un número por cero no tiene significación. Análo- 

2x — 7 xy 

gómente, tenemos que -——— 

x a + jr 

% = 2 e y — _ 1 , porque un número negativo no tiene raíz cuadrada. 

Con frecuencia se considera el valor absoluto de una expresión algr- 
braica, que es el valor absoluto de su valor numérico. 

El valor absoluto de SíA — 4A 3 + ah para a = l y b — es L f 

y se indica así: 3d? — 4Ó 3 4- abL 

Monomio. — Se denomina monomio toda expresión algebraica que 
consta de un solo termino. 


carece de significación para 


’óa-h. 


4íj4ó 3 íí 3 


%ah 2 

son monomios. 

Monomio racional o irracional — Loa monomios 

2d s x as/ 3 


3a*6, 


A a 2 

son racionales porque las letras que en ellos figuran nú están afectadas de 
ningún radical , 

En cambio 


V tf* 3a s/ x t 


son irracionales. 


b J 2 
V'T 


Monomios enteras y no enteros* Monomios fraccionarios. 

Los monomios 


.‘iu 2 *, 4a 3 6%, - 


(i v' 3 


2 

se llaman enteros porque son racionales y en sus denominadores no figura 
ninguna letra, 

4 rflfl 

2 a* *J x f a b. - 

3i 

son, en cambio, monomios no enteros; los dos primero*) porque no son 
raciónale» y el tercero porque en su denominador figura una letra. 

Todo monomio algebraico racional que contenga una letra en el deno* 
minador se llama monomio fraccionario . 

Grado de un monomio entero* — Se llama grado de un monomio 
mtero la suma de los exponentes de las diferentes letras que cu él figuran. 
Por ejemplo: 4a 3 ¿Ar 4 es un monomio de noveno grado; 3a a x es un 
monomio de tercer grado. 

Con frecuencia se considera el grado de un monomio con respecto a una 
letra determinada: el grado es el exponente de dicha letra. Así* 4cr í Ax a f 
es de tercer grado con respecto a «, de primer grado con respecto a ó y de 
segundo con respecto a x . 

Coeficiente de un monomio."Se denomina coeficiente cual¬ 
quier factor numérico, y se coloca delante de los factores literales. 
Cuando en un monomio sólo figuran los factores literales, su coefi¬ 
ciente es igual a L Si va precedido del signo —, su coeficiente es 1- 
Así cfitficx es un monomio cuyo coeficiente es 1 * —<j J 6 ®cx es un monomio 
cuyo coeficiente es — 1 * 

Polinomio, binomio, trinomio. — Cuando varios monomios están 
ligados por el signo de la suma o por el de la reala constituyen un poli¬ 
nomio; cuando el polinomio sólo tiene dos términos o monomios se llama 
¿¿normo, y si tiene tres términos, trinomio. 

a — ó, 4 x 3 — 3 a 3 son binomios. ax 3 4 - bx + c es un trinomio. 
Puede decirse que un polinomio es una suma algebraica de monomios. 

5 

Por ejemplo, 3x 2 — 4x — — t es un trinomio compuesto por la suma de 

4 

5 

3* 3 f — 4x y--* 

4 

Polinomio racional, irracional, entero y no entero. — Un poli¬ 
nomio es racional cuando todos sus términos o monomios son racionales. 
De lo contrario, es irracional. 

Análogamente, un polinomio es entero cuando todos sus términos son 
enteros, y no entero en el caso contrario. 

4*3 _ 3*3 — Sx + 4, «— 4a 3 6 3 — ¿A 

son polinomios enteros. 


3 


4 - bx * 


a 


*/ x b. 


A 

no son polinomios enteros; el primero porque contiene una letra en el 
denominador y el segundo porque uno de sus términos es irracional. 
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Grado do un polinomio entero. -- E* el grado del término de 
mayor grado, 3i 4 ux :i + 5« 4 es un polinomio de cuarto grado en x. 

Polinomio homogóneo* — So dice que un polinomio es homogéneo 
cuando todos rus términos tienen él mismo grado. 

4o 4 — 3o?* + 5a a * 2 + * 4 es un polinomio homogéneo de cuarto grado. 

Expresión algebraica simétrica con respecto a dos letras. 

— (Jitu expresión algebraica es simétrica con respecto a dos letras a y b 
coa orlo no se altera si se permutan a y b, 

4 ab* 3 ab + 6 3 ), son expresiones simétricas. 

Las expresiones simétricas en oyó contienen grupos homogéneos: 
a + ó, tfl + si existen otros términos como a x b^ t por ejemplo, 

existirá necesariamente e 1 término a 3 //, por razón de liotnu gene idad. 

Monomios semejantes. — Se llaman monomios semejantes los que 
tienen la misma parte literal y solo difieren en sus coeficientes. 

4 arbx y — Aa^bx son monomio» semejantes. 

Monomios opuestos* — Son monomios semejantes cuyos coeficien¬ 
tes son opuestos. Ejemplo: Ad^bx^ y — Srífc* 3 , 

Reducción de monomios semejantes. — Cuando un polinomio 

contiene varios monomios semejantes pueden reunirse en uno solo, 
semejante a los primeros, de forma que, cualesquiera que sean los valo¬ 
res numéricos que se atribuyan a las letras, el valor numérico no varíe. 
Por ejemplo 5a 3 x — 2a 3 * + 4a 3 * podrá reemplazarse por (5 — 2 + 
+ 4) á A x, ó 7« 3 *, porque cualesquiera que sean los valores que se 
atribuyan a las letras, si ¿* 3 * toma un valor numérico m # el producto 
(5 — 2 4* 4) m Bcra igual a 

5m — 2m + 4m, 

que es el valor numérico de 5a 3 * — 2a 3 * + 

En un polinomio pueden agruparse los términos semejantes y reempla¬ 
zar cada grupo por un solo término, por la misma razón que puede inver- 
(irse d orden de los términos de cualquier suma algebraica. 

Reducir ios términos semejantes de un polinomio es sustituir varios 
monomios semejantes por uno solo, semejante a los primeros* y cuyo 
coeficiente es la suma algebraica de los coeficientes de los terminas con¬ 
siderados. Dos monomios opuestos se destruyen. 

Polinomio ordenado* — Se liicc que UN polinomio está ordenado 
con respecto a las potencias decrecientes de x cuando los grados de las 
potencias fie * que en él figuran van disminuyendo desdi' el primero ai 
último término. 

3*3 — 2* 2 4* 5* — 1 es un polinomio ordenado con respecto a x. 

5 — 2a 2 ó 2 + 4 (flb es un polinomio ordenado con respecto a las poten¬ 
cias crecientes de a. 


Operaciones con Jas expresiones algebraicas 

Slirklft algebraica. — Definícíon. La suma de dos o más expresiones 
algebraicas es la operación que tiene por objeto* dadas dos o más expre¬ 
siones algebraicas, formar una sola expresión tal que si se atribuyen a 
las letras miares numéricos T el calor numérico de la expresión única sea 
la suma de tos valores numéricos de tas expresiones consideradas^ cua¬ 
lesquiera que sean tos valores numéricos atribuidos a tas letras. 

Suma de monomios. — Regla. Para sumar varios monomios se colo¬ 
can unos a continuación de otros* en cualquier orden, conservando sus 
signos. 

Si se atribuyen valores numéricos a Lis letras, cada monomio toma 
un valor numérico determinado cuya suma es evidentemente igual al 
valor numérico de la expresión definida* Ejemplo: La suma de (3* 3 ), 
(—5*y), (—y 3 ) a es 3x 3 — 5*> — y 3 . 

Suida de polinomios. — Para sumar varios polinomios basta escribir¬ 
los unos n coatí filiación de otros* conservando los signos de toaos los 
términos , 

Se reducirán, si es necesario, los términos semejantes. 

Esta regla m justifica fácilmente, puesto que si se atribuyen valores 
numéricos a las letras, cada polinomio se convierte en una suma de 
números, y para sumarlos se escriben unos a continuación de otros, con* 
servando los signos de cada término. 

Ejemplo; Sean los polinomios 

P = * 4 + 3* 3 y 2 — 4 xy* — 2 y*, 

P' 3x?y — 4*~y 2 + 

P" — 3* 4 — jdy — x*y ¿ — 4y 4 , 

Se tendrá: 

P i P' 4- - (x 4 4- 3JC B y a — 4 xy& — 2y 4 ) + (3x 3 y — 4x 3 y 3 +■ xy 3 ) 

+ (3** — x*y — x ¿ y% — 4)4) 

= 4x 4 + 2x 3 y — 2 x 3 y 2 — 3xy 3 — 6 y 4 . 

Sustracción algobrsiCA, — Dífinición, Restar una expresión al¬ 
gebraica A de otra B es encontrar una tercera expresión también alge¬ 
braica C tal que* si se atribuyen a las letras valores numéricos, el valor 
numérico de C .sea igual al valor numérico de A menos el de B, debiendo 
verificarse esta relación cualesquiera que sean los valores numéricos atri¬ 
buidos a las letras . 

Reglas, I o Para restar dos monomios se añade al primero el segundo* 
con signo contrario; 


2 o Para restar dos pcVifto/ntffJ* se añade el segundo al primero , cam¬ 
biando los signos de todos sus términos* y después se reducen* si es 
necesario* los términos unir juntes* 

p q. , í P = — 4aó + b\ 

Ejemplo: Si bc tiene i p' _ 

Se escribirá 

P — P = (3a?_4flÉ- -f — (a 2 + ab— Ó fl > = 3a 3 — 4 ab + 

4- ó 2 — d 1 — ab 4- ó 2 = 2a 2 — 5 ab 4- 2 b\ 

Prueba de la sustracción. — La sustracción es la operación inversa de 
la adición; para efectuar la prueba de esta operación se suma el 
polinomio hallado al polinomio sustraendo, y debe obtenerse el poli¬ 
nomio minuendo. 

Ejemplo: 

( P = 4* 3 — 2x 2 — 1, 

\ F = — 2*3 — * 3 4- 3* — 5. 

F — P = 4x 3 — 2* a — 1 + 2x 3 + *2 _ 3 * 4- 5, 
p ~ p' = 6*3 _ *2 — 3x + 4. 

Prueba: 

(6*3 — x * — 3* 4 - 4) + (— 2*3 — x 2 + 3 * _ 5) = 4*3 _ 2 * 2 — L 

Problema, Dados ¿os polinomios 

P = * 3 — 3* 3 — l f 
P' = 3* 2 — 5* 4- 2, 

P" ^ 2*3 — *2 4- 4* + 3, 

formar la expresión 

P — P' — P\ 

Regla práctica: SÍ dos polinomios están unidos por signos 4- o —, 
pueden suprimirse los paréntesis a condición do cambiar los signos 
situados delante de los términos que figuran dentro de los paréntesis 
precedidos del signo —, 

Se tendrá: 

P — P' — P" = (*3 — 3*2 — 1 ) ~ (3*2 — 5r 4- 2) — 

— (2*3 — X 2 + 4* 4- 3) = — x 3 — 5x 3 f jí- ó. 


Multiplicación algebraica. — Definición, La multiplicación de 
dos o más expresiones algebraicas es la operación que tiene por objeto* 
dadas dos & más expresiones algebraicas, formar otra expresión tal que* si 
se atribuyen valores numéricos a sus letras, el valor numérico de la ex¬ 
presión formada sea el producto de los valores numéricos de las expre - 
sanes algebraicas dadas , cua/esiyníeffi que sean dichos valores numé¬ 
ricos. 

Producto de dos monomios. — Cada monomio puede considerarse 
como un producto de factores. Cuando se atribuyen a tas letras 
valores numéricos, tendrá que efectuarse un produelo de dos factores 
numéricos; se efectuará el producto de los factores que figuran en los 
dos monomios, en cualquier orden. Por consiguiente* el producto de 
dos monomios se obtiene multiplicando en un orden cualquiera todos 
los factores que en ellos figuran. 

Si los monomios son enteros, se agrupan las potencias de las mismas 
letras así como sus coeficientes. 


Ejemplo; 

1» 



2 , 6 

2 o 3a^fcc . — eró 3 = — u 3 ó 4 c. 

5 5 


Consecuencias, 1° El producto es un monomio, 

2" Su coeficiente es el proelueto de loa coeficientes de los factores, 

3° Cada letra del producto está afectada de un ex ponente que es la suma 
de los exponentes que tiene en ambos factores, 

4 o El grado de un producto es la suma de loa grados de cada uno de los 
factores. 


Producto de varios monomios. — Se multiplican dos de ellos , d pro¬ 
ducto obtenido por un tercero* y asi sucesivamente . La observación anterior 
sigue aplicándose: el producto será un monomio cuyo coeficiente es d 
producto de los coeficientes de los diferentes factores, estando afectada 
cada letra dd producto de un expon eme igual a la suma de l^a ex ponentes 
de dicha letra en los diferentes factores. Ejemplo: 



3 

— 6 y*, 

2 


Potencia de un monomio, — Para elevar un producto de factores 
a una potencia, se elevan a dicha potencia rada uno de los factores dd 
producto. Ejemplo: 

- \ -- a G x 2 . I .— d Á b*X I = — a^b$: * a , 

\ 5 ) 2$ \ A ja? 

Producto de un pollmouto por un monomio. — Recia, Para mul¬ 
tiplicar un polinomio por un monomio , ¿se multiplica cada término del 
polinomio por d monomio y se suman los productos obtenidos , 

Ello se deduce inmediatamente de la definición de la multiplicación 
y de lo que se ha dicho sobre la multiplicación de un polinomio 
numérico por un numero. Ejemplo: 

1 ° ( 3* 3 — 2 * a 4 - 7 % — 4 ) * í — 2 *) = — 6* 4 4 - 4*’ 1 — ! 4* 3 4 - 8 *; 

2° (4a 3 — 3a 2 * 4- 5a* 3 — 2* 3 ) . (3a* a ) ^ 12a 4 * 3 — 9a 3 * 3 + 

4- 15a 3 * 4 — 6ax r \ 
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Ohsekvación. Si el polinomio esió ordenado con respecto « utiu 
letra, el producto estará ordenado con respecto a la misma letra al 
se loman sucesivamente torios los términos del polinomio e:u et orden 
en que están escritos. 

Puede cambiarse, evidentemente, el orden de los dos factores di i 
producto. 

Producto de dos polinomios. — Para valores numéricos iiinlmul«n 
a las letras, el valor numérico del producto debe ser igual ») producto 
de los valores numéricos del multiplicando y el muli ipli< udm. 1 » 

niendo en cuenta que el valor numérico del multiplicando es 1» Mima 
de los valoreB numéricos de cada uno de sus términos, pura ntultipli 
car esta suma por el valor numérico del multiplicad'* Whi'A M'" 
multiplicar cada uno de sus términos por dicho valor nuil» rli» •**' > 1 "" 
de se deduce la siguiente 

Regla. Para multiplicar dos polinomios se suman los trfmwtn ufar, 
nidos multiplicando cada término de una de las polinomio* f*' t tmE** 
tos términos dd otro* 

Observaciones. 1" En la práctico, para operar .i t"> .. 

empieza por ordenar los dos polinomios con reatarlo > I« i. . 

crecientes o decrecientes de una misma letra, « bu . 1 * ... 1,1 

reducción de los términos semejantes; los prudurlos i. 

como el producto detinitivo, estará» ordenados .... 1 ll " 

potencias crecientes o decreciente» de la ««'¡«n» i. I •' .. . 

operar es la siguiente: 

3*3— 5a* + 3* — 4 
2* a — 7* + 3 


6*“ — Id** + ó*' 1 
— 21*1 4 35a 1 
9** 


-21a* + Mi 
- lv j i 9i 


Car 5 — 31* 4 4 Stb 1 141* \ .'i? * 


12 

12 . 

roda: 


Si tino de lo» prutlm loH pan míen no iMinrur r• L««i )pot* neijin de 
!a letfa ordenutm, deberá defamo iíu espurio pitra lo» tiTniinoi qno 
[altan f ym que lo» restante» producto» parciales podrán proporHmmr 
términos HcmcjanteH «I que I.iUn, |n>r ejemplo: 

3x n t 5 o 3 m? —4a 3 X a —o 1 x — 3o 5 

2ax^*— r>«v-— 2a x 


f, ax % 4 lOo 3 * 6 — 8*44— 2a 5 * 4 — 6 n fv x 3 

—I5a a x ? —25mh;*+tQ aV4 Sa fi x 3 4 15a 7 x 2 

.— —10b%(®+ 8a7x a + 2 (At 4 6 a 9 

39n 4 x: 5 + —11 a¥ 4* 23a 7 * 3 +2efix 46a 9 . 

2 o Obsérvese que en un produelo de dos polinomios ordenados con 
respecto a las potencias crecientes o decrecientes de una misma letra, el 
producto estará ordenado en el mismo sentido que los dos factores, y 
su primer término procede, sin reducción, del producto de los primeros 
términos dé los dos factores del producto; su ultimo término también 
procede, sin reducción, dd producto de los dos últimos términos de los 
dos factores del producto. 

Ello se debe a que como el primero y último términos del producto 
son los productos de los término» de mayor grado y de menor : 
do los dos factores, no existen en el producto términos semejantes, y, 
por consiguiente, estos dos término» no pueden reducirse* 

30 El tirado del producía de dos polinomios enteros es la suma de 
los grados de los dos }actores . Se deduce de lo anterior, 

4 ° El producto de dos polinomios homogéneas es un polinomio 

homogéneo. 

5 o Lu igualdad que se obtiene como resultado de una multiplicación 
es evidentemente una identidad, puesto que existe entre los dos nuem* 
bros, cualesquiera que sean los valores que se atribuyan a las letras. 
Podrá, pues, escribirse: 

( 3*2 — 2x — 4) (2x — 5) = 6* 1 — 19x 2 4 2x 4 20. 

Lo mismo puede decirse con respecto a todas la» igualdades que son 
consecuencia de una operación algebraica. En general, se indica la 
relación con el signo de igualdad. 

Productos flotables» — Cuadrado de uu binomio* — Sea la suma 
it 4 - b : Por definición, (a 4 6í 3 = (a 4 6) (a 4 h)* Efectuando la 
operación: (a 4 b) ¿ = a 3 4 'lab 4 h“- 

El cu atirad o de la suma indicada de dos términos es igual al cua¬ 
drado del primero más el dotde dd producto del primero por el se- 
guada más el cuadrado del segundo. En particular: 

(a — b) 2 — cP — 2 a 6 + b 2 * 

Producto de una suma de do» términos por su diferencia. Efec¬ 
tuando la multiplicación, se tendrá 

(a 4 b) (a — b) = o 3 — ó 4 ; 

El producto de una suma de dos términos por su diferencia es igual 
a la diferencia de los cuadrados de dichos dos términos* 

Ejemplo: 

<3« a 4 b 2 ) (3a 2 — m = 9a 4 — ó 4 ; 

(4*3 ~ 2x 4 !) (4x 2 — 2x — 1) = (4x* — 2*)* — 1 = 16* 4 — 

— 16* a 4 4x 3 — 1* 

Cubo de un binomio* 

{a 4 fr > 3 = (í* 4 Ó ) 3 (« 4 b) % 

y efectuando la multiplicación 

(a 4 ó 3 = a 3 4 4 3a b 2 4 b 3 . 

También puede escribirse 

(üf 4 Ó 3 = éP 4 ó 3 4 Sub (a 4 h)* 


El cubo tic la suma indicada de dos terminas es igual al cubo del 
primero más el triplo del producto del cuadrado del primero por el 
Ugundo más el triplo del producto dd primero por el cuadrado del 
\rfiando rito \ t‘l cofa* del secundo* Kit parlieulari 


E I l'.MI'í.» 


(a b) A 

(3x 4 4y) 3 m 27x A 

(2a 3 « flu <l 


5 — 34 3 ab* — 64 

U\ñx 2 Y 4 H4*y 2 4 64y 3 ; 

36a*6 a \ 54a 3 6 4 — 2764 


DlVlSldfl llllIlflIWt—DtflltlCldlf. División algebraica es la ape¬ 
no tm qu* filfli pCt c6/«t0i dadas dos expresiones algebraicas llamadas 
dividendo k tlivUtii, lutihtt una tercera llamada cociente, tal que si se 
ittt ilm n u wdin<'% tiurti < / ¡'‘i - n ín\ letras, rt valút numérico del cociente 

:nt nm totuma, rt . en ir drt votar numérico del dividendo por el 

vnlitf dri divisor , nutryqm* ta qu* 1 sean los valores numéricos 

atribuidos n fin íelrai* ,. . t 

1 ,, i, 1111 M m 11 i ■ i r 111111 • 11 n \wi vwlii|i‘'i iuj mi i ico» ll* r il nudos jMns letras 

. . .tivi .M, I«ti. » . » r-1. «MU» I» «h finición tareCeria »l« sen- 

i ido. . * |* * ■ * i 

En rctUdift» Iii ..I tlfldl «quivnle 41 ikrtr <|ia la divimou aJgt* 

... HI.IMI la d*vÍM,,n . i M MI. .. . , írrhie HUI ido, m La Cipe- 

IJ1I|IMI ,, 41 , liíir . id)|Ho, «omi* lelo -I producto tic do» faotoro» y 

uno do tdioi, lia llar el oin)i 

Ü1 || {ni bolo que Indica lu divmión e» el minino que el aritmético. 
JllvUlón úm doi monomio*. bit dividón de Am .. A y B 

,|n lug.il u 1,1 futedóo E»la íruccuin puede «imjibficam, en cíertoii 

ewmi» multiplicando o dividiendo «u» do» tírmiiitia por una misma ex- 
prmtíón algebrai.-u, r prnnlmonte en el ciiko «n qwo «MO» monomio» 
tengan facture» comunes* 

Kjlmm.oS : 

15a?6 3 c 

sí 3 íi 6 c* 


5a 3 b 
4 


ax. 


— I0a/Px 5 

lB« J k¥ : (— 3<i *bx*) = “ <>ac 2 x ¿ . 

5 a * 1 2 ** 5«** ay 5 a** s 

__ ^ _— = - X --— “ — ——‘ * 

foyA a y by 2 2x 2 2 by 

Observación. En este ejemplo último el cocirnle no es etiien». El 
cociente <\c. dos monomio» enteros m> será un monomio entero: 

l + a Cuando el dividendo no contenga toda» Ua le iras que figuran en 

el i) i visor * * 

2 .» Cuándo la letra que figure en el dividendo y el divisor ..ene en 

d dividendo un exponente inferior ni que tiene en el divisor. 

En resumen: El cociente será entero cuando el dividendo contenga 
todas las letras que figuran en el divisor, afectada cada una de c a» 
de un exponente igual por lo menos al que tiene en i. < m 

División de un polinomio por un monomio. — En vírlud de la defi- 
niciún de la división, se obtendrá el cociente dividiendo cada i. rmin. 
del polinomio por el monomio: 

18a 1 *-W-15a* 1 = ^ ^ ^ 


2 1 r 

— yXyt .— * 3 y 3 -j- 

3 2 


5 5 5 

— 1-^3-* 2 y H-y 3 - 

3 2 4 


5 


xy- 


Descomposición de una expresión entera en un producto de lac- 
tores._L-ns anteriores operaciones—edición, sustracción, multiplica¬ 

ción y elevación a potencias de monomios y polinomio?— permiten, cuan¬ 
do dichos monomios o polinomios están ligados por los signos de as 
operaciones, reemplazar la expresión dada por un polinomio o un 
monomio. Esto es lo que se llama desarrollar. Aunque en numerosos 
casos os conveniente desarrollar, en otros muchos es en cambio con- 
veniente reemplazar una expresión entera dada por un producto de /«e- 
lore*. operación análoga a la que permite, en aritmética, reemplazar 
un número por un producto de factores primos. A falta de una regla 
general, se indican a continuación algunos procedimientos que convu.m- 
pradicar, en el mismo orden en que aquí se indican: 

l u Sacar factor común. Sacar faolor común en un polinomio ea miau- 
mirlo por el producto del monomio que se saca factor y del polinomio 
cuyo» términos son los cocientes de loa términos del polinomio dado por 

el factor. 

En la práctica, el mayor factor común que puede cacarse es el for¬ 
mado por lu» letras comunes a todos los términos de) polinomio, afec¬ 
tadas cada una de ellas de su menor expolíente (re^Ia análoga a la del 
máximo común divisor en aritmética). 

Ejemplo : Sea el polinomio 

77^4 „ 22ab 2 c 2 4 99tfib 2 cd 4 55 a*bK 

Puede saca rae lltffe 2 factor común, y se tendrá 

77a 2 ó 4 — 22a6 s c a 4 99ti 2 trcd 4 5Sa l, P 
- Il ff 6 a (7a6 3 — 4 9acd 4 5 d ¿ h)- 

27*a r a a 4 — I2x 3 yí 2 — 15 x 2 fz 4 3 xyz* 4 xyz 
=s xyz (27x^3^ — L2x s z — 15x/ ¿ 4 3* 4 D; 

2 * Empleo de productos notables * Se agrupan los términoB de la ex¬ 
presión darla, de forma que aparezcan productos notables, y puedan uli- 
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Jizarse. En particular, ruda vez que nr tenga una diferencia de das 
cuadrados hc utilizará la identidad 


d* — 6» = (a — 6) (a 4 6), 

Ejkmj%o : 

25* 3 — 36^» = (5* + Óy) (5* — 6y) 
r* — 1 = (a 2 + I) (*“ — 1) = (jt“ 4 1) (x — 1) (ar 4 1) 

46 3 — a 2 lA = « 3 6- (a 2 — ó 3 ) = «“6“ (a — fe) (« 4 6) 

4A*c M — (6 a 4 c* — fr) 3 = [2í/c + ó 2 4 c®-“a 2 ] ■ [2 be — 6 a — c 3 4 n a ] 

ss t(2¿e 4 6 3 4- c 2 > — a 2 \ . [tf® — (6 a — 2úc 4 c 2 )] 

= l(h 4 c) 2 — a 2 j [a 2 — (fr — c) 3 ] = (a 4 6 + e) (6 + c — a) 

(a 4 b — c ) (fj -— b 4 e); 

3 o Sí?car factor común reiteradamente* Se reparten Loa términos de 
la expresión dada en varios grupos. Si en cada uno de estos grupos 
puede sacarse el mismo polinomio factor común, este polinomio se saca¬ 
rá factor común de toda la expresión «luda. 

Sea la expresión ac 4 mí 4 be 4 bd, Si se agrupan los dos prime* 
ros términos, puede sacarse a factor común, y análogamente puede sa- 
carao b factor común en los dos últimos términos. 

ac 4 ad 4 be 4 bd — a (c 4 d) 4 h (c 4 d)\ 


Como (r 4 d) puede también sacarse factor común, en el segundo 
miembro, se tendrá: 

ac 4 (id 4 6c 4 bd = (c 4 d) (a 4 6). 

Problema, Sea la expresión (ax — 36) a — (hx — 3a) 3 . 

I a Desarrollarla. 

2 a Descomponerla en un produelo de factores. 
l fl Utilizando los productos notables, se obtiene 

(oar— 36)®— (hx — 3a) 2 — (a a jc®— 6 «íuf 4 íi 3 ) — ( Lt 2 x 2 -— 6abx 4 

4 9tf 3 ) — tfix ¿ — ó 2 * 3 4 9 Ir — 9a 2 . 

2 o Se reconoce una diferencia de dos cuadrados: 


(ax —36 ) a —- (frac—3a) 3 = (ax — 36 46* — 3a) (gx— 36 — bx 4 3a) = 
= tx (a 4 6) — 3 (a 4 ó)] ■ [x U¿ — 6) 4 3 (a —- b) I ” 

= (a 4 6) (a -— 6) (x 4 3) (x — 3). 


División de polinomios ordenados según las potencias decrecien¬ 
tes de una misma letra. 

Aunque por lo general el algebra sólo hace referencia, en la división, 
al cociente exacta, cuando se dan dos polinomios A y B, ordenados según 
las potencias decrecientes de una misma letra, existo un polinomio co¬ 
ciente que recuerda el cociente aritmético aproximado en una unidad. 

Tkmíema, Dados dos polinomios A y B ordenados según las potencias 
decrecientes de una misma letra, siendo el grado de A superior o igual al 
de B t existe un solo polinomio Q y un solo polinomio R de grado infe¬ 
rior a B tales que se verifique la identidad 

A - BQ 4 R- 

En efecto; supongamos otros dos polinomios Q' y IV tales que 
/V = BQ' + V. Se ¿ndr» BQ + R = BQ' + IV, de donde 

B (Q — Q') = R' — R, 

Si Q es diferente de Q' t el grado de B (Q —Q') es por lo menos igual 
al grado de B. Pero R' — R, que es una diferenc ia de dos polinomios de 
grado inferior a B, es también de grado infe rior a B. Gomo una expresión 
de grado superior al de B no puede ser idéntica a oirá de grado inferior, 
si existieran dos polinomios Q se llegaría a un absurdo. 

Regla i>e la ni vis ion. Es parecida a la de la división aritmética. 

Una vez ordenados, si es necesario, el dividendo y el divisor, se dispone 
la operación como en aritmética. 

El primer término del cociente —término de mayor grado— es el co¬ 
ciente del primer término del dividendo por el primer término del divisor. 
.Se multiplica el divisor por este primer término, y el producto se resta 
del dividendo, obteniéndose un polinomio cuyo grado es inferior al grado 
del dividendo. 

Si el grado de este polinomio es inferior a! del divisor, será el rosto y 
Ja división se lia terminado. Si el grado de este polinomio es superior al 
del tí i visor, se tiene un dividendo parcial cuyo primer término se divi¬ 
dirá por el primer término del divisor, obteniéndose asi el segundo tér¬ 
mino del cociente. Se multiplica el divisor por este segundo término, y 
el producto se resta del dividendo parcial, ele. 

La operación se interrumpe cuando se obtenga una diferencia de gratín 
inferior al de) divisor. 

lite 5 — 33** 4 22* 2 —10* — 10 

— 10x s 4 8x* —* 6 .t 3 


— 25* 1 4 lúa- — 10a — 10 

4 25** — 20a 3 15* 


— 20x3 4 16a 3 4 5a— IU 
4 20*3 — 16* 3 4 12 

5* 4 2 

El cociente de la división es 2x ¿ — 5a — 4, y eJ resto, 5* 4 2. 

Laso particular importante. El divisor es un binomio de primer gra¬ 
do de la forma («a — 6). El resto es una constante, puesto que so grado 
ba de ser inferior al del divisor. Si f (x) es el dividendo, ( ax — h) el 
divisor, g (x) el enciente y G el resto, que no contiene la letra x y se tendrá 

/ fx) = g(x) (ax — b) + C. 

b r h 

Sustituyendo x pnr —- en esta última igualdad: / ( — ) = G* 

a (i 

i ’or consiguiente, el resto de la división de un polinomio en x por el 

b 

binomio ax —- b (o por x — a) se obtiene sustituyendo la letra x por — 

a 

(o por a), raíz del binomio . 


S* 3 — \x- 4 3 
2** —5* — 4 


Descomposición de un polinomio en producto de factores 

b 

(4 o procedimiento).— Si al reemplazar * por — (o por a), se obtiene 

a 

un resultado nulo, el polinomio es divisible por ít.t — b (o por * — a), 
y al efectuar la división se obtiene un producto de factores. 

Ejemplo: I o .t 2 4 3* — 10 es divisible por * — 2, porque 4 4 6 — 

— io = a 

s 3 4 3* — 10 = (x — 2) (* 4 5); 

2* — (i* es divisible por * — a, porque o 4 ~ a * i — Q. 

x i — a i — (x — a) 4 ax 2 4 ff 3 * 4 g 3 )* 


Fracciones algebraicas 

Definición. Se denomina fracción algebraica el smiúofo —, que 

B 

indica la división de una expresión algebraica A por otra B. 

Si a las letras que figuran en A y B se les dan valores numéricos cuales- 

A 

quiera, la fracción — se convierte en una fracción numérica ordinaria; 

esta fracción numérica queda completamente determinada, salvo para 
los casos en que los valores numéricos atribuidos a las letras anulan LL 
Admitiremos, por el momento, que los valores numéricos atribuidos a 
las letras no anulan B. Entonces se puede, evidentemente, multiplicar o 
dividir los dos términos de una fracción cdgebraica por una misma expre¬ 
sión algebraica, otilen ¿endose una fracción igual, siempre que el /crcíor 
algebraico por el que se multiplican los dos términos no tenga un valor 
numérico nulo. 

De ello se deduce que, si se opera como en aritmética, pueden simpli¬ 
ficarse las fracciones algebraicas así como reducir varias fracciones al 
mismo denominador, sumar varias fracciones, etc. 

Simplificación de fracciones. — Para simplificar una fracción 
algebraica se dividen sus dos términos por el mismo divisor común. 

Para obtener el máximo común divisor hay que descomponer ambos 
términos en productos de factores. El máximo común divisor está for¬ 
mado por todos los factores comunes, afectado cada uno de dios de su 
menor expone rite (regla análoga a la del máximo común divisor). 

En la práctica, cuando un factor figura en el numerador y en el deno¬ 
minador con el mismo exponente, desaparece. Guando figura en los dos 
términos, permanece en d término en el que esté afectado HH mayor 
exponento, siendo su nuevo capónente la diferencia entre bis dos expo¬ 
líenles. 

Problemas, I* Simplificar 

24i 3 6c a x* 

36u 3 6c 3 x 2 

Se dividen ambos términos por 12a 3 6c 2 a 3 , y se obtiene la fracción 
2ax 2 

simplificada --^ 

3c 

2 U Simplificar 

(a 4 b 4 c) 3 — (a 4 b — c)“ 

4c (a 4 6) 3 ’ 

La fracción se convierte, después de transformada, en 

(tí 4 6 4 c 4 a 4 6 — c) (a + 6 4 c — a — 6 4 c) 

4c (o 4 6)“ 

4c (a 4 6) 1 

4c (a 4 ú) a a 4 b 

Reducción de fracciones a un común denominador. — Se ope- 

ra como en aritmética. Puede tomarse como denominador común el pro¬ 
ducid de los denominadores de las fracciones dadas, aunque es preferible 
tomar como denominador común la expresión algebraica más sencilla. 

Se descompon en los denominadores en productos de factores, estando 
formado el denominador común por todos los factores diferentes afectados 
cada uno de ellos del mayor de sus exponentes. 

Observación. Dos factores opuestos no se consideran diferentes, pues¬ 
to que puede pasarse de uno a otro multiplicándolos por — 1. 


PROBLEMAS 


I™ Reducir a un común denominador las fracciones 

3x Sx x 

4^6 Ba¿ lí 12a 2 6" 

Tomemos como denominador común 24u 3 6 3 . Multpilquemos los dos tér¬ 
minos de la primera fracción por 66 3 , los dos términos de la segunda por 
3u 3 y los dos términos de la tercera por 2¿ió; las fracciones serán 

186% 2«ó* 

24*363 T 2¡kP&~' 24a 3 6 3 

2 W Reducir a un común denominador las fracciones 


x — 2 

jr 3 — 3:r 4 2 


— 3 x — 5 
x ¿ — tx 1 — 6 
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Se ve inmediatamente que 

x 2 —3x + 2 = (x — 1 ) (x — 2); 

x 2 —2x = x (x —2); 

x® *+■ x — 6 = (x —2) (x + 3). 

Se tomará como denominador común x (x— I) (x— 2) (i I 3). 
Las fracciones se escribirán 

xíx — 2)(x+3> (2*— 3) (*— 1) (» + 3) 

x (*— 1) (* —2) (x + 3) x (x — 1) (* — 2) (x + 8) 

x (* — 5) (x — 1 ) 

x (* — 1) (* — 2) (* + 3) _ ' 


Operaciones con las fracciones at^chi-ateas 


Se efectúan como las operaciones cormpoiwlíentni ... 


Suma de fracciones algebraicas. — Si tm fmri'tunri ditdti\ Iten* » 

el mismo denominador , su suma es la fracción rufo dm mu i titular fi rl 
denominador común y cuyo numerador f.i lo suma de nt*tu* t t * d* 
las fracciones dadas* 

Si las fracciones no tienen et mismo dentíttiitntdot , bttbrn t•fu* ft'dtt* uln* 
al mismo denominador^ y nos encontrunun en d t am uní erial 

6 

Phgíilemas.— I o Sumar I 1 

a h 


ti — h I b 


1 + 


a — h 


a + l 


a 


I 


+ 


9 “ 0 

<P 41 


a 

11 — b 


2 Q Sumar 

a ~l a 4 í íf J — i 
Denominador común a* ■— L 

(a + I)* + <a — I ) 3 — a 2 


— 1 


a 3 + L 


Suma = 


—■ 1 


a 4 


3.° Sumar 

abe 

----— y —---4 -—-——-- 

(a — b ) (a — c) (b — c) (b — a) (c — a) {c — b) 

Denominador común — <6 ’—' c) (c — a). 


Suma: 

—a (b —c )—b (c^á)—c (a— 6 ) O 

(a — b) (b — c) (c —«> (a — b) {b- —c) (c — a) 

Se supone que los números a t c, son diferentes, porque si se 
tuviera a = fr, por ejemplo, las dos primeras fracciones dadas no 
tendrán sentido. La suma dada es, por consiguiente, nula. 


Sustracción, multiplicación y división de fracciones algo 
bralcas* — Se opera como en aritmética. 


Fracciones Irracionales.— Una fracción es irracional cuando 
uno cualquiera de sus términos no es racional. 

Cuando una fracción es irracional, se la simplifica haciendo que 
desaparezcan, siempre que sea posible, los radicales del denominador. 

1 * Denominador con un soto radical. — Se multiplican los dos tér¬ 
minos de la fracción por cate denominador. 


Ahí, 


IOkmplo 


A A VB 

s/B B 


x a — 5 x + 4 (x- —- 5* + 4) y/X 2 — 1 


{*—1) (x— 4) *>/ x 2 —1 (x— 4) V*®—I 

X® — 1 X + I 

T tí drnnmimtdttt de lo fracción es de la forma A ± B, o 

V A 1 V B 

Km . i. , mu liipIn iHi h>n don términos de la fracción por la 

, oii| u j-.iti,« ib I 1 1 1 ..iiHidoi í'' ia dice qm don rmitídudcN son conjugadas 

, ..U .. i, rdliiM ni» In mjinii v li ' ■' la diferencia tlw dos expresiones 

ii y b v o I v b non enp*eniouim COHfUglida»). 

Ail, 

A A < li — i/h) A A (V B 4 V C ) 

B + JC D 1 — G ' B V fT B® —C 

A uAlnjNi inr nt r t 

A A (V B — ^/ C) A 

+ V*Cf B —£ ^ 8 - VC 

A (V B h </~C) 

b"—" c 


Ejemplos r 

I o 

1 v'to 2 + T + 2x _ 

_____ = ----- = *' 4 * 3 +lH- 2 *. 

s/4 x 2 4 \ — 2 x 1 

2.° 

p + ó 4 V« — b (V & + b + sf a — ¿»P 

sf a + b — */ a —* b ^b 

2a + 2 V í* a — 1 b' 1 

“ 2b 

ObSEUVACIÓn;—E n el caso en que figuren en el denominador más do 
dos radicales (de índice 2 ) puede también aplicarse el método anterior. 

Por ejemplo: _ _ _ 

Á A (Vli "I" 4 Vb) 

/B + </C — v'ü (V B + Ve Y ¿ — D 

_ A(VB 4 VC + VD) = 

B + C — D + 2 V BC 

A (VB 4 VC 4 VD> (B 4 C - D - 2 VBC) 

(B + C — D) a — 4BC 


Ecuaciones e inecuaciones de primer grado 


Transformación de una ecuación: Inecuaciones. Diferentes clases de ecuaciones. Ecuaciones equivalentes, 
cipio» .enerales de transformación. — Ecuación de primer grado oon una incógnita: Ecuación eidero de primer 
grado con unn incógnita cuyos coelicientes son números enteros. Ecuación entera de primer grado i» * 
incógnita cuyos coeilcientes son números fraccionarios. Hcsolución general de la ecuación de primer grado. 
Ecuación irracional que puede reducirse a una ecuación de primer 
una incógnitat Problemas * — Ecuaciones e inecuaciones do primor 

ecuaciones: Resolución de un sistema de dos ecuaciones de primer * - 

ecuaciones generales de primer grado con dos incógnitas. Resumen. — Sistemas de n ecuaciones de primer 
do; Sistema de tres ecuaciones de primer grado con tresincógnihiM. Sistemo de n ecuaciones de primer grado con 
n incógnitas. Incompatibilidad, indeterminación. Eliminación por sustitución. Sistema de r* ^uaclone» con 
n + // incógnitas. Sistema de n + p ecuaciones con n incógnitas. — Los problemas algebraicos: hlección <1 

incógnitas. Planteamiento. Resolución y discusión de i«s ecuaciones. / roblemas 


grado. — ineouaeión do primer grado oon 
grado oon varias incógnitas. — Sistemas de 

grado con dos incógnitas. Sistema de dos 

de primer gra- 


Transformación de una ecuación 

Defiw te iones, — Una ecuación es una igualdad entre dos expresio¬ 
nes algebraicas (jue se transforma en igualdad numérica cuando se 
atribuyen a las letras que figuran en la igualdad algebraica valores 
numéricos particulares , 

Una ecuación se distingue de una identidad en que esta última se 
transforma en identidad numérica cualesquiera que sean los valorea 
que se atribuyan a las letras. 

3^2 — 5 * = 2 es una ecuación. La igualdad se transforma en igualdad 

1 

numérica únicamente para dos valores de x: x = 2 y x — — * 

(* _ 1)2 — x i — 2 x+ 1 es una identidad, que puede escribirse 

(jr -— l) a = x a 2x 4- 1. 


Los valores particulares que hay que atribuir a las letras pora que. 
una ecuación se convierta en una igualdad numérica son las raíces de 

la ecuación. 4 

Las expresiones algebraicas separadas por el signo — son los miembros 

de la ecuación, 

En una ecuación pueden figurar letras cuyos valores se suponen cono¬ 
cidos, y que se denominan parámetros; las restantes letras que en ella 
figuran son las incógnitas. Las cantidades conocidas están representadas 
por letras, con objeto de tratar al mismo tiempo todos los problemas aná¬ 
logos que sólo difieren entre si por los valores de los datos, Las incóg¬ 
nitas suelen representarse por las últimas letras del alfabeto. 

Resolver una ecuación es hallar todas sus raíces. Si x = a es raíz 
de una ecuación, se dice que k ecuación se satisface para x = a. 
Una ecuación puede carecer de raíces: 

3*2 + i =5 () es una ecuación que no tiene raíces, poique cualquiera 
que sea et valor que se atribuya a x, el primer miembro es siempre 
positivo y no puede ser nulo. 
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inecuaciones. Alónima inecuaciones son numéricas; por ejemplo 
— 3 <; 2 i'r una inecuación numérica. 

Otra» inecuaciones contienen letras. En la resolución de desigualdades 
«e ira tu de dril i miiiui los valores que conviene atribuir a las incógnitas 
¡jura que se veriíir|nrn <stas desigualdadesí son desigualdades candido* 
titiles o también inecuaciones. 

Pr>r ejemplo, 3# — 2 > 4 es una inecuación que se satisface para cual¬ 
quier valor tle x mayor que 2. 

Diferentes clases de ecuaciones. Ecuaciones equivalentes. — 

Una ecuación puede contener una o varías incógnitas. 

So dice que una ecuación es algebraica cuando las operaciones que 
hay que verificar con cada incógnita son operaciones algebraicas (suma, 
resta, multiplicación, división, elevación a potencias o extracción de raí* 
ees); en cualquier otro caso, la ecuación se llama trascendente* 

2x — B = U es una ecuación trascendente. 

Se dice que una ecuación es racional cuando las expresiones alge¬ 
braicas que la componen son racionales con respecto a las incógnitas. 
En caso contrario, la ecuación es irracional. 

Se dice que una ecuación es entera Cuando las expresiones algebraicas 
que en ella figuran son enteras con respecto a las incógnitas. En caso 
contrario se dice que la ecuación es no entera* 

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes cuando admiten las mis¬ 
mas raíces. 


Principios generales de transformación* —La resolución de 

ecuaciones se basa en ios principios siguientes: 

Teorema. Si a los dos miembros de una ecuación se les añade la misma 
expresión algebraica* se obtiene una ecuación equivalente* 

Las dos ecuaciones 

(!) 3 * — 1 = 4 * + 5 * 

(2) 3* — 1 + 2x — 1 = 4* + 5 + 2x — 7 
son equivalentes; se demuestra que todo valor x = a que satisface a la 
primera ecuación, satisface a la segunda, c inversamente* 

Se admite, evidentemente, que la expresión algebraica que se a nade 
a ios dos miembros de la ecuación tiene un valor perfectamente deter¬ 
minado paro una raíl de (i). 

Aplicaciones. I® En ana ecuación puede pasarse un término de un 
miembro a otro: basta para ello cambiarle de signo . 

p or ejemplo, en la ecuación (1) podrá pasarse 5 al primer miembro: 
para ello se añadirá — 5 a ambos miembros, con lo que bc obtendrá 

3* — 1 — 5 = 4.t* 

2.° Se deduce de lo anterior que una ecuación puede reducirse siem¬ 
pre a otra ecuación en la que uno de sus miembros sea nulo. 

DEFINICION. Cuando uno de los miembros de una ecuación entera es 
ñuto una vez reducidos tos términos semejantes ( se denomina grado de 
U ecuación al grada del término de mayor grado con respecto a las in¬ 
cógnitas* 

3jf — l =í 0 es ríe primer grado con una incógnita. 

4^4 — 3# — 3 = 0 oh de segundo grado con una incógnita. 

4^3 _ $xy i I — 0 es de segundo grado con dos incógnitas, etc. 

Una ecuación entera es homogénea cuando todos sus términos son del 
mismo grado: 4** — 3 xy 4- f = 0 es una ecuación homogénea de se* 
gundn grado con dos incógnitas. 

Teorema. Si se multiplican los dos miembros de una ecuación por una 
expresión algebraica que no sea nula se obtiene una ecuación equiva¬ 
lente . 

Por ejemplo, las ecuaciones 3# — 1 — 4* + 5 , * ( ,< 

(3# — 1) (x 3 + l) = (4* + 5) + 1) 

son equivalentes: fácilmente se demostraría que cualquier raíz # - a 
de la primera es también nih do la segunda, y i o iprucamente. 

Observaciones. L° En particular, una ecuación en la que los coefi¬ 
cientes de los términos son fraccionarios puede sustituirse por una ecua¬ 
ción equivalente en la cual los coeficientes de los términos son numero» 
enteros* Más adelante trataremos de nuevo esta cuestión (v. púg. 6AL 
2" Si se multiplican los dos miembros de una ecuación por una expre¬ 
sión algebraica que se anula para ciertos valores de x k la ecuación obte¬ 
nida *ui es, por regla general, equivalente a la dada. 

Si se multiplican los dos miembros de la ecuación A — l> por * a, 
la ecuación obtenida 

A (x —- a) — B (je — a) 

admite todas las raíces tle la ecuacifa dada, pero también admite la 
raí/ x “ a, ijue no es forzosamente raí/, tle la ecuación dada. 

Por consiguiente, cuando se multiplican los dos miembros de la ecua¬ 
ción por * — «. la ecuación obtenida admitirá las raíces de la ecuación 
dada ptullendo además admitir corto raí/ los valores de * que anulan 
la expresión por la que se ha multiplicado. Se dice que ta ecuación obte¬ 
nida puede tener más soluciones que la ecuación dada. 

Aplicación. Si ta ecuación es racional no entera, podrá convertirse en 
entera multiplicando sus tíos miembros por un múltiplo de los denomi- 
fiadores. 

Por ejemplo, sea la ecuación 

x — 3 

-—— = 2 , 

* — 4 

Multiplicando sus dos términos por x — 1, la ecuación se hará entera, 
Kin introducir en ella la raíz x = 4, ya que la nueva ecuación podrá 
escribirse, una ve/, simplificada, x = 5, ecuación que sólo admite como 
ra íz el valor 5. 


Kn resumen: una vez «oprimidos los denominadores de la ecuación 
dada, la nueva ecuación admitirá una raíz que anula uno de los deno¬ 
minadores ele la primera ecuación; esfa raíz se desechará por ser una 
raíz extraña, y entonces podrá hacerse entera tina ecuación racional sin 
necesidad de ninguna simplificación previa. 

Teorema. Cuando se elevan al cuadrado tos dos miembros de una ecua* 
ción , la nueva ecuación obtenida podrá admitir más raíces que la ecua¬ 
ción dada. Entre las nuevas raíces figuraran las de la ecuación que se 
obtiene cambiando el signa de uno de los miembros de la ecuación dada , 
siempre que ésta tenga raíces* 

Sea la ecuación A = B* Si se elevan ambos miembros al cuadrado, 
se obtiene la ecuación A 2 — B 3 . Estas ecuaciones podrán escribirse 

(1) A — B — Ü* 

(2) A 3 — B a = O, o (A + B) (A — B) - 0. 

I* Cualquier solución de la ecuación (1) es solución de la ecuación 
(2), ya que para cualquier solución de la ecuación (.I) su primer miem¬ 
bro es idénticamente nulo y, por consiguiente, también lo será el primer 
miembro de la ecuación (2). 

2 a Sea una solución de ta ecuación (2). Para esta solución el primer 
miembro de la ecuación (.2) es idénticamente nulo. Lomo este primer 
miembro de la ecuación (2) es un producto de factores, será necesario y 
suficiente, para que se anule, que sea nulo uno íta los factores. Se tendrá 
entonces, para la solución considerada t A — B = ü, que es una solución 
de la ecuación (1). o bien A + B = 0, y entonces tu solución conside¬ 
rada no es solución de la ecuación (1), sino de la ecuación A — — B, 


Ecuación de primer grado con una 

incógnita 


Ecuación entera de primer grado con una incógnita cuyos 
coeficientes son números enteros- —Sea la ecuación 

5 # — 2 - 3 * — 8 - 

Pasemos al primer miembro los términos en x , y al segundo miembro 
los términos conocidos, Después do reducir los términos semejantes, so 
tendrá 

2x = — 6* 

Si se dividen los miembros de la ecuación por 2* se tendrá 

x = —3. 

Esta ecuación es equivalente a la ecuación dada, que admitirá, por 
consiguiente, como raíz x — — 3. 


Ecuación entera de primer grado con una Incógnita cuyos 
coeficientes son números fraccionarios* — Sea la ecuación 


3# *— 1 
43 


x — 2 1 

-+ 2# — 1 — 3# — 4 4* —■ 

36 1 2 


5 i se multiplican lodos sus términos por el mínimo común múltiplo de 
los denominadores, es decir por 144, se tendrá 
3 ( 3 * _ i) _ ( x — 2) 4 4- <2# — I) 144 - (3* — 4) M4 4- 12 
Ó 9 * _ 3 — 4 * + g 4 - 288x — 144 = 432# — 576 4* 12. 

Pasando a un miembro los términos en x y al otro miembro los términos 
conocidos, se tendrá: 

9x „ 4 * + 283# — 432# = 3 — 8 + 144 — 576 + 12 

— 139 # = — 425 , 


y dividiendo 


ambos miembros por -— 139, se 


425 

% — - —, 

139 


tendrá 


que es la raíz de U ecuación. 

La incógnita figura en el denominador . Sea la ecuación 


3*2 — 5# + 4 


1 


— ñx — 


* —2 2 

Multipliquemos esta ecuación por el mínimo común múltiplo de los 
denominadores, 2 (* — 2), observando que puede introducirse en la 
ecuación ila raíz * ~ 2. 

Se tendrá: 

6# 3 —^ 10# 4* B = 6* 2 -— 12* — x 4 2 
o bien, una vez reducida 

3# — 1 — 6, 


de donde 

* - — 2. 

Esta solución es aceptable, puesto que es diferente dr * — 2, 

En resumen, para resolver una ecuación de primer grado: 

1" Se reduce a un común denominador multiplicando todos sus tér- 
minos por el mínimo común muhíjdo de loa de no minadores; 

2 11 Se llevan al primer miembro todos los términos en que figura la 
incógnita, y al segundo miembro indos los términos conocidos, y después 
se reducen los términos semejantes. Si lu ecuación es entera y de pri¬ 
mer grado, será de lu forma ax = b. 

Esta ecuación se denomina ecuación general de primer grado* 


Resolución general de la ecuación de primer grado. — s a 

la ecuación ax = Ik 









Pueden presentarse dos casos: 

I o a Ü. Al dividir los dos miembros de la ecuación pni a* ><r tendrá 


que será la única raíz; * 


2 o a = 0. La ecuación será en este caso 0 . x Ir 

a ) Si /, no hay solución, porque no existe .... . 1(1 'i l(l l! 

sustituir a x satisfaga la ecuación* Se dice que hay !>*>.*Intuí\ttí ÍNif 

obstante, en ciertos casos, a no es un número ti jo, *um un . .murini v.» 

/> 

riable que tiende hacia 0„ y la ecuación sigue Jidmit mxlii ln i.m 


a 


mientras a no sea nulo, pero a medida que a *t* n\n .. » <N *1 VJ,liH 

absoluto de -es cada vez mayor y llega a nei mimo.hrn < nh>n 


a 


ces que la raíz de la ecuación es infinitamente grande ¡ u J,i ' tj 1 ^ 111 "■ 
para a = 0* 

Supongamos, por ejemplo, b '> í); «unindi» a i o ndr h i« i.< u kimimhI., 

valores negativos, — tiende hacia - —<v; -o *i tundí luí. . .. 

a 

valores positivos, — tenderá hacia t f x> Mu* k-I. ImHr 1 1 |d" «t* n. 1 

a 

significado de la expresión tender ha > 1 ^ ¡a/iaifn 
b) Si b ~ 0, la ecuación pera il • \ n 

La ecuación admite infinitan *ulm mn™, pin o» * i ■ 1 ■ ■ 1 * ’* I * 1" . 1 " 

que sustituya a x Hatifcíucc la n-iiaríóu y ronMOup om¡ 'din mui ti» bi 
misma* Se dice que Imy indcttrmmto ton 

En realidad, en ente cano, L »-< iom mui »■>< ...bul 

Problemas. I o /Íno/ncí fií montó» 


x 

o 


b. 


tina vez suprimido* Ion deiiniuimidorcfl, nudtijdi cundo todos los térmi¬ 
nos por rió, se oblicúe Ni criuirinii cquivji lente 

(/> — fi) x (o - h) ab . 

V b — a 0, Dividiendo ambos miembros por 6 ~ se obtiene la 
raíz x = — ab. 

2* 6 — a = 0* Lo ecuación es de la forma 0 - * = 0. Hay inde termina- 
ción, y cualquier valor de x será raíz de la ecuación, 

2* Resolver la ecuación 

1 i 2 

-—. q. ——* — ———. 

x—L x —2 x — 3 

Después de multiplicar los dos miembros de lo ecuación por el pro* 
d meto 

(x — 1) (x — 2) (s —3), 

se tendrá 

(x _ 2) (r— 3) + (x *-1) íx — 3) « 2 {as — 1) (* — 2), 

que, después de simplificar, se convierte cu 

3x = S, 

de donde 

5 




3 


que es una raíz de la ecuación fiada, siendo los valores nú admisibles, 
x = i p x « 2 ( x = 3. 

Ecuación irracionat que puede reducirse a una ecuación de 
primar grado* — Se transforma la ecuación irracional en una ecua¬ 
ción entera. Si la ecuación dada sólo contiene una radical, se 1c a isla en 
un miembro, pasando al otro miembro todos los demás términos, y des* 
pues elevan ambos miembros a la potencia necesaria pura que desa¬ 
parezca el radical La nueva ecuación, como m sabido, no siempre es 
equivalente a la ecuación dada (v, pag. 62); solo se conservarán como 
raíces de la nueva ecuación las raíces de lu ecuación dada. 

Ejemplo, Resolver la ecuación 


2x —* 3 T- ür H“ 10) í.x T 3) *— 3x 3. 

La ecuación podra escribirse 

\¡ {x + 10) (x + 3) = x + 6* 

Al elevar los dos miembros ai cuadrado, la ecuación resultante podrá 
admitir más soluciones que la ecuación duda. 

5d obtendrá: 

(x + 15) (x + 3) = x l + I2x + 36, 

o bien 

x a ó. 

Se comprueba que 6 es raíz de la ecuación dada. 

ÜfisEaVACIÓN. Obsérvese que la solución hallada (v, pug. 62) será raíz 
de cualquiera de las ecuaciones: 

U) 

( 2 ) 


V (x + 10) (x + 3) = x + 6; 


>/ (x + 10) (x + 3) = — (x + 6). 

Bastará, pues, llevar el valor obtenido al segundo miembro y verificar 
que x + 6 es positivo. Por regla general, deberán conservarse aquellas 
raíces para las cuales el miembro igual al radical toma un valor numé¬ 
rico positivo o nulo. 

Si la ecuación contiene varios radicales, podrá repetirse varías veces la 
misma operación consistente en aislar el radical, para que la ecuación 
pueda transformarse en entera. 


Inecuación de primer grado con una 

incógnita 


I)emn ichus* Se ha visto que las ecuaciones son igualdades que se trans* 
ínrman en identidades cuando a ciertas letras, denominadas incógnitas, 
fu atribuyen valores determinados, que son las raíces de la ecuación. 

A ¡minga mente, las inecuaciones son desigualdades que se transforman 
en de igual lados numéricas cuando se atribuyen a ciertas letras, Ilama- 
> 1.1 Hirnumtzuq (Irterminados valores. 

I Jim ,'i uin huit". non identidades condicionales; las inecuaciones son des- 

i : M . I • I < d i , i mui ic Hiimlr N. 

I ,i . . |M' f -1 i 14 Vf i i 3 E) es una iuecuar ión, que se convertirá en des- 
Itn.nldi. l iimtir iun |»nitodo valor tlf v mayo! que 3. 

Lab im i.. 1111 If’ii i I ni r I |Qr Inunbdn, finoo Ni *-* ecuaciones, una 

,1 ' 1 1 Mi I IM I q 1 III l II , ruin Intuidlo ! l| l m U rtUl IcH O i i |'ji i milll N'S, ríi|í L iJlf-. u JM> 

i nli ut |iml m' ihIi.'H- d> Nuil MU jímhNi rilando nOU eníCIUM, 

|iin ..... . rijIlIvLih Iit?» I uandir admiten la»» riimnus SoliLl- 

i a oí i n 

|V|hi - FiMiii'H Ni ■ I •" ‘ llí iO ur 1 1r ib»' .. .. ludirá t|UC ilcitim* 

i. . ( m mda Hitm lón +1 non ib «dl-i - Ul hoIim mu de la otra, y recljuo- 

i H oo ul e 

r,MJi 1.ohii'ión iN i■'i■ i .. non N FU imtahli i I ri |Jtun ÍJUOW atiálo- 

jr mí-’ M Ni. tl>< I « ' i 1 OJM lll llf’N, 

li.imilMA l o vf- fíftíií/i non rotoou * r pft-ttnt alf**'hrat\ ti u los dos ftnrtn 
t>t<* de Nao MMifoaJoH. la ini aur ton u/rfcjrtdri n ajinvalcntt\ 

I oUlNIi IH .. jjtit ¡1HO lliirmiirii 


(I) 


II 


(2) A + C > U + C, 

hiendo A. B y C tres exprehione» algebraicos, 

1« 4Cualquier solui ion de la inecuación (l) es solución de la mecua- 
ción (2), porque si se atribuyen a las letras valorea determinados para 
los cuales el valor numérico de A es mayor que el de B t el valor numé¬ 
rico de A + C será también mayor que el valor numérico de B + L. 

2." Cualquier solución de la inecuación (2) es solución de la inecua¬ 
ción (1), puesto que podemos considerar que la inecuación U) se 
obtiene al sumar u los dos miembros de la inecuación (2) la expre¬ 
sión — C. 


Observaciones. I o La expresión L deberá estar perfectamente deter¬ 
minada, como en el correspondí ente teorema relativo :t las ecuaciones, 
para los valores de las incógnitas que constituyan una solución de la 
inecuación (1). 

2 o Como en el teorema correspondiente relativo a las ecuaciones, ck|<j 
se aplica para pasar un término de un miembro a otro de la ecuación, 
cambiando su signo. 

Teorema. Si sr multiplican los dos miembros de una desigualdad ¡tor 
una expresión algebraica positiva* se obtiene una inecuación equivalente. 
Si la expresión multiplicador es negativa, se cambiará el sentido de la 
desigualdad para obtener una desigualdad equivalente a la dada . 

Sean las desigualdades: 


(1) A > B 

(2) AC > BC, 


siendo A, II y C tres expresiones algebraicas, y C posii iva para los valo¬ 
res atribuidos a las letras. 

Cualquier solución, de la desigualdad (I) será forzosamente solución de 
la (2), y recíprocamente. 

Supongamos ahora que C sea negativa. Para cualquier solución de 
la desigualdad (1), el valor numérico de A será mayor que el de B, Si estos 
valores numéricos se multiplican por la expresión negativa C, AC y BC 
serán iguales en valor absoluto, pero AC será de signo contrario a A y BC 
de signo contrario a 0; la desigualdad equivalente a (!) será, por consi¬ 
guiente, AC <C. BC. 

OiiSEFív aciones. t e El ttíurrma anterior permitirá, como para las ecua¬ 
ciones, suprimir los denominadores de una inecuación; en particular, 
per mil irá la obtención de una inecuación equivalente con coeficientes 
enteros* 

En una inecuación pueden cambiarse los signos de lodos sus térmi- 
nitH siempre que se cambio el sentido de Ni inecuación, yu que esta ope¬ 
ración equivale « multiplicar los dos miembros de la inecuación por — L 

2* Fácilmente se establece que: 

— .Sí se elevan tos dos miembros de una inecuación a una potencia 
im¡tar * se obtiene una inecuación equivalente; 

— Si se elevan los dos miembros de una inecuación a una potencia 
par, se obtiene una inecuación equivalente cuando los dos miembros 
tengan valores siempre positivas. Cuando los valores de ambos miem¬ 
bros sean siempre negativos* será necesario cambiar el sentido de la 
inecuación obtenida, para que sea equivalente a la primera. 

3 U En una inecuación entera de primer grado con una incógnita, una 
vrz suprimidos los denominadores y reducido» los términos semejante», 
aplicando ios principios antes indicados, sólo quedarán dos términos: 
el de primer grado y el término conocido, y su forma general será, por 
consiguiente, ax + /> > 0. 

Resolución de la inecuación genera/ de primer grado con una ¿acdgntía^ 

Sea la inecuación ax + ¿> 0* Se distinguirán dos casos: 

l # a l). La ecuación ax + b ~ 0 admite en este caso una raíz 
xi\ = — (b/a). La desigualdad podrá escribirse a (x — #o) > 0. 

a) Si a es positivo, la inecuación queda satisfecha para lodos los valo¬ 
res de x tales que x > Jto. 

b) Si u es negativo, la desigualdad queda satisfecha pura todos lo» 
valores de x tales que x <! xiy 
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Por regla generai ax + I) tiene el misma signo que a para todo valor 
de x mayor que xg, y Signo contrario para todo valor de x menor que xg; 
2 o a = 0. La desigualdad se escribirá O * x + b > O, 
a) St h es positivo, la desigualdad queda satisfecha para todo valor 

de x * .* 1 ! * 

h) Si h es negativo, la desigualdad es imposible, cualquiera que sea 

el valor de x. 


PROBLEMAS 


I fl Resolver la inecuación — 3x + 4 < 0. 
La desigualdad se escribirá 


4 

— 3 (x -) < 0 

3 


Resolución de un sistema de dos ecuaciones de primer gra¬ 
do con dos incógnitas, 

t I 3x— 2y — 4; 

Sea el sistema (1) \ j q*. — o 


I o Método de sustitución- 

Se despeja el valor de una incógnita en una de las ecuaciones, como 
si la otra incógnita fuera conocida, y se sustituye este valor en la otra 
ecuación. Se tendrá el sistema siguiente: 


x = 


4 + 2 y 


( 2 ) 


3 


5 (4 + 2 y) 


+ 3y - 2, 


y quedará satisfecha para todo valor de x tal que x ^ • 

l) 


2 o Resolver la inecuación 

3x —1 


2 x 

■- > 

3 


12 3 18 

El m. c. m. de los denominadores es 36* Si se multiplican los dos miem* 
hros por 36, se obtiene la inecuación equivalente 

—- 3 — 24 ^ 2x —* 4 o Ix 23. 

23 

La inecuación queda satisfecha para x y-* 

3* Resolver la inecuación 

4 (6x — 3) (x —2) (4x + 1) >0. 

Como el factor 4 es positivo, bastará con satisfacer 

(Sx — 3) (x —2) (4* + 1) >0. 

El primer miembro es un producto de factores de primer grado; estu¬ 
diaremos el signo de cada uno de los factores para los diferentes valores 
de x , es decir, cuando x varía de — cx> a + <X). 

En el cuadro siguiente se resume este estudio, siendo P el primer 

miembro de la inecuación: 


X 

— 00 — 

1 

4 


3 

8 


2 

+ 00 

8% — 3 1 

1 

—- 

0 

+ 

1 

+ 

x — 2 1 

1 

— 

1 

— 

0 

+ 

4* + 1 | 

0 

4- 

1 

+ 

1 

+ 

i P 

1 - 

0 

+ 

0 

- — 

0 

+ 

satisfacer la inecuación, ? 


tomarán 

val 

ores 

de 

x definí 


1 

— < x < 

4 


3 

8 


2 <r y . <ü + c*u. 


Ecuaciones e inecuaciones de primer 
grado con varias incógnitas 

Una ecuación de primer grado con varias incógnitas admite mía infi¬ 
nidad de soluciones. Consideremos por ejemplo la ecuación 3x — 4y = 2. 

Podrá darse a y un valor cualquiera y calcular el valor de x que satis¬ 
face a la ecuación obtenida. Este valor de x, junto con el valor arbi¬ 
trariamente escogido para y, constituye una solución de la ecuación o 
también, como suele decirse, un sistema de solución. En resumen, 
existe una infinidad de sistemas de solución. Una de las incógnitas 
puede elegirse arbitrariamente, y se dice que hay bidet erra inacioa 
para una incógnita. ^ 

Si la ecuación de primer grado contiene n incógnitas, podrán elegirse 
arbitrariamente n — 1 incógnitas, sustituir en la ecuación estas n — 1 
incógnitas por sus valores arbitrarios, y calcular la n ctíimú incógnita que, 
junto con los n —1 valores escogidos, constituirá una solución de la 
ecuación. La ecuación tiene una infinidad de sistemas de solución ; hay 
indeterminación para n — 1 incógnitas. 

Sistemas de ecuaciones 

Definiciones. Cuando varias ecuaciones deben quedar satisfechas para 
un mismo sistema de valores de las incógnitas, se dice que forman un 
sistema. Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando las ecua¬ 
ciones de cada uno de ellos son verificadas por un mismo sistema de 
valores de las incógnitas. 

Para establecer la equivalencia entre dos sistemas de ecuaciones hay 
que demostrar que toda solución del primer sistema es solución del segun¬ 
do, y recíprocamente. 

Dos sistemas de ecuaciones equivalentes a un tercero son equivalentes 
entre sí. 

Resolver un sistema de ecuaciones es obtener todos los sistemas de 
valores de las incógnitas que satisfacen a las ecuaciones, es decir que, 
al sustituir a las incógnitas, transforman las ecuaciones del sistema en 
i gua Ida ti es n umcricas. 

Los dos teoremas establecidos pura una ecuación con una incógnita se 
aplican, evidentemente, cti el caso de una ecuación, con varias incógnitas. 


i x — a 


mente comprobando que todo sistema ^ ^ ^ soluciones del siste- 

ina (1) es solución Uel sistema <2), y recíprocamente; ahora bien, al 
____ i.» cAminrla oriiaí'intt del sistema (2) se forma el sistema 


— 14 
19 


Llevando este 


transformar la segunda ecuación del sistema (2) se 

Í 4 + 2y 

x - — * 

19y — — 14. 

La ultima ecuación sólo se verifica para y ~ 

valor a kt primera ecuación, se tendrá 

28 

4 -- 

19 16 

x ~ - -- — --■ 

3 19 

Por consiguiente, se tendrá un solo sistema de solución. 

2 "Método de adición. 

Está basado en la siguiente proposición: en un sistema «le ecuaciones 
puede reemplazarse cualquiera de ellas por la ecuación que se obtiene 
sumando miembro a miembro todas las ecuaciones del sistema, previa¬ 
mente multiplicadas por un factor numérico que no sea nulo. 

Sea por ejemplo, un sistema de tres ecuaciones; demostraremos que 
los dos sistemas (I) y (2) son equivalentes, siendo a, b y C lectores 



(2) 


P =0 

P' = 0 

« P + 6 P' + c P" = 0. 


numéricos, y c 0): 

<1> 

En primer lugar, toda solución del sistema (1) es también solución 
del sistema (2), puesto que cualquier solución del (U 9“. 

expresiones P, P\ P" idénticas a 0. 

La recíproca es también cierta: consideremos una solución del sis¬ 
tema (2); esta solución satisfará las dos primeras ecuaciones del 
sistema (1). La tercera quedará también satisfecha, puesto que si en 
las ecuaciones del sistema (2) se sustituyen sus valores í Y V «« 
anularán, así como cP"; como c es, por hipótesis, diferemc de 0, P es 

nulo. 

I 3 x + 5 y - 4, 

Sea el sistema \ A . n . 

|4 x + l y = L 

Multipliquemos la primera ecuación por 4 y la segunda por — 3, de 
forma que los coeficientes de x sean iguales en valor absoluto y de 
signos contrarios, y sustituyamos la última ecuación por la ecuación que 
se obtiene sumando miembro a miembro las ecuaciones obtenidas, be 
obtendrá el sistema equivalente 

3x + 5 y = 4, 

14 y = 13, 

que se resolverá como en el caso anterior. 

Sistema de dos ecuaciones generales de primer grado con 
dos incógnitas. — Toda ecuación de primer grado con dos incógnitas 
puede escribirse en la forma general 

«je 4- hy = c. 

c t ■ , . í ere + by * c 

Sea el sistema { , , ., * 

| a x + b y = C. 

que resolveremos por el método fio sustitución., 

L Uno de los cuatro coeficientes a, h t a , b es diferente de 0, por 
ejemplo a 7 ^ 0. El sistema dado es equivalente al 


c — b y 


c — h y 


% — 


x == 


a 




o 


+ b* y = 


(tí 1 / — a' ó) y = a c -— c a . 


Pueden presentarse dos casos: 

1 * a f/ _ ha yéz 0. Despejando el valor de y en la segunda ecuación 
y llevándolo a la primera, se tiene un sistema de soluciones 

el/ “ he 

x — 


y = 


ab f — ba 

ac — ca 

ah' — ha 




































































INSTRUMENTOS DE MEDIDAS 







sextante 




Uanspwiadüí 



balan23 registradora 


balanza 

volumétrica 


balanza 

contadora 


SUPERFICIE 





4 Lám* colon pág- precedeme : La Aritmética* miniatura de un tratada 
de Casiodoro sobre las artes liberales (Biblioteca W ucional 7 París) 

[Fot* LarousseJ 
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El didioma admite, en pflt* mig loluol(Sn única, Lil íwüiUUl ílim 
rían x e y Human (tmmilin de í’.iwmur, y ah Í0 íjh ti dftimUDtnti 
(ir I sistema ; 

2 • ati hit' 0 SI iimdc i-rw iIIulmi 

Í * hy 

~ fia’ 

f II t **> * •* 

(<r , it 0, rm lili', onln iiih dl< ' 'til' Ik . . " . 

lili muguitlhK N< 

S, lt / _ f7 ,' (l |JI ,1 ..I.I Ml'lim láll ihIhhIi ..“i" mhifUow*\ II 

ci„U vii l<>• m lili i ..ti nl"|llilii do » .. 1 . d* 1 

. .Olí > \ vu lo* II lililí .lili .1. I Mili.. . . ' 

Unirme, luí ..lililí. i'-.. 'i* «lil' V i" i 1 1".. ’ 1 . 

mili h'i iim mid" 

flítí murutaim pío o upo» om-oomM 

í 0» * I n * f * * 

II, ti tí u ti tí lil ..pm l- - " nl«" « (n i , mi , 

Si i o t: mi i JH.. d< ■ ■ *«'„ . f «'I. . 

Si v. n r ton .guilla h o «... |i- ... ... ¿ »■» lí,M ¡ 1 

,| r , |4ni|n i. mi Vulni on dqtll* * * ■* d> > 41 1 1 M 1 . .. . ' * 

MMtrñt n ... Imlibmdu ,m ..*. !'*■« *<*,.. 

II ll|(H* 

Resumen. I. »b* bi' ■ ", i* fM bnpttv ■ '/<<•’ < l cm/WmH 

dr tittff de tns itli'óatftitWi Vfíl ¿ tí , 

Siííeffia tlntnt de xotu* itmc*\ í pn/ ó* /d/noi/o- de t ínmcr* 

¡| ü b' — bu' *» 0 t ron i* / c > > *»' ni f ül 
filo hay solución * /a* ' , ' «d f,í " 11 1 MJÍ nnip/iíimf ■ 

III, nb — bu' — D p cutí a / I) y m i u r tí. 

Hay indeterminación* es decir, oí /i/míoa mdut iones* 

Oíd 9E&VACIONBS h Eamdiemofl los Jibnoles casos particulares. 

ati — ba - - 0, con a 0* 
a b 

I. Si h 0, podra escribirse —— = — 


a 


a 

1* Si ac — ca =£ 0 t con c 7^ 0, se tendrá — ^ —T Y l l0r 

u 


con si- 


g„i enle ——. De doiule se deduce que be — cb -A 0. 

¡/ 


a b 

Si llamamos K al valor común tic los cocientes 
cribirae 


a 


- t podrá es- 


a 


K = 


tt 


6 ' 


a b t 

o también 

a = aKv ti = ¿K, c cK + 

La segunda ecuación será K (rae Hh hy) = c, Esta ecuación no es i.oin- 
pal)ble con ax 4" hy = t\ porque c 7^ cK, 

2* Si de — efí 0, con c - 0, se deducirá que c 7^ 0. 

Como a = nK f 6' = 6K y 0, el sistema de ecuaciones será 

) m + ípy — 0, 

K (f/^c + 6y) = c% 

y el sistema síruc siendo incompatible. 

\ 2x — 3y - 4, 

Ejkmplo: Resolver el sistema í ^ _ 5 

I 2^ — 3y = 4, 

Este sistema podrá escribirse \ ^ ^ x _3y) — 5* 

EL sistema no tiene solución. 

3.o Si ac — ca ~ 0, con c 0, podrá escribirse 

abe 


a b e 

lo que Implica que be — cb' = », y si K es el valor común de laü 
razones iguales, 

á ' = aK T ti = 6K, c' = cK, 

¡ ax + />y — c r 

j Kiíx + K¿y = K.c. 

En realidad sólo hay una ecuación con dos incógnitas, y ? por consi¬ 
guiente, indeterminación para una incógnita. 

4. a Si ac — ca = 0, con c — 0, se deducirá que c — i), 

t ax + l>y — Q, 

El sistema sera ( K, (o* + by) = 0. 

Sigue existiendo indeterminación para una incógnita. 

I Hh 4y — 1, 

f 6a: + Hy — 2. 

La segunda ecuación podrá escribirse 2 (3* + 4y) = 2. En realidad 
sólo hay una ecuación, 3x + 4y = l f y, por consiguiente, indetermi¬ 
nación. 


Ejemplo: Resolver el sistema 


Ib Si h - 0, ati — Ü y, por consiguiente, ti = 0. El sistema queda 
jrdinddo u 


ax = c, 

/ * 

a x = c * 


I ,ii m. Jim r< niii iorieii sólo serán compatibles si ne’ — ca' — 0; entonces, 
o 

f |kii mío y indeterminado* 


l 1 . -i * U n«n Jvi i rl i mteimi 


I 2x + my - 3, 

| x + y - 3m. 
ati ■— ha “ 2 — w. 

I rri 1 I mi mdii HldllciÓtl* 

f im ' t\h bu y íic^ —* ca — 6rrt — 3^0. 

I I Misil In.i I i I dj .inlMl 

Opf*.. m 4 l| miiniM di*pcjumlo i en la pi i mera ecuación y austi- 

in mío i I i m| i mu ilad<> |poi I iih nía eq ulvaji'iile 

8 my 

t *■ ■ . 


3 


ttt y 


'■ fN . 


I i i I I UIH Imi L I a I «I I ,llll»ll’ (-! tu > Y 

8 (a m 1) 

I 11 ttt \ n i'i ua> ión ila > 


t (2m ■—■ I )* 


i — rn 


6 tur* 

l) 

9 f9 — 

£t 

m } 

3 (2/u 

- 0 


y ac tlOllC lina Mt di i Holución 

“ 2 — m 

2, ü m “ 2. La ecuación se escribirá 0 * y — 3 X 3 = 9* 

El sistema no tiene solución. 

Sistemas de n ecuaciones de primer 

grado 

Sistema de tres ecuaciones de primer grado con tres incóg- 

Hitas. — Sea el sistema 

í 3* + ~ 2z — 5, 

(1) {2x — 3y + 4 í = 2 f 

/ 5x + 2y — 3 z ^ O. 

1 Método de sustitución. Despejemos el valor tic x en la primera 
ecuación, que llevaremos a las demás ecuaciones; después de simplificar 
se tendrá 

S — 4y + 2z 


x — 


( 2 ) 


3 


I4y — 2 = 7, 

17y — 16 j = 4. 

Se demuestra fácilmente que los sistemas (i) y (2) son equivalentes, 

! x = a 

y ~ b es tina solución del sistema (1), también 
z — c 

lo es del sistema (2) t y reciprocamente. Las dos últimas ecuaciones del 

7 

z — -—- 


sistema (2) admiten como solución única 


líJÍS 

2U7 


y t reemplazando 


estos valores en la primera ecuación, se deducirá para el sistema de 

27 


soiu clones 


x — 


7 = 


23 

12 


23 

7 


2.° Método tic adición. Sea el sistema 

£ x — 3y + 5z = 

(1) 2x + 4y + 2z = 5. 

f 3x — y + 4 z — 3. 

Eliminemos x, por el método de adición, entre una ecuación cualquiera 
y cada una de !as dos restantes; por ejemplo, entre la primera y cada 
una de Jas oirás dos, y reemplacemos el sistema (1) por el 

( x — 3 y + 5 z = 2. 

(2) lOy — Sz = 1, 

f Hy — llz = ~ 3. 

Fácilmente se demuestra que los sistemas (2) y (1) son equivalentes. 

La resolución del sistema se acaba en la forma ya indicada, una vez 
resuellas la dos últimas ecuaciones por adición i» por sustitución. 

Sistema de n ecuaciones de primer grado con n incógnitas. 
Incompatibilidad. Indeterminación. Eliminación por sustitu¬ 
ción* — Se despeja el valor de una incógnita en una de las ecuaciones 
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aritmética y Álgebra 


ilrl sistema (!) dudo, y hc tJrvn íi las restantes ecuaciones; do este modo 
se formuia im nuevo ^tatema (2) d« n ecuaciones de primer grado con n 
incógnitas, que eerá equivalente al sistema dado, y en el cual n — 1 de 
las etóliu idónea y < no contienen la incógnita eliminada* listas n — I ecua¬ 
ciones constituyen un sistema <ie primer grado con n — 1 incógnitas; se 
eliminará una nueva incógnita, y reemplazándola en el sistema (2) se 
obtendrá el sistema (3) equivalente al (1), que constará de n ecuacio¬ 
nes de primer grado, de las cuales n — 2 sólo contendrán n — 2 incóg¬ 
nitas, y asi sucesivamente. Se llegará a la resolución de un sistema 
de n ecuaciones de primer grado equivalente al sistema (!), en el 
cual dos de sus ecuaciones sólo contendrán dos incógnitas* Estas dos 
ecuaciones admitirán por lo genera! una solución única y, sustituyén¬ 
dola sucesivamente en las restantes ecuaciones del sistema, se obten¬ 
drá, en principio, una solución única* 

En la resolución, podrá llegarse a ecuaciones de la forma 0 • X — m, 
con m 0, o bien G - x = 0, En el primer caso se dice que el sistema es 
imposible o que las ecuaciones son incompatibles; en el segundo caso, 
el sistema es indeterminado. 


Sistema de n ecuaciones con n + p incógnitas. — Este eiste- 

rna tiene infinitas soluciones; podrán escogerán arbitrariamente p in¬ 
cógnitas, y se tendrá un sistema de n ecuaciones con n incógnitas, que 
en general proporcionará un sistema de solución» Se dice que hay inde¬ 


terminación para p incógnitas. 

Ejemplo : Resolver el sistema 

Podra escogerse arbitrariamente 
el sistema se convertirá en 



que admitirá como solución x = 


j 2x — 3y + x — 4, 

) 3* — y — 2z = 3* 

, por ejemplo. Sea z — I, con lo que 

— 3y = 3, 

- y ~ 5 > 

12 I 

-, y — -», En estas eondicio- 

7 7 


12 


x — 


oes ^ 1 ce instituye un sistema de soluciones, habiendo indeter- 

x = 7’ 

Z = 1 

rninación para una incógnita. 


Sistema de n + p ecuaciones con n Incógnitas* — Este siste¬ 
ma carece, por Jo general, de sistema de soluciones, porque n de las ecua¬ 
ciones dadas forman un sistema de n ecuaciones de primer grado ron n 
incógnitas que admiten generalmente un sistema único de soluciones, sin 
que baya razones para que este sistema ¡le soluciones verifique las p 
restantes ecuaciones, 

Í3x — y - 1, 

Las ecuaciones \l % —= 3, carecen de sistema do soluciones. Las dos 
[2x + 5y - 4, 

i x — 1, 

primeras admiten como solución í _ * que no es solución de la última; 

I y 

las ecuaciones son incompatibles» 


Los problemas algebraicos 

La solución de un problema utilizando los procedimientos algebraicos 
consta de varias partes, que se presentan sucesivamente y en un orden 
determinado, Cabe distinguir: 

I o La elección de la incógnita o de las incógnitas; 

2 * El planteamiento; 

3 * La resolución y la discusión de las ecuaciones; 

4 fl La interpretación de los resultados* 

l* Elección de las incógnitas» — En el enunciado del problema se 
indican las magnitudes conocidas y las que se trata de determinar: estas 
últimas son las incógnitas del problema, que puede constar de una sota 
incógnita* El enunciado indica frecuentemente en forma directa la incóg¬ 
nita que conviene elegir, pero, por lo general, no convendrá escoger esta 
incógnita al ¿izar, Será necesario, en primer lugar, una vez determinada 
esta incógnita, que permita que de ella se obtenga con sencillez y sin 
ambigüedad ia magnitud desconocida del problema; la incógnita que se 
elija deberá, además, conducir a un planteamiento lo mas sencillo posi¬ 
ble* Esta magnitud desconocida deberá definirse de manera perfecta, 
Por ejemplo, si se toma como incógnita la velocidad de un móvil, habrá 
que especificar qué unidades de espacio y de tiempo se eligen. Podra 
lomarse como incógnita la velocidad, expresada en metros por segundo 
o en kilómetros por hora, etc. También habrá que convenir, en ciertos 
casos, en qué sentido se cuentan las magnitudes* ya sea positiva o nega¬ 
tivamente, de forma que permíta la interpretación de la solución baila¬ 
da, así como el origen a partir del cual deberá considerarse la incógnita. 

La incógnita o incógnitas elegidas se designan por letras, y convendrá 
indicar acto seguido, de acuerdo con el enunciado del problema, a qué 
condiciones deberán someterse dichas incógnitas para que satisfagan 
la cuestión propuesta. Estas condiciones suelen por lo general expresarse 
mediante igualdades entre las magnitudes desconocidas y les magnitu¬ 
des conocidas* 

2 o Planteamiento, — El planteamiento de un problema consiste en ex¬ 
presar todas las relaciones entre las magnitudes conocidas y desconoci¬ 


das que resultan del enunciado* Estas relaciones están constituidas no 
sólo por igualdades, sino también por las desigualdades que acabamos 
de mencionar. 

Cuando el problema es sencillo, las relaciones que hay que escribir, y 
que constituyen las ecuaciones, están indicadas en el enunciado, pero no 
siempre ocurre así. 

3 o Resoluciones y discusión de las ecuaciones. — Una vez expresa¬ 
das las ecuaciones del problema, si dichas ecuaciones forman un sistema 
de primer grado, se dice que el problema es de primer grado. 

Se procederá a resolver las ecuaciones, y si son numéricas, podrá com¬ 
probarse que los valores hallados satisfacen las condiciones precisadas en 
el enunciado. 

Sí las ecuaciones no son numéricas, podran, en primer lugar, discutirse 
las condiciones algebraicas de posibilidad de resolución de las ecuacio¬ 
nes obtenidas; por ejemplo, si estas ecuaciones son irracionales, cada 
elevación al cuadrado deberá ir acompañada de las desigualdades que 
deberán quedar satisfechas. Las demás condiciones de posibilidad proce¬ 
derán de la incógnita elegida, y se habían indicado antes del plantea¬ 
miento* 

Las magnitudes dadas podran ser susceptibles de variación y la discu¬ 
sión consistirá, entonces, en estudiar todos los casos que puedan presen¬ 
tarse* cada uno de dios desde el punto de vista de las condiciones a que 
deben someterse los datos para que el problema tenga una o varias solu¬ 
ciones, y determinar las que sean aceptables, de acuerdo con las solu¬ 
ciones impuestas* 


PROBLEMAS 


1 9 Calcular dos números sabiendo que su diferencio es 4 y que la dife¬ 
rencia entre sus cuadrados es 72* 

Sean x e y los dos números* designando por x el mayor de ellos. Se 
tendrá 



o bien 


El primer sistema podrá reemplazarse por 


t x —y = 4, 

| y 2 — x 2 = 72, 

i x -— y = 4* 

{ que da como 

) * + y = 18, 


j x — y = 4, 

| — + y> = J8; 


solución x — 11, y = 7, 

El segundo sistema podrá reemplazarse por 

I x — y = 4, 
o por < 

I x + y = — 18, 

cuya solución es x = — 7 C y = — 11. 

2" ¿Cuántos años habrán de transcurrir para que la edad de un padre , 
que tiene 42 años, llegue a ser igual al doble de la suma de las edades 
de sus dos hijos, que tienen 18 y 15 años, respectivamente? 

Sí x es el número de años que se busca* el planteamiento sera: 


(18 + x + 15 + x) 2 = 42 + x, de donde se deduce x = — 8. 


El problema, así planteado, carece de solución, pero el tiempo puede 
interpretarse en dos sentidos diferentes; en este caso podra interpretarse 
que el hecho estudiado sucedió hace ocho años* El enunciado del proble¬ 
ma podría, entonces, modificarse en la forma siguiente: 

Si un padre, de 42 años de edad, tiene dos hijos, de 18 y 15 años , res¬ 
pectivamente, ¿cuántos arios habrán transcurrido desde que la edad del 
padre era doble de la suma de las edades de sus dos hijas? 

Si x es el número de años buscado, el planteamiento nos dará 


42 — x * (18 — x H~ 15 — x) 2. 


De donde x — 3. 

Habrán transcurrido 8 años. 

3* Hallar un número de 4 cifras, sabiendo que: 

— La suma de sus cifras es 19; 

— La suma de las cifras de sus unidades y de las decenas es igual, a la 
cifra de tas canterías; 

— La suma de las cifras de tas unidades, de las decenas y de los mi¬ 
llares es igual a la cifra de las centenas mas l; 

—-Se se invierte el orden de las cifras del número, el nuevo número así 
obtenido es igual al primero más 4 455. 

Si designamos por x la cifra de las unidades, por y la de las decenas, 
por z la de las centenas y por t la de los millares, se tendrá 

fl¡ + y + « + f= 19, 

x +■ y = z, 

Tf q— y ^ ^ j ^ 

1 QOOx + 10í)y + lOz + f = 1 OQGí -HÍXte + iüy + x + 4 455, 

Se tendrá un sistema de primer grado de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas* La última ecuación, una vez simplificar la * será 

111* + lOy — I.0z — lllf = 495, 

De las tres primeras ecuaciones se obtiene inmediatamente z ™ 9, 
t = 1* de donde se deduce que x = ó* y = 3* El número buscado es 1 936. 


í 





Ecuación de segundo grado 


toujimúni a ti Betfuntfo grado oon uní* imiógnttui Hepioliiclóa de las ecuaciones incompletas de segundo grado con 
tilín inrt'iKidtü* IWhoLicíóh di* Iti ecuación completo de segundo grado* — Relaciones entre los coeficientes y las 

im Jí^ ví a| ilIr■nrhmcH, I gii.icióm ino i McNuJurliói ilc la ( Citación bicuadrada* — Ecuaciones binomias* — 

loilaoión Irriioionuí rntlueiblo a un» «iminoíóvi iln gímelo grados Ln ecuación dada contiene sólo un radical* 
Lu rnjiiiou d.ulti rmiMrne di* rmiu-rik . Trinomio lito segundo grado: Transformación y signo del trinomio 

Hn ni i'.lo ¡.nulo Aiiilnn Imn 4 ifinlfli Mi d*. mino.i . respecto a las raíces de una ecuación de segundo 

gnido lUitt'h ntaí |||{iolineloiin« tío segundo grados Problemas 


licuttcióti (/c seguíalo grado ron una 

incógnita 


1 9 nú fi’lltl I r 11 1 11 di m 1 gil litio J'.ni'ln i(Oi III * • * HH KiMilll, nuil ■ "llMplili 
(Tilín y ri'duridiMi M||h jtrmmoN irMirpinP ... .. n*A lÍMMl d< 11 • n 

lÓrioilMlH 

Un teMrdvm H(M lí* *111 Mtfltílll (le M gliiliL- I.do 

un ... l<< turójpiil» do J'IHim» i.I". 

nn lid mmiio (KtjiiK ido, 

La 1 ( 0 ( 11(1 pt oeml de IimJíi í I lid lililí de Hr|0|M>|i> gimió '("ii un» IH« ny 
níttk «eró, puní, 

n l 1 d h \ | 4 l) 

(Mmrtvcf<e p en I m i I lili higii I , qijr «I i ni In inuL n . mmIu, |nn ft |1 * ■ ■ 

hiera ln ri ii ii i imi **i Mi di piJmi » gimió I 1 n iilmldo (uudeu i*ri Midi» 

h oí, o lio ii 11 o i Imik y (o dii i ( ni.. qui I i i i (i.ii mui m iiii.i ■ < mu nm 

Ut< tiitljilrtit 1 ¡oliii'ii/,mi iiion rrmdvJi odo Iji .o i*iih im um |*|r! un* 


Resolución do bis muiOlonH inOOttiplttM dt liglMdO grado 

0011 lina Incógnita. Sil!.jqiinim /i Oí?* U, La ecuación hh 

reduce n ü, siendo o una < oii .Lime dirilinta ele cero* La condición 

nccesariu y milirlcntc puní que el primer micro lira «en mi lo rs que lo 
■ten I a , lo ij iic sólo w verificará si % U* Por otra (jarte, x* (Hiede consi¬ 
derarse como un producto de dos factores % * x t y para tener en cuenta 
este hecho diremos que la ecuación admite una raíz dable igual a cero , 
o también que In ecuación admite dos raíces iguales u cero* 

Supongamos ahora que b # O, c = Ü. 

Evidentemente a será distinto de cero, puesto que la ecuación, es de 
segundo grado. La ecuación se reduce a 

ax 2 + bx = O, o también (ax + 6) x — 0. 

El primer miembro es un producto de dos factores* Para que un pro¬ 
ducto de factores sea nulo es necesario y suficiente que lo sea uno cual- 

— ó 

quiera de los factores* El primer factor se anula para x = ——, y el 

a 

segundo para x = O* Por consiguiente, la ecuación admitirá dos raíces, 
una de las cuales es igual a cero. 

Ejemplo, Resolver la ecuación $x ¿ + 5¿r — tí. 

La ecuación podrá escribirse (3* 4- 5) x = 0. Por el mismo razo¬ 
namiento que en el cuso general, ec hallarán como raíces de la ecuación 



Por último, supongamos que b — O t c 7^ tí* 

La ecuación se reduce a + c = 0* Dividiendo sus dos miembros 
por a, que es diferente de cero, se convertirá en 

* 2 + — = 0. 

a 

Pueden presentarse tíos casos: 


c 

1* — > O, es decir, c y n tienen el mismo signo* En este caso, la ecua- 


a 

ción carece de raíz, porque cualquiera que sea el valor que se atribuya 

c 


a x y x 2 es siempre un numero positivo y como 
la suma no puede sct nula; 


— es también 
a 


positivo, 


2 o — <C O, es decir, c y « son de signos contrarios, 

41 

La ecuación podrá escribirse x* *— (— — \ = íh 

\ fl ! 
c 

La expresión-es positiva y puede considerarse como el cuadrado 

a 

de su raíz cuadrada. La ecuación sí* convierte entonces en 


MV-t)- 


El primer miembro es una diferencia de dos cuadrados, que puede 
transformarse en producto de factores, y la ecuación será entonces 

(* + V 

Para que un producto de factores sea nulo, es necesario y suficiente que 
Ío sea uno de los factores; la ecuación tendrá, por consiguiente, dos 
raíces, que serán 


-V 1 ! ■ — V-í 


u también, agrupa rulo loados valores: 

X “ J- 


V-7 : 


I 1 triiiH'lnM íh I mí I n ilnii iaices ( i|iir mm nn meros o puestos. 

I 1 . raMi'l.o I tuuilvn tu rrooruÍH \ T> — O, 

II it.«i ♦ 1 mu mui no limo iiiiii'iiini i \U t porque cualquiera que sea el 

val. iilikbiiva a na " mine jmMlivo y rl primer miembro de 

l. r imiK mu no pin de ni * niiln juienio i[iie c. litio Mitin ilc dos números 

| iiKOl I V 1 4l|« 

1 ti ( i uU>r 1 in - 1 II ifi 1 Mil I ( ’ / íf 

I 14 1 1 (Ul ' l( < 11 |H >1 I I í I HI I 11 > I 1 un 

7 / i m \ 19 


tí n Im mi di "O ' 


1 


*-(V 5 ) 


(). 


.. Jt 11 ye mi lo i I 111 mi 1 1 mhuildo ¡un un pnidlirlo de fintores; 


(■ (■ < t). 


para que el primer miembro sea nulo, l>asiará con <tuc lo sea uno cuat- 

s/T 

quiera de los factores, Las raíces de la ecuación son L “ ■■ 

Resolución d© la ecuación completa de segundo grado.— 

La forma general de la ecuación completa de segundo grado es 

ax* + bx + c — O, 

siendo a t />, c diferentes de cero. Para resolverla, transformaremos, 
siempre que sea posible, el primer miembro en un producto de fací ores. 
Dividamos los dos miembros <lc la ecuación por a t que es diferente de 
cero; se tendrá 

h c 

X* + — x + — = 0 . 
a a 

Observemos que x* + — # son los dos primeros términos del desarrollo 

a 

( l e 4- !L)2 f p 0 r lo que podemos escribir la ecuación 
2 a 


/.+*y_¿ 

y 2a J 4 a* 


o (I) 


( 


X + 


2 íí 

b ^ 
2a 


c 

-L —- = 0 | 
4o* a 


b’ ¿ — 4 ac 
4 a ¿ 


- 0 * 


Distinguiremos tres casos, según sea el valor de ¿2 — 4uc: 
i° Ir — 4 ac > tí* 

4« a es un cuadrado perfecto y é por consiguiente, positivo, cualquiera 

b'¿ — 'tac 

que sea el valor de a; la ex presión --—■ será positiva, y puede con- 

4«^ 

siderarae como el cuadrado de su raíz cuadrada* La ecuación podrá escri¬ 
birse 

b 


x + 


2 a 


-(V 


b* — 4ue 
4 


- 0, 


o, transformando el primer miembro. 


{ x+ 4 r^y/ J:L ^) 

Para que el primer miembro sea nulo, bastará que lo sea uno 
cualquiera de los factores. La ecuación tiene dos raíces desiguales: 


x — 


— ti + ó 2 — 4fir 
2n 


b — b 2 — 4ac 
2 a 


que se agrupan en una misma fórmula 


-—■ b + b 3 — 4«c 

.r = --■——, 

2 íí 

2" ó 2 — 4uc — 0, La ecuación (I) se reduce a 

h 

= 0* 


( 


x + 


2a 


EJ primer miembro sólo se anula para x = — --, La ecuación sólo 


2a 


tiene una raíz; no obstante, para recordar que, en este caso, d primer 
miembro de la ecuación es un cuadrado perfecto o un producto de dos fac- 
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lores ¡guales a x + 


2a 


se dice que lu ecuación tiene dos ratees iguales , 


o también una raíz doble igual a — 


2a 


3* b 2 — 4ííc <C 0, La ecuación (1) podrá escribirse 

b 4«c — b 2 

x + -1-f 


( 


2a 


4 ac — A 3 


es positivo. Como V x + 


4a 3 

6 


= 0 . 


es positivo (o mi lo para nn 


4a 3 ' \ 2 a 

solo valor de jr), el primer miembro de la ecuación será siempre positivo 
y no podrá anularse: la ecuación carece de raíz. 

En resumen: En la resolución de una ecuación de segundo grado pue¬ 
den presentarse Ir es casos, según el valor de la expresión 1/ — 4ac t deno¬ 
minada discriminante de la ecuación, y que se designa por A- 

I* A 0. La ecuación tiene dos raíces distintas que se obtienen de la 
fórmula 


b 4- s/ 6 a — 4ac 


x = 


4>l( 


La raíz que corresponde al signo H- que precede al radical se designa, 
generalmente, por x' y la otra por x*. 


2 o A = 0- La ecuación sólo tiene la raíz x = 


— b 

~2a 


■. Para recordar 


que en este caso el primer miembro de ín ecuación es un producto de dos 
factores iguales, se dice que la raíz es doble, o que tiene dos raíces 
iguales. 

3 o A <L 0. La ecuación no tiene raíces. 

Ejemplos : I o Resolver la ecuación 3jt 3 — 5r — 2 = 0 . 

A = (— 5) a — 4X3 C— 2 ) = 25 + 24 = 49. 

La ecuación tiene dos raíces distintas. 

Apliquemos la fórmula: 

5 + V 49 


x = 


Las dos raíces son 


5 + 7 


x “ 


- 2 , 


5 — 7 


x — 


6 ó 

2* Resolver la ecuación sfl — 8 # + 16 — Ü. 


1 

3 


8 


A = 64 — 64 — 0 . La ecuación tiene una raíz doble x = — = 4. 

>2 

Observemos que el primer miembro es (x — 4) 3 . 

3 11 Resolver la ecuación # 3 — jt + 2 = E), A ^ 1 — 8 = — 7. 

La ecuación no tiene raíces. 

Observaciones. 1 * Si una ecuación de segundo grado tiene sus tér¬ 
minos extremos de signos contrarios^ sus dos raíces serán diferentes, 
puesto que el discriminante 1/ — r W: será positivo por estar formado 
de una suma de dos números positivos. 

2 o Si en una ecuación de segundo grado el coeficiente de x es múltiplo 
de 2, puede simplificarse la fórmula que permite calcular sus raíces . 

Designando por b la mitad del coeficiente h , se tendrá b — 21/% el 
discriminante será A — W l — 4 ac = 4 (i/ ¿ — ac); el signo de A 
es el mismo que el de l> 2 — ac t expresión que se designa por A\ 
y si A' > 0 , la ecuación tendrá dos raíces dadas por la fórmula 


— 2b r i V 4 (¿r a + ac) 


— b 4- / f/ ¿ — 


ftC 


o X — 




fl 

Ejemplo. Resolver la ecuación 3jc 3 + 8 % —11= U. 

Como los términos extremos son de signas contrarios, la ecuación ten¬ 
drá dos raíces distintas, que son 


— 4 4- v/ 16 + 33 


x = 


3 


* - — = 1 , 


x — 


—4 — 7 
3 


— 4 + 7 
3 

— 11 

3 


Relaciones entre los coeficientes y las 

raíces 

Api icaciones.— 1 ° Supongamos que la ecuación general de segundo 
grado ax 2 + bx + c = 0 tiene tíos raíces distintas. Estas raíces serán 


x — 


x = 


— b + b 2 — 4 ac 
2 a 


— b—/ ó 2 —4 


ac 


2 a 


Suma de las raíces, 

(— b + s¡ U~ — 4 ac 


* r 

X + x 


2 a 


+ 


— b — sf Ir 


4 ac) 


2 a 


— 2 b 
2 a 


Producto de las raíces. 


t ** 

x x 


(—* b 4~ sf b 2 — 4nc) (— b — */ b 2 — 4 ac) 

4 a 3 


El numerador no es más que el producto de una suma de dos tér* 
minos por su diferencia. Se tendrá 

b 2 — ( 6 a — 4 ac) 4ac c 


/ w 

xx — 


4 a 3 4a 3 #j 

Observación, Estas relaciones pueden también establecerse en forma 
diferente: como x y x" son las raíces de la ecuación ax 3 + bx + c — l), 
el primer miembro de esta ecuación se anulará para x = x y x = x\ 
y, por consiguiente, será divisible por x — x' y por x — x*\ Este pri* 
mer miembro será, pues, divisible por el producto (x — x) (ac — X *) 
Lv. pág. 60], El cociente será evidentemente un factor numérico, puesto 
que los dos polinomios son de segundo grado, factor que sólo puede 
se* a; se tendrá, pues, 

ax 2 + bx + c = a (x — x) (s — ac") 
o bien ax 3 + bx + c ~ ax 2 — a (x* -f- x") x + ax f x\ 

Se tendrá, pues, 

a (x' + x") = — b y ax x — c % 
de donde se deduce 

b c 

x 4- x = — —, y x x = —■. 


a 


a 


2 5 Hemos establecido las dos fórmulas 


b c 

f t tt r *p 

x 4- x = — —, xx = — 

a a 

que vamos a aplicar en la resolución de un cierto número de proble* 
mas relativos a la ecuación de segundo grado. 

Obsérvese, por otra parte, que si la ecuación general considerada 
fuera x ¿ + px + = 0 t las relaciones serían x' 4- x" — p y 

xx — q. 

Por regla general, puede calcularse %' — x*. 


{%' ~ X) 2 - (x' + x)* 
de donde se obtiene 


y ó 2 c ó 2 — 4 ac 

4x x = — — 4 — « -- 

a- a á 2 


+ / ó 3 —4 ac 


x — 


Se obtienen dos valores opuestos cuyo signo depende evidentemente 
de la raíz que se denomina x\ por ejemplo. Puede también observarse 
que la diferencia x f — x' y a tienen el mismo signo si se conviene en 
tomar 


-— b + \f h 2 ~ 4 ac 


x — 


tt 

X — 


—* b — V b 2 — 4ffc 


2 cr 2ci 

Determinar el signo de las raíces de una ecuación de segundo grado sin 
resolverla. 

I" Sea la ecuación 3 x 3 —* 2 x — 1 = 0, de la cual queremos determi¬ 
nar los signos de sus raíces. 

Esta ecuación tendrá, en primer lugar, dos raíces distintas, puesto que 
sus términos extremos son de signos contrarios. 

El producto de las raíces es — —. Las raíces son, por consiguiente, de 

3 

signos contrarios. 

2 

La suma de las raíces es —, La mayor de fus raíces, en valor absoluto. 

3 

es la raíz positiva, 

2 o Sea la ecuación 5 x 2 — 3 x + 1 = 0, de la cual vamos a determi¬ 
nar los signos de sus raíces, 

A' =: 16 -— í> — 11 . La ecuación tiene dos raíces distintas. El producto 
1 

de las raíces es — * Las raíces tienen el mismo signo. La suma de las 
8 

raíces es —. Las dos raíces son positivas. 

3 o Estudiar las raíces de la ecuación 3 x 2 — 2 x -f m — 1 — 0 , siendo 
m un parámetro susceptible de variar desde — OO a -f oo. 

Formemos rl discriminante A' — 1 — 3 (m -— 1 ) — — 3 m 4 - 4, 
— 3 m + 4 es una función de m de primer grado, que se anula para 

4 4 

m —■ positiva cuando m varía de —■ cxd a — y negativa cuando nt 

3 3 

4 

varía de — a 4- oo, 

3 

Formemos el producto de las raíces. Este producto, ——-í ( 

3 

una función de m de primer grado, que se anuía para m = 1 , siendo 
negativa cuando til varía de ~—■ íx> a 1 , y positiva cuando m varía de 
1 a 4“ 

2 

Formemos la suma de las raíces. Esta suma, -—, es positiva, cuaL 


3 


quiera que sea el valor de m. 













































ECUACION DE SEGUNDO GRADO 


69 


En el cuadro siguiente se indican estos resultados, así como sus con¬ 
secuencias; 


Kh más sencillo, para resolver el sistema, reemplazar la segunda ecua¬ 
ción por 


m 

] 

— oa 

^ (x ~ y) a + 4xy = i 2 a — 140 — (x + y) 2 - 

3 +00 Habrá que resolver el sistema; 

A 

+ 

*b l 

^ ) x + y ~ ± 

l — ) .r — y ~ 12 . 

P 

0 

Hmm jivai H)ín, En general, si x e y son los dos números, D su díferen 
i i n* y r mu producto, deberá tenerse 


Ecuación 


+ 


2 raíces distintas 
de signos contrarios, 
siendo positiva la ma¬ 
yor en valor absoluto 


2 mices 
di sil utas 
pos 11 i vas 


Ninguna ral/, 


Pura m = 1 T el producto de las rutera es mi Lo, v I» r.un* tboi 

lina raíz nula; en efecto, queda tcdueuhi a I » 1 Ni ** n l L 

-2) r = 0. 

2 

[ai ecuación ut Imite romo nitor h i 0 y » 

8 

4 I 

Pura tff la ecuación ndmílr O ni tai dnhh mu o»i 

3 # 

í'oriflrtr flrtfl aumuíu (Ve urjpim/fif /:rrrdn - 7 l¡< uilnlíbi Mimo r||i i'i 
ndmcmj druLn. 

Si n y h non Irm don inimfmu dados, I i ■ UN I 1111MI Mil i m III ( VI 

do Difluente (i w) (i b) b 

Si la reilmióii UliHCadii irili k|i1 1 i i di ta íoima . ' | jr« { q l\ 

wr Iciutnip si llamainmi S y \\ 11 ^pi i I Iva no nlr, o |n Mimn y id pjodmm 


r i r I Jl H I :| ó i‘H (líU t íl U ! 


S 


y q 


I„ji n -tuición hotn jid-i Hf* i'Heiililni» po* l oníígmcuic. 


Sx 4 l J 


0* 


E.iKMi*m>, fiaíríra una n tinaón de legando grada cuyas raíces sean 4 y 

5 

6 

enlució de la» rafees; 

2(1 10 


Producto de las raíces; 

4 

Suma de las raíces: 


K) = 


4 — — = 
6 


6 

24 — 5 


3 


19 


La ecuación buscada sera; 


5i _ 


19 


10 


- 0. 


6 3 

Las dos raíces de esta ecuación tienen, en efecto, como producto y 
como suma el proelucío y suma de los números dados. La ecuación 
puede también escribirse 

óx 3 — 19* — 20 = 0. 

Hallar dos números? conocidos su suma y su producto. 

Supongamos que su suma sea 11 y su producto 24; sean x e y los 
dos números buscados. 

j x + y - 11, 

( xy = 24, 

Los dos número» pueden considerarse como raíces de la ecuación 

x 3 — 1U + 24 - 0. 

Los números serán tí y 3. 

ÜBSEHVACiÚN. En general, si S y P son la suma y producto, respec¬ 
tivamente, de los números buscados, estos nú me roa son raíces de la 
ecuación 

x a — Sx + P = 0. 


» x~y = D r 
| xy = P. 

Lnu . huí i y i pueden consíderarse como raíces de la ecuación 

— l)x — P = 0. 

N* i .t.i .. .mi jiilmip clii! uiH'CH t y x ", los dos números buscados 

«eiári i v i \ i» bien i y x . 

ttatttu la tetaútón . 70 r ,/» f¡< nnlá entre ¡o\ coeficientes de la tcua- 
f f,r> t Jr 1 urn/n rf-tJ i» ¡uifn 1 /m \n\ mices una relación dada . 

hiobi In nioinúóu ’i’ "t \ m \ 0 t 1 n¡ciliar m para que Uim 

di I m 1 un rri m ,1 1 ripie de L 011 ■* 

|). . .. la 11 < luí a de la a mu mui pio 1 y 1 ; nv tendrá 

t « ♦# 

t íH , 


S 


m 


\ \ 


Si puedr irr.dlxi .( e| '.elrom, la cnninim tendrá ruíotlH, y el valor 
11111 He Jihlrnp.o puro m sal i» fará la re lar ion. 


Se 


1 1 

inmediatamente x = —, x = — y 

2 6 


m = 


La ecuación buscada es 


3x 3 — 2x + — — 1 « 0 
4 


Vlx* 


Hx + 1 = 0 , 


Obskiívación. La ecuación general de segundo grado puede ponerse 
en la forma x 1 + px + q = ü, y depende de los dos coeficientes va¬ 
riables p y q (parámetros). Entre las raíces x y x" y los parámetros 
p y q existen las relaciones 

x + x — — p xx = q. 

Si se da una relación entre x* y x , se obtendrá un sistema de tres 
relaciones entre x s x , p V f I* que permitirá determinar la relación que 
debe existir entre p y q para que se cumpla lu relación pedida. 

Por ejemplo: se trata de determinar la relación que debe existir 
entre /> y q para que se tenga OX + bx" = c, siendo «, h y c tres 
números dados. 

Sí la ecuación nu contiene más que un parámetro desconocido como 
en el caso que se acaba de dlar—podrá calcularse ente parámetro, 
para lo cual habrá que resolver un sistema de tres ecuaciones con tres 
incógnitas. Este sistema podrá carecer do solución. 

Funciones simétricas de las ratees, — Se dice que una función de 
x y % r es simétrica con respecto a ellas cuando 110 varía al sustituir 
x por x o recíprocamente. 

3xx" 

Ejemplo: —-- es una función simétrica de x* y x\ 

X -\ - X 

Si se considera una función simétrica racional de las ratees, se puede 
expresar racionalmente en función de Ins coeficientes de ta ecuación, 
para lo cual se expresará la expresión considerada en función de la 
suma y del producto de las raíces. 

Sea la ecuación ax 3 + bx + c = 0 . La suma de los cuadrados de 
las ra ices será 


X** + * 3 = (x + x") a - 2*V' = f- \ ~ 


(-t) 


2í; 


ó“ — 2 iíc 


u 


ir 


Esta ecuación tiene dos raíces distintas si 

5 a 

S a — 4P & 0 ó P ^-. 

4 

Si se consideran dos números variables, pero de suma S constante, su 

S a 

producto máximo es - y el discriminante de la ecuación anterior 

4 

es entonces nulo, siendo loa dos números iguales, respectivamente, a 
S 

i 

2 

Si dos números variables tienen una suma constante , su producto es 
máximo cuando ío$ dos números son iguales. 

Hallar dos números conociendo su diferencia y su producto . 
Supongamos que la diferencia sea 12 y el producto —35, siendo 
x e y los números buscados, 

) x-y = 12, 

} xy — — 35 . 

x y “ y pueden considerarse como raíces de la ecuación 

x 3 — 12x + 35 =: 0. 

Los números buscados son 7 y — 5, ó5 y — 7* 


Ecuación bicuadrada 

Definición. Se denomina ecuación bicuadrada una evitación de 
cuarto grado con una incógnita que t una vez reducida, sólo contiene tres 
términos como máximo: un término de cuarto grado, un término de 
segundo grado y un término conocido, 

La ecuación general bicuadrada tendrá, por consiguiente, la forma 

ax 1 + bx¿ + c = 0 . 

Resolución de la ecuación bicuadrada. — Haciendo x 2 = y , 
tendremos que resolver el sistema 

ay ¿ -|- hy + c — Í) T 
*£ 

x“ — y. 

A toda raíz positiva dada por la primera de estas ecuaciones (ecua¬ 
ción transformada en y, o ecuación resolvente) corresponderán dos 
valores de x dados por la segunda ecuación, y estos valores, de signos 
contrarios, serán las raíces de la ecuación bicuadrada. 

Discusión. — Sea A — — 4frc el discriminante de lu ecuación, 

L A > 0 . La ecuación transformada tiene dos raíces distintas. 

c b 

1* — > l) y- '!>Ü* Las raíces distintas, y' e y\ de la ecuación 

a a 
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transformada, son ambas positiva», y la ecuación bicuadrada tiene cuatro 
raíces distintas, Opuestas dos a dos. Estas raíces son 


En general, 


x = ± V y', x. = ± ■J y". 


x = 


V-= 


h ± V 6 a — 4ac 

2a 


Se harán todas las combinaciones posibles con los signos que prece¬ 
den a los radicales. 

2 » JL ]^> Q y _ — 0. Las raíces distintas de la ecuación tians- 

a f* 

formada son ambas negativas y la ecuación bicuadrada carece de 
raíces* 

3 ® -í_ <; o. La ecuación transformada tiene dos raíces de signos con- 
a 

trarios, Sólo se conservará la raíz positiva y\ y la ecuación bicuadrada 
admitirá dos raíces * = ± «/ y\ que son números opuestos. 

__— Este caso es ei de la ecuación incompleto, \ bx d. 


a 


que se sustituye por 


ay % + by “ d, 


* 2 = y. 


La ecuación bicuadrada tiene una raí/, doble nula; si “ < () > tendrá 

otras dos raíces, que serán números opuestos* ^ 

[L A = 0. La ecuación transformada tiene una raíz doble* 

[o _ _ ;> (j h La ecuación bicuadrada admite dos raíces, y puede 
a 

decirse, [tara recordar la forma que toma el primer miembro de la ecua- 
ción, que son dos raíces dobles» 

2 o — -—. 0* La ecuación bicuadrada carece de raíces* 

a 

3 * — ííj 0* En virtud de las hipótesis, b ~ € = 0 , y la ecuación 
a 

bicuadrada es incompleta; ax l = 0 . licnc una raíz cuádruple igual a 
cero. 

IlÍ. A < 0. La ecuación transformada carece de raíces, así como la 
ecuación bicuadrada. 

Problemas. 1“ Resolver la ecuación x* — 4x a — 45 = 0. 

Haciendo jc - * — y, habrá que resolver el sist¡ 1114 siguit ule ■ 

I — 4y — 45 = 0, 

| x* = r- 

La ecuación en y admite como raíces V y — 5, y las raíces de la 
ecuación bicuadrada vendrán dadas por la ecuación x — t o s<-a 
x — ¿ 3. 

2* Resolver la ecuación 36%* — ilx^ 2 — 9* 

Hagamos x % — y y resolvamos el sistema 

3óy* — l?y -h 2 = Ü ( 

x 2 — y. 

1 2 i 

La ecuación en y admite dos raíces positivas, y _t Y 


I 


1 

cióii bicuadrada las cuatro raíces x = £ x 


4 T 9 

*J~2 


\ 


3 


3 " Resolver la ecuación x 4 — 3 *' 2 + 5 - 0* 

Hagamos x- = y y resolvamos d sistema 

1 y 2 -— 3y + 5 — 0, 

I X 2 = y. 

La ecuación en y carece de raíces, asi como la ecuación bicuadrada. 
4* Resolver la ecuación 9x i — — 0. 

Es una ecuación bicuadrada incompleta que puede reemplazarse por 
el sistema habitual o también, para mayor sencillez, por 

( 9 ** — ó) = a 

Expresada en esta forma se ve inmediatamente que admite una raíz 

vT 

doble 0 y las raíces ± —— 

o 


Ecuaciones binomios 

Definición. Una ecuación binomia es una ecuación entera <¡ue sola 
contiene, i ¿na ves simplificada, das términos, siendo de la ¡arma 

«a; m + bx n = 0 . 

Si m > n, la ecuación se escribirá x n (ax m ~ n + h} = 0- 

El primer miembro es un producto de dos factores, y pata que sea 
nulo es necesario y suficiente que lo sea uno cualquiera de sus factores. 

La ecuación admitirá, por consiguiente, como raíces * = 0 (raí/, de 
orden n) y las raíces de la ecuación ax m ~ tt + ó = 0 . 

Esta última ecuación es de la forma x* = A. 


1 ° a p«r. — SÍ A es negativo, la ecuación carece evidentemente de 
raíces. SÍ A es positivo, la ecuación tiene dos raicea diferentes que 
son números opuestos» 

2 ° a impar, — La ecuación x* = A sigue teniendo una sola raíz. 
Problemas, 1 s Resolver — l = 9- 

Se deduce inmediatamente x* = — y * 2 = —, reclia/ándose el valor 

9 3 

negativo. 

En resumen: 


I 


x = ± 


= -h 


V 3 


*J 3 3 

2 tt Resolver -b 64x 2 = 0» . . , 

La ecuación podrá escribirse x 2 í * 3 + 64) - 0 , y admite Ja raíz 

doble je = 0 y la raí/ de la ecuación x 3 + 64 - 0, o sea x — <*- 

3“ Resolver + 5 — 0 » , 

La ecuación carece de raíces, porque el primer miembro, que es una 

suma de dos números positivos, no puede ser nulo. 

Ecuación irracional reducible a una 
ecuación de segundo grado 

Ya se ha indicado (pág. 61) la forma de racionalizar una ecuación 
irracional. Si la ecuación entera obtenida, una vez efectuadas tas opera¬ 
ciones y reducidos los términos semejantes, es de segundo grado, hc 
dice que la ecuación primiliva irracional era de segundo grado. 

La ecuación dada sólo contiene un radical. 

Sea la ecuación /X - B, siendo A y B dos polinomios enteros* 
Si se elevan al cuadrado los dos miembros de la ecuación, se tendrá 

A = B 3 ., , , i 

Para que pueda aceptarse una solución, es necesario, en primer lugar, 

que satisfaga esta ultima ecuación y f además, que baga a B positivo. 
La expresión A, o expresión subradical, debe hacerse positiva, y 
ocurrirá, puesto que la solución satisfará A — B 2 . Es íleeir, la ce 
ción dada podrá reemplazarse por el sistema 

\ A = B3, 

) B > 0. 


asi 

ua- 


Ejemplq, Resolver 2 = s¡ x ¿ + 4x + 8 — 3*. 

Escribiendo la ecuación en la forma s¿ x 2 +- 4x + 8 = 3j¡ + 2, 
podra ser reemplazada por el sistema 


i; 


*2 + 4x + 8 = (3* + 2)2. 

ÜX + 2 > 0 ; 


o 


2x 2 + 2 x — 1 = 0 , 
:ix + 2 > 0 . 


La ecuación «le segundo grade admite dos raíces distintas de signos 

— 1 + /T 

contrarios, pero sólo es aceptable la rah positiva x = - — - 

La ecuación dada contiene dos radicales. Podrá, entonces, poner¬ 
se en la forma general ± V A ± V B = C, siendo A, B y C tres 
polinomios. __ 

Ejemplo* Resolver la ecuación v ^*x ^ v 4x a i - x 3- 

Será equivalente al sistema 

f 3x — 2 = 4x 2 + x — 3, ^ 4*“ — 2x 1 = ü. 

< 3 x — 2 > 0 ; 0 \ x > —. 

1 * A 

La ecuación tle segundo grado tiene dos raíces distintas ríe signos con¬ 
trarios. siendo la mayor de las raíces la única aceptable. 

Observación. En general, la ecuación >J A = <J B, se reemplazará por 
el sistema 

| A = B 
) A y B > 0. 

La ecuación /Á" = - ^ A~+ 7 B = 0 , sólo tendrá solución 

si esta última verifica a la vez A = B — 9* 

Trinomio de segundo grado 

Definición. El trinomio de segundo grado es un trinomio con u.na 
sola variable, cuya forma general es 

a* 2 + 6x + c, 

siendo a, b y c tres coeficientes, de los cuales a e.t necesariamente dife - 
rente de cero , 

El trinomio de segundo grado está definido para todos Los valore* 
de x . 

Transformación y signo del trinomio de segundo grado. 

Hagamos y = ax* + bx + t\ 

Podrá escribirse 


y “ a 


( lJ + 7 X + Í) 
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x 2 y — x son los dos primeros términos del desarro 
a 


y se tendrá: 


"•*(* + i)' 


o bien 




h 2 c 

4« 2 a 


fe 3 — 4 tic 


4o 3 


Hagamos A = b % — 4ac (v. pags. 67-68). 
1* Si A > O, el trinomio se escribirá 


X “ 




o, haciendo 


— 6 + sí 6 3 — 4ac 


x — 


2a 

y = « (x 


x h 


— A 


\/ 6 : ' 4<i» 


2* Si A =* 0* NO tlüHQ 


x) (x I ) 

I 


•(■ - -et)' 


5® Si A * - O, haciendo 6 a 4rn K m ilnin 

b 

y 


”[(* 4 


TkokkjiáA, 1" Ut i trinomio que carece de ralees a que tutu' una rni>\ 
Mlflv tiene siempre eí signa de su primer ténuino. cuultfutcr n í/ue sea 
el valor que .se atribuya a x t salvo para el valar igual a la raíz dobh\ 
puesto que este valor lo anula; 

2" Un trinomio con dos raíces distintas tiene sirmj>re el signo de su 
primer término para todos los valores de x exteriores a las raíces, y 
signo contrarío a su primer término para todos los valores de x interio¬ 
res a las raíces , anulándose para los valores de x iguales a las raíces . 

1* Si el trinomio tiene una raí/ doble, se tendrá 

b ' ^ 

x + 

2 « 


/ b V 

I 2 •) 


( b \ 

(* 17 ) 


es positivo cualquiera que sea x t salvo para la raíz doble 


--que lo anula; para cualquier otro valor, y tiene el signo de o. 

2 a 


Si el trinomio carece de raíz, 

b \ 3 

+ 17j + KS • 

La expresión entre corchetes es positiva, cualquiera que sea x; y es, 
por consiguiente, del mismo signo que a. 

2 o Supongamos ahora que el trinomio tenga dos raíces distintas: 
x y x"; se tendrá y = a (x— x *) (x — x ). 

Supongamos que % x\ 

Estudiemos la sucesión — <x>, x'\ x\ + no. 

Si x varía emfe — ex? y x'\ las diferencias x — x y x — x son 
negativas; por tanto su producto es positivo, e y tiene el signo de a. 
Si x está comprendida entre x " y i' t X — %** es positiva, x — x es 
negativa, el producto (x -— x ) (x — x") es negativo, y los signos 
de a e y son contrarios. 

Si x esta comprendida entre x y + oo, x —* x f y x -— x son posi¬ 
tivas, su producto es positivo, e y tiene el mismo signo de a. 

Si se dan a x los valores x o x'\ se tendrá, evidentemente, y — O* 

Hagamos / (x) = ax 2 + bx + c, y designemos por / (a) el resultado 
que se obtiene al sustituir x por a en la expresión anterior, 

L Si a es un número tal que af (a) <1 ü, el trinomio tiene dos raíces 
distintas y a está comprendido caire las raíces . 

Si af (a) < O, a y f (a) tienen signos contrarios, el trinomio tiene 
necesariamente dos raíces distintas, pues de ío contrario / (a) tendría 
el mismo signo que a. Por otra parte, a está comprendido entre las 
raíces, puesto que si fuera exterior, af (a) sería positivo. 

11, Si a y fi son dos números tales que i (a) ■ f (fi) <C O, el tri¬ 
nomio tiene dos raíces distintas, catando comprendida una sola de estas 
raíces entre a y fi. 

Si / (a) ■ / (/3> < O, podrá escribirse af (a) * af (/?) < 0. Una de los 
productos af (a) o af (fi) será, evidente mente, negativo. 

Supongamos que af (o O < 0 . En virtud de lo que acaba de decirse, 
el trinomio tendrá dos raíces distintas y a estará comprendido entre 
ambas; en este caso, fi será exterior a las raíces, pues de lo contrario se 
tendría af (j3) < D y el producto af (a) * af (/?) sería positivo, lo que 
sería contrario a la hipótesis. 



Aplicaciones. — Determinar la situación de un número cor respecto 
a las raíces de una ecuación de. segundo grado , sin necesidad de resol¬ 
verla. 

Sea a el número cuya situación se desea determinar. 

Si / (oe) = 0 t es es raíz de la ecuación. 

Supongamos / {«> ^ 0; se formará af (a). 


Si af (a) <C 0, la ecuación tiene dos raíces distintas, estando a com¬ 
prendido entre ellas. 

Si af (a) > 0, se formará el discriminante A- 

Si A ^ Ü, la ecuación tiene dos raíces distintas x y x t y a es 
exterior a la» mismas, es decir, a es menor o mayor que ambas raíces. 
Puní dÍMuiguir entre los dos casos, se compara a con un número 
rompíendido entre las raicea. Puede utilizarse, a falta de un numero 

h 

in,ri hcnriH». la semisuma dé bis raíces — —: 

2 a 

Si í* < —a < % fr > x; 

2 a 


Si ii 


2 a 


a* 


PimhtiRMA ( Ivdfum í ctm aspecto a tm raíces de la ecuación 

id • te + m — 1 «■ 0. 

I i i r i un. i .111 hin el paniruciHi m. El corfidénle de x 3 es posi- 

I|vu f >.r iiimIim /( 1 ) II \ m, hiinimio que ne anula para m = 
W Peí oIhi pane, A 4 .1 (m — 3m + 7, bino- 

7 r b 2 

mili «¡iir m»i iimihi i..i m La n meiimui de Iuh raíces, — -- = — 

;t 2 a 3 

t rt t»e iuh qtu 1 , 

l*oi nn n liad oí» btianadoi no Indican en el «iguieinc cuadro: 


ffl 

“ ” *n 3 so 

3/ (4) 

> 

3 + j + 

A 

+ 

+ < 

3 - 


2 r. distintas 

x w < 4 < x’ - 

4 es 
x” < 

2 r. distintas 

x" < o:' < 4 

raíz 

C t se' — x f 

Ninguna raíz 

2 

* 6-ia 
--- ■ 

3 


Clasificar dos números con respecto a las raíces de una 
ecuación de segundo grado. 

Sean los números ay (i !»>s que se quieren clasificar con respecto a 

las raíces tje la ecuación + h% "!■ r — 0 (o fi). 

Se buscan los signos <le af («) y <le af (j3). Si los dos so» negaUyos, 
la ecuación tiene raíces, estando » y fi comprendidos entre las raíces 

a fi *C x . 

Si af (a) < 0 y af (f8) > 0, se tendrá x" < a < x < fi. # 

Si, análogamente, af (ct> > ü y a/ (fi) < 0, se tendrá a < x < /i 

El cana más delicado es aquel en que aj (a) y afíft) son ambos posi¬ 
tivos; habrá que comenzar por asegurarse de la existencia de raíces 
utilizando el discriminante. Si existen raíces, a, y ¡i son exteriores a 
ellas. Se tendrá, por consiguiente, una de enlas trea disposiciones: 

*< p<*”<x\ ó «<*"<*'< A ó x" <%*<*<$. 

Para distinguir entre los tres casos, se comparan a y fi con un nú¬ 
mero comprendido entre las raíces, pudiendo lomarse, a falla de uno 

b 

mas sencillo, la semisuma de las raíces:--—- 


Si los coeficientes de la ecuación son funciones de un parámetro, se 
colocan los signos en un cuadro. 


PROBLEMAS 

1* Comparar í y j con las raíces de la ecuación 

(m — 2) x 2 *— 4 mx + m — l = D 

/ (1) - — 2 r * — 3, / (3) =* — 2 m — 19. 

[>c donde r/ (1) = — (m — 2) (2m + 3), trinomio cuyas raíces son 


3 



af ( 3 ) = — (m — 2 ) (2m + 19), trinomio cuyas raíces son 2 y 
19 

~2~ f 

Podrá entonces formarse el siguiente cuadro 


19 3 


m 

-® T 

~2 


2 

+ oo 

af(\) 

■— 

— ó 

+ 

ó 

— 

af (3) 

— Ó 

+ j 

+ 

0 

— 


que permite la siguiente conclusión: 


1° Si m es < —-, el trinomio tiene dos raíces, estando 1 y 3 

2 

comprendidos entre ambas: x < 1 < 3 < x; 
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ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


2 a Si_— < m < — --entre las dos raíces del trinomio está 

2 2 
comprendido 1: 

< 1 < x < 3; 

3 o Si rn > 2, el trinomio tiene dos raíces* estando I y 3 comprendi¬ 
dos entre ambas: 

x* < 1 < 3 < x\ 

3 

Queda el caso en que — — < m < 2; para concluir, habrá que 


4* En un circulo de centro O y de radio R, determinar una cuerda 
tai que la suma de su longitud y de su distancia al centra sea igual a 
un número positivo dado f 1, 

Sea ATI la cuerda buscada, OH la perpendicular trazada desde 0 a 
AB; tomemos como incógnita Oli — x, y se tendrá 

AB 4 x = L 

En el triángulo AHO: 

AB* 

AH a = --- = R 2 — x'K 

4 

de donde 


recurrir a otros elementos. Se tiene 

A' = 4m a — (m — 2) (m — l) = 3m 2 4 3m — 2, 

trinomio que se anula para 

— 1 ^^3 1 ^"33 

m - ---;— y m = — — 4-“—- 

2 6 2 6 

Por otra parte: 

S 2 m m + 2 

2 /ti — 2 m — 2 

que cambia de signo para m — — 2 y m = 2* 

S 2rn — ni 4 6 

--- 3 « — — 3 = --, 

2 m —2 m — 2 

que cambia de signo para m — + 2 y ni = 6, Se puedo entonces esta* 
blecer el siguiente cuadro: 


m 

3 1 ^ 33 l J 33 

4 2 

2 2 6 2 6 

af O) 

+ 

4 : 

4 

al (3> 

4 

+ i 

4 

A' 

+ t 

- i 

+ 

s 

--1 

2 


— 

— 

S 

— -— 3 

2 

<— 

— 

— 

Conclusiones 

*"<*'< I C 3 

Ninguna raíz 

*" < X < 1 < 3 


2 Q ¿Pura qué valores de m las raíces de la ecuación 


(3m — 1) x 2 — (m — 1) x 4 m — 0 

comprenden el número 2? . t 

Para que las raíces comprendan el número 2 f bastará con que se tenga 

(3 m — 1) / (2) <0 ó (3m — 1) (11 m — 2) < 0, 

El primer miembro es un trinomio de segundo grado en el cual a es 

l 2 

positivo y que admite como raíces — y ——í sera necesario que se 

kl I J- 

2 1 

verifique ——• < rn < —. 

U 3 

3 o Hallar los valores de m para los cuales las raíces de la ecuación 

3 mx a_ 4 ( m — 1) x + m — 2 = 0 serán mayores que 3, 


AB = 2 V R 2 — & 

y para determinar la incógnita x se tendrá la ecuación 


2 R 2 — 4 x — l ó 2 *J R a — x 2 = / —■ x- 

Esta ecuación es equivalente, como se sabe (v. pág< 61), al sistema 

(1) 4R 2 — 4* 2 = l 2 4 X a — 2 lx 

l — x > 0 ó X < l (x es positivo). 

Lo que muestra que las soluciones del problema son las raíces de la 
ecuación (1) que satisfagan las desigualdades x 0, x ^ R, r ^ l* 
porque la longitud OH es ciertamente menor que R. 

Discusión. La ecuación (1) puede escribirse 

5*2 _ 2 lx 4 P — 4R 2 = 0. 

El coeficiente de x 2 es positivo, 

/ (0) = P — 4R a = » 4 211) {l — 2Rh 
/(R) = R 2 — 2/R 4 P = (R — l) 2 > 0, 

/ (/) = 4 P — 4R 2 = 4 a + R) (/ — RL 

Como vemos, R es siempre exterior a las raíces. Los valores notables 
de l son R y 211; como i es positiva, puede establecerse el siguiente 
cuadro: 


l 

0 R 2R R v 

! 5 

f ÍOI 

— 

R 

— Ó 4 

4 

7 (0 


+ 

+ 

4 


x<0<l<x"<R 

z'<0 <x"<R</ 

0 <*"<*'< K<í 



que permite decir: 

I o Si / < R t no hay ninguna solución; 

2 a Si R < / < 2R, hay una solución que es la mayor raíz x ", 
Queda el caso en que l > 2R. Formando entonces 

A - p — 5 {P — 4R 2 ) = 20K“ — 4¿ 2 = 4 {5R a — P), 
Pueden distinguirse dos casos: 

2R C l < K s/!T y l > R /SÍ 


3 fl 2R < ¿ < R sf f>. A es positivo, y la ecuación tiene dos raicea 

cuya semisuma — es positiva, menor que / y que K, Se tendrá, pues, 

0 < x < x* < R < i y el problema tiene dos soluciones; 

4“ / > fí %/ 5; la ecuación carece de raíces y el problema no tiene 
solución. 

Casos particulares. 


— 5 

l R; las raíces de la ecuación son R y -— 


R, y el problema tienes 


Deberá tenerse 

b 

A > 0; af (3) > Ü; 3 < *" < x; — -- 3 > 

¿a 

A = 4 (m — 1 ) 2 — 3m (ni *—-* 2) = nP - 2m 4 4, 
trinomio que es siempre positivo, 

aj (3) = bm (8frt 4 5); 

*' 4 2 (m — 1) „ — Im—2 

-— 3 — ---* - 3 — " ' ** 


Se puede formar el siguiente cuadro: 


m 

5 2 

—riQ ■— -— — — 0 

8 7 

af (3) 

4 

— 

4 

S 

Y 

— 

•i 

— j + 

i i 




¥ 

P 

■ 

m 


una solución límite, x = ÍL 


4 

l — 2R; las raíces de ]a ecuación son 0 y — R que son las dos solu* 

5 

ciones del problema. 

_ ÍW 5” 

/ = R . \f S; la ecuación tiene una raíz doble —- que es solu* 

5 

ción del problema. 


Inecuaciones de segundo grado 

La inecuación de segundo grado es entera, y <su furnia general es 

ax & 4 bx + c > Ü t 

siendo a ^ 0. 

Su resolución tiene por objeto hallar los valores de x que la satis¬ 
facen, y puede reducirás al estudio del signo del trinomio de segundo 
grado (v. págs. 70-71L 


PROBLEMAS 


Las desigualdades af (3) 7> 0, 


x 4 x 
2 


3 >■ 0 no se satisfacen 


nunca simultáneamente. Las ratees de la ecuación considerada no son 
jamás ambas mayores que 3. 


I o Resolver Sx 2 4 x — 4 ■< 0. 

El trinomio tiene dos raíces distintas y de signo contrario, puesto 
que ios términos extremos son de signos contrarios; como a — 3 es 
positivo, la inecuación quedará satisfecha para todo valor de x com¬ 
prendido entre las raíces x* < x < x\ 
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4 4 

Como las raíces son 1 y —■ — t se tendrá — x <L L 

2” Resolver afl — 3x + 1 !> Q. ^ , if 

A — 9 — 4 = 5. El trinomio tiene dos raíces distintas, x y x ; 
como a = 1 es positiva, la ecuación quedará satisfecha para todo valor 
de x tai que x < x* y x >■ 


y — está comprendido entre sus raíces. Las raíces del primer iniem- 

1 

hro t ordenadas según su magnitud, son x'\ — y x\ pudiendo formarse 

*> 

el siguiente cuadro: 


1 , 3 ± V 5 

Como las raicea son -, 

2 

se tendrá 


- CX3 

i 

x — 

3 

X + ao 

I 3 — vT 

3 + /T 
ó x -— 

3*— i 

— 

i 

( 

+ 

+ 

P 

2 

A 3* — 1 

2 

rt 

*• — * — 3 

+ 

* 

0 - 


0 + 

\ _ 

3 D Resolver — 

J B I a — * — 

—— < 0, 

3 

funcionen de x t si para un valor de 

t mi< lili 

negat ivo 

positivo 

negativo 

■1 

; positivo 

Obsérvese que como A y B son 



t 


1 


- ““ B “ ,l8 "“ “"" nrÍ "- J *' 

duelo Aii será también negativo, y recíprocamente. 

La inecuación considerada quedará satisfecha al mismo tiempo <[««' 

(3* — 1) <* 2 — * — 3) < 0. 


X 

ILii iiiecmíiúm queda Milirifochn jmia x<ix' y — *^-X<L x. 


I ! /13 

Puede venia que X ^ «“— y 

¿ 


1 — <J 13 


X 


2 


3x — l se anula para x = —, y el trinomio x 2 — * — 3 tendió don 

3 

raíces distintas, x* y x\ puesto que sus términos cxIremoH mm de híkvioa 

( ! \ 29 

~ y RMiieaiilLVO, 

3 / 9 


J, Dalbanne 
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Geometría 

^ _ i * j * * La Gflónifttrla- Cuadro de Pinturiúchio (FoL Andvraon) 

Reseña histórica 


tina leyenda, propagada por los autores griegos, atribuye la inven- 
clon de la geometría a los egipcios y pretende «jue e^ia se debió a la 
necesidad di* volver a encontrar los límites de los campo* después de 
]as inundaciones del Nilo. 

Cualquiera que sea su origen, el hecho es que Los egipcios, m el 
siglo iv antes de la era cristiana, poseían numcresos procedimiento!* 
prácticos; pero la agrimensura no es el único origen de la geometría. 
Titules introduce la geometría en Grecia con Ja teoría de lo* trián¬ 
gulos semejantes. Su discípulo Pifngora* establero la proposición del 
cuadrado de la hipotenusa y demuestra que ta circunferencia y la esfe¬ 
ra son unos máximos entre las figuras de igual perímetro y Las de igual 
urea, respectivamente; estudia los polígonos regulares. El auge de la 
geometría dula de Platón» que introduce en la ciencia el método ana¬ 
lítico, La teoría de las seccionen cónicas y lu teoría de los lugares 
gCumtHricos* En e^ta época se esfuerzan por lograr la trisección dei 
ángulo, la cuadratura del círculo y la duplicación del cubo* 

Per seo, al corlar un toro por un plano, formó sus líneas expíricas* 
curvas de cuarto grado. Sudore enuncia la teoría de las proporciones 
y demuestra que las superficie y du loa círculos non proporciona les a 
los cuadrados de los diámetros respectivos, Euclídes (320-270) coor¬ 
dina y sistematiza tocia la obra geométrica rea lista da hasta sus días; 
«n sm Klt.manían aparece por primera ve/, el método de reducción al 
absurdo Arquímedes (287-2Í2) establece la razón de k circunferencia 
al diámetro, primer ejemplo de un problema resuello por aproxima¬ 
ción * 'También se debe a él un Tratado de las espirales,, el volumen 
y la superficie de la esfera y la curvatura de los esferoides y de los 
conoides* La marcha seguida por Arquímedes constituye el método 
d? exhaustión en el cual se halla en germen el método de los limites* 
Diocles, cu el ano 230, inventa el ci&oide. Los escritos de Apolonio 
(fin fiel siglo ni a* de L C.) son sobre todo relativos a la geometría 
de la forma; el principal parece ser el Gran tratado de las cónicas* 
Se le atribuye también la teoría de ¡os egipcios. Con Apolonio se logra 
el apogeo tic la geometría entre los griegos* Hipa reo (hacia 190-125) 
inventa ta trigonometría rectilínea y esférica* 

Me neta o, en su Tratado de tas esféricas, establece k propiedad de 
las transversales en tos triángulos rectilíneos o esféricos* 

Los romanos, osencía 1 mente prácticos, apenas se interesan por la 
ciencia pura, Los agrimensores romanos copian de los griegos sus solu¬ 
ciones y sus proposiciones, pero sin demostración* 

Ptolomeo (siglo H después de j. L3) prosigue la obra de Hiparen y* 
en su Almagesto, ha dejado escrito un tratado de trigonometría recib 
línea y esférica. Citemos su Tratado de las tres dimensiones de los 
cuerpos* 

Pappus, en sus Colecciones matemáticas, da una definición precisa 
del análisis y de la síntesis: en su libro se encuentra la razón anarmó¬ 
nica y el germen fie la Involución* 

En Constan!inopia, aparte de los elementos de Euclides, la geome¬ 
tría fue descuidada* Los matemáticos de! Islam, herederos de la cien¬ 
cia griega, no aportaron ningún elemento original* 

A principios de la Edad Media un se cuenta más que con los escri¬ 
tos de los romanos. La geometría es únicamente un arte; se ha retro¬ 
cedido al nivel de los egipcios. 

En el siglo x 111 aparecen algunos autores originales. Citemos a 
Leonardo de Pisa y Jordaao. Oresmes (1330-1382) firma un Tratado 
de la esfera* El mallorquín Raimundo Lulío escribe varias obras de 
geometría* 


En el siglo xvi el español Ciruelo, que publica la Geometría espeai* 
fot iva, es profesor de Matemáticas en la Sorbona; también se desiti- 
eun |- Muñoz, eminente geómetra, y Pérez de Moya, al que Mr deben 
originales construcciones de geometría* 

A partir de la .segunda mitad del .siglo xvt, se cuenta con suficientes 
traducciones de Arquímedes, Apolonio y Pappus y los progreso» son 
rápidos* Vléte, inventando el algebra, completa el método analítico de 
Platón y restituye el tratado de Apolonio* Keplcr introduce en geome¬ 
tría la noción de lo infinito. 

Desargues crea la geometría proyecliva (1593-1662), y prepara la 
teoría fie Jas polares, de la involución, de la homología, etc.; ea el 
fundador de la geometría moderna. 

A Ferina! se debe la restitución de los lugares planos de Apolonio; 
a Pascal, un Ensayo sobre las cónicas. El descubrí miento de la geo¬ 
metría analítica y del cálculo infinitesimal abren un nuevo oampo 
que* durante to siglo y medio, absorbe casi todos los esfuerzos. 

Sin embargo, Cotes y Mac Latirm estudian las propiedades gene¬ 
rales de tas curvas geométricas; Hal ley traduce a Apolonio y Mi ne¬ 
bí o; Simson escribe un tratado sobre las fónicas y restituye la sección 
determinada de Apolonio; Stewart escribe sus Teoremas generales; 
Euler y Lamber! tratan de resucitar los métodos antiguos. En Espa¬ 
ña, Hugo de Omerique, con su Ánalysü geométrica, se propone restau¬ 
rar la geometría de los griegos* 

En el siglo xix, Mongo inventa la geometría descriptiva (1795) o 
introduce en la ciencia el principio de continuidad. Garnot escribe 
una Geometría de posición (1803) y un Ensayo sobre las transversa¬ 
les* Mencionemos también el gran Tratado de ¡as propiedades proye.c- 
twm de las figuras, de Poncelet, creador d<< fa geometría descriptiva; 
Chasles, continuador de Desargucs, crea una nueva geometría descrip¬ 
tiva, fundada en la consideración de la ra/óti uHarmónica (teoría de 
\&s transversales), de ta homogratia y de la involución; en fin, es 
preciso citar los trabajos de Lexell y Fus* sobre la geometría de la 
esfera; la Teoría de la rotación de los cuerpo*, de PoidSOt; los estudios 
de Caucby sobre los poliedros y tos investigaciones de geometría infi¬ 
nitesimal de Dar bou*. 

En España* Echegaray importa la geometría fie Chasles y Torroja 
introduce la de Staudt; entre sus discípulos descuellan Alvnrez Ude 
y de modo especia! Rey Pastor con importantes trabajos sobre la teoría 
de conjuntos en relación con la geometría, siendo notables sus obras 
de investigación: Fundamentos de la geometría proyectiva superior y 
Teoría geométrica de ta polaridad* 

En Hispanoamérica, se fian dedicado a la investigación en relación 
con la geometría, entre otros, San taló, Fa rengo. Di Cesare, Lamensa, 
Pascal i, Leví, Terra fin i y KaimondL 

Geometría euclidiana y no euclitiiana» — Ya en 1792, Causa 

había examinado lo que resultaría al suponer k falsedad de la pro¬ 
posición que establece que, por un punto, no se puede trazar más que 
una paralela a una recta (postulado de Euclides). En 1832, Johann 
Bol jai publica una primera memoria de geometría no cu elidía na, y 
Nicolás Lobatchevsky publica una Geomeirut imaginaria (1835-1838) 
y más tarde una Pan geometría (1855)* En fin, volviendo a tomar 
otro postulado de Ku elides, el que entra impl ieUamrntr en la noción 
de línea recta en cuanto que siempre está concebida como determinada 
por dos de sus puntos, Ricmann construye una nueva geometría (1854), 
estudiada por Beltrami (1868) y por Klein* 
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Geometría Plano. 

Gerjeralídades 

1 ínen rocta Magnitudes de la mismo espedí*. Hitasen .1*- dos mn«iiitinlcs de la misma especie. Comparación 
dV magnitudes do diferentes especies. Pantos iiue divide» un segmento en am» razón dada, l limo. Desplaza 

miento y volvimiento 


FJ objeto de la geometría es, en principio, el estudio de kn forma *• 
y de las propiedades de los cuerpos nal Urales. ÉKQS mn domitiftdO 
variados para que semejante estudio sea posible; por eso el geómetra 
sustituye estos cuerpos por figuras* llamadas figuras gcométnOi* que 
son imágenes esquematizadas, figuras que ch posible drlnm ngut" < -ii 
mente y, por consiguiente, estudiar mi precisinn, Am, pues, k «eomr 
tría no es una ciencia experimental, puesto que flu objeto fi estudiar, no 
determinados aspectos de la naturaleza, sino una reproduceíón necc 
ñámenle arbitraria de ésta: por ello es friwurnin decir que la 
metría es una ciencia abstracta, si bien t?» verdad qUO 10 lOtpiM M •* 
estudio de los fenómenos exper i mentales y qUt rom prueba aun resulta* 
dos, en principio teórica** con medida» que se aplican a ejemplos con* 

cretús* É „ É . c ii 

La noción experimental nuW Mrncilla os tu <h votnm-n. u* dur que 

un cuerpo ocupa cierto volumen ... Uli lupf dotflrmlnitio 

en el espacio. A<l mil iremos como i mu cosa evidente «pie un volumen 
r itó limitado por una auperiicfo; pero si Ift axIUtAGli del vid ornen l* 
puede .-.improbar y medir lisieanicnie, bi superlmli «• Hl)t creación 

del ingenio. Es un ' I rr .ico* 

Cuando una superficie está limitado* cutí *.IG ca una unta, Iam¬ 

blen la linca es otro creación del ingenio: una Hura no tiene existen¬ 
cia experimental; es algo semejante n la figura formada por un alam¬ 
bres También es un ser geométrico- 

Cuando una linea esté limitada, m limite es un punto; el punto 
es algo semejante a la intersección de dos hilos tensos. Es también 
una creación del ingenio y un ser geométrico. 

Es corriente, en geometría, representar un punto por una letra 
A, B É una línea, o una superficie, por una letra entre paréntesis. 
Se dice, por ejemplo: la linea (C) t la superficie (S). 

La expresión “línea AB" t designa en general una linca limitada por 
los puntos A y B* Diremos que un punto M está situado en la recta 
AiLL para expresar lo siguiente: toda línea AB puede ser dividida, de 
infinidad de mmlos, en dos fragmentos limitados por A y M de una 
parte, y por M y B de otra, hecho inspirado al geómetra por a 
posibilidad de cortar cu dos partes un trozo de alambre, y esto < t. 

una infinidad de modos. . 

Cuando un punto M mt¿ situado cu una linea AB sin que bu posi¬ 
ción sobre esta línea sea fija, se dice que el punto M describe la linea 

' La expresión “la línea (L) está trazada en una superficie <S>" sig¬ 
nifica que k superficie (S) podrí* ser dividida en vanas porciones, 
de modo que k línea ÍU sea el límite o una parle del limite de 
una da esas porciones. Esta definición está inspirada cu el hecho <Ic 
que es posible recortar una tela, por ejemplo, siguiendo con unas 
tijeras un trazo cualquiera dibujado en olla. 

Cuando una línea (L) esté trazada en una superficie (b), lodo 
punto M que esté situado en la linca ÍL) estará también situado, por 
definición, en h superficie (S). Se dice que es un punto de esta super¬ 
ficie* 

Linea recta- — La figura geométrica más sencilla es la linca recta. 
Es aquella cuya imagen está representada por un hilo tenso, 

Dos hilos tensos que tengan loS mismos extremos coinciden; es un 
hecho experimental Por tanto, el geómetra deberá admitir Ja siguiente 
proposición, que no intentaremos demostrar; 

por dm puntos distintos A y B pasa una recta y solamente una * 

Dicho de otro modo: # . 

Dos rectas (D) y (D') qm tienen dos puntos comunes coinciden; todo 

punto de una de olían es un punto de la otra y recíprocamente. De esta 
proposición se deduce que dos rectos (I)) y <D) o no tienen ningún 
punto común (entonces se dice que no se cortan o que no son secan- 
ten). o tienen un punto común solamente (en este caso son secantes 
y distintas) —el punto común se llama punto de intersección , o lie* 
non más de un punto común (entonces coinciden). Se comprueba que 
estas tres hipótesis corresponden a hechos experimentales fácilmente 

realizables, .* , , 

Definición. Se llama semirrecta la porción de recta limitada en un 

punto denominado origen. 

La expresión “semirrecta OA”, designa la semirrecta de origen O 
(punto nombrado en primer lugar) que contiene el punto A* 

Se dice que dos semirrectas O A y OB son opuestas cuando con 
ambas se forma la recta AB. 

¿'e llama segmento AB una porción de recta limitada por dos pun¬ 
tos A y B. Estos puntas se llaman extremos del segmento. 

Magnitudes de la misma especie.— Se dice que las figuras 
geométricas son magnitudes de la misma especie cuando es posible 
definir: 

l* En qué caso se dirá que una figura (A) es igual a una figura fb) 
y, si son desiguales, cuál de ellas es la menor; 

2 a Lo que debemos entender por suma de una figura (A) y una 

figura (B). 


Las drlinickmeít elegidas deben ser tales que si consideran (A) me¬ 
nor que (B) y <B) menor que (C) f (A) debe ser también menor que 
U;>; ademán, vh prenso que la figura llamada suma de (A) y (B) sea 
i^jruul n lit que r i 11.muido sulila de (lí) y (A)* En fin f k sustitución tn 
ii i l , i 4 -1 > 1111 « í i Moinri, u na igualdad o una suma, de una figura por otra 
Igual no debe modificar il multado de las operaciones. 

Pm comprendí K lo que son magnitudes de la misma especie, tome* 

m ,)H r I . ,,?,.].)■> do I.. «le reelw. Admití*cilios que es posible 

dn i.l ir lo 11r mj, M.hI d. iUm hc guienlo« MN y M N‘ cuamlo se les puede 
btcel coincidir, Admitiremos también que es posible sustituir el seg¬ 
mento M [ST por un Mogiíienl» igual MD y llevado sobre la semirrec¬ 
ta MN En luí, ii <1 mí 11 mu inri qim ni posible distinguir entre tres puntos 
A II C lomado» al o/.iir en una recta, cuál de ellos exlá situado 
mil re* lo* «imi dos. Cuando il pU&tO C (obicrikfo al llevar sobre la 
mm ínflela AB un wginrnto AC igual a AH') queda situado entre 

A y B ifig* D ae conviene cu decir que el —-.+-,— 

nr gmculo A'B e» menor que el segmento AB, ^ C 8 

lo que resumiendo se escribe A B ■< AB. 

Si el punto C estuviese en B, los segmen* ¡-^ 

im AB y A'B' serían iguales y se escribí- A 8 Fíp* 1 

ría: A'B' = AB, An A t u * , 

Se conviene en llamar suma de dos segmentos AB y A b T el seg¬ 
mento AC Uig. 2) obtenido al llevar sobre la semirrecta opuesta a la 
BA un segmento BC igual a A'B\ Esta operación se expresa escribiendo 

A 8 C 


e' 


Fio. 2 


AC = AB Hh A'B". 

Dejamos al lector que compruebe que 
estas 11(¡finiciories satisfacen las condiciones 
iinpuestas. Esta nmuprobaníón bastará para 
demostrar que los segmentos de recta son 

magnitudes de la misma especie. 

Razón de dos magnitudes d© la misma especie. — Conside- 

remos magnitudes de la misma espucie- Sumar entro ai varias de estaa 
magnitudes, es sumar una de ellas a otra, la suma obtenida a una 
tercera, etc, Bor ejemplo, sumar los segmenta» AB ( BC, CD, es sumar 
AC y CD, lo que da como resultado Al) ^ 

(fig. 3)* La operación se expresa eseri* 1 g c o 

hiendo 

Fi(í . 3 

AD " AB + BC + CD* 

Multiplicar una magnitud jmr un número entero a. es sumar n i mag- 
n itndcs iguales a la considerada. Por ejemplo, si fuese Alí - ut. - 
= CD, la operación anterior se escribiría 

AD = 3 . AB. 

Vamos a definir lo i|ue se llama comparar dos magnitudes (A.) y (B) 
de la misma especie. Elijamos arbitrariamente una magnitud (C) dp 
la misma especie tiue (A) y que (B) y menor que cada una de ellas. 
Formemos una serie de magnitutlcs tales que 

(Ci) - (C), (Os) = 2 (C), ... (C P ) = p (C) T ... 

Supongamos que la magnitud (A) se intercala entre dos magnitu¬ 
des (Cp) y (Cp+s) y que (B) se encuentra entre otras dos (Cq) y 
ttia+iJ es,e *' as£> sw 1 l ,,t ' a rs3t,, ’ n l ^ e ^ as magnitudes (A) y (B) 
(A) ,.. (Cp) (Cp+O 

es un número - positivo, comprendido entre — y ■ 

(U) (Ca+t) ÍCa) 

Se demuestra en álgebra que este número existo y que queda sufi¬ 
cientemente definido con la operación anterior, con tal que ésta pueda 
realizarse cualquiera que acu (C). 

Consideremos, por ejemplo, dos segmentos AB y AB. Para <d ec " 
tuar la operación anterior, utilicemos «na regla graduada cuya unidad 
sea k magnitud (C), en este caso un segmento elegido arbitrariamente. 
Apliquemos el cero de la regia en A, COn lo que B quedará interca¬ 
lado entre dos graduaciones de la regla, p y p+1; P ara AB t estando 
el cero en A\ id punto ciará situado entre gy«+l Expresare* 
mos el resultado de estas mediciones escribiendo 


AB 


q + 1 


A'B 1 


p + 1 
<í 


p . AB 

se dice que -— es una medula por defecto de la razón , , 

q + 1 A ** 

p+1 

y - una medida por exceso* 

q 

Definición. Se llama medida de una magnitud (A) el número 
positivo que mide ta razón de esta magnitud y otra ÍU) elegida arbitra * 

riarnente y que se ¿lama unidad * 

La medida de la unidad es 1, por definición* 

Se puede demostrar que si a es la medida de ÍA) y u la de (b) 
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eraluad&s ambas con una misma mudad (LJ) el número 


(A) 

Tí» 


es igual 


a la razón 


a 


de las medidas de estas magnitudes. Esta razón es 


independiente de la unidad elegida. 

Se dice que (B) es una parte alícuota de (A) si la razón 


(A) 

Ü*T 

es un número entero* 

Convendremos, de una vez para siempre , que en geometría todas las 
magnitudes de la misma especie rpte intervienen en una figura dada 
están medidas con la misma anidad , En particular todos los segmen¬ 
tos están medidos con la misma unidad* Esta unidad es, en general, 
el metro o una de sus partes alícuotas (V* Sistema MÉTRICO, pagi¬ 
na 34). 

Comparación de magnitudes de diferentes especias- — Sean 

(A), (B), (C>, ***, (S), magnitudes de la misma especie; (A')* (B'>- 
{C) t (S'í. magnitudes de la misma especie, pero que no son nece¬ 
saria mente de igual especie que las anteriores* Se dice que estas 
magnitudes son homologas, si podemos agruparlas de dos en dos, 
(A') homologa de (A), (B') homologa de (B) ... t etc*, de modo que 
se verifiquen las siguientes condiciones: 

Si (A) es igual a (B), (A') es igual a (B ); 

Si (A) es menor que (B), (A') es menor que (B): 

Si (S) es la suma de (A) y (B), (S') es la suma de (A') y IB'). 

(A) . 

Para calcular la razón — formaremos la serie (Ci), (Ls), ... Mp) 


(B) 

de la pregunta precedente; pora calcular la razón 


(A') 

un 


formaremos la 


serie (C'i) (Cft) «. (C'p), obtenida como la anterior, pero a partir 

de la magnitud ((/) homologa de (O* 

Es evidente que si (A) se intercala entre ( Cp ) y (Cp+l), (A') se 
intercalará entre (C' y ) y (C'j>+i); de igual modo, si (B) se inter¬ 
cala entre (Cq) y (Cq+i), (B ) se intercalará entre (C(> y (Cy+iJ. 

(A) (A') f - 

Las razones —— y - estarán comprendidas entre los misinos mime- 

(B) (B) 

n p + 1 r . 

ros —*-. y —-. En álgebra se demuestra que esto es suficiente 

q + l q 

para que estas dos razones sean iguales. Por consiguiente: 

La razón de dos magnitudes (A) y (B) es igual ti la razón de las 

magnitudes homologas (A) y (B')* 

Si las magnitudes (A), (B), . son medidas con una unidad (U), 
y si las magnitudes (A ), (B ), son metí idas non una unidad 

(A) CA) 

- y - son precisa¬ 
do on 

mente las medidas de (A) y (A )* Por consiguiente:^ 

Las medidas de dos magnitudes homologas (A) y (A ) son iguales a 
condición de que las unidades elegidas para mv dirías sean también 
m agn itu d es h om álagas * 

Puntos que dividen un segmento en una razón dada- 

En una semirrecta üz (fig* 4) elijamos un punto M* Sea x la medula 
de OM. A cada pumo M de la semirrecta corresponde un número 

positivo x y solamente uno; ad¬ 
mitiremos también que a un nú¬ 
mero positivo x> arbitrariamente 
elegido, corresponde un punto M 
de la semirrecta y solamente uno* 
Esta proposición no puede ser de¬ 
mostrada; constituye una hipóte¬ 
sis, que se llama axioma de 


(U'), homologa de (II) t las razones iguales 


X 




O 


M 

Fig* 4, 


continuidad de la recia* 

Una consecuencia de esta hipótesis es que hay un punto y solamente 
uno, C, que divide el segmento OM en partes iguales* Este punto es 

OM 

uno de la semirrecta OM, tal que OC = ——* Se le llama punto medio 

2 

del segmento OM. 

Teorema. Hay un punto M y sólo uno, situado en el segmento AB, 
MA p , .. 

tal que la razón - sea igual a un numero positivo dado A (¡ig. 5), 

MB 

Si A = 1, este punto es el punto medio del segmento. 

Sea M trn punto cualquiera del segmento AB; sea x la medida de 
AM, y a Ja medida de AB: la medida de MB será a — x , puesto que M 
está colocado entre A y B (fig t 5). En este caso tendremos 

MA x 


M B a — x 

Para que esta razón sea igual a A p es preciso y hasta que x sea 
solución de la ecuación 


= A, 


(í 


Altura bien, esta ecuación admite como solución única x — 


aX 


í + X 

A este valor de i, positivo menor que a T corresponde un punto M, y 
sólo uno, de la semirrecta AB tal que AM — x * Este punto M satis¬ 
face, y solamente él, las condiciones impuestas. 

Teorema. Hay un punto M y sólo uno tn la recta AB, exterior al 


MA 

segmento AIS, tal que la razón -- sea igual a un número dado A di fe- 

MB 

rente de 1 (fig* 6). 

I o Supongamos A > I. Sea M un punto cualquiera de la recta AB, 
exterior al segmento AB: puede suceder que A esté situado en el 
segmento MB. o que B esté en el segmento MA* Si A pertenece al seg- 

MA 

mentó MB, se tiene MB > MA, y por tanto- 1 <i A* En este 

MB 


H-1-h 

A M B 


I I-h 

A B M 


Fig* ü 


Fig* ti 


caso el punto M no responde al teorema enunciado* 

Si B pertenece al segmento MA (fig. ó), supongamos que MA = x 
y AB ~ a, con lo que MB =5 x-f 2 . Por consiguiente tendremos 

M A x 

MB x — a 

Para que esta razón sea igual a A es necesario y suficiente que x 
sea solución de la ecuación 



Esta ecuación admite como única solución X 


a 


A — 1 


que siempre 


aera positiva* pues A > 1. A este valor de x r positivo y mayor que 1, 
corresponde un punto M, y sólo uno, de la semirrecta AB, Este 
punto M satisface, y solamente él, las condiciones impuestas. 

2 ° Supongamos que A < 1* Buscaremos un punto M para el cual 

MB 1 p , 

—-- ^ número mayor que 1. Habrá un punto y solo uno 

MA A 

según hemos visto en el caso anterior (t°) f y sólo él satisface 1 as 
condiciones impuestas. 

Observación* No hay ningún punto M exterior al segmento AB 

MA 

para el que se verifique-— — 1. En efecto, si A pertenece al 

MB 


MA 

segmento MB, se tiene- 

MB 


< 1, cualquiera que sea el punto M, 


y si B pertenece al segmento MA, se verificará 


MA 

MB 


> 1* 


Plano. — Consideremos una superficie (S) y dos punios A y B de 
la misma* Se pueden presentar dos casos: 

I o Si hay puntos de la recta AB que no están en la superficie (S), 

diremos que la recta AB corta la superficie; los puntos comunes a la 

recta AB y a la superficie (S) son los puntos de intersección do 
(5) y AB, Entre estos puntos comunes se hallan los puntos citados 
A y B* 

2 B Si todos los puntos de la recta AB son puntos de la super¬ 
ficie (S), diremos que la recta AB está contenida en la superficie (S). 

Llama remos plano a una superficie tal que toda recta AB que una 
dos puntos arbitrariamente elegidos en la superficie, esté contenida 
cu ella. 

Admitiremos que existe semejante superficie y que por tres puntos 
A, B, C, no situados en línea recta, pasa un plano y sólo uno. El estu¬ 
dio de los planos se hará más adelante (V* GEOMETRÍA oel ESPACIO, 
página 114): ahora nos proponemos estudiar las figuras geométricas 
trazadas en un plano dado, llamadas figuras Aplanas", Su estudio 
constituyo la geometría plana. En la práctica las figuras serán dibuja¬ 
das sobre una hoja de papel o sobre la superficie de una pizarra; 
admitiremos que estas superficies son imágenes suficientes de la super¬ 
ficie llamada plano. 

Desplazamiento y volvimiento. — Sea (F) un dibujo que se 

ha hecho en un cuadro plano; en un papel transparente que tenga 
una de sus caras aplicada sobre el plano del cuadro, hagamos un 
calco (Fi) del dibujo (F), Aplicando este calco en otra parte del 
cuadro* hagamos un nuevo dibujo (F) idéntico a (F). Si ha perma¬ 
necido aplicada sobre el cuadro la misma cara del papel transpa¬ 
rente, el dibujo (F') se obtiene del (F) mediante una operación 
llamada desplazamiento; por el contrario, si el papel ha sido vuelto, 
y es el dorso el que ahora está aplicado sobre el cuadro, la operación 
se llama volvimiento. 
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Cualquiera fie calas «los operaciones hace corresponder a cutía punto 
A del dibujo (F) un punto A' del dibujo (F'>. que se denomina homó¬ 
logo de A. Un segmento AB de (F) coincidirá con un segmento A'B' 
de (F'), homólogo de aquél; estos dos segmentos son iguales por 
definición, cualesquiera que sean A y B. 

Comúnmente se dice que el dibuje (l 1 ) se puede superponer al 
dibujo (F'), y que estos dos dibujos representan figuras iguales. 

El geómetra que no razona sobre dibujos, sino sobre figuras tcortfjnt 
de las que un dibujo, por perfecto que sea, no es más que una imagen 
incorrecta, no puede hacer ningún calco ni medida practica que le 
permitan operaciones análogas ni desplazamiento o al volvimiento. Vot 
consiguiente, supondremos que semejantes operaciones pueden ser d* h 
nidas teóricamente; admitiremos que existe un desplazamiento y solo 
uno que permite hacer que coincida un segmento AB de unu figura (l 1 ) 
con un segmento A B, con tal que este sea igual al segmento AB 
(A' sobre A y B' sobre B). Esta hipótesis significa que si M en un 
punto de la primera figura, es posible hacerle corresponder un punto 


M' homólogo, determinado, de Ja segunda figura (F'í, de modo que 
A' sea homólogo de A, B lo sea de B, y que la distancia de dos 
puntos seu igual a la distancia de los puntos homólogos, MA = M A 
y MR = M'B\ 

Admitiremos igualmente que existe un volvimiento y sólo uno llamado 
se mi giro en el que permanecen fijos dos puntos A y Et. Esta hipúte- 
■íih h ig 11 íhi-ii que es posible hacer que a un punto IV1 corresponda un 
prniio ÍVT homólogo, determinado, de modo que A" sea homólogo de A, 
lf lo Hfjl¡ di* B, y que la distancia de dos puntos M y F sea igual a 
I | dr hito puntos brollólo gos M y P * 

El humólo gu de M en un sem igiro es llamado simétrico de M 
M'hjin to u lu recia AB, que rn el eje del Bcmigizo. La figura (F") 
IioíihUoRíi de (F) en un »emig¡ro se denomina simétrica de (F) rés¬ 
ped o ji (ji reetn AB, 

Dr do', bj/ii ni» oblen ida h iiiin de otro, mrdianic un volvimiento o un 
dcHphi m ni irilto i dui qu> uori ¡t fintas uguates. 


Ángulos 


Comparación do dos ángulos. Suma de vuelos Angulo*, ¡VI 
que tienen un valor (lucio» Ángulo recto, ngüilo 

i u' 111 li e 11 1 ii ce s „ lüsrHri/ <lr mi óni'uLo 


II lll I l if > \ I H H h 1*1 


1 1 4 Inri ó 11 k < i b > ■< MIImiii ile iinMule 




DKFimrioNKs, .Se thtmn ángulo la porción de ¡dono limitada pot 
( f oK ^etnit rectas, O A y Olí pof ejemplo, El punto 0 ai 1 Huma víHlct 
ii*'f a tigttío, ht\ setmr raptas OA y (Mi v dettonumm Litios *1*1 oitf ut r 

Si- lliitmi (tttfiufi* formado ¡wr dos segmentos AB y A(. t 1 I JI,, K (, h> 
ih vr fliei A ruyiíH Indos hOíi lila HrriiUTfctáH AII y A*.. 

Lid '.ri*iMTrei;i OA y OH dividen el plano en fh>M regímiCft; por 
consiguiente determinan don ángulos: uno de ellos, oOMtltuldo P03P la 
región rayada en la figura 8, se denomina ángulo saliente; él otro, 
constituido por la región rayada en la figura 9, se denomina anguín 
entra nlfi. 

La notación BOA o ÁOB designa uno de estos dos ángulos: la 


8 



A 


Fia- 8 




letra que indica el vértice dehe escribirse en segundo lugar. Cuando 
no se hace ninguna advertencia especial, con esta notación nos refe¬ 
rimos siempre al ángulo saliente. 

Se llama ángulo llano el ángulo formado por dos semirrectas opuestas. 
Se denominan adyacentes dos ángulos que teniendo el vórtice y 
uno de los lados comunes, están situados a unu y otra parte del lado 

común. En !a figura 10, los ángulos salientes AOB y BOC son ¡idya¬ 
centes. 

Comparación de dos ángulos, — Sean AOB y A'OU dos ángu¬ 
los situados en un mismo plano: heñios admitido anteriormente que 
existe un desplazamiento quo lleva (L a confundirse con O y A a 
un punto A de la semirrecta OA; este desplazamiento pufde llevar 

O'B' a OBi (jig, 11), de modo que los dos ángulos AOB y AOB) no 

sean adyacentes, o bien a OBa, de modo que AOB y AOB¡¿ sean adya- 



B¡> Ftfj. 


11 



, ih lll»» .idifOHi ilii lj . 111 r ■ rl ángulo AOIh; y por consiguiente 
il 11 |jr 11111 i j, m i j 11 A 11 II Hiiti, ni cute cuso, mu y ore» que el ángulo AOB, 

|h h 4 [ ni r c * pn tni poi 141 desigualdad 

A O B' > AOB. 


Suma de varios ángulos.— 1° Suma de dos ángulos AOB y 
Bf )C adyac en t es . 

Pueden presentarse dos casos según que los ángulos sean salientes 
o entrantes: a) Sean AOB 

y BOC los dos ángulos a 
sumar (fig* 12)- Por definí* 
túón, la suma de estos ángu¬ 
los es el ángulo AOC, lo que 
se expresa por la igualdad 

Ábe = ÁOB + BOC; 

b) Sea BOC un ángulo 
entrante que vayamos a 

sumar con el ángulo saliente AOB (fig, 13). Si rayamos sucesivamente 

los dos ángulos, d ángulo AOC resultará rayado dos veces. 

En este caso, la suma de los ángulos AOB y BOG es igual al ángulo 
AOC aumentado en dos ángulos llanos, lo que se expresa escribiendo 
ÁOB + BOC = ÁOC + 2 ángulos llanos. 

2 o Suma de dos Angulos cualesquiera ((\g* 14). 

La suma de dos ángulos ÁOB y A'O'B' es, por definición, igual a 
la suma del ángulo AOB y de otro BOC, igual al ángulo A'O'B' y 
adyacente al ángulo AOB. 

El ángulo igual a la suma se obtiene mediante un desplazamiento 
que llaga coincidir O' con 0 y A" con un punto de OA, seguido o 
no de un volvimiento alrededor de O A, 




Fig. 12 Fig. 13 




nenies; en este último caso, un semigiro suplementario alrededor de 

OA llevará ÁOBa a la posición AOBi. Este desplazamiento y este 

volvimiento, si ha de hacerse, sustituyen Á O B por un ángulo AOBi, 
igual a el por definición. 

Si OBi se confunde con OB, los ángulos AOBi y AOB son iguales, 
pues cada punto de uno de ellos es un punto del otro: en este caso 

diremos que los ángulos ÁOB y ÁOB son iguales, lo que se expresa 
por la igualdad 

ÁOB - ÁTVB'. 

Si OBj no coincide con OB, hay puntos de uno de los dos ángulos, 
AOBi por ejemplo, que no son puntos del ángulo AOB. En la figu¬ 
ra 11 el ángulo AOB está rayado y el ángulo AOBi también; los 
puntos a que nos referimos son los del ángulo BOBi que tiene rayado 


3 o 5fUíía de más de dos ángulos. 

La suma de varios ángulos AOB, ÁTFB f f etc., es, por definición, 
igual a la suma que se obtiene añadiendo el primer ángulo al se¬ 
gundo, la suma obtenida al tercero, y así sucesivamente. Sea AOB 
el primer ángulo, BOC un ángulo igual al segundo y adyacente al 
AOB, etc., KOL un ángulo igual al último de los ángulos a sumar y 

adyacente al que le precede. El resultado de la suma será AOL aumen¬ 
tado en dos ángulos llanos tantas veces como el plano haya sido 
recubierto en el curso de las operaciones de la suma, fácilmente se 
comprueba que este resultado^ es independiente del orden en que se 

sumen los ángulos AOB, A'O'B , etc. 

Medida de los ángulos. — Hemos definido la igualdad y la suma 

de tíos ángulos. Como estas definiciones satisfacen las condiciones im- 
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GEOMETRÍA 


puestas t'n í’l primer capítulo (v. p t 75), los ángulos situados en un 
plano son magnitudes de U misma especie. Por consiguiónte, elija¬ 
mos iirhítruríameute im ángulo del plano aob , que será la unidad 

AOB 

angular para el plano; el valor de la razón —■——-, hallado como 

aob 

se ha explicado en la página 75, sera un numero positivo 6 , llamado 

por definición medida dd ángulo AOB, con la unidad elegida aob. 

La medida de un ángulo llano se designa por la letra griega tt. 
Como todos los ángulos dd plano son menores que dos ángulos llanos, 

el numero 8 (que es la medida de AOB) debe ser menor que 2n\ 
Sean a, /i, y las medidas de varios ángulos AOB, BOC, COI), Insis¬ 
timos en el hecho evidente de que las igualdades AOB = BQC o 

a = /3 son equivalentes, así como las desigualdades AüB < BOG 
y a < /3, Estas observaciones se impondrán cada ve/- que magnitudes 
de Ja misma especie sean medidas con la misma unidad. Por el con¬ 
trario, insistiremos en el hecho de que, según la misma definición de 

la suma de varios ángulos, « + /i f y es la medida del ángulo AOD 
aumentada en dos ángulos llanos tantas veces como el pin rio haya 
sido recuhierio en el curso de las operaciones de la suma: 


ot H" Hh y “ AOD + 2/i tt. 

Ef número entero n que aparece en este cálculo tiene un valor que 
podría ser determinado, pero que no tiene para el geómetra ninguna 
importancia, como se podrá comprobar posteriormente. Por ello se 
ha convenido no escribir en geometría el número 2 nrr t bastando por 

consiguiente escribir a ~L f3 + y — AOD, y para justificar esta 
omisión se establece el siguiente convenio. 

Convenio. La igualdad 

AOB' = 8 

significa que 9 es la medida del ángulo AOB si .ve verifica 

o ^ 0 2tt> 


Si 0 es mayor que 2n t la igualdad significa que la medida del ángu¬ 
lo AOB es 8 — 2K-nr, siendo K un número entero positivo o nulo 
elegido de modo que se verifique o ^ 0 — 2 Ktt < 2 sr. 

OBSERVACION es, t* Existe un número entero positivo K y sólo uno, 

Ó 

tul que se verifique o ^ 0 — 2K n < 2?r, es decir, - — i < 


2-1 


K ^ 


6 


2ir 

fej'i 


pues los dos números 


$ 


2 7T 


— .1 y 


9 


2tí 


son positivos 


y difieren en L 

2 Ü Decir que a es lu medida del ángulo AOB supone que se veri¬ 
fica o a <C 2?r y ello implica la igualdad AOB = «, Pero escribir 

AOB = a no implica, en general, que % sea la medida de AOB; 
para ello es necesario que además se verifique ti ^ a <7 2 jt. 


Sistemas de unidades, — Se llama grado centesimal la 200 ava 

parle del ángulo llano. 

El grado centesimal es una ríe las unidades angulares más emplea¬ 
das, y sus submúltiplos son: el minuto centesimal* igual a la cente¬ 
sima parte del grado, y el segundo centesimal , igual a la centesima 
parte del minuto centesimal. La notación 8 ~ 40,1024 gr se lee: 
d igual a cuarenta grados, dice tocho minutos y veinticuatro segundos 
centesimales. 

Se llanta grado sexagesimal la 180 uva parte del ángulo llano , 
lodos los cálculos antiguos están Eicnhos con grados sexagesimales; 
los submúltiplos del grado sexagesimal son; el minuto sexagesimal* 
igual a la sesenta a va parte del grado sexagesimal, y H segundo sexage¬ 
simal, igual a la sesentaava parte del minuto sexagesimal. La notación 
(i = 311“ 18 11" se lee: 0 igual a treinta grados, dieciocho minutos y 
once segundos sexagésima les. 

La suma de los ángulos expresados en grados, minutos y segundos 
sexagesimales es bastante Incomoda; por ejemplo, 

25* 39' 48" + 15* 27' 30" = 41" 07' 18". 

9 

Observemos que 1 grado centesimal = --- de grado sexagesimal, 

10 

que ít — lili) grados sexagesimales = 200 grados centesimales, Los 

3T n* 

ángulos cuya medida es -—- o-intervienen con frecuencia en 

6 3 

geometría; su valor en grados sexagesimales es sencillo. --- = 30*, 

ó 

7T 

-= W, (V. Tit i fonometría, pág. 180.) 

3 

Ángulos que tienen un valor dado.— A rada ángulo AOB 
del plano corresponde su medula 8. efectuada con una unidad elegi¬ 
da; 0 es un número positivo menor que 2/r_ 

Recíprocamente, sea 8 un número positivo cualquiera comprendido 

entre o y 2rr; admitiremos que hay infinidad de ángulos AOB iguales 
entre sí cuya medida ron la unidad angular elegida sea 8* Esta pro- 
prieJud no se demuestra: constituye el axioma de continuidad del 
plano. 

Teorema. Hay dos semirrectas , y solamente dos, que forman con 
una semirrecta dada O A ángulos de un valor dado 8 (fig* 15), 


En efecto, sea A G IL un ángulo cuya medida 
desplazamiento hagamos coincidir O con O y 
O'A con ÜA: Ü B' tomará una posición bien 

determinada OG y el ángulo AOC tendrá por 

medida Ih El ángulo AOD obtenido del AOC 
por un semigiro alrededor de OA t tendré 
también por medida el número 8, Por consi¬ 
guiente, las dos semirrectas OC y OD respon¬ 
den a! teorema enunciado. 

Veamos que estas recias son las únicas que 
lo cumplen. En efecto, tracemos una semirrecta 
OE distinta de OC y OD: sí OE está situada 


es 8\ mediante un 



en rl ángulo COI), el ángulo AOE es un ángulo menor que AOC, 
por definición, o que AOD; luego su medida es menor que 9 . Si OE 


está situada fuera de dicho ángulo, el AOE es mayor que AOC o que 

AOLL por definición y su medida será mayor que 8 . Por cotí siguiente, 
las san ir rectas distintas de OC y OD no responden al teorema enun¬ 
ciado. 


Angulo recto, agudo y obtuso. Ángulos suplementarios 
y complementarios, — Se denomina recto, o ángulo recto, un án¬ 
gulo igual a la mitad de un ángulo llano . La medida de un recto 


——- es 90* ó 100 grados centesimales. 

2 

Se llama agudo todo ungido menor que un recto; obtuso, todo 
ángulo mayor que un recito 

Se dice que dos ángulos son suplementarios cuando su suma vale 
dos ángulos rectos; si 8 es la medida de uno de ellos, jt — 8 será la 
medida del otro. La condición necesaria y suficiente para que dos 


ángulos adyacentes AOB y LÍO( 
los lados mí adyacentes O A y 
Se dice que dos ángulos 
son complementarios cuan¬ 
do m suma (flg. 17) vale un 
recto . Si la medida de uno 
de ellos es 8, la del otro será 

7T 

-— 0 . Evidentemente, dos 

2 


I sean suplementarios (fig, 16) es que 
OG sean «los semirrectas opuestas. 



ángulos complementarios son F/fl, 16 Fig. 17 

agudos por definición. 


Rectas perpendiculares. — Dos rectas secantes AOB y CÜD for¬ 
man cuatro ángulos cuyas medidas son AOC — f), COB = n — 0, BOD = 
=r n- « (¡r — 0) — 8, DO A = n — 0, puesto que cada uno de ellos 
t;s suplementario del que le precede (fig* DO* 

Definición. Se. dice que dos rectas AB v CD son perpendicular es 
cuando uno cualquiera de los cuatro ángulos que forman r\ recta. 
En este caso, y solamente cu úl, vemos que los cuatro ángulos son 
rectos. 

TEOREMA. Por un punto O de una recta AB, se puede trazar una per¬ 
pendicular , y sólo una , a dicha recta (fig, IB). 

Hemos visto que existen dos semirrectas OC y OD, y solamente dos, 
que forman con una semirrecta DA un ángulo de medida dada 8. Su- 

TT „ t 

pongamos, cu este caso, que 0 — - (/t£. 18). Estas tíos semirrectas 

- jr 

4# 

están situadas a uno y otro lado de AB, por consiguiente. 


B 


COD = COA + AOD 


b 


7T- 




Fiw. 1H 


Fitj. 19 


Fio. 21) 


El ángulo COD es llano y los puntos C, O, D estén situados en 
línea recta. La recta CD pasa por O; es la única recta que pasa 

por O de modo que AOC sea recto: por ron siguiente, es la única 
perpendicular en O a la recta AB. 


Bisectriz de ur¡ ángulo.. —Teorema* ¡Íuy una semirrecta y sólo 


una T OC, que divida un ángulo dado AOB en das partes ¿guates ífig, I 1 )). 
Para que una semirrecta OC (fig. 19) divída el ángulo AOB dado, 

que ndde 8, en partes Iguales, es preciso que AOC = — y que los 

2 

ángulos AOB y AOC no sean adyacentes. Ahora bien, si hay dos semi¬ 
rrectas OG y OCi, simétricas respecto a O A, definidas por la igual- 

- r 8 , r - 
dad AOC = —. una sola (OC) define un ángulo AOC que no es 

"7 

4* 

ad yacen le al AOB. 

Esta semirrecta única divide el ángulo AOB en parles ¡guales. En 
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efecto como A(M j cu mrnm i|m \i DI I 1 • *■*. . •• * tl ' 1 " 11 " ■ 11 

v tl 

en el ángulo ÁüB, y por comd|tiiieni.\ IIHG AOli A ,H 

Loa ángulos AOC y BOC son iguales. I <Ji "inm - i« 111 > r . ¡. 

solamente ella, al enunciado. 

Definición, Se /{ama semíbíscctriz dvl tintiné Añil i » . 

la OC que divide este ángulo en dos partes iguales. 

Teorema. La semibisectriz OC del ángulo saliente y la \rtmhtM , ir t 

OD <fe¿ argüía «mirante ÁOB son dos semirrectas apuestas* 

Estando situada OA entre OC y OD, se tiene (fig. 19) 

COD = COA + ÁOD. 

Si 0 es La medida del ángulo saliente ÁOB, la medida de COA es 


& 


es 




- medida del ángulo entrante AQ1Í es ¿tt 0 y la de 

l„ _ $ ^ i O 2n — 0 

-‘í por consiguiente» la medida de COD será 

2 2 A 

El ángulo COD es llano; OC y OD son semirrectas opuestas. 

Definición, Se llama bisectriz de un ángulo AOB la recta CD, de 
la que una mitad divide el ángulo saliente en partes iguales y la otra 

mitad el ángulo entrante AOB, 

Angulos opuestos por el vértice, Bisectrices de dos rectas, 

--Dos rectas AB y CD que se cortan forman cuatro ángulos ( fig. 2 ü): 


\im , (JOB, BOD, DOÁ. Los ángulos ÁOC y BOD cuyos lados son 
o]iMnt|iM, hc denominan opuestos por el vértice: lo mismo ocurre con 

1 .|m|oh BOC y DOÁ- Si $ es la medida de AOC, la medida del 

.lo mi ),11 mili COB es ir — 0; la del ángulo DOB adyacente del 

mi.. ... ni f \ — (ir — 0 ) s 0; la de DOA será it — 0. Sea OE la 

i i|m .i. i ungido AOC, OG la de COB, 01* la de BOD y OH 

i* di 1 M ► ‘1 1 1 inl ü miim 

0 - - 71 - & 

COK ■ — COG « —— 

2 2 

y ( |im mui I|H!i• ■ i*l i , 

fT 

<¡( tic - 

II 

A 

IT 

Igual me ni r nt v * 1 iHumiil LOh t ( M I HOl 1 , 


lodos estos rostí liúdos Midm l 1 mi, m 4 ■ ' i MM 'dni resumir 


asi r 


1" DOS ángulos Opuestos ¡ttn rl tu t ti* < MW ¡ y.tmL 

2 a Dos ángulos opuestos por ct véfto* tttu* n ht anona 

3 » Las bisectrices de dos ángulos adyacente* suplementarias son 


perpendiculares , 

4 * Las bisectrices de los ángulos formados por das \tunntr : * son dos 
rectas perpendiculares , que se denominan , abreviando, bisectrices de 
esas dos rectas. 



('uno» 

Lugar 


de Igualdad de triángulos, 
geométrico. Tercer caso de 


Primer caso de igualdad. Segundo caso de igualdad. Triángulos 
igualdad de triángulos. Angulo exterior de un triangulo. Relaciones de 
dad entre los lados de un triángulo 


i ¡lásceles, 
desigual- 


Definiciones. Se llama triángulo la figura formada por tres seg¬ 
mentas AB, BC, CA (fig. 21 ) con la condición de que los puntos 
A, B, C no estén situados en linea recta. Los segmentos AB, ItL. y ( A 
son los lados del triángulo. Los puntos A, B, C son los vértices del 

triángulo. El ángulo saliente BAC, que contiene torios los puntos del 

lado BC, se denomina ángulo A del triángulo; se emplea la notación 

A cuando no haya lugar u confusión; en caso contrario, se ulili/.a la 

notación BAC con el mismo criterio. 

En un triángulo hay seis elementos, a saber: tres ángulos A, B, C, 
y tres lados AB, BC, CA. Designaremos por a = BC, b - AC, c = AB 
las longitudes de los lados medidos con la misma unidad, y por A, IS, C 
las medidas de los ángulos. Cada ángulo de un triángulo está cora- 
prendido entre 0 y 2 recios. 

De! lado BC comprendido en el ángulo A se dice que es opuesto a 
este ángulo: en algunos casos se le denomina base respecto ai ver- 

tice A. 


Casos de igualdad de triángulos. — Se dice que dos triángulos 

ABC y A BC' son iguales cuando mediante un desplazamiento o un 
volvimiento se puede hacer coincidir A' con A, B con B y G con C. 
Se Ha convenido expresamente que los vértices A\ B* f (Y homólogos de 
A, B, C sean enunciados en el mismo orden que éstos. 


cu 


Primer caso de igualdad. — Teorema. Dos triángulos son iguales 
ando tienen iguales . rcjpecr¿yameníe p un lado BC = B C r y los dos 


ángulos contiguos ai mismo B = B', C = 

Puesto que BC — B'C' (fig. 21 ), mediante un desplazamiento, pode¬ 
mos hacer coincidir R con B y (Y con C; este desplazamiento llevará 
A al punto Ai situado al mismo lado que A respecto a la recta BC, 
o al punto Am simétrico de Ai respecto a BC. Si A está en A j ¿¡ un senu- 
giro alrededor de BC le llevará al pumo Ai, 

Las dos semirrectas BA y RAi forman, por hipótesis, con BC el 


mismo ángulo, puesto que IT = B; como ellas están por construc¬ 
ción a! mismo lado de BC, se confundirán (v, p. 78), Puesto que 


A ( 



Fig. 21 


C = CT, por La misma razón se 
confundirán las semirrectas CA 
y CA^, Luego Ai coincidirá 
con A, Por consiguiente, los dos 
triángulos ABC y ABC son 
iguales. 



Segundo caso de igualdad* — Teorema, Dos triangulas son igua* 

tes cuando tienen iguales , respectivamente* un ángulo A = A" y los 
lados que lo forman AB — A B y AC — AC* 

Puesto que AB - A'B' (fig. 22>, mediante un desplazamiento (véase 
página 77) podemos hacer coincidir B' cotí B y A' con A; este des- 
p laza miento llevará C al punto Ci, situado al misino lado que C ris- 
peclo a la recta AB, o al punió C 2 sjrm trico de Ci respecto a la rec¬ 
ta AR Si quedase en Cs un se mi giro alrededor de AB lo llevaría 
a Ci, Las semirrectas AC y ACt situadas a un mismo lado de AB 

forman, por hipótesis, e) mimo ángulo con AB t puesto que A = A- 
Por tanto, AC y ACi (v. p. 78) coinciden. La hipótesi» AC - ACi 
implica que Ci y C coincidan. Por consiguiente, los dos triángulos ABC 
y A'B'C son iguales. 

Triángulos ÍSÓSCelOSi — Se dice que un triángulo ABC es isós¬ 
celes cuando das de sus lados AB y AC son iguales. En este caso 
el tercer lado BC se denomina ¿jn.se del triángulo [fig. 24). 

Se dice que un triángulo es escaleno cuando no es isósceles. 

Se llama mediatrtz de un segmento BC la perpendicular a la recta 
BC en su punía medio H. 

Teorema, £n un triángulo isósceles (fig, 24 ): 

/\ /\ . , 

I o los ángulos B y C opuestos a tos lados igualas son iguales; 

2 ’ la mediatriz de BC y la bisectriz del ángulo A se confunden. 

Sea AH la bisectriz de A, y H el punto tic su intersección con la 
base BC. Lo» dos triángulos BAII y CAH tienen un ángulo igual, 

BAH = CAH por construcción, comprendido cutre dos lados iguales: 
AH que cs común y AB — AC por hipótesis. Por consiguiente, estos 
triángulos son iguales (v* Secundo caso de igualdad). Luego: 

l 4í Los ángulos B y ü, opuestos al lado común AH, son iguales; 

2 Ú Los lados HB y HC, opuestos a los ángulos iguales BAH = CAH, 

son iguales. Por tanto, H es el punto medio de BC. Los ángulos AJIB 

y AHC, opuestos a los lados iguales AO y AC, son ¡guales; siendo la 
suma de estos ángulos igual a un ángulo llano, cada uno de ellos 
valdrá la mitad, es decir, un recto. Luego HA es perpendicular a 
BC, y, como H es el punto medio de BC, la recta HA será a la vez 

mediatriz del segmento BC y bisectriz del ángulo A. Lata proposición 
implica que el vértice A de un triángulo isósceles opuesto a la base 
BC esté en ta mediatriz de esta, base. 

Recíproco. Todo triángulo ABC (fig. 23) en tl que dos ángulos 

-'■'N 

B y C sean ¿guales es un trián¬ 
gulo isósceles , AB = AC, 

Sean los triángulos ABC y 
A BTT, obtenido este último por 
un volvimiento del triángulo ABC. 

Del lado Ai 1 se obtiene el ATT, 
del AB el A'B' y del BC el ITC\ 

Irán aportemos el triángulo A'B'C' 
sobre el triangulo ABC de modo 
que C'B se confunda con BC. 
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Siendo el ángulo (Tigual a C, que también es igual a B por hipótesis, 
el lado G'A' tomará la dirección BA. y el punto A' estará sobre BA. 
Por la misma razón, B'A' tomará la dirección CA, y el punto A" estará 
¡sobre CA, Como el punto A' debe encontrarse a la vez sobre BA y CA 
se encontrará en la intersección de estos dos segmentos y coincidirá 
con el punto A, de donde se deduce que A ti = AC, Pero AH es 
igual que AB. Luego el triángulo es isósceles. 

Lugar geométrico. — Se llama lugar geométrico da un punto M f 

sujeto a determinadas condiciones^ el conjunto de las posiciones (au¬ 
padas por d punto M. En geometría plana, limitaremos el estudio 
de los lugares geométricos al caso en que las condiciones impuestas 
sean suficientes para que el punto M describa un arco de curva (C), 

Para demostrar que un arco de curva (C) es un lugar geométrico 
definido por un conjunto de condiciones, se debe establecer en un 
orden arbitrario: 

1 ° Que las condiciones impuestas son suficientes, es decir, que la 

hipótesis — las condiciones impuestas se cum* 
píen—implica la conclusión: el punto JM está 
situado en la curva (C); 

2 Ú Que las condiciones impuestas son ne¬ 
cesarias, es decir, que la hipótesis—el punto 
M está en la curva (C)—implica la conclu¬ 
sión: las condiciones impuestas se cumplen. 

La expresión: el punto M pertenece ni 
lugar, equivale a íu expresión: las Condi¬ 
ciones impuestas al punto M son satisfechas. 
La expresión: la condición necesaria y su* 
fie ¡ente para que el punto M sea un punto 
del lugar es que M este situado en la curva 
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(C), resume las proposiciones (1) y (2). 

TeuiíEMA. El lugar geométrico de los puntos M equidistantes de 
dos pantos B y C dados, es la mediatris (D) del segmento BC (fie- 25>. 

I a Todo punto del lugar esta en la recta (D), Dicho de otra forma, 
la hipótesis MB = MC implica que M esté en la tnediatm de BC. 
En efecto, si MB = MC, el triángulo MBC es isósceles y el vértice M 
estará en la medial riz de BC, 

2 g Todo punto de la recta (D) es un punto del lugar, Lo que equi¬ 
vale a decir que si esta en la mediatrá dé BC, se verificará que MB - 
= MC, En efecto, si M está en la recta (!>) que corta al segmento BC 
en su punto medio H, los triángulos MHB y MHC serán iguales (se¬ 
gundo caso de igualdad: BHM = CHM porque estos ángulos son 
rectos, tlM común, HB - UC porqué II es el punto medio de BC): 
¡mr consiguiente, los lados MB y MC serán iguales, MB — MC, y el 
punto ÍVl será un punto del lugar. 

Tercer caso de igualdad de triángulos.— Teorema, Dos trián¬ 
gulos son iguales si los tres lados de una de dios son, respectivamente, 
iguales a los tres lados dd otro. AB — A Ü, AC — AC f BC = BC 

(/**• 26 ). , , * 

Puesto que BC = B"C , mediante un desplazamiento podremos hacer 
coincidir W con B y C' (v* p, 77). Este desplazamiento llevará A 
sobre Ai, situado al mismo lado que el punto A respecto a BC; 
si A' fuese a caer en As, simétrico de Ai respecto a BC, un se mi giro 
alrededor de BC llevaría A- sobre Ai, Si Ai y A coinciden, los dos 
triángulos A'B'C' y ABC son iguales. Vamos a demostrar que la 
hipótesis en que Ai es distinto de A nos lleva a conclusiones absurdas. 




En efecto, si Ai es distinto ríe A, la hipótesis A B — AB implica 
que AjB = AIS y, en consecuencia, que B pertenezca al lugar geomé¬ 
trico de los puntos equidistantes de A y Ai, es decir, a la medial riz 
rie A Ai. Por la misma razón, la igualdad A C' = AC implica que 
Alt' = AC, y, por tanto, que C esté en la mediatm de AAt. Por 
consiguiente, los puntos A y Ai serán simétricos respecto a BC, conclu¬ 
sión absurda, puesto que los hemos supuesto situados al mismo lado 
de BC, Luego A y Ai no serán distintos y los triángulos ABC y 
ABC serán iguales. 

Angulo exterior de un triángulo. — Se / lama, ángulo exterior 
de tm triángulo un ángulo saliente que tenga por vértice uno de los 
vértices A dd ir ¿ángulo y que esté formado por un lado, AC por ejem¬ 
plo, y la semirrecta AB" opuesta a la semirrecta AB (fig. 27). 

Teorema. Todo ángulo exterior de un triángula es mayor qtie cada 
uno de los ángulos no adyacentes de este triángulo. 

Vamos a demostrar que el ángulo exterior CAB (jig. 28) es mayor: 

I o que el ángulo ACB; 2" que el ángulo ABC, que no le son adya¬ 
centes. 



1 " Sea D el punto medio de AC (fig. 28). Prolonguemos BD una 
longitud DE igual a BD, Unamos A con E. Los dos triángulos BCD 

y EDA son iguales (segundo caso de igualdad de triángulos: BDC = 

= EDA ángulos opuestos por el vértice, 

DA = DC y DB = DE por construcción), 

Por tanto, los ángulos DAE y DCB son 
iguales. Ahora bien, por construcción d 
punto E está situado en el interior del 

ángulo CAB"; por consiguiente, la recta AE 
también estará en el interior de este ángu¬ 
lo y, en consecuencia, el ángulo CAB' será 
mayor que el CAE, y que el DAE, y por _ _ 

consiguiente también será mayor que el ACB que es igual al DAL: 

CAB' > ACB 

2 Li Aplicando la demostración anterior al ángulo exterior CAB lle¬ 
garíamos a la siguiente conclusión: 

_ BAC' > ABC. 

Ahora bien, BAC y CAB' son iguales por ser ángulos opuestos por 
d vértice; por consiguiente 

CAB' > ABC 

El teorema queda así demostrado. 

Relaciones de desigualdad entre los lados de un trián¬ 
gulo. — Teorema. En todo triángulo, a mayor lado AB se opone mti- 

<Si 

yor ángulo G (íig. 29). 

Hipótesis: AB > AC. La conclusión será C > B. La hipótesis 
AB > AC implica que en el segmento AB exista un punto D tal 

c que Al) = AC. El ángulo ADC exterior en 

td triángulo BDC es mayor que el ángulo B que 
no le es adyacente. 

ADC > b’ 




El triángulo DAC es isósceles, puesto que 
AD = AC por construcción, luego 

ADC — ACD. 

A! estar situado el punto D entre A y B, la recta DC estara en el 

interior del ángulo ACB y, en consecuencia, 

ACB > ACÓ. 

Como el ángulo ACB, o L es mayor que el ACD, ángulo igual al 

ADC, el cual es superior al B, resulta que C > B. 

El teorema queda, pues, demostrado. 

Recíproco. En todo triángulo> a mayor ángulo se opone mayor 
lado. 

La desigualdad B < C implica AC < AB, pues si AC fuese mayor 

(¡uc AB tendríamos que, en virtud de la proposición directa, B > C, 
lo ijue tfs? contrario a ía hipótesis. 

Teorema. En todo triángula un lado es 
menor que la suma de tos otros dos (fig. 50). 

Prolonguemos BA mas allá de A una 
longitud AÜ igual al lado AC. El triángulo 
CAI) será isósceles; por tanto, 

ADC = ACD* Fi{/ t 30 

Como el punto D está fuera del segmen- 
to AB. la recia CA estará situada en el ángulo DCB y, por consi¬ 
guiente, __ 

DCB > ACD. 

De la igualdad y desigualdad citadas se <1 educe que 

DCB > ADC. ^ 

En el triángulo BCD, el ángulo DCB es mayor que el ángulo D, 
luego según el teorema anterior, el lado BD, opuesto al ángulo mayor, 
será mayor que BC, lado opuesto a un ángulo menor 

Por consiguiente, tenemos que BC < BD, es deur, C 
y como AD " AC por construcción, 

BC < BA + AC. 

Observación. En un triángulo ABC f cada uno de los tres lados es 
menor que la suma de los otros dos. Las tres desigualdades 

a C h + t\ b < a + c* c < a + b 
se verifican siempre, y son equivalentes a las tres siguientes 

a < b + e, a > b — c* a > c — ó 
que se pueden resumir de este modo 

| c — ó | < ü < b + c, 
que se expresa diciendo: 

En todo triángulo^ un lado cualquiera es menor que la suma de los 
otros dos y mayor que d valor absoluto de su diferencia. 

Dejamos al lector que demuestre la proposición clásica: 4i La línea 
recta es más corta que las lineas quebradas que tienen los mismos 
exiremos que aquélla”. 

Teorema, Si dos triángulos tienen un ángulo desigual comprendido 
entre dos lados respectivamente iguales, los terceros lados son desigua¬ 
les y a mayor ángulo se opone mayor ludo , 
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Lam. color \nig. jirrcerlfiiite : Utilización 
de elementos geométricos en la pintura 
moderna : Sinfonía armónica* poi Pal¬ 
mer {Museo de Arte Moderno, París) 

| Km, 


Estas formas insólitas y estos 
volúmenes de peregrina silueta 
constituyen tin intento de repre¬ 
sentar en el es paño a per aviones 
o leyes matemáticas aifsfinetas o 
movimientos en el transcurso de 
su realización : 

/* Estructura en forma de panal 
que représenla la célebre ley de 
(,tinas sobre la dtstJihu.eiail de 
una variable almiar iu de tíos 
dimensiones 

2. Superficie engendrada por el 
movunienío de ana esfera de 
radio constante que se traslada 
a lo largo de una hélice circular 

3. Proyección en tres dirnensio* 
nes de una fórmula niatemálicti 
llamada « conoide de Plucker » 

/, Superficie que ilustra las wniy 
micciones de ('ttrrfn relativas a 
la repartición del espacio 

E i puras que muestran dos de 
tas sea'iones posibles de cena 
dones de te.rcei grado 


MATEMATICA 


t >, Composición geo/néiriea en el espacio. 
Cuadro de Lad islas Moholy-Nagy {Museo 
de Arte Moderno, Parts) 

7 ♦ Esfera y del ida de Ihipm 

8. Desarrollo sincrónico de tm cintilo 
hacia el inftttütu realizado en plástico 
por (¿regaño í anfuuego (Fot, Almasv. 
I ,uroiiStfí*, Vmiiiittrga) 







































PERPENDICULARES, OBLICUAS Y PARALELAS 
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A‘ 


Hipótesis: Sean ABC y A'B'C' dos triángulos en los que Alt - 

= A'B\ AC = A'C' y A > A' {/¿g. 31). 

Mediante un desplazamien¬ 
to o un volvimiento hagamos a 
coincidir A' con A > con B 
y C' con D, de modo que 
L) y C estén situados a un 
mismo lado de AB. Puesto 

que por hipótesis A A/, 

BAC será mayor que BAD y 
pur consiguiente AD será una 

recta del ángulo BAC- Trace¬ 
mos AE, bisectriz del ángulo 

CAD; esta recta estará situa¬ 
da en el ángulo DAC y por 




Unto en el BAC r y cortará al lado BC; supongamos que E sea el punto 
de inte?rucee ion de AL con BC* y unamos D con E* 

Loa do* triángulo* MAE Y CAE son iguales (segundo caso de igual¬ 
dad dr 11 uVm f iiln * DA L i AE por construcción, AE común, AD — 
i. . * t* .nr — rir 


AC |mm i nnnt roe' i«m >, l"fn consiguiente, ME = CE. 


En <u »ritin^iiln 

DDE, 

r 1 lado BD c 

:g menor 

Otrt.m diiM 


BD - BE 1 

DE, 

y rumo IH 1 . i 1 '. 


HD BE \ 

CE, 

M* di 'M i „ 


IED III 


\ |m n ' ♦ MtlUglHi ni * . 

ü 1 

Hiu 



a suma de los 


Perpendiculares, oblicuas y paralelas 


¡Vi |H'1lí||rillm u ... pOI 

oiiUniüñ, Angulo* formado» pot 
«I nn j í aiiihi i ni m ! l n* ib \ i • 11 pi 1 11 1 ndu 
Iriángubi. CirroiH dr Igunhliiil 


hM i^Urlor ii rltn l*i oph di*i!4(i il« ¡i» pri oriidl i olint v de I na diversas 

4 1 i, •, ,1,1,114 i mi 1 lid M N p*»!¡ iltlh ti I * • III Ib i lúa ... hr,, V lltl u líltlo «lo EUOtj* 

,1, Klnlhb, A 111 ’jibiH i uytiN huios mui lllll'idi lin. billillk dr líiK ángulo* iW. Hit 
t [ r | (| N 111 oniui bis ierlú ngiihm, Ptiu lo» que ct|i dril alón de do* iwIjih scciuitea 


Porpondiüiilar a una reota por un punto exterior a ella. 

I i.'iiikma, y * < 3 r it h ¡uttttn A íMkritw ii tuw rrt'tu B(., m 1 ftu*'di r tratat a 

r \t ri iífift s ola /m^i pftndif'Hlar, 

I o Se puede trazar una perpendicular, 

¡ | a ¡a ñu m que el triángulo ABC efectúe un aemigím alrededor de BC 
(| l/r ;\2): por definición, A coincide con A', simétrico de A respecto 
a BC, I 1 tiesto que las figuras ABC y A'BC son iguales, AB = A'B y 
AC AC. Luego BC es la media triz de A A" y las rectas BC y A A 
son perpendiculares. Por consiguiente, A A' es una perpendicular a BC 
trazada por el punto A. 

2 U No se pueden trazar varias perpendiculares. 

Sea AI1 una perpendicular trazada desde A a BC: esa perpendicu¬ 
lar cortará BC en un punto H que ha de ser distinto de B o do C. 

Supongamos que H sea dislint o de B. Los ángulos AHB y A HB que 
se obtienen uno de otro mediante un volvimiento son iguales, y como 

rada uno de ellos es recio, el ángulo AHÁ será llano. La recta AH 
coincide con la recta AA' ya construida. Por consiguiente, la recta A A 
rs la única perpendicular a BC que pjtsa por el por]lo A, 

Definiciones, Se llama proyección ortogonal de un punto A ¿e>6re 
una recta BC el punto H de su intersección con la pcrpendUulttr a 
BC trazada por el panto A. El punto H .se llama también pie de esta 
perpendicular. 

Se llama distancia del punto A a la recta BC la longitud del seg¬ 
mento AH. 

Puesto que BC es lu medialriz de A A', H ^erá el punto medio de 
A A" i por consiguiente: 

Un punto A y su simétrico A" respecto a una recta (D) se caracte¬ 
rizan por las dos propiedades siguientes: 

I o AA" es perpendicular a (D); 

2 Ú el punto medio de A A está situado en (D). 

La recta AB, que une el punto A con un punta de la recta BC, dis¬ 
tinto del pie H de la perpendicular trazada por A a esta recta, se 
llama oblicua* El punto B se llama pie de esta oblicua. 

Propiedades de la perpendicular y de las diversas obli¬ 
cuas, — Teohema, Si desde un punto A exterior a una recta BC, se 
traza la perpendicular AH a esta recta y varias oblicuas AB y AC: 

I a la perpendicular es menor que las oblicuas; 

2* las oblicuas, cuyos pies C y D eslán a igual distancia del pie H 
de la perpendicular, son iguales ; 

3 a de dos oblicuas AB y AC, la mayor es aquella cuyo pie está más 
alejado del pie H de la perpendicular (fig. 33). 

1* Sea HA' la prolongación de la perpendicular AH. El ángulo rec¬ 
to CHA', exterior al triángulo AHC, es mayor que el ángulo ACH de 



este triángulo (v^ p, HD) y romo CHA' = (diA por ser ambos ángu¬ 
los rectos, el ángulo CHA será mayor que ACH* 

Dr la desigualdad de los ángulos 

CHA > ACH 

se deduce la desigualdad de los lados 

AC > AH, 

2* Como IIC = HD por hipótesis, HA será la medialriz de CU. Luego 
todo punto A de esta mediatm equidista de C y D (v, p, 30): por 
tanto, AC = Al). 

3“ Como HB HC por hipótesis, uno de los puntos C o D estará 
situado en el segmento IIB. Supongamos que esc punto sea C. El trián¬ 
gulo CAP es isósceles, puesto que AC — AD según el párrafo 2*: por 

consiguiente, los ángulos en la base ADH y ACH son iguales (v. p. 7*>) 

y el ángulo ACH, exterior al triángulo ACB, es mayor que el ángulo 

ÁBH, que no le es adyacente. Por tanto, ADH es mayor que ABIL 

La desigualdad ADH > AÍ311 entre los ángulos del triángulo ABD, 
implica la desigualdad de los lados AB !> Al). 

Reciproco. Si dos oblicuas AC y AD son iguales* sita pies están 
a igual distancia del pie H de la perpendicular <íig. 33), 

Si dos oblicuas AB y AD son desiguales, d pie de la mayor AB 
está más separado del pie H de la perpendicular , 

Si HC fuese distinto de HD, según la proposición directa, AC sería 
mayor o menor que Al), lo que no es posible, Por consiguiente, HC — 
= HD. 

Si HB fuese menor o igual que HD, según la proposición directa, 
AB sería menor o igual que AD, lo que no es posible. Luego 

HB > HD. 

Observación. La dista ruda de un punto fi jo A a un punto M varia¬ 
ble de una recta (D) es la menor posible cuando el punto M está 
en H, pie de la perpendicular trazada desde A sobre la recia (O), 

De donde resulta que lo que se llama distancia de un punto a una 

recta es en realidad la más corta de las distancias dtd punto A a 
los diferentes puntos de la recia (D). 

Angulos formados por dos rectas cortadas por una ter¬ 
cera* — Trácenlos en un plano (/¿g. 34) dos rectas (D) y (D'L 

Sea A un punto de (D') y B un punto de (0): la recta AB y cada 

una de las recias (D) y (D) determinan cuatro ángulos, luego en 
total forman íí ángulos. Los designaremos por su vórtice A o B afec¬ 
tado de uno de los subíndices 1, 2, 3 P 4, correspondiendo cada uno 
de ellos a las porciones de plano que tienen igual numeración en la 
figu ra. 

Definiciones. Se llaman ángulos correspondientes, en la figura 34, 
i as ángulos siguientes: 

Ai y Bi 
A a y Ba 
Aa y Ba 
Ai y B* 

Se ¿laman alternos internos los ángulos (lig. 34): 

As y Bi 
Ai y Ba 

Se llaman alternos externos los ángulos: 

Ai y B;i 
Aa y Bi. 
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R6CtHS paralelas. Si tragamos óob rema» (I>) y (D'> en un 
mismo phino, o corlan on un punto A de la figura o no se cortan,, 
En chic 11 1 limo auto, ck necesario saber si las rectas no tienen ningún 
punto común porque no ae han prolongado suficientemente o si ver¬ 
dadera mentí! jiü lu tienen por mucho que se las prolongue* 

El teorema siguiente demuestra que hay rectas que no tienen ningún 
punto común por mucho que se las prolongue: de tales rectas se 
dice que son paralelas entre sí. 


8 C 



D 


Fig. 35 




C 


0 


E 

8 


Fig . 36 


Teorema, Do. s recias perpen¬ 
diculares a una tercera son 
paralelas entre si ílig. 35). 

Sean AB y CD dos recias 
perpendiculares a una terce¬ 
ra (A). Las rectas AB y CD 
no pueden cortarse, pues en 
caso de hacerlo podríamos 
trazar desde su punto de 
intersección dos perpendicu¬ 
lares a una misma recta (A), 
lo que ea imposible. Por con¬ 
siguiente, at no cortarse las 
rectas AB y CD son paralelas* 

Corola ni o, Por un punto C 
exterior a una recta AB, re 
puede trazar una paralela a 
esta recta (fig. 36). 

Por el punto C tracemos 
CD perpendicular a la recta 
AB, y después CE perpen¬ 
dicular a CD. Las dos rectas 
CE y AB, perpendiculares a 
la misma recta CD, son pa¬ 
ralelas entre sí + 


Postulado de Buclides 


Por un punto A juera de una recta nv se puede trazar a ésta mas 
que una sola paralela. 

Esta proposición es conocida con el nombre de postulado de Eucll- 
des: constituye una hipótesis y no es susceptible de demostración. 
Lu geometría que -se ha formado admitiendo el postulado de Lucióles 
se llama geometría euclidiana; las geometrías que se han formado 
reemplazando el postulado por otra proposición que admite, por ejem¬ 
plo, que por un punto se pueden trazar varias paralelas a una misma 
recta, son geometrías no euclidianas, Estas geometrías son completa¬ 
mente comparables a la nuestra; los teoremas pueden tener en ellas 
el mismo orden de colocación; la serie de razonamientos y demostra¬ 
ciones está en ellas tan sólida c irreprochablemente ordenado como 
en la geometría euclidiana. Desde el punto de vista de la lógica pura 
no hay razón para preferir tina de estas geometrías a una de las 
oirás; pero es este el lugar oportuno para recordar que si bien la 
geometría no es una ciencia experimental, ella toma de la experiencia 
sus inspiraciones; es precisamente la comparación de los resultados 
teóricos con los resultados experimentales lo que inclina al geómetra 
a preferir la geometría euclidiana a las demás geometrías. 


Consecuencias del postulado de Euclides- — P Si dos rec¬ 
tas (AB) y (CD) son paralelas , toda recta (E'F) que corte una de 
ellas corta también la otra , 


Sea F el punto de intersección de las rectas (CD) y (E'F') ijig . 37J: 
si la recta (E'F') no cortase la recta (AB), sería paralela a ella y, 
en ese caso, por el punto F pasarían dos rectas (CD) y (E'F') para¬ 
lelas a una tercera (AB), lo que no es posible. Luego la recta (E'F') 
corta la recta (AB), 


2“ Dos rectas (AB) y (CD) paralelas a ana tercera (E'F ) son para¬ 
lelas entre si . 

Si (CD) no fuese paralela a la recta (AB), la corlaría y también 
cortaría la recta (E'F) paralela 


paralela a (E F }. 

Teorema, Si das rectas pa¬ 
ralelas son cortadas por una 
secante: 

1* ¿os ángulos alternos in* 
temos son iguales; 

2° los ángulos (dternos ex¬ 
ternos son iguales; 

3“ ¿os ángulos correspon¬ 
dientes son iguales. 

Sean AB y CD dos rectas 
paralelas y EF la secante 
{fig- 37): 

1* Tracemos por 0, punto 


la recta (AB): por tanto, no sería 



Fig. 37 

medio de EF, la recta CU perpendicular a AB; la recta GH también 
es perpendicular a CD. Los triángulos rectángulos EOG y FOH tienen 


iguales un ángulo agudo (GOE — FOH) y la hipotenusa (OF — OE), 


Por consiguiente, los triángulos son iguales y los ángulos OFH y CEO 
también son iguales; 

2 V Los ángulos alternos externos É'EB y F'FC son iguales, pues 
E'EB es opuesto por el vértice al ángulo AEF que es alterno interno 


con el EFD, y éste tm opuesto por el vértice con el F'FC. Luego 

E'EB = ríe. 

Recíproco. Si dos rectas son cortadas por una secante que forma 
con ellas ; 

dos ángulos tdternos internos igutiles,, 
ú dos ángulos alternos externos iguales t 
o dos Ángulos correspondientes iguales, 
estas dos recias son paralelas. 

Observación. Para demostrar ci paralelismo de dos rectas, es nece¬ 
sario y suficiente que sean iguales los ángulos alternos internos, alter¬ 
nos externos o correspondientes formados por estas dos rectas con una 
secante. 


Angulos cuyos lados son paralelos* — Se dice que dos seg¬ 
mentos o dos semirrectas AB y A'R' son paralelas cuando ¿as rectas 
AB y A'B' son paralelas . Se dice que dos semirrectas AB y A'B' son 
paralelas y del mismo sentido cuando están situadas a un mismo 
(ado con relación a la recta que une sus orígenes A y A'. 

Teorema. Dos ángulos BAC y ÍTAT? que 
timen sus lados paralelos y en el mismo 
sentida, son iguales. 

La recta AC que corta la recta AB 
en A (fig r 38) corta la paralela A'B en 

un punto D Tendremos: CAB — GDB' 

(ángulos correspondientes) y CDB' = 

C'A'B (ángulos correspondientes). Por con¬ 
siguiente, CAB = CAB. 

Corola ríos. I o Dos ángulos BAC y 

B'A'C que tienen sus lados paralelos y en sentido contrario , son igua¬ 
les. 



Fig . 38 


Sea A'D' {fig, 39) la prolongación de la semirrecta A'B' y A'IT la 
de A'C. Tendremos: CAB — E'A'D' (ángulos que tienen los lados 
paralelos y en el mismo sentido) y E'A'D' = B'A'C' (ángulos opuestos 
por el vértice). Por consiguiente, CAB = C'A d\ 


2 o Dos ángulos BAC y B'A'C* que tienen sus lados paralelos son 
iguales o suplementarios . 

5i tienen los lados paralelos y cu el mismo sentido o paralelos 
y en sentido contrario, los ángulos $im iguales. En un caso distinto 
los ángulos tendrán dos lados AC y A (Y en ci mismo sentido y 
otros lados AB y A'B' en sentido contrario^ (fig, 40). Sea A f D la 

prolongación de A'B', Tendremos; CAB = C'A'D' (lados paralelas y en 



FÍQ. 39 



C 


Q, 


Fig, 40 



el mismo sentido) y como CA I)' y CA B' son suplementarios, también 
lo serán CAB y CA'B^, 

TEOREMA. Dos ángulos que tienen sus lados respectivamente per¬ 
pendiculares son iguales o suplementarios. 

Sean ÁOB y Á'Q'B' los ángulos (fig. 41), 

Por hipótesis, la recta O'A' es perpendicu¬ 
lar a la recta O A, y la recta O'B' a la OB. 

Sean las semirrectas OAi y O'A' paralelas 
y del mismo sentido* Supondremos que B 

está situado en el ángulo AOAi, Sea OBi 
la semirrecta que con OAi forma un ángulo 

igual al AOB y que está situada, respecto 
a la recia O Ai, en región distinta que el 
punto B: sabemos (v. p. 78) que en ese 
caso hay una y sólo una. Puesto que según 

esta construcción, GAi está situado en el ángulo BOBi, tendremos: 

BOBi = BOAl + AiOBf. 

Como por construcción AiOBi *= AOB, de ambas igualdades se 
deduce 



BOBi = BOAi + AOB = AOAi, 

Luego el ángulo BOBi es recto. De donde se deduce que ÜBj, per¬ 
pendicular a OB, es paralela a O'B', Los dos ángulos A'O'B' y AiÜBi, 
que tienen sus lados paralelos, son iguales o suplementarios; luego el 

ángulo AOB, que es igual a ÁiOBi por construcción, y el ángulo ÁTFB' 
50n iguales o suplementarios. 


Suma de los ángulos de un triángulo* — Teorema. En un 

triángulo ABC, d ángulo DAG exterior es igual a la suma de los 
ángulos interiores B y C no adyacentes , 
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Lu> lut tiiigiiLü H y L nii agudos y la suma do los ángulos agudos 
il- mi t im ii |»ij Im rectángulo es igual a un recto* 

Sean AltC y ABT7 <lu* triángulos rectángulos en A' y A respec- 

11 viMiirnt#': A A = I recto pnr hipótesis. Sí se verifica que B = B\ 
jo cata igualtliid y de It d“ C = IL H - C y = 1 recto* resulta que 

c ^ c 

! i miii.ma, Dos triángulos ABC y A lf C\ rectángulos en A y A' 
respectivamente, son iguales en cualquiera dv los tres cosos siguientes: 

l 1 * hipotenusas iguales BC = B C y un ángulo agudo igual; 

2° hipotenusas iguales BC ” BL y uno de los otros Indos igual 
AC ^ A'C'; 

un lado igual AC = A r iY y un ángulo agudo igual , 

I” Puesto que, por hipótesis, los dos trián¬ 
gulos tienen uno de los ángulos agudos iguales 
(fig P M\) tendrán también igual el otro ángulo 
agudo. Luego los dos triángulos son iguales 
puesto que tienen un lado igual BC = BC, y 

Iun dos ángulos contiguos iguales B = B' y 

~ C/ (primer caso de 
igualdad de triángulos) 

(v, p, 79); 

2 (> Llevemos* mediante 
im desplazamiento o un 
volvimiento, A' sobre A 
(fig. 44), C y sobre C y 
B sobre Bu de modo que 
B y Bi estén a distinto 
lado de AC. Los punios 
U, A y Bi están situados 
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r o liiM i recta porque* por hipótesis* los ángulos BAC y BjAC son 

nito .. iguonie, A es el pie de la perpendicular trazada desdé 

.1 pnfiM * ‘.obio Bll|, y por tanto CB y CBi son dos oblicuas iguales 

|ihi ... i- dí' 11 1 1 i f|u<‘ los pies B y Bi ile estas 

41 Ll i« i mi i m n .rpuniilos igiui I tueiil c del pie de 

| . i ü|.IM 1 ULii A l'or eimsigincntc, AB = ABi, 

1|,m iIm i rláugillie| ABC, AUiCt y* cu conseeucn- 
, ► \ IB , \ IH mu « níoiiecK iguales* puesto 

11ni . h i bidoiA iro.i Ich , 

i ( .. d>< t i üi m| iiiJ m t iieiicn* romo ej* el 

, I 1 1m Hiipiltm i»|<ndoM igUíden 11 U y 

* t l ft f l .) *.. M le ni e ( non ígtmleK, 

ÍMi»H|o | IH ll. INI Ind.. A* A (] y 

I.i i hhiimIm < hM* ¡‘ mi IgunleN A A 1 recto y C = C. 

I*«MI¡«I» l|IIO Uiiillilinliil lio ilQft rnciiis ocuntes. Izokgma. 
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lili pn lo i | ii liu j.n Iim i i i' 

I mtoiliMi 0MI1 y CMK 

kiiii ijMiniih (bipotf ñusna 

ipUiilr** (JM eoimiii, y un 
tildo igual MU — MK); 
por consiguiente* los án¬ 
gulos MUH y MOK’ 
opuestos a lados iguales* 
son iguales. Como M es 

un punto del ángulo AOB* la semirrecta OM divide el ángulo AOB 

m partes iguales y r por consiguiente* coincide con la som i bisectriz 

OC Por tanto* JV1 está situado sobre 

2° Si M es un punto de OC, se tiene MOU — MOK por hipó¬ 
tesis. Los trian guión MOH y MOK son por tanto iguales (hipotenusas 
iguales, OM común* un ángulo agudo igual). Los lados opuestos a 

los ángulos iguales son iguales: MU = MK. Luego M es un punto 
del lugar. 

Por consiguiente, el lugar geométrico lo constituye la semirrecta OC. 

Teorema. El lugar geométrica de los puntos M del plano eqaráis- 
tantes de dos rectas dudas (AB) y (Cl>) secantes se compone de las 
dos bisectrices de los ángulos formados por estas dos rectas (fig. 17)* 

Hemos visto (púg. 79) que dos rectas secantes AB y CD forman 
cuatro ángulos; en cada uno de ellos el lugar buscado es una se ni i* 
bisectriz.. Hemos visto también que las cuatro semibiseetrices forma¬ 
ban dos rectas perpendiculares llamadas EF y CU* bisectrices de lo^ 
ángulos que forman las rectas (AB) y (CD). Estas dos bisectrices 
son las que constituyen el lugar buscado. A diferencia de la vez 
anterior, hallamos un lugar geométrico constituido nn por una recia 
solamente como en la página 79, sino por dos rectas. Para que M 
sea un punto del lugar, es preciso y suficiente (v. p. 79) que esté 
situado sobre una cualquiera de estas dos rectas. 

Se demuestra que la &e mi bisectriz del ángulo AOB pasa {/íg. 4f>J 
por el punto medio de HK, lo que permite construir la recta OC 
con un compás. 



Circunferencia 


Interior y exterior de una circunferencia* Circunferencia que pasa por don puntos* Circunferencia que pasa por 
tres minios. Tangente a tina circunferencia. Tangentes a un círculo paralelas a una dirección dada. Diámetro 
conjugado de una dirección en un círculo. Posiciones reiativas de una recia y uti.i iitcuiiL h m iu. J osidont h 

relativas de dos circunferencias 


Definiciones. .Se llama circunferencia el lugar geométrico de los 
puntos M del plano que están a una distancia dada B, llamada 
radio, de un punto fijo O* llamado centro de la circunferencia 
(lig É 48). 

OM = R. 

(!cm la palabra radio se designa tanto el segmento OM como su 
medida K. 

S<' denomina círculo la porción de plano limitada por la circun- 
írnmhi y que contiene el centro O, aunque a veces se Utiliza para 
mayor comodidad la palabra círculo en vez de circunferencia cuando 
Li sustitución no se presta a una interpretación dudosa. 


Se {tama diámetro toda recta que pasa por el centro O del círculo. 
Todo diámetro corta la ctrnifi/creaci» en dos puntos A y B* definidos 
por O A = OB = R, que se llaman extremos </e7 diámetro. Se dice que 
dos puntos de una circunferencia son di a metra! mente opuestos cuan- 
do son los dos extremos de un mismo diámetro. 

Interior y exterior de una circunferencia* — Una circunfe¬ 
rencia divide el plano en dos regiones: la que contiene el centro, 
que se llama interior, y la que no lo contiene, que se llama exterior. 

Teorema. La condición necesaria y suficiente para que un punto P 
sea interior a una circunferencia (O), de centro O y radio K, es 
que OP ■< R. 

La condición es necesaria (fig. 48). Si por hipótesis P es interior 
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a la circunferencia (0) estará situado en el punto O o entre loa 
extremo» A y B del diámetro OP; si está en ü* la proposición es 
evidente; si no está en O* estará situado entre O y A, por ejemplo* y 
m tiene que OP < O A, es decir, OP *C R. 

La condición es suficiente* Si por hipótesis OI < R, el punto V 
está situado entre los extremos A y B del diámetro OP, y por tanto 
será interior a Ja circunferencia (O), 

CoftOLARKK La condición necesaria y suficiente para que P sea 
exterior a la circunferencia (O) es que OP > R. 

Circunferencia que pasa por dos puntos. — Se llama cuerda 
LD de un círculo el segmento que tiene sus extremos C y D en la 
circunferencia. 

Tv*üki£ma. La mediatriz de una cuerda CD es un diámetro* 





La mediatriz de CD ( fig . 49), que es una cuerda del círculo (O) 
[de centro 0 y radio R] t pasa por el punto 0, porque (v. p* dO) 
OC = OD « R, Luego esta mediatriz es un diámetro* 

CoROLAKto. La perpendicular trazada por el centro 0 de un círcu¬ 
lo a una cuerda CD del misma pasa por el punto medio de dicha 
cuerda. 

En efecto, ¡a mediatriz de la cuerda CD es OH, que es parpen- 
dieular a CD* Ahora bien, por el punto 0 se puede trazar una per¬ 
pendicular sobre la recta CD y sólo una* Por consiguiente, esta per¬ 
pendicular es OlL 

Aplicación* El lugar de los centros 0 de las circunferencias que 
pasan por dos puntos dados C y D es la mediatriz (A) del seg¬ 
mento CD (fig, 49)* 

Si el punto O es el centro de una circunferencia que pasa por 
C y D, el segmento CD es una cuerda de la misma y su medialriz í A) 
pasa por el punto 0* Por consiguiente, 0 es un punto de (A)* 

Si Ü es un punto de (A), mediatriz de Cl), se tiene que OC = OD, 
La circunferencia de centro O que pasa por C también pasa por D, 
Luego el punto O es el centro de una circunferencia que pasa 
por C y D* 

Conclusión* El lugar geométrico de los centro» O es la recta (A) 
en toda su extensión. 

Circunferencia que pasa por fres puntos. — Teorema. Por 

tres puntos A, B y C, no situados en línea recta, pasa una circun¬ 
ferencia y sólo una* 

Se trazan las recias (D) y (A) medial rices de AB y AC, t respecti¬ 
vamente (fig. SOL Si (Ü) y (A) fuesen paralelas, la perpendicular 
AB a (D) sería también perpendicular a (A) y por Unto se confun¬ 
diría con AC: luego lo» puntos A f B y C estarían alineados. Por 
consiguiente, la» recta» (D) y (A) no son paralelas y se cortan en 
un punto O* 

I o Por A, B y C pasa una circunferencia, 

Perteneciendo el punto 0 a la recta (D) mediatriz de AB, resulta 
que OA - OB por definición, y al estar O en la recia (A) media¬ 
triz de AC, se tiene que O A = GC. La circunferencia (Ü)* de cen¬ 
tro Ü y radio OA, pasa por Ü (ya que OA = OB) y por C (puesto 
que OA = OC)* Luego pasa por A, B y C. 

2 o Por A, B, y C sólo pasa una circunferencia. 

Si por los puntos A, B y C pasase una circunferencia distinta de 
la circunferencia (0), de centro 0 y radio OA, su centro 0 estaría 
situado en las media trices de AB y de AC, qoc wm dos cuerdas de 
esta circunferencia; luego O se confundiría con O* Lomo la circun¬ 
ferencia que consideramos pasarla por A, tendría cl mismo centro y 
radio que la circunferencia (0) y por tardo se confundiría con ella* 

Observación.— La mediatriz de BC, que también es una cuerda 
del círculo (O), pasa por el punto 0* Por consiguiente, se puede decir 
que las tres mediatríces de los lados de un triángulo ABC con¬ 
curren en un punto. 

Tangente a una circunferencia. — Se dice que un punto M 

variable tiende hado un punto fijo A cuando la distancia de estos 
dos puntos tiende a cero. 

TEOREMA* La recta AM, que une un punto fijo A de una circun¬ 
ferencia con un punto variable M de lu misma, tiende hada una 
posición /¿ni ¿fe cuando M tiende hacia A. Esta ponte ion limite se 
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I 

í 

i 

i 
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llama tangente a Ja circunferencia en cl punto A (fig* 51) y esta 
tangente es perpendicular al radio que termina en el punto A. 

Tracemos lu mediatriz OH de la cuerda AM y la recta AT perpen¬ 
dicular en A al radio OA, 

El punto H, centro del segmento AM* tiende hacia A cuando el 
punto M tienda también hacia A* La mediatriz OH de la cuerda AM 
pasa por 0, punto fijo, y por II, punto variable que tiende hacia A; 
por consiguiente, OH tenderá hacia OA* La recia AM que pasa por 
el punto fijo A es perpendicular a OH que tiende hacia OA; esta 
recta AM tenderá por tanto hacia AT t recta que pasa por A y que 
es perpendicular a OA* 

El teorema queda demostrado* Existe una posición límite que es 
AL Esta recta AT es, por definición, la tangente en A a la circun¬ 
ferencia (0)* 

El punto A* que es cl único punto común a la circunferencia (0) 
y la tangente, se llama punió de contado. No se debe decir que hay 
tangencia en A o que A es un punto de tangencia, ya que consti¬ 
tuye un barbarigmo. 

Teorema. Existe una circunferencia (0) y sólo tina que pase por 

dos puntos A y B y sea tangente en A a una recta AT que no 

pasa por B (fig* 52). 

Tracemos las rectas (D) mediatriz de la cuerda AB y (A) per¬ 
pendicular en A a la recta AT. Si estas dos rectas (D) y (A) fuesen 
paralelas, AT, que es perpendicular a una de ellas, (Ah sería tam¬ 
bién perpendicular a la otra (D), luego se confundiría con AB, lo 
que no es posible. Por consiguiente* (D) y (A) se 1 cortan en un 
punto 0* 

La circunferencia de centro O y radío O A pasa por B (ya que 

OA ^ OB porque O está en la mediatriz de AB) y es tangente 

en A a la recta AT, perpendicular al radio OA en el punto A, Luego 
satisface las condiciones impuestas, 

No existe otra circunferencia (O*) distinta de (O) que. cumpla 
estas condiciones. En efecto, si existiese una, su centro (L estaría en 
la recta (D) mediatriz de AB, puesto que pasa por A y B, y tam¬ 
bién estaría en la recta (A) perpendicular en A a la tangente AT* 
Por tanto, su centro sería 0 y su radio OA, lo que equivale a decir 
que dieba circunferencia sería precisamente la circunferencia (0). 

El teorema queda, pues, demostrado. 

Tangentes a un circulo paralelas a una dirección dada. 

—Vamos a demostrar que a un circulo (0) siempre le podremos trazar 
dos tangentes paralelas a una dirección (A) dada (iig* 53)* 

Fracemos desde 0 la perpendicular (D) a la recta (A)* Esta per¬ 
pendicular que pasa por 0 es un diámetro AB que corla k circunfe¬ 
rencia en A y B. Sean A A' y BIT las tangentes en A y B a la circun¬ 
ferencia (O)* 

I o Existen dos tangentes al círculo (0) paralelas a (A) que son 
las rectas A A" y BB'* En efecto, una de esta» rectas, A A* por ejem¬ 
plo, oh perpendicular en Á al radio OA, es decir, a la recia (D). 
La recta (A) es* por construcción, perpendicular a la recta (D), luego 
AA' es paralela a la recta (A) + 

2 o No existe ninguna tangente distinta de A A' y BB' que sea 
paralela a (A)- En efecto, si una tangente OI 3 fuese paralela a (AL 
el radio OM perpendicular a la tangente tJP serta también perpen¬ 
dicular a la recta paralela (A)- Por consiguiente, M estaría en A o 
en B y k recta QP coincidiría con A A' o con RB\ 

Diámetro conjugado de una dirección en un circulo.— 

Se llama diámetro conjugado de una dirección (A) *n un círci*- 
lo (O), el diámetro (¡)) perpendicular a (A) I ftg, 531* 

El diámetro conjugado tiene las siguientes propiedades; 

Todo cuerda PQ del circulo * paralela a (A), esín cortada por (0) 
en dos partes iguales* PM = M0- 

El diámetro conjugado de una dirección (A) corta a la circun¬ 
ferencia en los puntos de contacto de las tangentes o la misma para- 

lelas a (Ah 

Posiciones relativas do una recta y una circunferencia.— 

Teorema. Sean una recta (D) y una circunferencia (0) de centro í) 

y radio R; sea H el pie de la perpendicular trazada desde O a ta rec¬ 

ta (Dt. 

1* Si OH < R (fig* 54), Li recta (D) corta la circunferencia (O) 
en das plintos A y B, 7 odo punto P del segmento AB es interior a la 
circunferencia^ y todo punto P , exterior al segmento AB, es exterior 
a la circunferencia (0)* 

2 o Si OH R (lig* 55), la recta (D) no corta la circunferencia (0), 
Todo punto l v de esta recta es exterior a la circunferencia. 

3“ Si UH ~ R (fig, 5f>), la recta (D) es tangente en H a la circun¬ 
ferencia (O). Todo punto P de esta recta distinto de lí* es exterior 
a la circunferencia, 

I o Puesto que por hipótesis OH R, cl punto H es interior a la 
circunferencia (0)* Sea C uno de los dos puntos de la recta (D) defi¬ 
nido por HC — It. So puede considerar CQ como una oblicua y CH 
como una perpendicular a la recta OH; la oblicua CO (v* p. Bl) es 
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Fig, 55 


Fig. 5C 
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liirnr i ti (íl) i’ii A y H, no 1^1 
|Hl mil pm tu en un irtrticn 1 |íühío (¡; 
pero por iitm punlün A, B, 

| ( 1111 f * ihj cHtíin í'Ti Uncu reclft T pABA 

uíiu rirtumferrncia V mi umente 
nuil. í*or fciiigi^oirriu^ al ser din* 
tintas lít» circunferencias (O) y 
(O') no pueden tener tres pun¬ 
tos contunea. 

Posiciones relativas de dos 
circunferencias. —Se dice que 
dos circunferencias son concén¬ 
tricas cuando tienen c.l mismo cen¬ 
tro y radios diferentes (fig. 58). 

Se dice que dos círcun/erencku 
son iguales cuartdo tienen radios 
iguales y centros diferentes. En 
las puede superponer mediante un desplazamiento, 
circunferencias (fl) y (O ), l*i primera de centro O y 



r‘,tr SC 

Sean dos 


nidio K, lu w.:g»mla de centro O' y radio K\ Supondremos que R ^ R' y 
rxdminaremos los cinco casos siguientes: 


1 * (JO" > R + R' (fig, 59 ). Sea P un punto interior a la circnn- 
Wrnda (O') o situado sobre ella, por lo 400 se verificará la desigual* 
dad Ü'P ^ IV. El lado OP del triángulo POO' es mayor (v. p. 80) 
que' la diferencia 00' — O'P de hm otros dos lados; hemos escrito 
()()' t)'p i p UCS como OO" es mayor i(ne R + por hipótesis, tam¬ 
bién será mayor que R y que O P, que es una cantidad menor. I or 
( i»nsLguiente t se tiene 


OP > 00' — O'P, 


y cuino, por hipótesis, 00 ' > 11 + R\ se tiene en definitiva 

OP > R + íí' — O'P. 


Siendo el número K — O'P positivo o nulo, por hipótesis, de esta 
desigualdad se deducirá que 


OP > R t 


Luego el punto P es exterior a la circunferencia (Oh 
Resulta, en primer lugar, que las dos circunferencias no tienen ningún 
punto común, y además que un punto interior a una cualquiera de 
ellas es exterior u la otra. Se dice que son exteriores entre %í y ocupan 
la posición indicada en la íiguni 59. 

2 a 00' = R -j- IV (fig. 60). El punto A del segmento OQ\ definido 
por OA = R y Ü'A — R t es un punto común a las dos circunfe¬ 
rencias. La recia (D) perpendicular en A a la linca de los centros 




mí n Li vrz tangente a las circunferencias (O) y (O'), Esto se expresa 
«Mi ii ndc» qiif las dos circunferencias son tangentes en A, 

Un punió P interior a una cualquiera de estas circunferencias (O') 
o uitoiih» Fiolnr cIL, pero diferente de A, es también exterior a la 
1 im nr 111 m ih ¡11 {(>L Se demuestra como en el caso P. Luego las dos 
.I.oí’» un (luribién exteriores y se dice que son tangentes 

* ohIim im nti 

1 Mil U J( (/í>; (íI). Si las dos circunferencias son concón- 

IM 1 iht: Mil, ludo 1 • 11111 <I P Ulterior u (O') O siiuátlo sobro ella, es 
dio íi hil 11 n> <H lt , cik también interior a la circunferencia (O), 

|mi ib 1 *| » diiM gnu tilín I m< drilm* qllr (PP <T R. 

1 n . ii ., tH ilbilhiliM il Iniíii drl triángulo OOT es menor 

1H . lili | OP ib bih iílnn don lmlo&; por lanío, se tiene 


np tu> f o r P t 


, ,,tqti MI i un |io* pl.H i|iti 11 


U ( d» h • H;El ib tl|/iJíibUd hr íUmIuCC que 


MP U K i OP, 
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i imi I - i mu lu (IM, 


* «in 


Hr.ob i mi ... lugar, que lanío en un «aso (cireimfrnoicias 

, ■-ni 1 ... en el otro, U* do» circunlftmn mn no llenen ningún 

puní n rom un, y íulemus que todo punto P interior a la circun Ícf 6 & # 
1 1 ¡ 1 ((i ) ,| r menor radio es también interior a hi cinniuíerenciá (O). 
Rrjr consiguiente, ocupan la posición indicada en la ligura 58 o en la 
figura 61 , y se dice que una de ellas ( 0 ') es interior a la otra ( 0 ). 

4 * qq' _ ft — Jt' (fig, 62). En la recia 00' existe un punto A 
exterior al segmento 00' para el que se verifica OA ^ R y O'A = Rh 
Este punto es común a las dos circunferencias: la recta (D), perpen¬ 
dicular en A a la recia OA o OA, es tangente a las dos circunferen¬ 
cias. Se 1 dice que las circunferencias (O) y ((>') son tangentes en A, 


Un punto P interior a la circunferencia (0') o simado sobre ella, 
pero distinto de A, es interior a la circunferencia (O), según la demos¬ 
tración que se ha expuesto en el caso 3*, Se dice que (O) y (0 ) son 

tangentes interiormente. 



Fig. fil 


Fig, 62 


Fig, l>3 


5 U R — R' < 00' < R + R' (fig, 63). Puesto que 00’ es mayor 
que R — IV, los centros O y 0' son distintos. El diámetro 00' corta 

en A y B la circunferencia (O'). Tenemos que OA = 00 ' — R' y 
de la desigualdad 00 ' < R + R\ que se verifica por hipótesis, se 
deduce que 00' — IV < R, es decir, que O A < R. Por tanto, el punto 
A es interior a la circunferencia (O). Por un razonamiento semejante 
tenemos que OB — 00' + íV; de la desigualdad 00' > R — IV se 
obtiene OO + R' > R y por comiguíeme OB > R. El punto B es 
exterior a la circunferencia (O). La circunferencia (O'h que pasa 
por A, punto interior a la circunferencia (O), y por B, punto exterior 
a la misma corta (O) por lo menos en un punto M, que no pertenece 
a 00'. Un sernigiro alrededor de 00 lleva M sobre fVT diferente de M, 
y se tiene que OIVT = OM y O'M' = íYM; si M es un punto común 
a las circunferencias (O) y (O ), el punto M es otro ¡junto común. 

Por consiguiente, las circunferencias (O) y (O ) tienen <los punios 
comunes, M y M\ simétricos con relación a la línea de los centros 00 \ 
No tienen ningún otro, pues dos circunferencias (O) y (O') distintas 
no pueden tener más de dos puntos comunes. 

Las dos circunferencias ocupan la posición indicada en lu figura 63: 
en este caso se dice que son secantes. La cuerda M1VT se llama cuerda 
común de las dos circunferencias. 

La condición necesaria y suficiente pora que dos circunferencias de 
centros O y O' y de radios R y R' se corten en dos puntos distintos 
es que se verifique ¿a doble desigualdad: 

[ R — R' ) < 00' < R + R\ 

La condición necesaria y suficiente para que dos ctreun/ere/ictíií sean 
íartgenfeí es que se verifique una de las dos igualdades siguientes: 

00 ' = | R — R' | 


Fig. 58 


Fig. 59 


(D> 

Fig* hü 


u 


00' =5 R + R'. 










Arcos y ángulos inscritos 


Arco <ie circunferencia. Propiedad fundamental del ángulo inscrito. Lugar cíe Jos puntos desde los que se ve 
un segmento redi lineo bajo un ángulo recto. Lugar de los puntos desde los que se ve un segmento rectilíneo 
AB bajo un ángulo dado. Propiedades de las tangentes a un circulo (O) trazadas por un punto A. Medida de 

los arcos 


ArCO dé circunferencia. — Dos puntos A y B distintos , toma¬ 
dos sobro una c¿rcutif r renda, la dividen en das porciones llamadas 
arcos de esta circunferencia, cuyos extremos son , por definición) A y B. 
Uno de estos arcos es AMB, el otro es APB (fig. 64). 

Se llama ángulo central correspondiente al arco AMB (fig, 6o), o 

bien que intercepta en la circunferencia el arco AMB, el ángulo AOB 
que teniendo por vertiré el centro O ti el círculo y por lados ()A y OB, 
contiene todos los puntos del arco AB. 

Se llama sector la porción de plano comprendida entre los lados 

de un ángulo central AOB y el arco correspondiente AMB (fig* 65). 

Se llama segmento la porción de plano limitada por un arco de cir* 
cunfiTenciu AMB y una cuerda AB {íig. 66). 

Se ¿(ama ángulo inscrito en un segmento AMB, un ángulo que tiene 
por vértice un punto del arco que Umita et segmento, por lados MA 
y MB, y que no contiene ningún punto del arca AMB (íig. 67). Este 
ángulo intercepte el arco APB de extremos A y B, en el que no 
esta el punto M, 




Fig. 66 



Fig. 67 


Propiedad fundamental del ángulo inscrito. — Teorema, El 

ángulo inscrito AMB es igual a la mital del ánguio central AOB que 
comprende entre sus lados el mismo arca que él. 

Distinguiremos tres casos según que el diámetro MÜ del círculo (O) 



[el ángulo AMB está inscrito en un segmento de este círculo) sea uno 
ele los dos lados del ángulo inscrito ( fig . 68 >, una recta de este ángulo 
(fig. 69) o una recta exterior ai mismo (/¿A'- 70). 


l or caso. Supongamos que MA es un diámetro del círculo (O) \J¿ga¬ 
ra 68 ]■ El ángulo central AOB es un ángulo exterior del triángulo 
MOB t luego es igual (v. p. 82) a la suma de los ángulos interiores 
que no le son adyacentes: 

AOB - OMB + MBO. 

l J cro el triángulo MOB es isósceles, puesto que OM — 00, por tanto 
los ángulos a pues Los a estos lados son iguales: 

OMB = MBO, 

De estas ríos igualdades se deduce que 

AOB = 2 AMB. 

El ángulo inscrito AtMB es, por consiguiente, igual a la mitad del 
ángulo central AOB. 

2* cas n P Supongamos que el diámetro MO es una recia del ángulo 

AMB (jig. 69) y que corta en P el arco AB comprendido entre los 
lados de este ángulo. Por consiguiente, se tiene: 

AMB “ AMP -f BMI\ 

El ángulo inscrito AMP, uno de cuyos lados MP es un diámetro del 

círculo {O), es igual (l ur caso) a la mitad dd ángulo central AOP ¡ 

por idéntica razón, el ángulo inscrito BMP, uno de cayos lados MP es 
un diámetro dd círculo (0), es igual a la mitad dd ángulo central 

BOP, Por consiguiente, tendremos 

AMB *s — AOP + — EOF. 

2 2 

Pero la recta OP, que une el centro 0 con un punto P del arco AB 

interceptado en ia circunferencia por el ángulo AOB, es una recta 
de este ángulo, y por consiguiente 

AOP + BOP = ÁOR 
De to lo ello resulta que 

AMB = — AÜB. 

2 


El á ngulo inscrito AMB es también en este caso igual a ]a mitad del 
ángulo central AOB. 

3 er caso. Supongamos que el diámetro MO es una recia exterior al 

ángulo AMB* El punto P, en que este diámetro corta la circunferen¬ 
cia (O), no pertenece al arco AB; la figura 70 está hecha suponiendo 

que MA está situada en el ángulo inscrito BMP. 

— I —- 1 —^ 

Como en el 2" caso, tememos que AMP = — AOP v BMP — — BOP, 

2 2 

pero ahora, estando MA en el ángulo inscrito BMP, tendremos 

AMB = BMP — AMP, 
de donde se deduce que 

1 ^ ^ 

AMB *= — (BOP — AOP). 

2 

Corno el punto A es un punto de! arco comprendido entre los Lados 

del ángulo BMP, la recta UA aera una recta dd ángulo BOP, y, en 
consecuencia, 


AOB = BOP — AOP 

y finalmente 

- I . 

AMB = — AOB. 

2 

También en este caso el ángulo inscrito AMB es 
del ángulo central AOB* 


igual a la mitad 


Consecuencia* Todos los ángulos inscritos en un segmento de 
circulo son iguales. 

En efecto, sea AMB un segmento de un círculo (0) y AOB el ángulo 
central correspondiente. Según el teorema precedente tendremos: 


^—. I 

AMB = — AOB. 

2 


El ángulo inscrito AMB, cuyo vértice M ha sido elegido arbitraria¬ 
mente sobre el arco AB que limita el segmento, tiene siempre un 

1 -. 

valor igual a — AOB, cualquiera que sea el punto M. Por tanto, todos 

2 

los ángulos inscritos son iguales. 

En el caso particular (fig. 72) de que el punto M tienda hacia A, 


la recta MA 

vertirá en el 
1 

es igual a — 
2 


tenderá hacia la tangente AT, y el ángulo AMB se con- 
úuguio TALE Demostremos que también el ángulo TAB 

AÜB, Siendo TA perpendicular a 0A, el ángulo TAB « 


*r ^ 

— — — A (A es uno de los ángulos del triángulo OAB). Puesto que 

2 

OAB es isósceles; A — B. 

Por otra parte, en el triángulo OAB tenemos 

A T B -f- 0 = n„ 


Por consiguiente, 

0 = n- — 2A, 

que es el doble dd ángulo 1 AB. Luego el ángulo TAB es equivalente a 
la mitad del ángulo central AOB, como todos los demás ángulos ins¬ 
critos AMB* 


Lugar de Jos puntos desde los que se ve un segmento 
rectilíneo bajo un ángulo recto. — Se llama ángulo bajo el cual 
se ve desde un punto M un segmento rectilíneo AB dado, aquel 

de los dos ángulos AMB que contiene el segmento rectilíneo AB. 

1 EuUhMA. El lugar de los puntas desde l*ts que se ve un segmento 
rectilíneo AB bajo un ángulo recto es la circunferencia de diámetro 
AB (fig. 71), 

Tudu punto M del lugar^ es decir, tal 
ir 

que AMB = —, pertenece a una círeun- 
2 

fe rene ía (0) de diámetro AB. En efecto, 
sea (O) Ja circunferencia circunscrita al 

triángulo AMB: e! ángulo central AOB 

es igual al doble del ángulo inscrito ÁMB 
y por tanto igual a jt, es decir, a un 
ángulo llano, y AB será un diámetro de 
la circunferencia (0). 

lodn punto de la circunferencia (0) de diámetro AB es un punto 

del lugar. En efecto, el ángulo inscrito AMB es igual a la mitad del 

ángulo central AOB que es llano; por consiguiente, AMB - —, 

2 

Luego ei lugar de los puntos M“‘es Ja circunferencia de diámetro AB, 
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Lugar de los puntos desdo los que so vo un segmento 

rectilíneo AB bajo un ángulo (Indo i.. El lunar d« lo j 

punto» M dtsde las que ir tu• un srtimmt» iftilu k.* AH hato un an*» 
lo dado se compon* de dos ar*o* d* i tu oto ,tn teLoom 

a la recta AB (ííg. 73). tp , 
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I »i mu I Millo 1 ' I (Hit IIIUIll'iÓM (| <11" 'I M • 41M .. 'Hi Ml'l M AIS, •l R 4 |! 

punta perteneoe »l lugar. Bu metOi alendo M «n *•'■! Jir,ií ’ AIÍ - 
,.| ,,,, 1 -ulo inm-rilo AMIS <■« iKtmi u Í’AB, e* dncir, a a, y el punto M 
ni'i/i mi punto tlH lufai'iir* 

....ilion (ilion. M .-«tú ni la rrüión (II): unsemlgiro aire- 

.Inlor do AH llevará M «! punto «¡métrico M'. Ltt condición necesaria 

y Siificicnte pan. que A MU = a será que AM'B = «i es decir, que M' 
:«u un punto del arco Alt que constituye el tut-ar geométrico en la 
región (I). lie lo que resulla que en Iti región (It) el lugar se com¬ 
pone de un arco ile circulo que se obtiene del primero por una sime- 
iría con relación a Aü, 

Luego el lugar se compone, en total, de dos arcos de circulo simé¬ 
tricos, que se llaman arcos capaces de! ángulo a. listos dos orcos 
</¿g, 73 ) pertenecen a dos círculos (O) y O' distintos, excepto si 

q. — _.■ este caso ha sido estudiado ¿interiormente* 

2 1 - 

ArncACION- Trazar por un punta dado A tangentes a un circulo 

(O) de centro O- 

Si a es interior al círnulo, por el punto A no jiíu«i ninguna mu* 
gente. En efecto, se ha demostrado que t con excepción del punto de 
contacto, Jos puntos de una tangente eran todos exteriores al círculo- 
*Si A es un punto de la circunferencia T pur la faltón expuesta antes, 
por él pasa sólo una tangente, ac|UeIla que tiene A eomo punto de con- 
tacto. Es la perpendicular a O A en el punto A. 

TroiieMA. Tor un punto A exterior a un círculo^ se te pueden traza r 
dos tangentes. 

Supongamos que A os exterior al circulo (/¿¿í- 74). Tracemos la 
circunferencia de dittinctro (^A que cortara la circunferencia (O.) * n 
dos puntos M y M', puesto que A es exterior y 0 interior al círculo (O). 

Las rectas A(VI y AI\T son dos tangentes al círculo (O) en M y 

En efecto, los ángulos AMO y ÁJVTO son, por construcción, ángulos 
inscritos en la semicircunferencia de diámetro AO, luego son rectos* 
La recta MA os perpendicular en M al radio MO; por consiguiente 
es tangente en ÍV1 al círculo (O). Por una razón semejante AM 
langente en í\f a esto círculo- 

Ninguna oirá recta que una el punto A con un punto P de la eir- 
cunf eren cía (O) será tangente a este círculo, Pues si fuese así, el 

ángulo OPA sería n eto, y el punto P coincidiría con M o con W[\ 

Propiedades de las 
tangentes a un 
circulo (0) traza* 
das por un punto A* 

—l fl Las porciones da 
^ tangentes comprendidas 
entre el punto A y los 
puntos de contacto M y 
l\T son iguales (figu¬ 
ra 74). 

En efecto, los trián¬ 
gulos AOM y AIVTO 
rectángulos en M y M\ por hipótesis, son iguales (hipotenusa OA 
roTTiun, un lado igual OEVI OM )- Luego AVI = AM * 

2 U ¿a recta tfite une el punto A con el centro O del círculo (0) 
fS a la fjez bisectriz del ángulo Iarmado por las tangentes y rnadiatriz 
del segmento MM' que une los puntos de contacto. 

Es bisecliíz del ángulo formado por las tangentes, como conseeticTiH 
cia de la igualdad de los triángulos OMA y OM A, de la que se 

deduce : MAO “ M'AÍX 



En tnrdimí n/ do MM' porque es bisectriz del ángulo A del trián> 
jmiIm AMM'. iMÓtii rlon según hemos visto en el caso 1 ° + 
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9 to. reserva queda satisfecha, puesto que a ui mi ama «c una 
rucia completa corresponderá cd numero 2 jt y f por consiguiente, la inc¬ 
ida del arco se expresará por el mismo número que expresa la medida 
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i I áng ubi central A 0 # (Í será menor que el ángulo cent ral A ^ 

lliigniuoH alo ira un volvimiento alrededor de UA* »on lo que ci 
punto Ui en i n eid ira con B*V Si Bñt no e% un punto dd arco ÁB, ae 
llama suma de lu» arcos ALI y A B el arco BB j; ai B i ea un punto 
del arco AB, se llama suma el arco BB'i aumentado en una circunfe¬ 
rencia. 

Observemos en fin que el ángulo central BOR'i es, tanto en «n caso 

como en otro, igual a la suma de los ángulos centrales AüB y A O B * 
con la Condición de admitir que si se ánade a los arcos una circunfe- 
rencia, añadimos a los ángulos dos ángulos llanos. 

Por consiguiente, hemos establecido que los arcos de dos cireunte- 
rancias iguales eran magnitudes de igual especie; luego resulta que 
se les puede medir eligiendo como unidad de arco un arco a/3 de una 
de las dos circunferencias, la (0) por ejemplo. Al mismo tiempo 
hemos comprobado que bis ángulos centrales eran magnitudes humó- 
logas ¡i los arco» cor res pon di ente a, con la única reserva expuesta en la 
comparación de las sumas: por consiguiente, si se toma como unidad 

de ángulos el ángulo central « 0 ¡i correspondiente a la unidad de arcos, 
efl |a reserva queda satisfecha, puesto que a la medida de una ei ¡cunte- 

re 

d ida 

del ángulo central. 

Conclusión* .Se conviene en elegir como unidad de arco sobre una 
circunferencia (O), el arco comprendido por los lados de un ángulo 
central tjuc tiene por medida la unidad de ángulo. 

En estas condiciones: ^ . 

La medida de un arco AB del círculo (0), O de un circulo igutd, es 

igual a la medida del ángulo central* < , . 

La medida del ángulo inscrito en un círculo es igual a la mitad de 
la medida del arco comprendido en este círculo por los lados de 

ángulo considerado. , 

Aplicaciones, I" Se llama cuerda 

tiende un arco de una circunferencia (O), eí segmento rectilíneo cuyos 

extremos son los del arco. . , . , 

En dos circuios iguales* a dos arcos iguales corresponden dos cuer¬ 
das iguales* f , 

Esta propiedad es evidente: dos arcos iguales AMB y A MB pue¬ 
den hacerse coincidir medíanle un desplazamiento o un volvimiento; 
M>t< l mismo desplazamiento o volvimiento harta coincidir las cu■ ■ t + Li^, 
AB y A TV, Luego éstas son iguales. 

Si dos arcos son desiguales* al mayor corresponde la cuerda mayor . 
Esta propiedad es evidente. 

2 o Los extremos A y B de dos cuerdas MA y MR rectangulares son 
diamctmlniente opuestos . __ 

El ángulo central ÁOB correspondiente al ángulo inscrito AMB es 
el doble de éste, luego es un ángulo llano, y AB pasa por 0 , centro 
del círculo: por consiguiente, A y B son diametraimenle opuestos. 

3 U Las bisectrices de un ángulo inscrito AMB en un círculo (O) pasan 
por los pimíos medios E y E' de los arcos cuyos extremos son A y B. 

tina de las bisectrices del ángulo AMB (/íg. 76) corta en 
circunferencia (O)* De la igualdad de ios ángulos 

AME y RMÉ, inscritos, se deduce la igualdad de los 

ángulos centrales AOE y EOB de valor doble; de la 
igualdad de los ángulos centrales se deduce la igual¬ 
dad de los arcos AE y EB; por consiguiente, E es 
el punto medio de uno de los arcos cuyos extremos 
son A y B. 

Si una de las bisectrices pasa por E, la otra pasará 
por el punto E f diametraímente opuesto al punto £. 

Luego la recta EE f que uuie los puntos medios de 
h>s dos arcos AB es un diámetro del círculo (O). Un Fig* 76 
se mi giro alrededor de EE' haría coincidir A con B; 
por consiguiente, este diámetro EE^ es perpendicular a la recta AB en 
su punto medio. 
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Polígonos convexos 


Polígonos convexos. Paralelo gramo. Rectángulo. Propiedades del recténmilo. Rombo. Propiedades riel rnmlin 

(.«adrado. Distancia entre dos rectas paralelas. Trapecio. Polígono Inscriplible 


Polígonos Convexos. — .sv llama polígono la figura formada por 
segmentos A B, BC, CD, ... KA } qu e sr llaman lados de i polígono. 
Loa puntos A, B, C, ,K son los vértices del polígono. Se dice que 
dos vértices son consecutivos cuando son los extremas de un lado , y 
se dice que dos lados san consecutivos cuando tienen un extremo 
común. Se llaman diagonales de un polígono los segmentos que unen 
dos vértices no consecutivos. 

Se dice que un polígono es convexo cuando todos los puntos de este 
polígono están situados a un mismo lado de tu recta que una das 
vértices consecutivos cualesquiera. El polígono ABCDE de la figura 77 
es convexo; el polígono de la figura 78 no es convexo porque la recia 
CD deja a un lado los puntos A y B y a otro lado el punto E. Se dice 
que este polígono es cóncavo. 

Se llama ángulo A de un polígono convexo el ángulo saliente for¬ 
mado por dos ludas consecutivos de vértice A. En el caso de la figu¬ 


ra 77 es el ángulo BAE* 

Un polígono que tiene tres lados es un triángulo; el que tiene cuatro , 
un cuadrilátero; el que tiene cinco , un pentágono; el de seis. un 
exágono; el de ocht\ Un octógono; el de diez, un decágono; el de 

D 8 


& 





Fin. 77 


Fiy. 78 


Fi r;. 7í) 


doce, un dodecágono. Limitaremos nuestro estudio al cuadrilátero con¬ 
vexo y a algunos polígonos igualmente convexos. 

Un cuadrilátero convexo está formadu por rumlrn segmentos AB, BC, 
CD t DA (fig, 79)» Tíe ne dos diagonales AC y BD* A los vértices A y C, 

B y D f no consecutivos» se les llama opuestos; los ángulos A y C, B y D 
t« m bien se Ha man opuestos. Admitiremos que ios vértices opuestos 
A y C de un cuadrilátero convexo están situados a uno y otro lado de 
la diagonal líl) + 

Una diagonal Aí ! forma con el cuadrilátero convexo ABCD una figura 
compuesta dt do* triángulos; la suma de los ángulos de estos dos 

-'X I^v 

triángulos es igual a la suma A + B + C + D de los ángulos del 
cuadrilátero. Por consiguiente, ésta es igual a 4 rectua. 

La suma de los ángulos de un cuadrilátero convexo es igual a 
cuatro rectos. 

Paralelogramo*— Se llama paralelogramo todo cuadrilátero con¬ 
vexo cuyos lados opuestos son paralelos (fig* 80), 

Teorema. En un paralelo gramo ABCD; 

1“ Los ángulos opuestos son iguales ; 

2™ ¿os lados opuestos son iguales; 

3* El punto de intersección 1 de las diagonales es el punto medio 
de cada una de ellas. 

La hipótesis es que las rectas AH y AD son respectivamente para¬ 
lelas a las rectas Cl) y BC. 

1" Los ángulos opuestos A y C son iguales. 
En efecto, los lados de esLos ángulos AB y 
CD por una parte, AD y BC por otra, son 
paralelos y de sentido contrario. De donde se 
deduce que etilos ángulos son iguales (véase 

pagina 82}, Por consiguiente, se tiene A = 

= C De un modo semejante se demuestra 

que B ~ D. 

2* Los lados opuestos AB y Cl) son iguales. En efecto, la recta AC 
forma con las paralelas AB y CD ángulos alternos internos iguales, 

CAB = ACD, y con las rectas paralelas BC y AD forma también 

ángulos alternos internos iguales, ACB = CAL). De ahí que los trian* 
gules ABC y COA son iguales (primer caso de igualdad: AC común. 






CAB — ACD. ACB — CAL)) y que, en consecuencia, los lados AB y 
CD son iguales* Por un procedimiento análogo se demuestra que 
AD - BC 

3 D El punió l es el pumo medio dé AC y de BD. En efecto, los trián¬ 
gulos 1AB* ICD son iguales (AB — CD según hemos visto en el caso 

anterior, ¡AB = ¡CD y IBA = IDC, por ser ángulos alternos internos). 
Por consiguiente, se tiene ÍA = fC, IB ~ íl), 

Rtt: i muco* Un cuadrilátero ABCD convexo es un paral el agrumo en 
ruto de los cuatro casos siguientes: 

I" Si los ángulos opuestos son iguales dos a dos; 

5í los lados opuestos son iguales dos a dos ; 

3" Si dos lados son iguales y paralelos; 

4^ Si las diagonales se cortan en su* punto medio. 

I 11 Por hipótesis, los ángulos opuestos son iguales dos a 


tanto, se tiene A - C, B 


D, y como A + IS 


dos* Por 
+ C + D = 2 jt 


Polígonos regulares utilizados como enlosados (no se puede 
cubrir un plano con polígonos regulares de la misma es¬ 
pecie iritis que si tienen tres, cuatro o seis lados) 


(v. 1 üLÍGoNoS CONVEXOS, primer apartado de este capítulo) Ge obtiene 

que A + B — n. Sea BE la prolongación del lado AB (fig. 80); el 

ángulo CBE, suplementario del ángulo B, tiene por medida ir — B 

luego es igual al ángulo A. De (o que se deduce que taa rectas AD y 
B<, son paralelas (v* p, 82) porque forman con la recta AB ángulo* 

correspondientes DAE y CBE iguales. 

De las igualdades B = D y A + ti = ir se obtiene A + D = rv. 
Un razonamiento semejante al precedente demuestra que esta hipótesis 
nos He-Vii a la conclusión de que AB y DC son paralelas. Por consi¬ 
guiente, el cuadrilátero ABCD es un pariilelograiriú, 

2 o Por hipótesis, loa lados opuestos son iguales dos a dos. Por tanto, 
tiene AB — DC y BC = AD, Construyamos un para lulo gramo 
ABCD (fig. 80) en cl que dos de sus lados son AB y BC; siendo 
'-"iiv<‘\o--¡ los 1 1 i r. ru.idrilúteros ABCD y ABCD', il primero por hipó¬ 
tesis y el segundo por definición, D y D estarán situados a un mismo 
lado de la recta AC. P or otra parte, siendo un para leí o gramo la figura 
ABCD, tendremos DC » AB, AD — BC, y puerto que, por hipó- 
tesis» AII = BC y BC = AD, se verificará que D'C = DC y AL)' = AD. 
Los dos triángulos ACD y ACI)' son iguales, ya que tienen sus tres lados 
iguales; por consiguiente D y D", situados a un mismo ludo de AC, 
coincidirán. El cuadrilátero ABCD, que coincide con el p a ral cío gramo 
ABCD', será, por consiguiente» un paralelogramo. 

3 o Dos lados AB y CD son iguales y paralelos. Demostremos que laa 
rectas AD y BC son paralelas. Tracemos AC* Los triángulos ÁDC y ABC 

son iguales, pues AC es común, ACD = CAB, DC y AB son iguales 

y paralelos por hipótesis. Luego ACB = CAD, y las rectas BC y AD 
son paralelas y cl cuadrilátero ABCD es un para le lo gramo. 

4° Por hipótesis, las diagonales AC y BD se corlan en 1 de modo 
que ¡A = LC, IB — ID. Por tanto* fas triángulos ICD» IAB non 

iguales, pues DIC = BfA (ángulos opuestos por el vértice)» IC — ÍA, 
ID = IB: luego AB = CD, Igualmente se demuestra que los trián¬ 
gulos IDA, 1 BC aun iguales y que, en consecuencia, AD — BC. El cua- 
drílatem convexo ABCD tiene sus lados opuestos iguales dos a dos: 
por consiguiente, es un pa ra le logra mo* 

Rectángulo. — 5c llama rectángulo un cuadrilátero convexo que 
tiene los cuatro ángulos iguales (lig. 81). 

Propiedades del rectángulo, — l u El rectángulo es un pándelo - 
gramo porque es un cuadrilátero convexo cuyos ángulos opuestos son 
iguales; 

2 U Los cuatro ángulos de un rectángulo son 
rectos. 

Las igualdades A — B = C — D, que ex¬ 
presan la igualdad de los ángulos, relacionadas 

/% ^ 

con A + B + C + D = 2ir, dan lugar a las 

^ ^ ^ 

igualdades siguientes: A — B — C = D = —; 

2 

3° Las diagonales de un rectángulo son 
¿guales. 

Los triángulos DAB y CHA (fig. 81) son iguales, pues tienen 

A = B ángulos iguales porque son rectos, AB lado común, AD = BC 
lados opuestas de un parale lograrme Los lados BD y AC de estos 

triángulos son iguales, puesto que son lados opuestos a ángulos igua¬ 

les. Luego las diagonales del rectángulo son iguales* 

Recíproco, Todo paralelogramo que tiene las diagonales iguales 
es un rectángulo. 

Por hipótesis, AC = BD. Los triángulos DAB y CRA (fig. 81) son 

iguales, pues AC — BD por hipótesis, AB común, AD = BC son lados 

opuestos de un pura le Ingram o. Por consiguiente, también son iguales 

los ángulos A y B de estos triángulos, que son también ios del para* 
lelogramo. Ahora bien, en un parale logra tito, los ángulos opuestos son 

iguales, A = C, B — D; de estas igualdades y de A — B se deduce 
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iViijtltiifliHiiit» ti»t rombo. r El rombo es un paniíeí o grtinm 

i »jt i v, jí, 1181 es un cuadril alero convexo 

11 11r Unir |om ludo* OJXIOStnH tgNílIcS* 

f,(i\ diagonales del rombo son perpendiculares> 

L.i igualdad de 1 c»ü lados supone que CB (ü) 
y Alt - AD: por fontü t los puntos C y A son 
dos puntos dr la mediaInz del segmento BD y la 
ríicta AC es perpendirular a la recta BD* 

Km; i PROCO. Todo par alelo gramo que tiene las 
diagonales perpendiculares es un rombo. 

Las diagonales AC y BL) son perpendiculares por 
hipótesis» y se cortan en su punto medio* Por con¬ 
siguiente, la recta AC es la mediatm de BD, lo 
que supone que AB = AD y BC = CD, y siendo 
iguales los lados opuestos AB y DC del paralelo- 
ptaitm, de estas igualdades se deducen también AB = BC = CD — AD* 
los cuatro Jados del para le i ti gramo son iguales: es un rombo* 

Cuadrado. — Se llama cuadrado el cuadrilátera convexo que tiene 
los ángulos ¿guales y los lados iguales. 

Como un cuadrado es a la ve/ rectángulo y rombo f fíg, 83), re¬ 
uní tu que: 

1 IJ Tris ángulos del citad nido son rectos; 

2 tí Las diagonales del cuadrado son iguales y pe r pe n dicu ¿ares. 

Todo |>aru lelo gramo que tiene 
tus diagonales [guales es un 

rectángulo, y todo para le lo gra¬ 
mo que tiene las diagonales per¬ 
pendiculares es im rombo; pnr 
consiguiente, lodo para lelo gra¬ 
mo cuyas diagonales son a la 
vea iguales y perpendiculares es 
a la vez rectángulo y rombo, 

es decir, un cuadrado. 

Distancia entre dos rectas paralelas. — Sean (D) y (DO dos 

rectas paralelas (fig. 84)* 

1° Las distancias de dos pinitos ¡VI y P de la recta (D) a la 
recta (TV) son iguales. En efecto, las perpendiculares MJVT y PP' 

trazadas por M y P a la recta (D) son paralelas (v. p, B2); dicha» 

rectas cortan a (D') en los puntos M' y P\ y la figura MMT'P es 
un para le lo grano) (y precisando más, un rectángulo). Por consiguiente, 
los lados opuestos de este para lelo gramo MM' y PP' son iguales. Las 
distancias MM' y PP' de los puntos M y P a la recta (D) son tam¬ 
bién iguales* 

2 o La distancia de un punto M de la recta (D) a la recta (O") 
es igual a la distancia de un punto V de la recta (I)") a la recta (D). 

La recta PP que hemos considerado en el cuso primero, perpen¬ 
dicular a la recta (D) por construcción, es también perpendicular a 
la recta (D) paralela a (LV). 

Luego hi distancia de P' a la recta (D) es PP, que, según hemos 
vístn, es igual a MM', distancia de M a la recta (IV). 

De FiNicioJNEs, Se llama distancia entre dos rectas paralelas la 
distancia MM' de un punto cualquiera de una de ¡m rectas a la 
otra . 

Se dice que dos rectas (1>) y (IV) son equidistantes de una ter¬ 
cera (A)» cuando la distancia entre las rectas (D) y (A) es igual 
a la que hay entre tas rectas (I)') y (A). 

Aplicación* El lugar de las puntas M de un plana (íig. 85) situa¬ 
dos ti un mismo lado de una recta (A) 
y a una distancia determinada^ a, de ésta, 
es una recta (D) paralela & (A), 

Sobre la perpendicular trazada ;■ (A) 
en un punto A, tomemos AB ss AB' = o* 
Por hipótesis M está al mismo lado que 
B con relación a (AV Sea H d pie de la 
perpendicular ¡VIH a (A)* 

Si M es un punto del lugar, por hipó¬ 
tesis MH = BA. El cuadrilátero convexo 
ABMIi cuyos lados AB y IIM son paralelos [perpendiculares a (A)) 
e igualen, es un paral (do gramo (rectángulo). Por consiguiente, el punto 
M pertenece a la recta (D) que es una paralela a (A) trazada por B. 


; 6 M (D) 
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Fig. 85 
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Fig, 88 
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Fig. H2 


Si fíl pimío iVI cMtá situado » i n (lí), romo (D) y (A) son paralelas. 
Mil BA. Luego el lugat geométrico es la recta (D)* 

Si id pinito M i uavii .i , roit n dación u (A)* al mismo lado que B', 
i I Iupor e.rMioi«r o o wriio |/i treta (IV), paralela a (A), trabada 
por lí Por imiMguieinir, * n genera t, el lugar geométrico de los 
puntas situad o\ n a na dilate ut determinada de una recta dada (A) 
.ir rompan* de dos notas (Di y (IV) paralelas a (A) y equidis¬ 
tantes de ella. 


i utidrHatera convexo que tiene 
bases* La distancia entre las 
(lig* B6). 




Trapualo, Se llama trapecio «n 
pándelos dos tarlas apu ritos llamados 
bases ir denomina alfilra tíel tnqo * to 

Se dice que un 
trapecio A Bill) es 
isósceles cuando los 
lados no paralelos a b 

AD y BC ion igua¬ 
les (fig* 87). 

Teorema* La con¬ 
dición necesaria y ^ 

suficiente para que TlfJ* 8® Tíq* 87 

un trapecio sea isós¬ 
celes es que tos ángulos adyacentes a una de las bases sean ¿guales. 

Sean H y K las proyecciones ortogonales de A y II sobre el lado CD 
paralelo a AB (fig, 87). 

La condición es necesaria. Hipótesis: el trapecio es isósceles, 
AD ~ BC, Los triángulos rectángulos AHÍ.) y BKC tienen la hipo¬ 
tenusa igual, AD = BC, y un lado del ángulo recto igual, AH = BK 
{distancia entre dos rectas paralelas)* Luego estos triángulos son 


iguales y D = C. 


La condición es sufScíente. Hipótesis: D — C* Los triángulos AHD 

y BKC son iguales (AÍI = BfC y un ángulo agudo igual, D — C; 
primer caso de igualdad de triángulos rectángulos)* Por consiguiente, 
Al) = BC. 

Observación* La perpendicular ÍA) a las bises, trazada por el 
punto medio de AB, pasa por el punto medio de CD* El trapecio 
isósceles se superpone a sí mismo mediante un semigiro alrededor de 
(A)- Esto se expresa diciendo que (A) es un eje de simetría del 
trapecio* 


Polígono inscriptible. — Se dice que un polígono está inscrito 
en un circulo (0) cuando los vértices del polígono están situados 
en la circunferencia. 

Teorema* La condición necesaria y suficien¬ 
te para que un cuadrilátero convexo ABCD 
sea inscriptible es que la suma de dos ángu¬ 
los opuestos sea igual a dos rectos. 

Tracemos la circunferencia (0) que pase 
por los puntos A, B y C (fig, 88), La tan¬ 
gente a la misma en A es TT': designemos 
por AT la semirrecta situada con relación a 
AC al mismo lado que lo esta el punto D. 

Siendo convexo el cuadrilátero, el punto B 
estará, con relación a AC, al mismo Lado en 
que se halla la semirrecta AT', 

La condición es necesaria. Hipótesis: el punto D está en la cir¬ 
cunferencia (0); por consiguiente, xr tiene ADC — T'AC (v, p, 86) 

y ABC — TAC* Como TAC 4- T AC = n, se deduce que en el 
cuadrilátero inscrito la suma de lo* ángulos opuestos B y D es 
igual a ir. La suma A -| C es también igual a ir porque 
A + It + C + D = 2 ir. 

La condición es suficiente. Hipótesis: B + D = tt. Como A, B y C 
son, por construcción, tres puntos de la circunferencia (C>), se tiene 

(v* p* 86) ABC = 1AC: luego de la hipótesis ÁDC — ir — ABC 

se obtiene ADC — rr —- TAC = T AC. Por tanto f el punto D está 
situado en el arco de circunferencia que pasa por A y B, y es tan¬ 
gente en A a la recta AT'; con relación a AC está situado al mismo 
lado que Al ; ahora bien, por A y II pasa una circunferencia y sólo 
una que sea tangente en A a la recta AT", y ésta es precisamente 
La circunferencia (O). Por consiguiente, el punto D está situado en la 
ci reunieren da (O): el cuadrilátero es inscriptible* 


ü 



Vectores 


Segmentos determinados en dos 
Chas les* Punto de uno recta AB 


rectas cortadas por rectas paralelas. Orientación 

MA 

definido por la razón — ~* Teorema de Titules, 


MB 

un ángulo y secantes paralelas* Triángulos semejantes 


de segmentos* Fórmula de 
Triángulos formados por 


Segmentos determinados en dos rectas cortadas por rec¬ 
tas paralelas* —Sean (D) y (D ) dos rectas fijas (fig, 8Ó) y (A) 
una recta que corte (D) y (D'). A cada punto A de la recta (D) haga- 
moa corresponder el punto A' de intersección de la recta (D') con la 
paralela a la recta (A) trazada por A* Lia mu remos A' al punto homó¬ 


logo de A; por tanto, el segmento A'B', cuyos extremos son puntos 
homólogos, será homólogo del segmento AB* 

J EOREMA. Los segmentos A'B' y E'F', homólogos de segmentos ¿gua¬ 
les AB y EF, son iguales * 

Sea C el cuarto vértice del pa ra le logra mo AA'B'G (fig, 89) y C el 
cuarto vértice del para lelo gramo EE'F'G* Los triángulos ABC y EFG 
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son iguales; rn efecto, A11 = EF por hipótesis, BAC = FEG y 

ABC - EFG porque son, respectivamente, ángulos correspondientes 
(primer raso de igualdad de triángulos). Por consiguiente, AC = EC. 

Por otra parte, AC =¡ A'B', pues son lados opuestos de un paralelo* 
gramo í EG = E F' por la misma razón, y como AC = EG, resulta 
ffue A'B f = E'F\ El teorema queda demostrada. 

1 koííkma, La ¿urna A'iV + E'F' de dos segmentos homólogos de 
otros dos segmentos dad as es homologa de la suma AB + EF de estos 

dos segmentos (fig. 90). 

Para sumar AB -h EF se 
sustituye EF por un segmen¬ 
to igual BC, y tenemos asi 
AC = AB + EF. 

Sea C el homologo do Cí 
de la igualdad EF = BC se 
deduce E'F' = FFC ; por con¬ 
siguiente, Ja suma A'B 4- E'F' 
será igual a A'B' 4- B C\ es 
decir, igual a A'Ch El teore¬ 
ma queda demostrado. 

Siendo la suma de dos segmentos mayor que cada uno de los suman¬ 
dos, de los teoremas anteriores se deduce que a segmentos desiguales 
corresponden segmentos homólogos desiguales, y que ai mayor de ellos 
corresponde el homólogo mayor. Por consiguiente, ios segmentos AB y 

A'B f son magnitudes homologas {v. pág, 76) y la razón -- de dos 



EF 


A'U' 


cualesquiera (le días es igual a k razón -- de las magnitudes homo- 

E'F' 

logas. 

Observación, Supongamos dos rectas ABEF y A'B'E' (fig, 90) y sea 

AU A'B' 

M' un punto de la recta A'B"; la igualdad --~ define la lon- 

EF E'M' 

gilud E'M y, por consiguiente, dos puntos M': uno de ellos es el 
punto f 1 de (a figura precedente, y el segundo, está situado al 
otro lado de F' con relación a E' Es evidente que FF" no es paralela 

. J . AB A'B' 

a la di recio n (A)- La igualdad-= - no expresa una condición 

EF E'F' 

necesaria y suficiente para que F' sea homólogo de F, Por tanto, es 
incompleta, y para concretarla es indispensable orientar los segmentos. 

Orientación de segmentos* Se llama vector todo segmento 
de recta AB orientado , es decir, (apiri en que se distingue una de tos 
puntos A, llamado origen, del otro B, llamado extremo. El vector AB, 

> 


de origen A y extremo B, está representado por la notación AB. En la 
figura se pone una pequeña flecha en el extremo B (fig, 91). 

Se llama sentido de un vector AB, el sentido en que se desplaza 
un punto móvil que recorre el vector desde A hacia II; módulo del 
vector es el valor absoluto de la longitud del segmento AB; la recta AB 

—> 

se llama también línea de acción o soporte del vector AB, 

—> —> 

.Se dice que dos vectores AB y EF son paralelos cuando las 
rectas AB y EF son paralelas . Dos vectores paralelos pueden ser 
paralelos y del mismo sentido (fig. 92) u paralelos y de sentido con¬ 
trario (fig. 93). 


B 






Fig. 91 


Fifí. 92 


Fifí. 93 


Fig . 94 


Se llama razón de dos vectores paralelos y se designa por la 
natación 

—> 

AB 


—> 

EF 


AB 


EF 


de los dos 


el número cuyo valor absoluto es igual a la rtizón 

Segmentos y cuyo signo es + si los dos vectores son del mismo sentido 
y — si san de sentido contrario , 

-> 

p . . AB —> 

lor consiguiente, escribir -— = k, o lo que es igual, AB = 

EF 

—> —> —y 

~ k * EF, es ío mismo que escribir: P que las rectas AB y EF son 

paralelas; 2 11 que el sentido desde A liaría B es igual que e* de E 

hacia I 1 , cuando k es positivo, y es diferente cuando k es negativo i 
AB 

3° que __ = k. 


EF 


> —> 


razón es igual a 1 (fig. 94). En este caso se escribe AB — CD lo 
que significa que AB y CD son paralelas, que el sentido de A hacia B 

es el mismo que el de C hacia D y que AB = CD. 

—> 

AI defir que AB es del mismo sentido que CD se expresa la con¬ 
dición para que el cuadrilátero ABCD sea convexo, y cuando se dice 
que AB y CD son iguales y paralelas se expresa la condición para 
que este cuadrilátero sea un para le! o gramo. Por consiguiente de la 

- > —> —> —> 

igualdad AB =* CD se deduce que AC - BD. 

— > 

.Se llama valor algebraico de un vector AIS, y se designa por la 

> 

- AB —> 

notación AB, la razón -*— entre este vector y otro paralela OIJ 

vu 

elegido arbitrariamente y llamado vector unidad. 

Se conviene expresamente que todos los vectores paralelo? de una 
misma figura estarán medidos con el mismo vector unidad. En estas 

—> 

AB 

condiciones^ la razón de dos vectores paralelos -— es 


> 

EF 


la razón de sus valores algebraicos 


AB 


EF 


Si, en una figura, ciertos vectores son paralelos entre sí, están 

— > 

medidos ron un vector unidad OU que es paralelo a ellos; sí otros 
vectores, no paralelos a los primeros, son igualmente paralelos entre 

, , . -> 

si, f siaran medidos con un vector unidad O l í difidente del primero 

—> —> 

puesto que OH y O'U' no son paralelos. 

Quede bien entendido que, en este caso , OU y O'U' tienen la 
misma magnitud. 

Fórmula de Chasles. — Si A, B y c son tres puntos de una 
recta, tenemos que AB + BC + CA = 0. 

-> 


Elijamos un vector unidad del mismo sentido que AB y distingamos 
tres casos (fig. 95): ’ 

1° Supongamos que B pertenece al segmento AC, Se tiene AB + 

+ I!(: * AC < ah *>« bien, AB = AH.IÍC = BC v CA = — AC según 
los convenios establecidos; por tanto la igualdad se verifica. 

Supongamos que A. pertenece al segmento AB, So tiene AC + 


AC; 


+ CB = AB. lista vez AB = AB, BC = — (;B y CA = 
luego se verifica la igualdad. 

30 Supongamos que A pertenece al segmento CB. Se tiene 

CA + AB = CB. Ahora bien, AB = AB, BC = —CB y CA - CA* 
por consiguiente la igualdad se verifica. 

(.amblar el sentido del vector unidad, sin cam¬ 
bur su longitud, equivale a sustituir AB por —AB, 

BC por BC, CA por —CA, lo que no varía la 
fórmula de Chasles. Por consiguiente, ésta se veri¬ 
fica en todos loa casos posibles. 

Aplicaciones. I o La fórmula de Chasles podrá 
también escribirse: AB = AC + CB 


8 


U 


B 


C A B 

porque AC - — CA y CB = —BC, ^ 

^ A, B, C y D son cuatro puntos de una misma recta * se tiene 

AB + BC + Tí) + DA = 0. 


En ofreto, CD H - DA — CA según hemos visto en el caso P; por 
tanto esta fórmula equivale a 

AB + BC + CA — 0, fórmula de Chasles. 

1 or tanto se puede generalizar para un número cualquiera de punios. 
3" Sea C el punto medio de AB, con lo que 

CA - — CB. 

Sea O un punto cualquiera de la recta AB. 

Se tiene CA = CO + OÁ, CB ~ CU -f OB. 

La condición Í.A — —CB se convierte en 2CO + O A + OB = 0 
o bien * 


OC = 


ÜA H- OB 


2 


Punto do una recta AB definido por la razón 


MA 

MB 


.Se dice que dos vectores AB y CD son equipolentes cuando su 


l Eqííema. En la recta AB hay un punto M, y sólo uno , definido por 

= k, siendo k un numero dado diferente de L 


la igualdad 


MA 


MB 
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El i ji * i j ti» M t\i la m itii AJí puede estar Minado entre A y 11, enn 
MA 

1'» qm 1“ r i «' i iir|pj|| iva* u bien, fuera deí segmento AJÍ y 

MB 

MA MA 

1 ►phuu'flM i'i positiva, Reciprocamente si — — es negativa, 

MU _ MU 

MA 

M i»*«in 1 ■ * 111 d 11 1 n entre A y Ü; si —— es positiva, el punto M está 

MB 

Hilihiiln i Ni-ii i Ir J tir guie tito AR. 

Uní r nmini finiente, si el número k es negativo, M está entre A y B 

(fig. 96): hemos visto (v. p, 76) que entre A 
y B hay ttn punto M y sólo uno para e! que 

MA 

Plg t yo —— 1 es igual a un número negativo k. Este 


MB 


punto es el único de la recta A13 para el cual 


MA 


= k . 


MB 


Si A: es positivo, M esta situado fuera del segmento AB: hemos 
visto (v. p* 76) que había un punto, y sólo uno de la recta AB 

MA 

fuera del segmento AB, para el cual --— = k t ú k es diferente 


MB 


de 1. Este punto es el único de la recta A15 para el que ■- 


MA 


MB 


- k. 


Si k — 1, el punto M estará en el infinito, ya a la derecha, ya a 
la izquierda del segmento AB. 

Si k ss —1, el punto M será el punto medio de AB. 

Teorema de Thales*— Sean (L>) y (D') dos rectas fijas ( fig . 97) 
cortadas por las rectas AA\ 11 B\ EF y FF' paralelas a una dirección 
dada (A) secante a esas dos rectas. Hemos llamado (v, p, 89) al 
punto A' homólogo de A y a IT homólogo de B. Convendremos en 

decir que el vector A B' es homólogo del vector AB. 

Teorema. Los vectores homólogos determinados en dos rectos dadas 
(D) y (10 por rectas paralelas son proporcionales (fig* 97). 

Cuatro secantes determinan en las rectas (D) y {!)') los puntos 
homólogos que figuran escritos u continuación, respectivamente unos 
debajo de otros; 

A B E F 
a' ir v: F' 

1 -> —> —> 
y por consiguiente, numerosos vectores AB, AE, AF, EF PP1 

Todos estos vectores son proporcionales a sus homólogos; vamos 

a demostrarlo para dos cua« 



[*) 


lesqtiiera de ellos: AB y 

EF, Se tiene (v. p. 90) 

AB EF —> 

Si AB 


A'B' 


E'F 


y EF son del mismo sen- 

tido, A'B' y ET f serán 
también del mismo sentido; 
si aquellos son de sentido 

contrario, A'B' y E'F' tam¬ 
bién serán de sentido con- 
trario. En consecuencia, en 
todos ios casos se verificará 
la igualdad de 


AB 


EF 


A'B' 


E'F' 


De esta igualdad se deduce que 


AB 


EF 


ATT 

ET f 


y, por consiguiente 


—> —> 

. AB A'B' 

(v. p. 90), la igualdad de las rabones - = — - de los vecto- 


—> 

EF 


E *F 


res paralelos AH y EF de los vectores homólogos, igualmente para¬ 
lelos, A'B' y E'F'. 

Recíproco. Si una secante. FF y otras tres secantes paralelas entre 
sí, AA\ BB', CC, determinan en dos rectas (D) y (D) vectores pro¬ 
porcionales, la recta FF' es paralela a estas tres secantes. 

Tracemos (fig, 91} por F la paralela FFT a las secantes AA', BB' t 
LE ; según la proporción directa tendremos: 


AB 


EF 


y según la hipótesis; 


AIT 

AB 

ATT 


E'F'j 


EF 


E'F' 


De mltri igiiiiMudes rruuihu que F/FT — ET y que, por consi¬ 
guiente, F '\ y i coinciden. Luego la recta FF' será paralela a las 
rrrm aren utos A A , HIT, EK\ 

TriAngulos formadas flor un ángulo y secantes paralelas. 

I i .uit km a, Líks fados de los triángula* ABC y AB'C', obtenidos al 
cortar dos rectas concurren! r,i por rectas paralelas BC y B'C \ son pro- 
part ¿anule* (fig. 911 ) 

Cortemos la* niinM AH y AC pm laa paralelas FJC y B'C\ Trace¬ 
mos por A In |mí iu IrJu n BC. Según el teorema de Thales, tenemos 


AB 


AB' 


AC 

Air 


Igualmente, cortemos las dos acra ni es CA y 
CB por tres paralelas AB, C'D y CCi, Según 
el teorema de Thales: 


13C 


BD 


de donde 


AC 

AC 


AC 

BC 



Fig . 98 


AC' BD 

(jomo B'C' — Bl) t se obtiene finalmente 

AC 


AB 


BC 


AB AC' BC' 

La demostración prueba que los lados son proporcionales y además 

AEE 

que las razones — » etc., tienen el mismo signo. 

AB' 

Corolario. .Sí dos secantes BC y B'C' determinan en dos rectas 
Concurrentes en un punto A segmentos tales que 


AB 


AC 


AIT AC' 

estas secantes son paralelas (fig. 98), 

Supongamos que la paralela u la recta BT' trazada por el punto B, 
corta en Ci la recta AC; según la proposición directa tenemos 

1 ÁCÍ . AB AC 

■ = ■ - - ■ ■ y por hipótesis: --— ** ———; 

AB' AC AB' AC' 


luego 


AC 


ACi - 

-; por consiguiente, AC y ACi son vectores para- 


A* 


AC' AC' 

lelos y el punto Ci se confunde con el punto C, La recta BC es 
paralela a la B'C'. 

Problema. Dividir un segmento AB dado en n partes iguales. 
Unir el punto A con un punto C cualquiera, situado fuera de la 
recia AB; llevar sobre la semirrecta AC n segmentos iguales a AC 
(fig. 99); 

AC * CD - DE “ ... = FG; 

unir G con B; trazar por C, D f E, ... paralelas a CB. Éstas deter¬ 
minan en el segmento AH n segmentos iguales. 

En la figura se ha considerado n = 5. 

Triángulos semejantes. —.Se ¿ice que dos triángulos ABC y 
A'D'C' son seuie- 

jantes cuando los a 

ángulos de estos 
triángulos son igua¬ 
les dos ,a dos (figu¬ 
ra 1ÜÜ) A = A'Í 

B = B\ C = C'. 

Los vértices A y A', 
que corresponden a 
ángulos iguales, se 
d en ant in an h etnó¬ 
logos; los lados BC 

Y B C, opuestos ti ios ángulos iguales, se llaman también homólogos. 

Al enunciar los vértices de dos triángulos semejantes ABC y A'B'C', 
se hace de modo que A' sea el homólogo de A, B' de B y C' de C 

IEOREMA. Si dos triángulos Alifj y A'HTi' son semejantes t st¿j lados 
homólogos son proporcionales. 

Por hipótesis, los triángulos ABC y A'B'C son semejantes; esto 

quiere decir que sus ángulos son iguales dos a dos: A = A'; B = B', 

C = C\ Tomemos sobre la semirrecta AB la longitud ABi - A'lY; 
por el punto Bi tracemos la recta BiCi paralela a BC: los dos trian- 
guías ABC y AlíiCi se obtienen al ser cortados los Jados de un ángulo 
por dos paralelas BC y BiCi; por consiguiente, sus lados son propor¬ 
cionales. 



7 f Vfj. 99 


Fig . 100 


(I) 


AB 


AC 


BC 


ABi 


ACi 


BiCi 

























































































92 


GEOMETRÍA 


Los doa triángulos AJtiCi y A B C lumen» por construcción, un lado 

T -'"‘N V ^^íé, 

igual ABi = A11'; por hipótesis, tienen un ángulo igual A = A', 
Por «'«instrucción igualmente, puesto que BiC] es paralela a BC, los 

ángulos correspondientes Bi y B son iguales, y como B = B J por 

hipótesis, resulla que Bj - B'. Luego los triángulos AB 1 C 1 y A'B'C 

^ >S ^ 

son iguales (A'B' = ABi, A' = A, Bi = B', primer caso de igualdad 
de triángulos); de ello se deduce que sus lados son iguales, 
ABi = AB\ BiCi = B'C» ACi = A C, y que de las igualdades (I) 
se obtienen las siguientes: 

AB AC BC 

A'B' A'C ~~ BC 


Teorema* Dos triángulos ABC y A'B'C $on semejantes en uno cual¬ 
quiera de los tres casos siguientes: 


A 


1° Si tienen un ángulo igual A = A' comprendido entre lados pro - 

* f AB AC 
por clónales 


A'B' Ar 
2° .Sí tienen dos ángulos respectivamente iguales; 

. f AB 

3° Si tienen sus tres lados proporcionales 


AC 


A'B' 


A'C 


BC 


bc 


Relación y haz armó líeos 


Buzón doble. División armónica. Condición de armonía, Haz armónico de rectas 
tr nación de la cuarta recta de un haz o de una división armónica. Diámetro de 
Indos de un ángulo* Diámetro de una dirección dada con relación a dos 
con relación a dos rectas paralelas. Polar de un punto con relación a dos 
polar de un punto A con relación a los lados de un ángulo* Cuadrilátero 


del punto A con reía ció ri a dos rectas paralelas 


concurrentes o paralelas. Con- 
una dirección con relación a los 
rectas paralelas. Polar de un punto 
recias secantes. Construcción de la 
completo* Construcción de la polar 


Razón doble. — Se llama razón doble de cuatro puntos alineados 
A, B ? C 7 D, distintos, enumerados en cierto orden , la cantidad 

CA DA 


CB DB 

Este número se representa por el símbolo (A - B - C » D). 
Propiedades, I. 0, Lü razón doble (C • D * A - B) obtenida cambiando 
entre sí ¡oh pares (A . B) y (C * D) es igual a (A * B , C . Dh 

Para comprobarlo basta efectuar las operaciones indicadas por los 
símbolos 


(A* B-C. D) 


(C . D * A , B) 


CA DA 

CB DB 

AC BC 

* 

ad" iíñ 


CA DB 

CB. DA 
AC. BD 

BC. ÁD 


Estas dos razones son evidentemente ¡guates porque AC — — CA y 
BD = —DB, etc. 

2 o La razón doble (B . A . C ■ D) obtenida cambiando entre sí los 
puntos que forman un par cualquiera (A . B), (C . D) es inversa de 

(A.B.C.D). 

La cantidad 

CB DB CB. DA" 

(B . A . C ■ D) =- : - = -■ — 

CA DA CA • DB 

es evidentemente inversa de 


(A.B.C.D) 


CA . DB 
CB . DA 


División armónica. — Se dice que caufro puntos alineados y 
enumerados en cierto orden forman una división armónica, $i la 
razón doble de estos cuatro puntos es igual a ■—I. 

Se llama con «lición de armonía, la condición necesaria y suficiente 
para que cuatro puntos formen una división armónica, 

La condición de armonía deducida de la definición es 


(A . B . C . D) = —1 

Si (A . B * C - !>) = — 1, se dice que el par (A * B) es conjugado 
armónico 4 Ir] par (C. .» D). Si (A * B * C . D) — —1 ( también se veri¬ 
fica (C - D > A > B) = — -1 (propiedad I a ), de donde si el par (A ■ B) 
es conjugado armónico del par (C * D), el par (C * D) es conjugado 
armónico del par (A . B). 

Ta m bién se dice en este caso que D cía conjugado armónico de G 
con relación a A y B, La igualdad (A - B < C • D) = —1 lleva con¬ 
sigo que se verifiquen las siguientes igualdades (propiedad 2 a ) 
(B * A ■ C - D) = —1 y (A * B - D . C) — —L Por consiguiente, si D 
es conjugado armónico de C con relación al par (A * B), también lo 
es con relación al par (B*A); también C es conjugado armónico 
de 1 ), con relación a los mismos pares, 

kn resumen , la relación de. armonía es una 

—4 --i—*-*— i relación entre dos pares de puntos (A . B) 

A O c B D (C. D): el orden de los pares y el orden de 

ioi Los puntos dentro de cada uno de los pares 

es indiferente. 


Condición de armonía. — Teorema, Sea O el centro de un seg* 

mentó AB (fig. 101)* La relación OC - ÓD = OA" es una condición 
de armonía de los pares de puntos (A . B) y (C ♦ D). 

La hipótesis es OB as —OA. Se tiene 

CA = CO + OA = <>aT— OC, 

CB^ = CO + OB = — OA — OC, 

DA = OA — OD, 

DB = — OA — OD; 


Para que haya armonía, es necesario, por definición, que se veri¬ 
fique la siguiente relación: 


CA DB 

CB DA 

Sustituyendo los valores antes calculados, la relación se transforma en 
OA — OC —OA — OD 

— OA — OC ÓA — OD 

Efectuando operaciones se tiene 

—OA a + OC * OA — OA * OD + OC - OÍ) 

= OA a + OC * OA — OA * OD —- OC . OD; 
y después de simplificar queda: OC - OD — QAX 

Consecuencia, OC y OD tienen el mismo signo, ¿os puntos C y D 
conjugados armónicos de A y B están al mismo lado del centro O 
del segmento AB, 

Ejercicio. Comprobar que Verificándose 

CB a= CA + Tb, DB = DA + AB 


y llevando estos valores a la relación 


torna la forma 


1 


~h 


CA 

1 


AB AC AD 

Definición, Se llama media armónica 
d número x definido por la igualdad 


DB 

—- — t ^sta relación 

DA 


dos números a y b. 


2 1 1 

x a b 


De aquí que AB es media armónica de AC y AD. 

Aplicación, Exhte un punto M' 
y uno sólo, confugado armónico 

de un punto M de la recta AB con —J- * 

relación a los dos puntos A y B, A ^ 


excepto en el caso de que M sea 
d centro de AB (fig. 102)* 

Sea O el centro de AB; la condición 


Fig. 

de armonía 


M 

i 

102 


x. 

B 


OM * ÜM' = OAa 



determina un valor y uno sólo de OM' cuando se conoce OM, siempre 

i|uc OM^ sea distinto de cero. Queda definido por tanto un punto M' 

y uno sólo cuando M sea conocido y siempre que M sea distinto de O. 

Teorema. .Si cuatro rectas paralelas están cortadas por dos secan¬ 
tes en tos puntos A, B, C, D y A', B', C\ D' (fig. 103), la condición 

(A - \í - C . D) = — 1 lleva consigo (A' . B' . C - D') = _ 1, 

Los puntos A y A, B y etc., son pun¬ 
ios homólogos sobre tus rectas AB y A'B', 
cortada» por las paralelas AA', BB', etc. Se 
tendrá por tanto (v. p. 91). 


LA CB DA DB 


C'A' C'B' DA' 


De estas igualdades se deduce 

CB 



C'A 7 DA D'A' 

~ — . = y de aquí la igualdad de las razones 

CB' DB DB' 

dobles (A * B + C * D) (A .B .(/♦ D')* Sí una de las dos es igual 
a —- 1, la segunda es también igual a — 1. 

Teorema. Sean SA, SB, SC, SD cuatro rccfojs concurrentes cortadas 
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por una secante en cuatro puntos A, B ( G, D (fifi. B)4) t La condición 
necesaria y suficiente para que (A - B ♦ C • 0) = “ L íA que la 
paralela a la recta SA trazada por d punto U corte SC y SO en dos 
puntos E y F tales que B sea el centra de EF- 



Los triangules CSA y CEB, determinados por dos rectas paralelas 

CA 

SA y EF que cortan des secantes* son semejante^ por tanto — - -, - — 

CB 

DA 

Por la misma razón, DAS y DFB son semejantes y __ — 

DB 


SA 


EB 

SA 


FB 


La condición necesaria y suficiente para que (A « B * C * 

LA DA 


D) = — 1, es decir, para que 


= — L hace que 


CB 


DB 


SA 


SA 


= _ \ luego FB = —EB, que es la condición para 

EB FB 

que B sea el centro de EF t 

Teorema. Si cuatro rectas concurrentes en un punto S son cortadas 
por dos secantes en los puntos A, B* C, D y A, B, C, D \ la condi¬ 
ción ÍA * B * C * O,) = — 1 lleva consigo {A* * B' * C , IV .) = 1 

(jig. 105). 

Tracemos por B la paralela EF a la recta SA que corla en E y Y 
las recias SC y SD, y por B' la paralela E F' que corta en E y F 
las mismas rectas. De la hipótesis (A * B * C . D) = — 1 se deduce 

BÍf = — BF. Ahora bien, siendo semejantes los triángulos SBE y 


SB'E' se tiene 


BE SB , 

_i= ■ - y por ser semejantes los triangulo» 

BTT SB' 


SBF y SB'F tenemos que 


BF 


SB 


: de estas dos igualdades 


B'F' 


SB' 


se deduce 


BE 


BF 


—, y puesto que BE — —BF, BE — 
B'F/ B'F' 

B'F/ Condición suficiente para que (A * B * C * D) — L 



Haz armón ico de rectas con curren tes o paralelas. — Délos 

teoremas precedentes resulta que si cuatro rectas concurrentes (/mí* 104) 
o paralelas [fig. 106J (Al). (Ai), (As), (Ai) son cortadas por una 

secante en cuatro punios 
Aj A, B, C, D que forman una 

división armónica, al ser 
cortadas por cualquier otra 
secante en cuatro puntos 
también forman una divi¬ 
sión armónica* 

En este caso se dice que 
las cuatro rectas (Al), (Aa), 
(As), (Áa) forman un haz 
armónico, lo cual se expresa 
escribiendo 


Fig . 106 


o si las recias SA, SB, SC, SD son concurrentes 

S (A B - C * D) = —1. 

Decir que cuatro rectas forman un haz armónico, es afirmar: 

}* que son concurrentes o paralelas; 

2 fl que ai cortarlas por una secante cualquiera en cuatro puntos, 
farman una división armónica. 

De lo expuesto en la página 92 resulta que la propiedad del haz 
armónico es una propiedad del par de rectas (Al * Aü) con relación 
al par (As - A*)* Se dice que uno de calos pares es conjugado armó¬ 
nico con relación a! otro: esta propiedad no cambia *si se permutan 
loa pares o las rectas dentro de cada par. 


ht recta que se busca, es necesario y suficiente que SD corte esta 

(m rale la BE m un punto F definido por BF — — BE, Esta construc¬ 
ción detmr chirauiciilr una recta y solo una* 

AruriJM: ion. Determinar el punto D, conociendo tres puntos A, B, C 
y sabiendo que (A B * C - D) = — 1* 

Se i nuca pní A im*i icolii AS, put B la recta paralela BE, por C 
una secante CS que corte en E lu paralela BE. Se toma sobre BE, 

BF - — BE* La redil SF cnrlu la recia AB en el punto D buscado 
{fig* ILÍ4L 

Teorema* Cuando en un hai armónico de rectas concurrentes* dos 
rectas SA y SB forman un par y son perpendiculares, estas rectas son 
las das bisectrices de fon ángulos que forma el segundo par SC, SD* 



Fig m 107 



Fig, 108 


Por un punto B de SB (fig, 107) tracemos la paralela EF a SA que 
corta en E y F las rectas SC y SD. La hipótesis S (A * B * C * D) = 

= _1 se traduce por EB - BF* La hipótesis SA y SB perpendicula¬ 


res so traduce por SBF 


SBE = —. Los dos triángulos rectángulos 

2 


SBE, SBF son iguales (SB común, BE = BF), los ángulos USE, BSF 

son por tanto iguales y SB es bisectriz del ángulo LSI 1 * La segunda 
bisectriz del ángulo formado por las rectas SC, SD es perpendicular a 
la primera, luego ésta es la recta SA* 


Diámetro de tina dirección con relación a los lados de un 
ángulo. — Teorema* El lugar de los puntos medios de los segmentos 
PQ de terminados sobre una recta variable , paralela a una dirección 
dada {!)), por dos rectas (Al), (AaL no paralelas a (D) fijas y con¬ 
currentes, es una recta (fig* 108)* 

Esta recta es por definición el diámetro conjugado de la dirección 
(D) con relación a bis dos rectas; se dice también con relación u los 
lados de un ángulo dado* 

Tracemos por S, punto común a las dos rectas concurrentes (AiL 
(A2h la paralela (As) a la dirección dada (D); sea (A) la recta 
definida por (Al - A 2 - Aa . A) = — L determinada por el proce¬ 
dimiento indicado anteriormente. 

Todo punto M en que un segmento PQ paralelo a (As) corta (A) 
es el punto medio de PQ (v* p* 93)* Luego todo punto que pertenezca 
al lugar esta sobre (AL 

Recíprocamente toda paralela a (Aa) trazada por un punto M de (A) 
corta en 1 J y Q las rectas (Ai), (As), siendo M el punto medio de PQ- 
Todo punto de (A) es un pnnto del lugar y la recta (A) es el lunar 
buscado* 


Diámetro de una dirección dada con relación a dos rectas 
paralelas.—T eorema* El lugar de los puntos medios de los segmen¬ 
tos determinados sobre una recta variable^ paralela a una dirección 
dada (D), por dos rectas paralelas (Al), ÍAaL fijos y no paralelas 
a (D), es la recta (A) equidistante de las dos rectas dadas (fig. 109). 

Esta recta fija, independiente de la dirección elegida, se llama tam¬ 
bién diámetro conjugado de la dirección (D) con relación a Lis do» 
rectas dadas. 

Sea (A) la recta equidistante de las rectas (Al), ÍA 2 ): para de¬ 
terminarla, se traza una perpendicular BC a las dos rectas, que las 
corta en B y C; la recta equidistante (A) es la paralela a las dos 
rectas trazada por el punto medio A de BC* 

Sean P y Q los puntos en que una paralela a la dirección (D) corta 

(Ai) y (AaL 

Todo punto M del lugar está sobre lu recta (A)' En efecto, si M 
es por hipótesis el punto medio de PQ se tendrá MP = —MQ y 
como, por construcción, AB = —AC, de estas igualdades se deduce 


MP 



y la recta MA es, por tanto (v, p* 91), paralela a 


MQ AC 

(Ai). El punto M del lugar está sobre (AL 
Todo punto de (A) es un punto del lugar* En efecto, si M por 


MP AB 

hipótesis pertenece a (A) t se tendrá ■ - - — — — y la igualdad 

MQ AC 


AB — —AC obliga a que MP = —MQ; M será, por tanto, el punto 
medio de ¡’Q* 


Construcción de la cuarta recta de un haz o de una divi¬ 
sión armónica* —Sean SA, SB, SC tres rectas concurrentes (el 
mismo problema puede resolverse con rectas paralelas). Existe una 
recta SD y una sola definida por la condición S (A * B * C * D) — —1# 
Se demuestra esta propiedad determinando la recta SD* Se traza por B 
(fig * 104) la parale la a SA que curta SC en E; para que SD sea 


Polar de un punto con relación a dos rectas paralelas.— 

Teorema* El lugar geométrico de los puntos M* conjugados armónicos 
de un punto dado A con relación a dos pantos variables P y Q en que 
una secante igualmente variable que pasa por A corta dos paralelas 
(Al) y (Aü) qt*e no pasan por el punió A y no equidistan de este 
punto , es una recta (A) paralela a las dos rectas dadas. 
























































94 


GEOMETRIA 



Fifí. 110 


Ti Jii'rmuA pot A (ftg< t !Ü) una secante* fija que 
noria en B y C las rectas (Al), (Aü); como 
por hipótesis A no equidista de las dos rectas, 
A no es v\ punto medio de BC: m conjugado 
armónico de un punto A con relación a los pun¬ 
ios B y C. "I racemos por A y A" puntos fijos, dos 
paralelas (As) y (A) a las rectas (Ai)* (Aa). 

Las cuatro rectas (Al - A •> * A a - A) parale¬ 
las, cortadas por una secante en cuatro punios 
B, C, A, A" que forman una división armónica. 


forman un haz armónico. 


Sea M un punto del lugar; la secante AM corla las cuatro rectas 
(Al * As * Á3 • A) de un ha/, armónico en cuatro puntos P, Q, A, M", 
formando una división armónica. Pero M punto del lugar es, por hipó¬ 
tesis, conjugado armónico de A con relación a P y Q; coincide por 
lo tanto con M", que esta sobre la recta (A)* 

Sea JV1 un punto de la recta (A); la secante'AM corla el haz armó¬ 
nico en los punios I \ Q, A, M # formando una división armónica. Por 
consiguiente, M es un punto det Jugar. 

Todo punto del lugar está sobre (A)í todo punto de (A) es un 
punto del lugar, luego la recta (A) es el lugar pedido. 

La recta (A) se llama polar del punto A con relación a las rectas 
(Ai), (Alí), y es paralela a estas dos recias. 

Las polares de dos puntos A y Ai son distintas, excepto si la recta 
Ai A es paralela a (Ai) y (As)* 


Polar de un punto con relación a dos rectas secantes.— 

Teorema. El tugar geométrico de los puntos M, conjugados armóni¬ 
cos de un punto A fijo con redación a los puntos variables P y Q en 
que una secante igualmente variable que pasa por A enría dos rectas 
concurrentes (Al), (Aü> que no pasan por A, es una recta. 


co Q, con irlnción ,i Jos pmiiop* A y M. tiende hacia d punto medio 
de Jas positrones Imiitca A y t J* ifiton dos punios. 

La recta (A) He llama polar del punto A con relación a las rectas 
(Ai), (Al) o con relación a Ion Indos de! ángulo (de cualquiera de 
los ángulos) formados por estas dim rectas. 

La polar de un punto A no situado sobre los lados de un ángulo con 
relación a este ángulo es una neta que pasa por el vértice del ángulo 
y que no pasa por e] punto A. 

Las polares de dos puntos A y B distintos, son también distintas 
excepto si la recta AB pasa por el vértice del ángulo. 

Construcción de la polar de un punto A con relación a 

lOS ladOS de un ángulo* — Se trazan por A dos secantes APQ y 
AP"Q' (fig. 112). Se unen en cruz PQ' y P'Q, que se cortan en T„ 
Sea M el conjugado armónico de A con relación al par F, Q; M' el 
conjugado armónico con relación al par P\ Q.'; M y M" son por defi¬ 
nición dos puntos de la polar de A con relación a los dos lados del 

ángulo S y a los dos lados del ángulo T. La recta MM" será, por tanto, 
ía polar de A con relación a los dos lados de estos ángulos y deberá 
pasar por S y por T. 

Para construir la polar se unen, pues, sencillamente S y T sin deter¬ 
minar M y M', que sólo han intervenido para justificar la construcción^ 

Cuadrilátero completo. — Se llama cuadrilátero completo la 

figura formada por cuatro rectas, llamadas lados, que concurren dos 
a dos en seis puntos diferentes llamados vértices (fig, 11,5). 

Se dice que dos vértices A y A* son opuestos cuando la recta AA' 
no es uno de los lados; la recta que une dos vértices apuestos es una 
diagonal. Por consiguiente, en un cuadrilátero completo hay tres dia¬ 
gonales, AA\ BIT y CC\ 



Fig. llt 


Fig. 112 


La paralela trazada por A (fig. llt) a la recta (Al) corta en B 

la recta (Ai); sea C d punto de la recta AB definido por BC — AB. 
Sea S el punto común a (Ai) y a (Aa); uniendo S con A y con C 
resultan las rectas SA que llamaremos (As) y SC que llamaremos (A)* 
La recta (AL determinada por el procedimiento ya indicado, es la con¬ 
jugada armónica de (As) con relación a (Al) y (As). 

Sea M un punto del lugar que se busca; la secante AM corta el 

haz armónico (Ai * As * A3 - A) en los puntos P, Q T A, IVT que 
forman una división armónica y como, por hipótesis, M es un punto 
del lugar, es conjugado armónico de A con relación a P y Q, coincide 
con M' y está por tanto sobre la recta (A). 

Sea ahora un punto de la recta (A); la secante AM corla el haz 
(Al * Aa - As . A) armónico en los puntos (P * Q . A . M) y se 

verifica (P , Q . A . M) ~ — 1; el punto M es, pues, un punto del 

lugar. El lugar buscado se compone claramente de la recta (AL 
Observación. Cuando la recia PQ es paralela u una de las rectas 
(Ai) o (AaL por ejemplo a (Al), Q está en B, M en C y P no 
existe. Se considera este caso como limite, obtenido al tender la 
secante PQ hacía la recta AB. Se dice que en este movimiento P se 
alej a indefinidamente, y que en estas condiciones su conjugado armón i - 



Fig , 118 


Fig. 111 


Tejónema. Cadtt una de las diagonales AA' de un cuadrilátero com¬ 
pleto es cortada por las otras dos en dos puntos Q y H. conjagudos 
armónicos con relación a los vértices A y A' (fig. 113). 

Construyamos la polar de K con relación a los lados del ángulo B, 
Las dos secantes serán HA A' y RCC'; trazando CA' y G'A se obtiene 
el plinto B": la polar buscada es BB", Esta rucia cuna la secante 
A A' en el punto Q, conjugado armónico de K con relación a los pun¬ 
tos A y A'. 

Observación. Si la figura BBCC es un trapecio (fig, 114), el teore¬ 
ma precedente se aplica únicamente a la diagonal AA\ En este caso» 
K es el punto medio de CC' y Q el de BB'. 

En efecto, el haz B(AA'RQ) es armónico, CC' es paralela a BQ» 
que es una recta de este haz, y por consiguiente R es el punto medio 
de CC (v. p. 93). 


Construcción de la polar de un punto A con relación a 
tíOS rectas paralelas. — Tracemos dos secantes ABC y AB'C', una¬ 
mos B con C y B' con C (fig. 114); por el punto de intersección A' 
tracemos la paralela a las rectas BB" y CC; esta paralela es la polar 
buscada. En efecto, el punto A' es conjugado armónico de A con rela¬ 
ción a los puntos Q y R en que la recta AA' corta (Ai) y IA^), 
según la construcción anterior. Por consiguiente, la polar de A cora 
relación a estas dos recias es Ja paralela a (Al) y a (A¿) trazada por 
el punto A'. 


Propiedades de los triángulos 


MB 

Medianas, Medí ¡drices, Alturas. Bisectrices. Lugar geométrico de los puntos tales que-= A\ Bisectrices 

MC 


de un triángulo. Circunferencia inscrita. Circunferencias ex inscritas. Triángulo isósceles. Triángulo rectángulo 
Triángulo equilátero. Triángulo rectángulo AA'B cuya hipotenusa es igual al doble de un lado 


Definiciones. Se dice que un triángulo ABC es escaleno (fig. 115) 
cuando sus tres lados son desiguales; isósceles» cuando dos de sus lados 
son iguales (fig. 116); equilátero* cuando sus tres lados son iguales 

(fe 117). 

Supondremos» que, salvo en determinados casos, el triángulo ABC es 
escaleno. 

Medianas, — sv lia nía mediana de un triángulo ABC cada una 
de las tres rectas que pasan por un verilee A del triángulo y el punto 
medio A' det lado opuesto BC. Evidentemente dos medianas AA" y BB" 
se cortan en un pumo G (fig. 118), 


Teorema, El punto de in- 
tersección G de dos media¬ 
nas A A" y BB", esíd situa¬ 
do sobre cada una de ellas, 

AA" por ejemplo, a tos dos 
tercios de A A a partir del 

oértice Fíflr. 115 Fig. 116 Fig. 117 

Tracemos la recta A"D 

paralela at lado BB' del triángulo CBB"; esta recta dividirá (v. p. 91) 
los lados BC y li"C en vectores proporcionales, Por tanto, tendremos 

Wa' b d 

A G DC 
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< ommi A i ’i e 1 tilinto medio de IH ^ rcaultu que HA — AC t y por 
niir'i(fiiifíitii III n DC, Im JV* l ( <1 punto medio de B'C* De lo 

t|llr ne tlrtllir.r qlK 

ifc - 2iVii f 

y ioiiH> II r% I ¡mulo inri lio de A< i, tendremos que AR' = B'C ~ 

iíiri), y jhii irqrd guíenle AD ,1111), 

recia A'D es también paralela 

al liarlo B'C del triángulo A B'C y di¬ 
vide (v* p. 91) loa lados AC y AB 
eii vectores proporcionales: 


h 



AG 


A A" 


Air 


AD 


.. \|i :\V\í y AD = 3B'D, caria una de estas razones tiene 

2 __ 2 - 

un valor I, — y bc tiene AG = — 7 - A A'. Luego el pumo G está 

,1 3 

■. 1111 1 (m 1 |« 1 • 1 dii'i 1 e re ios de A A a partir del verilee A. 

K u r i f 11 ui n 1 1 a. Las tres medianas del triángulo concurren en un 
JN 1 Humada baricentro o centro de gravedad del triángulo. 

( .mlii tina do las medianas BB', CC corla en efecto la mediana 

2 

\ i\ 1 m rl mismo punto G situado a los “ de AA a partir del 

jS 

vi 1 i Irr A* 

Mfidlatrices. — Se Human mediatrkes de un triángulo las media- 
trica de tos lados. Existe una circunferencia, y solo una (0) de cen¬ 
tro 0 , que pasa por los tres vértices A T B y C del triángulo, y se 
llama circunferencia circunscrita ai triángulo* Al ser 
media ir iz de nrm cuerda, la medial riz del lado BC pa¬ 
smó por el punto 0, luego sera A O, La* tres mt-dia- 
trices de un triángulo concurren en un punto U que 
es el centro de la circunferencia circunscrita al trián¬ 
gulo (fig. 119)* 

Alturas. — Se llama altura de un triángulo la per¬ 
pendicular trazada por uno de los vértices til lado opues¬ 
to (fig, 12 Q). Llamaremos H, K, L los pies de las alturas AH, BK, 

y CL* . 

TfcOREMA, Las alturas de un triángulo concurren en un punto i lla¬ 
mado ortocentro del triángulo (fig. 120 ), 

Tracemos por A la paralela BiCl a BC; por B la recta AiCi para¬ 
lela a AC; por C la recta AiÜi paralela a AB* 

El punto A es el centro del segmento BiCi; en efecto* ABi — BC 
por ser lados opuestos del para lelo gramo ABiCB, y ACi = BC por 
ser Indos opuestos del pa rale logra m o ACiBC; por consiguiente* AB] = 
ss ACi* La recta AH que es perpendicular a BC y por tanto u BiCj, 
es la mcdialriz del BiC], Por un razonamiento semejante ee demues¬ 
tra que CL y BK son las medial rices de AiBi y AjCi, respectiva¬ 
mente, Estas tres medial rices del triángulo AiBjCi mn rectas concu* 
rrentes: luego AH, BK y CL se cortan en un mismo punto L 







Teorema* Las puntos simétricos del ortocentro E de un triángulo con 
relación a sus lados están sobre la circunferencia circunscrita. 

Tracemos la altura AH (fig. 121 ); en general, esta recta corta la 
circunferencia circunscrita al triángulo en un punto IT distinto de A* 

Se tiene H'BC = ÍLAC^ (por ser ángulos inscritos en un mismo 

segmento); el ángulo HAC, complementario del ángulo G del trián¬ 
gulo rectángulo AHC, es igual a CBK, que es ángulo complementario 

de C en el triángulo rectángulo CKB* Luego se tiene, en definitiva, 

que H'BC = CBK. Los triángulos BHH' y BHI son iguales (primer 
caso de igualdad de triángulos; BU es común, Jos ángulos en H son 

rectos, y ÍTBÍT = HBI), Luego HI = HFT* El punto IT simétrico del 
ortucentTü I con relación al lado BC pertenece a la circunferencia cir¬ 
cunscrita «1 triangulo ABC* 

Bisectrices, — 5c llama bisectriz ulterior del ángulo A del trian - 
guio* aun de las bisectrices de los ángulos formados por las rectas AB 
y AC* prefijamente la que corta eí lado BC en el punto D (fig, 123)* 
Se llama bisectriz exterior la segunda bisectriz de este ángulo; en 
general ésta corta en él punto IV una de las prolongaciones de la 
recta BC* 


Cuando la bisectriz exterior AD' no corta el 
lado BC, es paralela a él (fig. 122). Sea AF la 
prolongación del lado BA del triángulo; la con¬ 
dición necesaria y suficiente para que las recias 
AlV y BC sean paralelas es que los ángulos co¬ 
rrespondientes D'AF y CBF sean iguales, Ahora 

bien, AD' divide el ángulo CAF exterior al trián¬ 
gulo ABC en dos ángulos iguales: por tonto, la 

B + C f 

medida de D T AF es -—-- La condición de 



D' 


Fig. 122 


paralelismo se expresa por la igualdad de los ángulos (o de sus me¬ 
didas) 


B + C 

~~2^ 


= B, es decir, B — C, 


jF X. 

Podemos terminar diciendo que la bisectriz del ángulo A corta el 
latió opuesto en un punto D', excepto si id punto A es el vértice de 
un trian guio isósceles cuyos lados iguales son AB y AC* 

Teorema. V* La bisectriz AD de un ángulo A de un triángulo ABC 
divide el lado opuesto BC en segmentos DB y DC proporcionales a 
los lados adyacentes AH y AC* 2* Cuando la bisectriz extenor AD del 

ángulo A corta d lado opuesto, lo divide en segmentos D'B y S)'C pro» 
porciontdes a los lados adyacentes All ( AC (lig, 123), 

La paralela al lado AB trazada por C corta en E la bisectriz inte¬ 
rior y en E' la bisectriz exterior: 

T Se tiene AEC = BAE (ángulos alternos internos) y BAL = EAC 

(por hipótesis AE es bisectriz). Por consiguiente, AEC = EAC, el trián¬ 
gulo AEC es isósceles y AC - EC. Los lodos de los triángulos serm> 

DB 

jantes ADB y EDC son proporcionales (v* p. 91): por tanto, = 


AB 


y como EC = AC, se tiene 


DO 


AB 


EC ' ' DE! AC 

2 Ú Sea AF la prolongación de AB, Se tiene A ICC = FAE' (ángulos 

altemos internos), y FAE* = CAE' (por hipótesis AE' es bisectriz 

exterior), Por consiguiente, ÁE'C = CAE'. El triángulo ACE' es isós- 
celes y CE' - AC. Los lados de los triángulos semejante» ABU y 

D'B BA 

E'CD' son proporcionales (v. p. 91): por tanto, = * • 


y como CE' = AC, resulta que 


D'B 


Ali 


D'C 


AC 


Recí proco* Las rectas que unen el vértice A de un triangulo con 
los puntos D y D' que dividen el lado BC en segmentos proporcio¬ 
nales a los latios adyacentes son las bisectrices del ángulo A* 

En el lado BC hay dos puntos solamente (v* p* 76), tales que se 

verifique 

DB D'B AB 


DC 


D'C 


AC 


el punto I) situado entre B y C existe siempre, D' exterior al seg¬ 
mento BC no existe más que si AB AC f lo que nosotros supondre¬ 
mos* En estas condiciones ABC, no es isósceles, las bisectrices de A 
cortan el lado BC en dos puntos Di y D j y se verifica 


DiB 

DiC 


D'iB 

DTC 


AB 


AC 


Coma sólo hay dos puntos definidos por esta propiedad, Di y D'i 
coincidirán con D y D respectivamente, y AD, AD' serán las bisec¬ 


trices del ángulo A* 


Lugar geométrico de tos puntos tales que 


MB 

HvTc 


= k.— 


Tüorkma* El lugar geométrico de los puntos M de un plano t tales 
que la razón de sus distancias a dos punios fijos B y C seo una 
constante k diferente de 1 , es una circunferencia cuyo centro O está 


definido por 


OB 


OfI 


= y cuyo radio R está definido por — 


^ OB - OC (fig. 124)* 

Señalemos los puntos D, en el segmento BC, y D r , en una de bus 
prolongaciones, que dividen (v* p. 76) este segmento en la razón k; 

DB D'B 

— =-= ft. 

DC DX 

MB 

lodo punto M del lugar, es decir, tal que* por hipótesis* - - — = k t 


MC 


es un punto de la circunferencia ( 0 ) de diámetro DiV* En efecto, puesto 
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C|UC 


MB 

MC 


DB 



Ui recta MD es una de las bisca íum «I» I Angu¬ 


lo M del triángulo BMC, Puesto que 


MB 

MC~ 


D'B 

, la rrcm MD" 

D C 



Fio. 123 



Fia. 124 


es la otra bisectriz* Estas dos recta* son perpendiculares; siendo DMD ? 
un ángulo recto, M será un punto de la circunferencia de diá¬ 
metro DD', 

Todo punto de lo circunferencia (0) de diámetro DD' es un punto 


del lugar, es decir, tal que 


MB 

MC 


k< En efecto, puesto que M es 


un punto de la circunferencia (0), las rectas MD y MD" son perpen- 

, , t t DB D'B 

mentares; por otra parte, de la igualdad -= -- se deduce 

DC D'C 


DB D'B 

que ——— =-—-- y los puntos D y Ü' son conjugados armd- 

DC D'C 


nicos con relación a los puntos B y C: luego las rectas MD y MD' 
son a la vez perpendiculares y conjugadas armónicas con relación a 
las rectas MB y MC. Por lanío son (v. p* 93) las bisectrices de los 
ángulos formados por estas dos rectas y, por consiguiente, se tiene 

MB DB 

-=-- = k. 

MC DC 

El lugar geométrico de M es, por tanto, una circunferencia (0). Falta 
establecer las propiedades que determinan el centro O y el radio R„ 

Orientemos el lado BC desde B hacia C y supongamos OB = ¡3 t 

OC = y, Oí> — p. Tendremos DB = /3 —- p, DC = 7 ■— p, y como 

DB 

——— — / Ci resulta que 

DC 


guio, dos por cada ángulo. Las denominaremos A 3 , A a. B B B 
c 7 , C 7 ", Siendo A a, B (3 y C 7 las 
bisectrices interiores (fig, 127). 

Teorema. Las tres bisectrices interio* 
res Á a f B /i y C 7 se cortan en un 
punto ai, que es eí centro de una cir¬ 
cunferencia tangente a los tres lados 
del triángulo* llamada circunferencía 
inscrita en este triángulo. 


aj 





Fig. 125 


Fig. 126 


Fig. 127 


La bisectriz interior A a corta (fig. 126), por hipótesis, el lado BC 
en un punto D situado entre B y C; ios puntos A y D están cada 
uno a distinto lado de la bisectriz B (i. Estas dos rectas AD o A a y 
B tienen por tanto un punto común «. Sean M, N y P las proyec¬ 
ciones ortogonales de w sobre los lados BC, CA y AB respectivamente. 

Puesto que w es un punto de tina bisectriz A a del ángulo A, tene¬ 
mos ti) N = <i> P (v, p* 33); puesto que es un punto de B /J, bisce- 

H-V 

triz del ángulo B, se verifica w P = ti) M: de ambas igualdades se 
deduce co M = m N t y por consiguiente ui es un punto de una de 
las bisectrices del ángulo C, evidentemente de la bisectriz Gy. 

La circunferencia de centro <0 y radio (uM = wN = ( t )Pes 
tangente a los tres lados en los puntos M, N y P. 

Cálculo de AP = AN = a:, BP = BM = 7 , CM = CN = z* 

Se verifica que AP = AN porque son dos segmentos de tangentes 
al círculo (<*>) limitados en los puntos de contacto; por idéntica razón 
BP = BM y CM - CN* 

También tenemos que AP -f PB = Alí, es decir, x + y — c; 
igualmente y + z == o, z + x — ó* Si suponemos que a b c = 
~ 2 Pt resulta quejr + y-hz = py por comparación con cada una 
de 1 as tres igualdades tendremos; 


fi~P 


= — k t 


es decir: 


p (Í + k) — /í — ky * 

Siendo O el pumo medio de DD' t se tiene OD' = — p t D'B = 


= P + P* D'C = 7 + p f y 


D'B 


como 


= h , resulta que /3 + p ^ 


D'C 


— k (y + p), de donde p (k — 1 ) — [i — ky. 
De estas ecuaciones obtendremos los valores de p: 


P = 


j e — kv ft — ky 


1 + k 


k — 1 


(3 ky ¡3 "— ky 

La igualdad — : -- ==-—- es equivalente a /? = fcy, es decir, 


1 


K +1 


a OB — ¿OC* Por consiguiente, el punto 0 queda bien determinado 
OB 

por —* — k. El radio R de la circunferencia está definido por la 
OC 

condición de armonía (v. p„ 92) 


OD 2 — OB - OC, es decir; íl á ss Olí * OC. 

Teorema. La mediatriz de un lado BC de un triángulo corta las 

bisectrices del ángulo A opuesto a ese lado en puntos de la circunfe¬ 
rencia circunscrita al triángulo. 

Sean E y E' ( fig . 125) los puní os medios de lo» arcos que tienen 
por extremos B y C en la circunferencia circunscrita; hemos visto 
que EE era la mediatriz de BC y que AE y AE* eran las bisectrices 

del ángulo A. Por consiguiente, el teorema enuncia una propiedad 
evidente* 

Bisectrices de un triángulo. Circunferencia inscrita. 
Circunferencias exinscritas, — Hay seis bisectrices en un trián- 


X - p ~ a. 



z = p — c. 


La suma a + b + e de los lados de un triángulo se llama perí¬ 
metro del triángulo; luego p es el semi perímetro de] triángulo. 

Teorema. Dos bisectrices exteriores B /}', C y' y uro bisectriz inte¬ 
rior A a tienen ua punto común <■>'. Este punto es el centro de una 
circunferencia tangente a un lado BC del triángulo y a las prolon¬ 
gaciones de los otros dos, y se llama circunferencia exinscrita en el 

ángulo A del triángulo. 

Las dos bisectrices exteriores (fig. 127) B /3\ C y' no son paralelas, 
pues sí lo fuesen, las dos bisectrices interiores B ¡i y C y, <f ue les soii 
perpendiculares, también serían paralelas, lo que no es posible. 

^ c ® ,. su .,P unt0 . comlin ’ M la proyección ortogonal de «/ sobre 
el lado BC, N y P las proyecciones de <•>' sobre las prolongaciones de 
AC y AB respectivamente. Puesto que. <»' es un punto de B //, se 
tiene = üj'P', y puesto que pertenece a C y\ también se tiene 

B) M - < 1 > N ; de estas igualdades se deduce que cu'P' - bÍ'N' y por 

tanto que .a' pertenece a una bisectriz del ángulo A, evidentemente a la 
bisectriz interior Aa. 


La circunferencia de centro bj' y radio bi'M' = w'P' = lu 'N' es 
tangente aj lado B(, en M y a las prolongaciones de los lados AB 
y AC en P y N' respectivamente. 

Cálculo de AN' = AP' = «, BM' = BP' p , C N' = CM' = u,. 

La igualdad AN — CN' = AC se puede escribir u — tv = b. 


AP' — BP' =s AB 


u — v = c. 


CM' + M'B = CB 


u> + v = a. 


Sumándolas miembro a miembro: 2u = a + ¿ + c = 2 p de 
donde u - pyen consecuencia v = p — c , w = p ~ Observar 
que el punto medio de MM' es también el de BC, es decir. A'. 

Conclusión. Las seis bisectrices se cortan, sin tener en cuenta los 
vértices, en cuatro puntos m, u >", w’". Luego dos cualesquiera de 
ellas son secantes y su punto de intersección pertenecerá también a 
una tercera bisectriz. 


¡iay cuatro circunferencias tangentes a tres rectas que forman un 
triángulo: la circunferencia inscrita y una circunferencia exinscrita en 
cada uno de los ángulos (fig. 128). No hay una quinta circunferencia. 


pues si existiese, su centro pertenecería a una de las bisectrices de A 
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y ji una 1 1«' las Ihwiví r irr*i L 11, m <L,ii , que 1 n iti iinn cíe lus cuatro 

puní. J j rt I f, im 1 1 j , y pm ■ mr iguenle la r itrn u fr rcnr ¡a sería una de 

Ijlh muiN> ya rituflan, 

I kiiiikma* fí ¡tu uto medio dr . es aquel vft que íu bisectriz A a 

emití Íu nit'diituiz de llí ¡, 

La t iií LJiiIcrriN mi de diámetro mu/ {fig, 127) pasa por B y C porque 



los ángulos íiíBü/ y mCt/ que forman las bisectrices de los ángulos 

B y C sun rectos. Su centro, que pertenece al diámetro u u/, es decir, 
t\ la recta Aft, será también un punto de la med tutriz de BC. Este 
punto estará también sobre lu cí re un lerenda circunscrita al triángulo. 

Triángulo ÍSÓSCGIgs. — Fegrema. ha bisectriz interior w la altura , 
lu mediana y la mediatriz de un triángulo isósceles relativas al vér¬ 
tice A coinciden á AB — AC, 

Sea A' el punto medio de BC (fig, 129); la mediatriz de BC cortará 
la circunferencia circunscrita al triángulo en A y E J ; estos puntos son 
las puntos medios de los arcos BC t luego AE' es la bisectriz interior 

de! ángulo A. La recta A A' es la mediana y también La altura. Todas 
e.sias rectas coinciden. 

Recíproco. Ün triángulo ABC en el que dos de las cuatro rectas 
consideradas en el teorema anterior coinciden t es isósceles. 

La mediatriz de BL corta la circunferencia circunscrita al trián¬ 
gulo en E y puntos medios de los arcos BC: la bisectriz interior 
es AE' por ejemplo, AH la altura y A A' la mediana. 

l fJ Si la med tutriz se confunde con una de las otras tres rectas, 
*■1 punto A está sobre EE y , por tanto AB ~ AC. El triángulo es 
isósceles; 

2 f! Si la mediana se confunde con la altura, la altura que pasa 


por A\ pie de la mediana, es EE'; 
triángulo es isósceles; 


el punto A está sobre EE y el 


3 o Si la mediana se confunde con la bisectriz, la mediana es A # E\ 
es decir,, la mediatriz. El triángulo es isósceles; 

4 o Si la bisectriz y la altura se con fu rulen, la altura es la perpen¬ 
dicular trazada por £' al lado BC, es decir, la mediatriz. El triángulo 
es isósceles. 


Triángulo rectángulo. — Sea A el ángulo recto. El punto A es 

el ortoceniro y A\ punió medio de BC, es el centro de la circunfe¬ 
rencia circunscrita (fig, 130). La mediana AA J es igual a la mitad 
de la hipotenusa. 

Si f en un triángulo , una mediana AA' es igual a la mitad del lado 
opuesto BC, ese triángulo es rectángulo en A. 

En efecto, A'B = A C — A A. El lado BC es un diámetro de la 

circunferencia circunscrita al triángulo, y A, que os un ángulo inscrito 
en una semicircunferencia, será recto. 

Triángulo equilátero. — Los tres ángulos de un triángulo equi- 

n 

latero son iguales a - f es decir, a 60 grados sexagesimales. El orto- 

3 

centro, el baricentro y los centros de las circunferencias inscrita y 
circunscrita coinciden. Si en un triángulo ABC, dos de los puntos 
enumerados coinciden, el triángulo es equilátero. 


A 



Fig. 


129 



Fiff m 130 



PROBLEMA' Construir un triángulo equilátero inscrito en una circun¬ 
ferencia (O) dada y que tenga par vértice un punta dado de esta 
circu nfer encía. 

Se prolonga O A en OE'; sea A* el punto medio de GE' (fig. 131). 
La perpendicular a AE' trazada por A" cortará en B y G La circun¬ 
ferencia (O), EJ triángulo ABC es equilátero porque el punto O es 
a la vez el centro de la circunferencia circunscrita (O) y el baricentro, 
puesto que está situado a los dos tercios de la mediana A A' a partir 
del punto A. 


Triángulo rectángulo AA B cuya hipotenusa es igual al 
doble de uri lado. —- Sea AAO un triángulo rectángulo en A' {¡igu~ 
ra 131), tal que AB = 2BA\ Sea C el simétrico de B con relación 
a AA , Iendremos AB = AL porque AA y es, por construcción, inedia* 
triz de BC; BC — AB, pues AB — 2BA = BC. Luego, el triángulo 


ABC es equilátero y, por consiguiente, el ángulo B fie este triángulo 


tiene por medida 


t r 


3 


Un a de. los ángulos de un triángulo rectángulo AA B tiene por 

?T ff 

medida t y d otro ángulo agudo tiene por medida 

3 ó 


Relaciones 


ii 


étnicas en el triángulo 


notaciones métricas en un triángulo rectángulo. Relaciones métricas en un triángulo cualquiera. Diferencia de 
los cuadrados de dos lados de un triángulo. Lugar de ios puntos M tales que Mil* — MC 3 = k. Suma de los 

cuadrados de dos lados de un triángulo. Lugar geométrico de los puntos M tales que MB* + MG S = k, Fórmula 

de Stewart 


Relaciones métricas en el triángulo rectángulo. — Se dice 
que un segmento es medio proporciona! entre otros dos cuando 
d cuadrado de la medida de este segmento es igual at producto de 
l(t i medidas de los oir as dos, 

¡ koniíma, En uri trian guío ABC, rectángulo en A, un lado cualquiera 
Alt n medio proporcional entre la hipotenusa y su proyección BH 
sobre ella (hg, 132), 

Loh triángulos Ai IB y LAB tienen dos ángulos iguales (HBA = 

ABC poique son ángulos que se confunden, y AHB = CAB porque 
. ir. fo- t + por tanto, los triángulos son semejantes y sus lados son 

ju opnu lonalñi (v» j> 91 ). 


y B'H" ^ BH, que no es, sin embargo, rectángulo, aunque se veri¬ 
fique WÁ'* = b'c' . inr. 

Por el contrario. Ja relación entre los valores algebraicos 

BA 2 = BC . BÍT 

es característica, como vamos a demostrarlo. 

RecÍ moco. Si en un triángulo ABC, de altura AH, se tiene 


BA® = BC - BH, 
el triángulo es rectángulo en A. 


BA BH 
tícT" “ BA 


Ib d..mi, HA- 1 BC i BH, 

1 1 M ■ tln bmiiii que expresa una propiedad de las longitudes, la 

i’ri ki iii.no i 11 n ríe i i/a un triángulo rectángulo. En la figura 133 

lu mi ^ 'l'bujad», un triángulo A 11 VJ en el que B'A' = BA, B'C' = BC 


Siendo positivo el producto BC . BH, resulta que II y C están a im 
mismo lado dd punió B en la recta BC; los triángulos AHB y LAB 
tienen, en este ruso, un ángulo común (Iu que no sucede en los trián¬ 


gulos A'H'B' y 
proporcionales, 


CATL), q ue 


puesto (lile. 


es el ángulo B, comprendido entre lados 

BA BH 

según la hipótesis, - — — ———, 

BC BA 


i Ni i i I MI i f ll m A V 


7 


I 
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Luego estos triángulos son semejantes y BA£ = BHA = ——. Por 

2 

consiguiente, el triangulo ABC es rectángulo en A, 

A A » 




Teorema, En un triángulo ABC, rectángulo en A t el cuadrado de 
la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos 
lados . 

De las igualdades 

BA 3 = BC . BH, 

CA 2 - BC - en 

se deduce 

BA 3 + CÁ 3 - BC - BH + BC * CH = BC(BH + CH) = BC 3 , 

puesto que 

BH + CH = BC* 


Recíproco* 5¿ en un triángulo ABC se tiene B0 — ÁB 2 + AC 2 , 
el triángulo es rectángulo en A. 

Construyamos un triángulo ATTC' de modo que A' sea recto, que 

ATC = AB y A'C = AC. Siendo rectángulo este triangulo, B'C' 2 = 

— A'B' 2 + A'C* 3 , B'C' 2 será igual a BC 3 y por tanto B'G' = BC. Los 
dos triángulos ABC y A'B'C" tinen sus tres lados iguales; por tanto, 

los triángulos son iguales y A - A' ™ -* 

2 

Aplicación. Calcular la longitud de una cuerda AB de un circulo 
de radio R t situada a una distancia OH — d del centro . 

El triángulo AOB es isósceles ( fig . 134); OH es la mediatm de AB, 

AB 

por tanto HA — HB = --* El triangulo AHO 


es rectángulo en H, por consi guíente* O A 2 — 
— OH 2 + HÁ 2 . es decir. 


R3 = ¿a + 


AI! 3 



AB = 2 sj R a — d\ 


Consecuencias. 1* Toda cuerda es menor que 
un diámetro : AB <! 2R; 

2* De dos cuerdas desiguales , la mayor es la más próxima al centro , 
pues si d aumenta , AB disminuye; 

3" Las cuerdas AB cuya longitud es un numero fijo 2a t son tan¬ 
gentes a un circulo de centro O y radio OH “ s/ R 2 — a?. 

Teorema. En un triángulo A BC, rectángulo en A, la altura AH 
es media proporciona/ entre los segmentos que determina sobre la 
hipotenusa (fig. 132), 

Los triángulos AHB y CHA tienen dos ángulos iguales ABH = CALI 

(ángulos complementarios del ángulo C), y AHB = CHA (ángulos 
rectos); por tanto, los triángulos son semejantes y sus lados (v, pá¬ 
gina 91) son proporcionales. Por consiguiente, se tiene 


AH 


BH 


CH 


AH 


es decir, AH a == HC ■ HB. 

Esta condición no es característica. Por el contrario, la relación 


AH 2 = —HB * HC 

sí lo es, como lo demuestra el recíproco siguiente. 

Recíproco, Si en un triángulo ABC, de altura AH, se tiene 

AH® = —HB ■ HC, 
el triángulo es rectángulo en A (fig. 135). 


Puesto que HB * HC es negativo, H estará situado entre II y C t 
y por tanto la altura AH cortará la semicircunferencia de diámetro 
BC en un punto A\ situado al mismo lado que A con relación a BC, 

r * , 

L1 triángulo A BC es rectángulo en A' (el ángulo A' está inscrito en 

una semicircunferencia), ]>or consiguiente, se tiene HA' 2 = 

= — IÍB . HC - HA 2 . De donde HA = HA' y p ot tanto A y A' se 
confunden. El triángulo ABC es rectángulo en A. 




Reluciónos métricas en un triángulo cualquiera. — Teore¬ 
ma. En un triángulo ABC, en que su altura es AH, se tiene (fig. 136) 

ÁC 2 ¡=~ÁB 2 + BC 5 —2BC . BÍf. 

Los triángulos AHC y AI1B son rectángulos, por tanto: 

ÁC 2 = AH 2 + líC 2 , 

AB 2 = AH 3 + iW, 

por consiguiente: 

AC 2 — AB 2 = HC 2 — IÍB 2 = (HC — IÍB) (HC + HB) 
HC—TÍB=HC + BH = BC (fórmula de Chasles) 

Tic + mi =» (írn + bc) + íTb ; 

luego 

AC 2 — ÁB 2 = BC(2HB 4- BC), 

es decir, 

ÁC 2 = AB 2 + BC 2 + 2HB . BC 
o, sustituyendo IIB por —BH, 
o AC 2 = ÁB 2 4- BC 2 —2BH . "BC. 

Diferencia de los cuadrados de dos lados de un trián¬ 
gulo. “Teorema, La diferencia de los cuadrados de dos lados AB 
y AC de un triángulo ABC t en el que AH es una altura y AÜ una 

mediana , es igual a 2BC * OH {fig* 136). 

Anteriormente hemos establecido la igualdad 

ÁC 3 — AB 3 = (TÍC — HB) (ÍIC + HB) t 
pero HC — HB = BC y, por oirá parte, HC ~ HO + OC y 
lili = HO" + QB, luego "HC + "HB = 2H0 +~OB + OC. Pero 
siendo O el punto medio de BC, tenemos OB ~ —OC y, por consi¬ 
guiente, HC + HB s= 2HO. Por tanto, tendremos 

ÁC* — ÁB® = 2BC ■ ÍÍO 
ÁB 3 — AC 2 — 2ÜC - OH. 


Lugar de ios puntos M tales que MB 2 — MC 2 = k. — Teore¬ 
ma. El lugar geométrico de los puntos M de un plano tales que la dife¬ 
rencia de los cuadrados de las distancias a dos puntos fijos B y C 
sea constante t es una recta perpendicular a BC, 

Sea O el punto medio de BC {fig. 137), M un punto del plano 
y 11 la proyección del punto M sobre BC. Según el teorema precedente: 

MB* —MC 2 = 2BC - OíT. 

La condición necesaria y suficiente para que esta diferencia tenga 
un valor constante k es que 

2 BC - Olí = k. 

Esta igualdad prueba que el punto H es im punto lijo de la recta BC, 
perfectamente determinado sobre esta recta por la igualdad OH = 

k 

= — . Sea HM la recta ilimitada perpendicular a BC en el pun- 

2 BC 

lo II. Esta recta es fija: ella constituye el lugar geométrico buscado* 

Suma de los cuadrados de dos lados de un triángulo.— 

Teorema. La suma de los cuadrados de dos lados AB y AC de un 
triángulo ABC, en el que AO es una mediana , es igual al doble del 
cuadrado de esta mediana aumentado en la mitad del cuadrado deí 
tercer lado BC (fig. 136). 

Sea AH la allura del triángulo ABC que es también la del triángulo 
ABC) y en este último tenemos 

a 7> ^ OAí + 6o — 20G . OH. 

De un modo semejante en el triángulo ACO se tiene 

ÁC 5 = OA 2 + OC 3 — 20C - OH. 

Como O es el punta medio de BC, se tiene OC — — OB, y por tanto, 

ÁC 2 = OA- + OíP + 20B - OH. 

De estas igualdades se obtiene 

"AB 2 + M? - 20Á- + 2ÜB\ 

es decir, 

— — — BC 2 

AB 2 + AC 2 = 2 O A 2 + ——. 

2 
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Fig . 137 


Fig* 138 

Fiq. 139 
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Migar Kflovtirttribu iUi lüS Puntos M talos que MB 2 + 

I MC 1 - ¡h ím.hkma Ki fugar geométrico de los puntos M del 
v i <m a tul* lf ti i tn utm¡t de tos cuadrados de las distancias a das pttn- 
hh /||,!V It * i U it r -MJ Jí$ntt\ es una circunferencia que tiene por centro 
, t pa ntit im ,lu i d> IM no existe. 

I , A . ..i M lt(: {fig. 138), se tiene 

-- BC 3 

MIP I MI? = 20M a + — r —. 


I * . ot*\U i .irania y suficiente para que M sea un punto del lugar 

•K |miii Unto, que 

BC 3 

20M a + - - - - = Jt f 
2 

en ilaclr, que ___ 

2k — RC 3 


OM 2 = 


Si Ai 


BG a 


- ( esta condición no se cumple para ningún punto del 


P»., y por tanto no existe el lugar geométrico» 


Si k « 


Si k > 



BC? 


BC? 


m ? 


el único punto del lugar es O, 


el lugar es una circunferencia de centro O y radío 


Fórmula ti© Stewftrt *— Teorema» Sean A, B y C tres puntos 
distintos , alineados, y M un punto del plana , Cualquiera que sea M se 
verifica (fig, 139) 

M A® - BC + MB a * CA + MC? . AB + AB . BC" - ^A = O* 

A (van relucí ñu se la de no ni ¡nn fórmula de Stewart. Sea H la pro- 
yin ióii ortogonal del punto M sobre la recta ABC» En el triángulo 
MAC tenemos 

M A 2 MÍ? + CA 3 — 2CA - CÜ; 

y en el triángulo ÍV1 Iti 

MB 2 ^ MC® + CB» — 2CB * CÍL 

Con estas dos igualdades llagamos operaciones fiara obtener MA 3 . 

BC + MC 2 * CA, lo que equivale n eliminar CU (te las dos ecua¬ 
ciones: 

MA 2 . BC + MB 2 ■ CA = MC 2 (BC + CA) + CA 2 . BC + CB 2 • CA 


.= MC 2 - BA -f CA - BC (CA + BC) 

= MC 2 . BA + CA - BC • BA. 

Sustituyendo en ella BA por —AB, esta Telaciún se escribe: 

¡VÍA 2 . BC -}-~MB 2 . CA + MC 2 . AB 4- AB . ÜC . CA = O 
y constituye, bajo esta forma, iu relación de Stewart. 


Potencia de un pi nto respect o a un círculo 


Propiedades de las secantes a lu circunferencia* Condición para que cuatro puntos de un plano estén en una 
circunferencia. Condición para que una circunferencia pase por dos puntos y sea tangente a una recta en un 
punto dado. Potencia de un punto respecto a un circulo. Eje radical de dos circunferencias. Diferencia de las 
potencias de un punto P respecto a dos círculos* Construcción del eje radical* Circunferencias que pasan por 
dos puntos y son tangentes a una recta* Circunferencias que pasan por dos puntos y son tangentes a una circun¬ 
ferencia dada Posiciones relativas de las circunferencias inscrita y circunscrita a un triángulo. Posición de los 
ejes radicales de tres circuios tomados dos a dos* Haces lineales de circuios. Circunferencia de un haz lineal 
que pasa por un punto* Círculos ortogonales* Círculos ortogonales a dos circuios dados 


Propiedades de las secantes a la circunferencia. — Teorema* 

Si dos secantes AM M y A PE' cortan una circunferencia (0) en tos 
puntas M„ M\ P, P' se tiene 

AM , ÁST = AP * AP'* 

Hay que considerar dos casos, según que A sea exterior (fig. 140) 
o interior (fig. 140 bis) a la circunferencia (O). En los dos casos 
tramaos MP, M*P* y elijamos las notaciones de modo que los ángulos 

PMM f y PP'M" estén ambos inscritos en un mismo segmento y por 
consiguiente sean iguales (v» p. H6)» Pura esto basta que P' y M estén 
a un mismo lado de la recta PM * 




Fig, 140 Fig. 140 bis 


a 



Los triángulos APM y AM"P" son semejantes (v. p. 91) porque tie¬ 
nen dos ángulos iguales: el ángulo A común y Jos ángulos inscritos 

PMA = M'P'A (v. las figuras)» Por consiguiente, sus lados son propor¬ 
cionales : 

AM AP 

AP' ~~ AM' * _ _ 

ca decir, AM - AM' ^ AP - Al v * Luego los dos productos AM * AM' 

y AP ■ AP" tienen el mismo valor absoluto; ios dos son positivos si A 
ch exterior a la circunferencia y ambos negativos si A es interior* Por 
tanto, son iguales. 

TkorKHA. Si una tangente AT y una secante AM'M cortan una cir¬ 
cunferencia (O) en los puntas T, M r se verifica 

AT 2 = AM * ÁM\ 

Sólo hay que considerar un caso (fig. 141): cuando el punto A es 
rhlriior aí círculo. Elijamos las notaciones de modo que A y M estén 
i\ uno y otro lado de la recta TM» En estas condiciones (v. p. 8ó), 

el iui|/ulif inscrito TMM es igual al án guio ATM'. 

En ehiv cano los triángulos ATM y AMT son semejanle^ porque 

t mu n d oh ángulos iguales (v, p t 91): A común y 1 MA — MIA* Por 
..igno ntr, hiis latios son p ropo relímales: 

AM AT 

AT AM' 


El producto AM * ÁM' es positivo, puesto que A es exterior al círcu¬ 
lo, luego es igual a AT 3 . 

Condición para que cuatro puntos de un plano estén en 

Una circunferencia.— Siempre podremos elegir las letras que de¬ 
signan cuatro puntos distintos P, P*, M, M\ de los que tres no están 
alineados, de modo que las rectas PP' y MM' se corlen en un punto A. 
Supongamos que sucede así* 

La condición necesaria y suficiente para que cuatro puntos P, P, 
M y M" de un plano estén en una circunferencia (fig. M2) está ex¬ 
presada por __ _ _ 

AM - AM' = AP - APl 

En efecto, la condición es necesaria, pues si los cuatro puntos están 
cu una circunferencia, se verifica que 

AM . ÁM' “ AF* ÁP 7 . 

La condición es suficiente. Por hipótesis, AM • AM" ™ AP * AP*. 
Por los puntos no alineados M, M' y P pasa una circunferencia (0)* 
La recta AP no es tangente a la circunferencia (0), pues si lo fuese, 

se tendría AM • AM* = AP“. Luego AP corta esta circunferencia, 
primero en P y después en Q, y como M, M , P, Q están en una 

misma circunferencia, AM * AM' = AP » AQ, 



Fig. 142 



Comparando esta condición con lu hipótesis se deduce que AQ = AP 
y por tanto que los puntos P* y Q se confunden; por consiguiente, P 
pertenece a ía circunfcrcneia (O) que pasa*jior M, M y P. 

Condición para que una circunferencia pase por dos pun< 
tos y sea tangente a una recta en un punto dado.— La con¬ 
dición necesaria y suficiente para que una circunferencia pase por dos 
puntas M y M* y sea tangente en T a una recta AT, es (fig* 143) que 
la mediatriz de MM' sea perpendicular en T a la recta A l o bien que 
MM* corte en A la recta Al' y se verifique 

Á/P = AM ■ AM'* 
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GEOMETRÍA 


I i iíhcmmi fí * jiní> evidente rii t|ui.r la mediutrk de (Vi M es peí 
pmrtdicular cu T u ln recia AT Supongamos por tanto que las rectas 
MM y Al Mr cortan <*u A, 

Lu rci/i dic¿6n it f¡ccesar¿d* En efecto, sí Ja circunferencia (O) que 
]u\hn por M, M' y T ea tangente en T a lu recta AT, tenemos que 
AT® — AM . AMA 

la condición es suficiente* En efecto, por los puntos M, M' y T, que 
no están en línea recta, pasa una circunferencia (O), La recta AT no 
es secante a esta circunferencia, pues si la cortase en un punto T' dis¬ 
tinto de T, tendríamos que AT - AT = AM * AM', lo que contra¬ 
dice 1 h hipótesis. La recta AT que no es secante a la circunferencia 
(O) y la curta en un punto T, es tangente a (O) en este punto. 

Potencia de un punta respecto a un circulo, — Se llama po¬ 
tencia de un punto A (fig. 144) respecto a un círculo (O) el pnolacto 

AM - AM' de los segmentos de origen A y extremos M y M\ que son 
los puntos en que una secante, arbitrariamente elegida y que pasa 
por el punto A, corta la circunferencia (O). 

Sí el punto A esta sobre la circunferencia (O), el producto es nulo. 

Si el punto A está en el centro O diíl circulo de radio R, el pro¬ 
ducto es —HA 

Sí el punto A no está sobre la circunferencia ni en el centro O de 
ella, la recta O A queda bien determinada y corla la circunferencia 

en dos puntos P y P', diferentes de A (feg. 144), Se tiene AM - AM' ™ 



- AP * AP'; pero AP = OP — OA y AP' - OP' — OA f y como 

OP — — OP y AP — — OP — OA, el producto AM * AM' será 

Igual a OA® — Óñ es decir, a OA® — R 2 , 

Se comprueba que, en lodos los casos posibles, 
la potencia deí punto A respecto al círculo (O) es 
independiente de la secante elegida para definirla: 
su valor ni» depende más que de la distancia d =: 
— O A y del radio 11 del círculo. La potencia de un 
punto respecto a un círculo es igual a d 2 — ft&. 

Eje radical de dos circunferencias. — 

hl lugar geométrico de los puntos M del plano que tienen la ftiisma 
¡njirncia respecto a tíos circunferencias (O) y (O'), no concéntricas^ es 
uttn recta perpendicular a la linea de los centros (XX. Esta recia es por 
definición el eje radical de Lis circunferencias (O) y (O'). 

[,n potencia ¡¡ de M respecto a una circunferencia (O) de radio K 

(jig. 145} es MQ 2 — R 2 ; la potencia p de M respecto a la circun¬ 
ferencia (O') de radio R' es MO ' 2 — R # 2, 

La condición necesaria y suficiente para que p = p se expresa por 
la igualdad 


MQ 2 — MQ'® = R 2 — R'3 

Siendo i el punto medio de 00 ', en el triángulo M00\ de allura 

MM, se verifica: MO® — MO ' 2 = 200' ,TFl (v, p. 97). De esta igual¬ 
dad se deduce 

200' . IÍT = K3 — R' 2 . 

í.oim* O y O son dos punios distintos conocidos, r 3 i ,1 igiiu!d¿iil defi* 
ne un punto H, y sólo uno, de la recta OO'. 

La cundieion necesaria y suficiente pura que M -sea tm punto del 
fiar buscado es <|iie MM sea perjiendieular a 00' cu II, siendo I! un 

pumo lijo; dicho <ie otro moda, el lugar geométrico es lu perpendicu¬ 
lar a 0 <)’ en el punto lí. 

Diferencia de las potencias de un punto P respecto a dos 
circuios. Sea^ p un punto de la figura 145, K su proyección «rto- 
Konal sobre OO, p y p' sus potencias respectivas con relación a los 
Circuios (O) y ((>'), La diferencia p — p de las potencias del uunla P 
respecto a los círculos (O) y (O') viene dada por la fórmula 

P — P = 200' . TTK. 

En efecto. 


p - P0~ — R2 


y / = P0'“ 


_ ■ H' 2 ; por consiguiente, 

P ~ l f = VO z — K ¿ + R' ¿ t En el triángulo POO' se tiene 

(v* p. 9t) t PO 3 — PO - = 200' . IK. En la pregunta anterior hemos 

visto que II estaba determinado por la igualdad 200 ' . Jh = IX 2 — 

Por tanto, sustituyendo, por una parto, PO® — PO^ y, ¡ mr oin ^ ri _ 
— IT 2 , tendremos para los valores hallados: 


p — p = 200' . JK - 

hC 


200 ' - Ilí 


= 200 

Lsta formula es de uso frecuente en geometría. 

Observación, La diferencia p — p dr las potencias de un punto 

1 respecto a dos circunferencias cuneenIrica* es una constante R~_ R 2 

que no es nula si fes circunferencias son diferentes. En el casa de que 
K >- K, no será nunca p = p\ y por consiguiente no habrá ningún 
punió que tenga la misma potencia respecto a las dos circunferencias. 

ciüímíwSÍ 5 " del ® ie r . adiCal " ]r caso. Las dos circunferen¬ 
cias (O) y (O > se curtan en A y li (fig. 245). Los puntos A y i] tienen 

mu Potencia Igual a cero, respecto a los dos círculos: luego son 
dos puntos del e c radical, que es AR. b 

r 2 ÍL A f°vl ttS d «» CMTunferccias (t»'y (O') son tan gentes en A 
r<t 146). El punto de contacto A está sobre 00' y tiene una misma 
potencia cero respecto a los dos círculos: por tanto, es el pie del eje 


radie a L Este es, por d* 

rfUiNtguiiuiir, la prr- 
pend i cu lar a (KX 
t rii/.arlri por H punto 
A, es decir, Ja tan¬ 
gente común a los 
dos círculos. 

3 wr caso. Las dos 
circitn fe rendas (0) 
y m no tienen 
ningún punto común 
(fig. 147 y 140). 

Tracemos una circunferencia auxiliar (ru) que corte (O) en M y JVL 
y que corte también {()') en P y P' t Unamos P con P' y M cotí M': 
las rectas I 5 P y MM' se cortarán en general en un punto A, Al estar 
los punt os P, P f M_y M sobre una misma circunfercitcij (o»), se veri¬ 
fica Al . AP — AM * AM : luego el punto A tiene ifeual potencia 
respecio a los circulas (O) y (O'); por consiguiente, este punto estará 





Fi{j r 148 

Sf»bre el eje radical buscado, que será la perpendicular trazada por A 
a la recta 00 . 

Observación. Si tina recta 1 l es tangente común a los círculos (O) 

y (0') f siendo los puntos de contacto respectivos T y T, el punto A' 

centro de l I es tm punto del eje radical, pues la potencia tic A' res- 

pccLu al círculo (O) es A'T 2 y respecto al círeulo (O') es A'T' 2 ? y estas 
dos cantidades son iguales (fig. 147), 

Circunferencias que pasan por dos puntos y son tangen¬ 
tes a una recta* Hay dos circunferencias y solamente dos, tangen- 
tes a una ñuta dada (D), que pasan por dos puntos A y Lí situados 
a un mismo lado de esta recta, si las rectas Aü y { f)) son secantes* 
Tracemos una circunferencia (D de radio cualquiera (fig, 149), que 
pase por A y B; tracemos la recta AJJ, que cortara la recta dada 
(D) en un punto L Al estar los puntos A y tí, por hipótesis, a un 

mismo lado de k recta (l» ? d punto I es exterior a la circunferen¬ 

cia (D. Por tanto, se puede trazar una tangente I i’ al círculo (T), 

v sr tiene 11 ^ — IA ■ 1IL Sean M y M' los dos puntos de la recta (D) 
definidos por IM = 1M' ~ IT. 

I o flay dos circunferencias que pasan por A y B y son tangentes a la 
recta (D), 

Son las circunferencias (C) y (C/), que pasando por A B M y 

A, d, M, son tangentes en M y JVT a kjrcta (!>), porque <v.’ p. 99 

y 100), por construcción, IM a = IM' 2 = IT 2 = ÍA . IR 

2" No existe ninguna otra circunferencia (Ci) que pasando por A y fl 

* Vii íanfe ' cnl J¡ a (DE Si existiese una, tendría un punto de 

contacto P con la 

recta (D) y se veri¬ 
ficaría Ipa = [A . [R. 

Por consiguiente, í* se 
confundiría con M o 
ctm M' f y la circunfe¬ 
rencia (Ci) que ten¬ 
dría tres puntos co¬ 
munes con {(_¡) o con 
(CT), se confundiría 
con una de ellas. 




Fig* 


Fig. 150 


m 


tliiSLii vac ioiv. Si AB fuese paralela a k recta fí)) [fig, 150 L \u 
iiirdiatriz (¿i) de AÜ corlaría en, M la recta (I)), y la úlfetinferereia 
ARM, tangente en M a la recta (DI, sería k única rimitifcreneia que 
pasando por A y II fuese tangente a la recia (IJL 

Circunferencias ciue pasen por dos puntos y son tangen 4 * 
. es a uria R| rctinferencia dada. — Hay dos circunferencias y ¿u- 

Lamente dos . tangentes a ana circunferencia duda (O), que pasan por 

dos puntos dados A y R ritnudas las dos en el exterior o los dos en 
el interior de esta circunferencia. 

Se traza una circuí! f eren lia 
(I ) que pase por A y lí (figu¬ 
ra 151) y que corte la circun¬ 
ferencia O U cu dos puntos dis¬ 
tintos E y F; sea 1 el punto 
común a fas dos rectas AR y 
LE que suponernos son secantes. 

Al ser los puntos A y U ambos 
exteriores t> ambos interiores a 
la circunferencia (O), están pur 
con si guien le sobre la porción 
de einrurifereucia fí’) situada 
a un cierto lado de k recta 
EF, y k cuerda AR de (F) 
corta la cuerda IÍF de la mis¬ 
ma circunferencia eu I, exte- Fía* 151 
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. i lid I negó dr <dr I, exterior a Im circunferencia (0), tie pueden 

I.hi I III i'riitCH IM, 1M ¿I (O)* Srail M y M Ion pU|ít‘*H de COll- 

hM In de *' 1 i ih» 1 -. la rigentes, 

I! k-, dos rir<HmfrreruMaa que pasando por A y B son tangentes a la 
f ínuMiírranrln (O); éstas son (O) y (C') T que pasan por A, li, M y 
pro A* li* M respectivamente. En efecto* la circunferencia (O), por 
i p mphq pasa por A y B: será tangente en M a ía recta IM, porque 

I. J T T f 

í VI ' IE * IF [potencia de ! respecto al círculo (O)] y porque 
lE * IF \ ^ IB [potencia de ¡ respecto al círculo (I 1 )] y, por con¬ 
siguiente, IM 2 = i A ♦ IB* Siendo la recia IM tangente en (VI a los 

dos círculos (O) y (C), éstos serán laminen tangente® por definir ion. 
El círculo (O') es también tangente en M f al círculo (Oh 

No existe ninguna otra circunferencia (Ci) que pasando por A y B 
cji tangente en un punió F a la circunferencia (0)* Si (Ci) exís- 
nrMt% Alt sería el eje radical de (Ci) y (I 1 ); siendo EF el eje radical 
le tí') y (O), el punto común a estas dos rectas tendrá la misma 
potencia respecto a (O) y (Ci); IP será el eje radical de (O) y (Ci) T 
porque 1 llene la misma potencia con respecto a estas dos circónferen- 
i iu h y porque P es un punto común a estas ultimas* Puesto que (Ci) 

V (O) herían, por hipótesis, tangentes en l\ el eje radical iP sería 

lungrnie t*n P a cada una de ellas y en particular a la circunferen- 
i ni (O). Luego P se confundiría oon M o con M\ porque hay solamente 
ibis tan gentes, IM, IM \ trazadas desde I al círculo (O). La circun- 

I ciencia (Ci), que tiene tres puntos con iones con (C) o con (C), se 
r 'iilundiría con una cíe estas ultimas, 

OhsekvacjÓn. Sí las rectas EF y Aíi fuesen paralelas, la mediatnz 
f A) de AB (jig* lf>2) y la medialriz di- EF serían dos diámetros para¬ 
lelos del círculo (l'j, luego se confundirían. Ahora bien, la media- 

II i/ de \ÍF es también un diámetro de Ja circunferencia (O); por cou- 
■ i;oliente, la mediatriz (A) de AB sería un diámetro de entremos M 
y W\ que son puntos de la circunferencia (O)» 

Las circunferencias (C) y (C), que pasan por A, R, M y por A, 
B, M respectivamente, son tangentes al círculo (O) en M y JVT, y 
mui las únicas circunferencias que pasando por A y B son tangentes 
a (O)* 


Posiciones relativas de las circunferencias inscrita y cir¬ 
cunscrita a un triángulo, —/ai condición necesaria y suficiente 

futía que das cifCUnjctencitts (O), de centro O y radio R, y (ni), de 
centro ípi y nidio r - lí. sean resfireitvaFiiente Itis círeunfef encitts ios ,- 
cfíta y circunscrita a na triángulo ARO es que se aerifique 

7Si¡á - Ra _ 2lí/* 

La condición es necesaria. Por hipótesis existe un triángulo ABC 
Ijig. 153) inscrito en el círculo (O) y circunscrito al círculo (<a). 


Sea <o el centro de la circunferencia exinscrila en el ángulo A: la 

circuí di ■renCÍa (E), de diámetro ..pasa por B y C p y su centro E 

en el punto medio de un aren B(1 ív* p. 96). La potencia de ta respecto 

al circulo (O) es Ow 3 — IV, y su potencia respecto al circulo (E) es 


i:c ro. 

SI designamos por fí el pie, sohfe la línea de los centros CE, del 
eje radical Bí* de los dos círculos (O) y (E) y por K la proyección 


del punto sobre OE, la diferencia Ooé : —-R 3 de las potencias de 

este (junto respecto a los dos círculos será también igual a 20E * HK 
(v* p. JOU), es decir, a —-2Rr, y tendremos 



Fig. 152 


Fig, L53 


La condición es suficiente. Por hipótesis ÍW J = R 3 — 2Rr, En pri- 
mci lugar observaremos que Ooi < lí -—/ implica que eí círculo (<<>) 
m a interior al círculo (O)* Elijamos arbitrariamente un punto A sobre 
la circunferencia (O). Tracemos A-o; sea E d otro pumo de Ínter- 
seceitm con la circunferencia (Oí. Tracemos la circunferencia (E) 
con centro en E y que pasa por o»; ésta corta (O) en los pimíos 
B v L* La circunferencia circunscrita al triángulo ABC ea (O); el 
eeoho de la d re unieren cia inscrita a este triángulo esta sobre la cir- 

runí' ttucííi (E) y sobre la bisectriz AE del ángulo A, luego es u* o u /; 
p 1 ’hi ^olo ír» en interior a la circunferencia circunscrita (O), por con- 
11 1 m i r i 11 # ■ rj, fn + El radio x de la circunferencia inscrita viene dado por 

la 1 1 u ínula 


ih.fi = R 3 


2Rx, 


por consiguiente es r. Luego la circunferencia inscrita al triangulo 

CS (í|j). 

CóftC'í.USlÓN, Como el punto A bu sido elegido arbitraria iticiiU 1 , hoy 
una infinidad de triángulos que admiten (O) y (fii) como cir canje- 

rendas circunscrita e inscrita, si xc verifica Onr = R 3 — 2Hr* 

Posición de los ejes radicales de tres circuios tomados 

dOS a dos- — Los ejes radicales de tres circuios (O), (O ) y (C), 
cuyos centros O, (/ y C forman un triángulo* non rectas con cu/renta*. 

Estos ejes radicales existen, puesto íjuc dos cualesquiera de las cir- 
circunferenriu riladas no son concéntricas. El eje radical (M) de (O) 
y (()') [/¿^, 154J corta el eje radical (A) de (C} y (O) en un 
punto A, pues estos ejes 
radicales, perpendiculares a 
los lados 0(T y OC de un 
ángulo, no son pa rale los* El 
punto A nene la misma po¬ 
tencia respecto a (O) y (O*), 
propiedad del eje radical tIM, 
y con relación a (O) y (E), 
propiedad de (A)" luego 
tiene la misma potencia res¬ 
pecto a (O ) y (CE y perte¬ 
nece por consiguiente al eje 
radical (A') de estos dos, 
círculos. Por tanto, los tres 
ejes radicales concurren y su 

pimío de ..íóu cs t por 

definición, el centro radical 
de loa tres círculos. 

Los ejes radíenles de tres 
círculos (O), ((V) y (C), n¿- 
yos ('entros O, O" y L son distintos y están en línea rata, Son, en ge¬ 
neral , pándelos. 

En efecto, son perpendiculares n la recta que pasa por los tres 
centros y que se llama línea de los centros. Si, rxeepenmalmente, los 
ejes radicales (I)) y (A) con fundiesen, todo punto de esa recta 
t emir i® la misma potencia respecto a los círculos (Of, (CT), (C) y 
por consiguiente sería un punto de (A )■ Los tres círculos (O), (CE), 
(C) 1 muirían entonces el mismo eje radical. Vamos a estudiar este 
caso, que es muy interesante 

Haces lineales de circuios. — Se dice qm- un circulo (C) p<t- 
ÍCfJ een id haz línea! (O * O ) de círculos definido ¡>or dos círculos 
distintos (O) y (O') mi c tuteé nttíntx, cuando los tres circuios (O), 
(O), (C1) ti en e n el m ism o eje rndicuL 

l l ' r CASO* Supongamos que (O) y (O ) tienen dos puntos comunes 
A y II, Toda circunferencia que pase por A y B es tma circunferencia 
del haz (O - O )* Ev i den Le mente el eje radical de dos cualesquiera 
de loa tren círculos (O), (tV) y (C) eS.AB (fig. 155), 





Fig. 155 


Fig, 155 


Toda circunferencia (tí) del haz (O * UT pasa por A y B. En efecto, 
el punto A del eje radical común tiene la misma potencia (cero) 
respecto a (O) y ÍC): luego la circunferencia (C) pasa por A y 
también por B, Se dice que A y B son los puntos fijos de! haz, 

2 !J caso* Supongamos que (O) y (O ) son tan gentes en A (fig. L56). 
Toda circunferencia (L) tangente en A a los dos círculos dados es 
una r. i re un fe reneia del haz. Evidentemente el eje radical de dos cuales¬ 
quiera de Eos lies circuios es la tangente común en el punto A. 

Toda circunferencia (C) del haz (O * O f ) pasa por A; su centro C 
es un puntó de la recta 00': luego (C) m tangente en A a los 
dos rirruios dados* 

3 C1 CASO. Suponga huís que (O) y (O ) son secantes (fig, 157)* 
Sea 11 el pie del eje radical, A y 1.1 los punios en que la circun¬ 
ferencia (O) corta 00' y A\ lí loa punto® en que 00' es cortado 
per la circunferericia (()'), Torio punto del eje radical de las dos 
c í rcu n fe re n cías (O) y 
(O ) es exterior a ellas: 
luego podemos trazar 
desde H una tangente 
HT a una de las cir- 
eunfereneiaH. Se ¡¡alemos 
en 00 los díis puntos 
l y j definidos por 
Hl = HJ - H T. 

Tendremos HT 3 = 

= HA A L)B' [potencia 
de H respecto a (O )] y 

HA' . ÍTTr = HA - 11B 

[II está sobre el eje 
radical (S>)I; por con- 



Fig, 157 
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sígüientf, rriimi IN I Mí, resulta que 

T\P = HA * Hü = Ü\' , iTeP, 

Los |>i]nt í y J dividen annómcamemfi los segmentos ASÍ y A H'. 
Sr.in V y (,) don |niiitus de la recta OU r , conjugados armónicos respecto 
a I y j, decir, tales que 

TíF = ttp * íTq* 

Todo circulo (l.) ríe diámetro PQ es un circulo dei haz, En efecto, 

siendo el punto H tal que HA . IlB = HA' * ÍTíl' ~ TíP . HQ, perte¬ 
nece a los tres ejes rad¡cates de los círculos (O), (O') y (C) tomados 
dos a dos: estos ejes radicales son perpendiculares a 00', luego se 
c [infunden, 

Joda circunferencia del haz corta 00' en P y Q, conjugados 
armónicos respecto a l y J. En efecto, H, que es un punto de (D), 
tiene la misma potencia respecto a los círculos (0) t (O') y (C); por 

consiguiente, HA * IU3 — HP * HQ, lo que implica HI 3 — HP * HQ, 
Los puntos I y j, conjugados armónicos de todos los pares de puntos 
(A, 0), (A' t R'), (I\ 0)* se denominan puntos de Poitcelef del 
haz (O - O')* 

Observación. Entre los círculos del haz figuran en particular aquellos 
que tienen corno centros los puntos I y J y su radio es igual a cero. 
Se les denomina circulas puntas del haz. 

Circunferencia de un haz lineal que pasa por un punto. 

Teorema. Por un punto M sittttidü fuera del efe radical (D) pasa una 
circunferencia, y sólo tina , del haz (O * O*). 

La proposición expuesta en el l or caso (p. 101, fig. 155) equivale 
a la siguiente, que ya se demostró anteriormente: por tres puntos A, 
R, M no situados en línea recta pasu una circunferencia y sólo una, 
En el 2” caso (fig. 156) hay una circunferencia y sólo una que 
pasando por dos puntos A y M sea tangente en A a una recta (D) 
dada. 

Examinemos el T ir caso. Tracemos IÜM (fig . 157)* Esta recta corta 
la circunferencia buscada en un punto M' que puede ser o no dife¬ 
rente de M. Este punto queda definido por HM * HM' =s HT 3 , 
Esta bien determinado. La medial ri/, de MM' corta la línea de 
los centros en C, La circuí) ir rene ja (O de centro C y que pasa por M t 
pasa también por M' y corta en 1* y Q la recta 00'. Se tiene 

HP * HQ = HM * HM' [potencia de H respecto al círculo (C)J y 

HM * HM' = HT a , por construcción. Por consiguiente, HP . HQ = 

“ 111A El circulo (C) es el único del haz que pasa por el punto M* 
Uuservac lów. Se comprueba que MP y MQ, rectas perpendiculares 

conjugadas armónicas de MI > MJ, son las bisectrices del ángulo iMj, 
Mí FI 

Por tanto, --— 1 = -, Cada circunferencia del haz puede ser defi* 

MJ PJ 

nidíi como el lugar de [os puntos tales que Ja razón de sus distancias 
a los puntos de Ponerlet tiene un valor constante dado. 

Circuios ortogonales. — Se dice <iue dos círculos (O) y (O') 
son ortogonales cuando son secantes y sus tangentes en ano de las 
puntos de infere ¿creían son perpendiculares 

Mediante un volvimiento alrededor de la línea de los centros 00' 
se comprueba que las tangentes en el otro pimío de intersección B 
son también perpendiculares {fig. 158). 

I EOEtEMA, La condición necesaria y sufi¬ 
ciente pora que dos círculos (0) y (0 ) de 
radios K y R (fig. 15ÍÍ) sean ortogonales es 

00' 3 = R 3 d- m 

La condición es necesaria. Los círculos (0) 
y (O) son ortogonales por hipótesis: luego 
el radio OA, perpendicular por definición a la 
tangente en A al circulo (O), es, por hipi> 
lesus, tangente al círculo (O'), El triángulo 

0A0' es rectángulo y se verifica QQ' 3 — 

^ R3 + 

La tundición es suficiente. Por hipótesis, QQ' 3 = R 2 + R'S, Esta 
es la tundición necesaria y suficiente para que exista un triángulo 
OAH , de lados OA — R, O A ~ R' y rectángulo en A. Por consi¬ 
guiente, los círculos (O) y (00 tienen un pumo común A y en este 
punto son ortogonales* 

La condición enunciada es equivalente a esta otra: 

La condición necesaria y suficiente para que dos círculos sean orto- 
gmnles es que la suma de las poteadas del centro de uno de ellos 
respecto a estos círculos sea nula. 



’i equival r hmibóii i ln iiem 1 nlr: 

ÍM caiuíicttm , ^ujinente partí que dos círculos sean orto¬ 

gonales es que todo dtám fto de uno de ellos , secante al otro , sea 
cortado ttrnwnicamtfftte pof t l 

Kíi efecto, si un diiiuu'iH. I'Q del círculo (O) corla en M y W el 
circulo ( 0% la eomi 11 i un dr ... ¡a 

Ópa = MM . OM' 

es también la eond reino jmi.ii que Ja suma de las pote netas del punto O 

respecto al circulo (O), UI ,a , y respecto al circulo (0'), QM . OM\ 
sea nula* 


Circuios ortogonal os a dos circuios dados.— Sean (o> y 

(0) I iis don circuios dadun. 

l^ r CASO. Supongamos que (O) y (0') tienen dos punios A y B 
comunes ( ftg, 159). Todoi Ion círculos del haz lineal en que A y B 
son tos puntos ile Ponoolet mrlun t>n P y Q l a recia AB, y se tiene 
por definición: 


(P ■ Q - A * B) = —L 


El diámetro PQ de estos círculos es dividida 
los puntos A y B, por lo que estos 


armón trámenle 


por 



círculos son ortogonales tt lodóü los que 
pasan por A y tí, y en particular a 
los círculos (O) y (O'). 

Recíprocamente, si (C) es un círculo 
ortogonal a (O) y (O'), su centro C 
tiene la misma potencia con relación a 
estos dos círculos [el cuadrado del 
radío del círculo (C)J: luego está sobre 
su eje radical AB. Éste corta el círculo 
(C) en P y Q y al ser ortogonales los 
círculos (0) y (Q ( resulta que (P - Q . 

• A * II) = -—L Por consiguiente, el 
circulo (C) forma parte del haz en que 
A y B son los puntos de Pcmcelet, 

2° caso. Supongamos que (O) y (0') 
son tangentes en A (fig. 160). 

Todos los circuios tangentes a 00' Fifi* 159 

cu A son ortogonales a los círculos (O) 

y (O ) y también a todos los del haz (0 ■ 0'). Recíprocamente, todo 
círculo (C) ortogonal a los circuios (O) y (0') tiene su centro en 
el eje radical (D), i|tte es la tangente común a estos dos círculos. 
Su radio es LA, El círculo (C) es, por consiguiente, tangente a 00' 
en A. 1 ndos los circuios (C) son círculos do un haz lineal, 

3*'^ caso. Supongamos que (0) y (0') no se cortan (fig. 161); 
notaciones yu utilizadas para lus haces de círculo. 



Todos lo círculos (C) que pasan por los pirnton -Ir Poncelet 1, J del 
haz (O - 0') son ortogonales a los círculos (O) y (O ), porque estos 
círculos cortan armónicamctiic en I y J Jos diámetros AB y A'B' 
de los círculos (O) y (O ) respectivamente. 

Recíproca menee, si (O es ortogonal a (O) y (0'), su centro C tiene 
la misma potencia respecto a estos dos círculos, luego es un punto 
del eje radical que corta en II la línea de los centros. El circulo 
de diámetro LO pasa por H y por los puntos a, fi comunes a los 
círculos (O y (O): resulta que H, punto exterior al círculo (0)* 
es interior al (C) y que, por consiguiente, este rírcuto rorla en V y J' 
el diámetro ()(>\ Luego lo corta armónicamente. Siendo H el punto 
medio de la cuerda I'J # , se tiene HT = HI' y IIP = HA . HB. Por 
tanlu, V y J' se confunden con los puntos de Punce leí l y J . 

Se observará que, en los tres rasos, iodo círculo ortogonal a dos 
círculos no concéntricos es ortogonal a todos los círculos del haz deter¬ 
minarlo por estos dos círculos. 

Este estudio se resume diciendo: 

Los circulas ortogonales tt dos círculos (0) y (O) no con céntricos 
son todos los circuios de un haz lineal que se denomina haz conju¬ 
gado (O - (EL Esta$ círculos son ortogonales a todos Lis circuios del 
lutz (0 * O'), 

Cuando ¿os circulas (0) y Íí) ) no son tangentes* los puntos fijos 
de uno cualquiera de los dos haces son los puntos de Pone ele £ del 
segundo haz, 


Polar de un punto con relación a una circunferencia 


T untos conjugados con relación a una circunferencia. Polar de un punto con relación a una ríre 
Polo de una recta con relación a una circunferencia. Posiciones relativas del polo y de la polar. C< 
de la polar de un punto con relación a una circunferencia. Recias conjugadas con relación a una eirc 


Cu ad r i 1 útero a ni hVi i i co 


ircunferencia* 
Construcción 
c i reuniere uchú 


Puntos conjugados con relación a una circunferencia.— 

Se dice que dos puntos A y M Son conjugados con relación a una 


circunferencia (O), cuando la recta AM es cortada por ht circunfe* 
rencía en dos puntos P y Q (fig, Íó2) t conjugados armónicos 


con 
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# * I fp ' I. n S * M il fi 1 1 r í m n■ i. • i■ ' IIiflf jif'UiJIí-n|i dtd f► rciftn rn que 

, 4'<HO'l fil' I . ■ ... 

i i " .. iiir ■. mili■ irnir^ puni que A y M nean rn ri¬ 
lo H* I"* iii» n f>n iin i fii * n i nuil i ' lina (tí) non: 

l»u S ' í .. ln íi.. M'mon ; 

,i ii 11 ■mui' *•rn i .1 t\* iliiMM tru AM nra ortogonal x la rircun- 

íMi'ii I I (Ml t | I 11 1 1» t i ..I telón rirrrsai ut y Hiilicirntc para que dos 

iin ii a i'..tM|'i.nalf“-i i’M que un diámetro de una de ellas, 

AM i « * |mh|,iIi#, n it i infmlti .iMimriitiunuile ¡tur la otra en P y tí. 

Oh ■ 4■ it . .di.. kit omití la primera; se justifica esta 

MtuHiVu Allí i ■ 1 111 1 f¡ f i . 11 í l m de geometría analítica* fuera de nuestro 

MIIhIIi» ♦ diiilb | mi t ■ m p que do t pantos A y M non con jugados, con 

«* i tn i * . nn nñft rt nciu (O), cuando la circunferencia de di& 

i < \\l * * r i ftfioitti! u la circunferencia (O)* 

rolar 4 l« un punto con relación a una circunferencia*- 

li rn mí t i lugar de tos puntos EVl conjugadas de un punto jijít A 

con relación a una circunferencia (O) es tina 
recta (D), excepto en el caso de t/tte el punto A 
sea el centro de la circunferencia (tí). Esta recta 
se llama polar del punto A con relación a la 
circunferencia (O) \_fig* 162]. 

Siendo A distinto del punto O, la recta OA 
queda determinada: ella corta en U y C Ja 
circunferencia (tí) [OB — tíC = RJ; sea H 
el conjugado armónico de A cutí relación a los 
puntos B y L* 11 es un punto de OA bien deter¬ 
mina do por la condición 

OA - OÍT - R2 



t*l p* 162 


'.. .» (O) la [MCrpendlcular a OA en el punto H. 
i f punto M es conjugado del punto A, la circunferencia de diá- 

■ iir i ir» A M, que por definición es ortogonal a la circunferencia (O), 

.I diámetro BC de esta c i reunieren cía en dos puntos conjugados 

.tros con relación a B y tí; uno de estos puntos es A, el otro 

■ H roí* consiguiente, el ángulo AHM, i use rilo en una eoimci retín fe* 
r ni ni v% recto y el punto M está sobre La reí. la (l)b 

i M es un punto tomado al azar sobre la recta (D), la circutife* 

■ • ru in de diámetro AM pasa por A y por H, luego corta armónica* 
ni-ule el diámetro BC de la circunferencia (O) y por tanto es orto- 
l'muil a esta circunferencia, Por ron si guien te t el punto M es con jo* 

, i>tn del punto A* 

1 ji neta. indefinida (D) constituye el lugar de los conjugados de A, 
ni decir, la polar del punto A con relación a la circunferencia (O), 

Polo de una recta con relación a una circunferencia.— 

Iji polar de un pimío A (fig, 162) con relación a una cí re unieren- 
ni (O) es una recta (0) perpendicular a Ja recta OA en el punto H 

ile cata recta definido por la relación OA * OH = ftí, siendo R el 
nidio de la circunferencia (tí)* 

Reciprocamente, si (D) es unu recta del plano que no pasa por 
H centro O de la circunferencia (tí), hay tin punto A y uno sólo, 
oble nido bajando desde tí la perpendicular OH sobre la recia (D) 
y eligiendo sobre esta recta el punto A definido por la igualdad 

tíA * OH = R 2 * 

liste punto A tiene por polar la recta dada íltí* 

Definición, Se llama pulo de una recta (tí), que no pasa por el 

rmtro O de una circunferencia^ can relución a esta circunferencia, 

el punto A cuya polar con relación a esta circunferencia ca la recta (D). 

Posiciones relativas del polo y de la polar* — Lu condición 

necesario y suficiente para que una recta (tí) sea tangente a una 

circunferencia (O) es que el palo de 
esta recta esté sobre la recta (D) o 
sobre la circunferencia (O). 

En efecto, esta condición equivale 
ú que la distancia Olí del centro tí 
de [a circunferencia a (D) sea igual 

a R, Puesto que tíA - OH = RA 

dicha condición equivale a tíA R t 
igualdad qtic expresa que A cuta subir 
La recta (D) o que esta sobre la cir- 
conferencia (O)* 

La condición necesaria y suficiente 
para que una recta (D) corte una 
circunferencia (tí) en dos puntas i 
y V es que el polo de esta recia sea exterior a la circunferencia (0) 
[fi* 164] * 

En efecto, la contlfi ióu necesaria y suficiente para que (D) corla 
la circunferencia es que la distancia OH de! centro 0 a la recta 
sea menor que R, radio de la circunferencia (0), La desigualdad 

OH < R equivale a OA > R, puesto que O A * OH = RA Ella 
expresa que el punto A, polo <1 o la recta, es exterior a la circun¬ 
ferencia (O)* 

El punto A es, en este caso, exterior a la circunferencia (O) y se 
pueden trazar desde A dos tangentes a esta circunferencia: vamos a 
comprobar que estas son las rectas Al’ y AT\ 

Puesto que el punto T está sobre ía polar del punto A, la circunfe¬ 
rencia de diámetro AT es, por definición, ortogonal a la c i reunieren* 
da (0); por consiguiente, el diámetro AT y el radío OT de la circun¬ 
ferencia (O) son perpendiculares y mino consecuencia AT es sin duda 
una de las dos tangentes trazadas desde A a la circunferencia (O)* 
Lu otra tangente es AT', 



/,oí puntos f y í" en que la polar de un punto A f exterior a una 
t'ircunfercncM (( * V, coila fu circunferencia (tí) son los puntos de 
contado de lu s tangentes trucadas desde el punto A a la circunfe¬ 
rencia. 

Si fu ptdat de un punta A r«n te tac tan a una circunferencia (tí) pasa 
por un punto B, tu polar de lí con relación ft la circunferencia pasa 
por A (fig, 163 L 

En efecto, puesto que la polar de A pasa por B, la circunferencia 
de diámetro AU i-s ortogonal a hi nre un herencia (tí); por mu siguiente, 


la polar del punto B pu^a 
por el punto A, conjugado 
armónico de B con rela¬ 
ción a l J y Q, 

Construcción de la 
polar de un punto con 
relación a tina circtin* 
tere neta. — Si el pun¬ 
to A cala sobre Ja circun¬ 
ferencia, la polar es la 
per penó mular a tí A cu <1 
punto A, 

Si A no está sobre la 
circunferencia (fig* 165), 
se trazan flus secantes 
APQ, A P*Q\ Se unen 
P y o;, P y v\ tí y v\ 

Q y Q'* Sean 11 y C los dos ólllinos 
píelo asi formado; la recta BC es (v* 
con relación al ángulo en C y corta 
tal manera que (A . M - P - Q) = (A < 

Luego M y M son conjugados de A 
tía (tí); por definición, estos son dos 



vórtices del cuadrilátero enm- 
p* 43) lu polar del punto A 
PQ en M y P Q cu M , de 
M' . P f * Q') = —L 

con relación ft la rircunferen- 
puntos de la polar de A con 

[ue la recta 


relación a esta circunferencia. Como conclusión se tiene 
BC es la polar de A con relación a la circunferencia (0) 


Rectas conjugadas con relación a una circunferencia.— 

Se dice que dos rectas (D) y (¿) son conjugadas con relación a 
una circunferencia (O), cuando el {tolo A de una de ellos (D) se 
encuentra sobre to otra, 

Sr.'a B (jig. 166) H polo de ]n recta (A)» La polar (A) del punto 
íi pasa por A, luego la polar ÍÜ) de A (jana por Ib Por tanto, si el 
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pola de una cualquiera de las dos rectas (l>) está sobre la otra (A), 
*d polo dr (A) está sobre (D). La propiedad de ser conjugadas dos 
rectas con relación a una circunferencia (tí) es indepcmlietili 1 del orden 
en que se enuncien las rectas. 

Teohema* La condición necesaria y suficiente para que dos rectas 

(D) y (A), que pasan por un punto P exterior a una circunferencia 

(O), sean conjugadas con relación a esta circunferencia es que las dos 

rectas sean con fugadas armónicas con relación a las tangentes PT y 

pT , 

trazadas desde el punta P a esta circunferí acia (fig, 166 b 
La condb ion es necesaria: por hipótesis, las rectas (U) y (A) son 
conjugúelas ron relación a la circunferencia (tí). El pulo A de (tí) 
(fig t 166) está sobre (A) y el polo B de (A) esta sobre (tíb Al pasar 
la polar de A y la polar de B por el punto P, la polar de P es la recs 
la ABt Esta recia corta la circunferencia (tí) en ios puntos T y Tb 
Loj. punt oh A y B son conjugados con relación a la circunferencia (O), 
S< b tiene, por tanto, (A * B * I - Ttí = —I y las rectas (D) v (A) 
non en:namente conjugadas armónicas con relación a las dos tangentes 
PT y PTb 

La condición es suficiente: por hipótesis (A) y (tí) son conjugadas 
armónicas, de las tangentes PT y PT\ Cortan en A y B la recta TY' 
y se time que 

(A - B • T . T') = — L 

La polar del punto A (fe la recta (A) erm relación al círculo (tí) 
píiMü pues iior el punto ií, conjugado armónico de A con relación a T y 
a I . Pero corno la polar de P es TT\ que pasa por A, la polar de A 
piiha j>í,r P. Ella posa por tanto por l J y por lí; es la recta (D). Al 
estar sobré (A) el polo A de (D), las rectas (D) y (A) son conjuga- 
da» con relación a la circunferencia ((tí* 


Cuadrilátero armónico* — Se dice que un cuadrilátero ABCD 
Oig. 1671 inscrito en una circunferencia (tí) es armónico, cuando sus 
diagonales AC y BD son conjugadas can relación a la circunferen¬ 
cia (tí). 

El pulo E de la diagonal Btí está sobre la diagonal AC: E es con¬ 
jugado armónico íle F, punto común de las diagonales, con relación a 
los puntos A y C* Sea I el punto medio de BD* El haz de cuatro rectas 
1A, IC, IE, IF es armónico, y puesto que IE, !F son perpendiculares 
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por construid oí!, los imbuios for mudos por tas rectas 1A, J (! llenen 
por biseetricc* las rocina 1K, !F (v. p. 92 y 93). Late resultado se 
ex \ íivsii i J ir (mulo : 

l *t diagonal IM1 de un cuadrilátero armónico es la bisectriz del angu¬ 
ín AH! Iormado por las rectas que unen el punto medio de esta 
diagonal con ios otros dos vértices, 

Prolonguemos IA ha si a el punto A" donde esta recta encuentra de 


nuevo la eimiub-rrnrtti (O) ; se tendrá fA' 


IC r como segmentos 


simétricos con rrf.n tim al diámetro IE; se tendrá IA * IA' = IB 2 , 
potencia de 1 con relación a la circunferencia (O) y por consiguiente 


IB 3 = IA * IC, 

En un ciiodrUátero armónuo, el cuadrado de una semidiagonal es 
igual al producto de las distancias del punto medio de esta diagonal 
a tos otros vértices. 


Traslaciones - Giros - Simetría 

Giro de una semirrecta. Fórmula de adición de ángulos orientados. Angulo orientado de dos vectores. Angulo 

orientado de dos rectas (D. JV), Condición para que cuatro puntos estén sobre una circunferencia. Transforma- 
clones. Traslación. Figuras transformadas de figuras elementales por una Iras lució tu Giro. Figuras transformadas 
de figuras elementales por un giro. Desplazamientos. Simetría con relación a una recta (D), Producto de dos 
simetrías. Igualdad de dos figuras. Simetría con relación a un punto. Simetría oblicua 


Giro de una semirrecta. — Se llama giro de una semirrecta OJVÍ 
que gira alrededor de un punto O, la operación que lleva la recta OM 
desde una posición inicia i ÜA // una posición final OE, engendrando 

uno de tos dos tíngalos AOB fes necesario especificar cuál) y girando 
siempre en el mismo sentido (íig. 168). 

Se íi día i te que un observador, colorado en tina región bien determi¬ 
nada del plano, es capas de distinguir el sentido del giro de ía recta 

OM para engendrar tm ángulo AOB en el movimiento de giro OA* OB 
y en el movimiento OB, OA. Este hecho se expresa diciendo que el 

plano está orientado. 

Uno de Jos dos sentidos se llama positivo, por definición; el otro 
se lia ina negativo. 

El sentido puede estar indicado en la figura por una flecha, o bien 
colocando un reloj sobre el dibujo y llamando positivo o negativo, a 
elección, el sentido en que se desplazan las agujas, o puede emplearse 
cualquier otro procedimiento. No precisaremos, dejando al lector el 
cuidado de elegir a su gusto en cada figura. 

Sea $ la medida del ángulo AOB engendrado por la reda OM 
girando alrededor de O en el sentido positivo, desde OA a OB; si el 
movimiento de OM en el sentido positivo continua más allá de OB, 
cMa recta engendra todo el plano, es decir, dos ángulos llanos, antes 
de volver a pasar por la posición OB; es cómodo decir que el ángulo 
engendrado en estas condiciones está medido por 0 -h 2rr. Esta defi¬ 
nición está relacionada con la definición de suma de dos ángulos, dada 
en el capítulo segundo. 

Si el movimiento de la recta OM en el sentido positivo continua, esta 
recta pasa un número entero de veces k por la posición OB y conveni¬ 
mos en decir que ella ha engendrado un ángulo cuya medida es 
0 + 2 kw, 

SÍ el movimiento de OM se verifica con relación a O A en e! sentido 
negativo hacia OB, el ángulo engendrado cuando OM coincide con 
OB la primera vez, es 2;r — B % y cuando el movimiento se continua en 
el mismo sentido hasta coincidir por Ar osímft vez, el ángulo engendrado 
es 2jt — 0 Hh 2/¿?r. 

Se conviene en llamar ángulo de giro, que lleva la semirrecta O A 
sobre la semirrecta OB t uno cualquiera de tos números que miden 
el ángulo engendrado por la recta OM, precedido del signo + si el 
sentido de giro es positivo y del signo — si es negativo. "Este ángulo 

se representa por la notación (OA,OB), que se enuncia “ángulo orien¬ 
tado O A, OB A For consiguiente, por definición se tiene 

(OA,ÓB) = 6 + 2/r^ 

o bien 

(OA,OB) — — (2tt + 2At r). 

Estas dos fórmulas se resumen escribiendo 

(OA,OB) _ 0 + 2far, 

siendo k un numero entero positivo, negativo o nulo. 

Llamamos la atención del lector sobre la palabra ángulo utilizada 
en la expresión “ángulo de giro"; esta palabra rio designa, como en 
la lección segunda, una porción de plano. Como el giro tiene por 
objeto llevar una semirrecta OM desde O A sobre OB, poco importa 
en geometría si OM ba engendrado el ángulo saliente o el ángulo 
entrante: sólo interesa que ha partido de OA para terminar en OB 
La igualdad 

(OA^OB) = 

siendo a un número positivo, negativo o nulo completamente arbitrario, 
define ^ la operación geométrica que regula el paso de O A a OB y 
también define el giro. La igualdad 

(OA^OB) = « + 2kir 

define una operación diferente de hecho, cuyo resultado es el mismo. 
También conviene no diferenciarlas y considerar como equivalentes las 
dos igualdades expuestas. 

Fórmula de adición de ángulos orientados- —Teorema, Sean 

O A, OB, OC tres semirrectas concurrentes en un plano orientado; entre 
los ángulos de giro (OA t OB) f (OB,0C}* ÍOC,OA) se íínie la relación 
(OA,OB) 4- (OB,OC) + (OQOA) = 0. 


Ona semirrecta OM girando en el sentido positivo a partir de OA 
coincide con OB antes que con OC o eon OC antes que con OB. Exa¬ 
minemos estos dos casos. 

I o El orden de coincidencia es OB, OC (fig. Í6B). 

Sean o¡, /?, y las medidas de los ángulos engendrados por OM: 

AOB =f y, BOC = oí, AQC = /í. Se tiene — a 4- y. 

Hemos visto que (OA,OB) ^ y, (OB,ÓC) - a , (OC,QA) = — fl 
por definición (recordemos aquí que el 2 kx no se escribe en las igual¬ 
dades en que sólo intervienen ángulos de giro). 

Por consiguiente, 

ÍOAOB) + (OB,OCj 4- (OCLOA) = y + a~^0. 

2" El orden de coincidencia es OQOB (fig, 169). 

Se tendrá (OA,UB) = y, (OB,OC) = — a, (OC, OA) = — J0; pero 
en este caso se tiene y = « + /í< RefculLa también. 

(OAOB) 4- (OB,OC) + (OQOA) = 0. 



Corolario, Se tiene (OAjOC) = (OA^OB) 4- (00,00). 


Angula orientado de dos vectores. —Sean AB y A B' d na vec¬ 
tores en un plano orientado; se llama ángulo orientado de estos deis 

vectores (AB,A'B) el ángulo de giro que lleva una semirrecta 0C, 


paralela a AB y del mismo sentido, sobre una semirrecta OC paralela 

a ATT y del mismo sen f id o que ésta (fig, 170). 

Insistimos una vez más que la palabra ángulo que figura en la expre¬ 
sión “ángulo orientado” no lleva consigo ya la idea de superficie como 
en el capitulo segundo, sino la de movimiento que lleva OC sobre OC 

engendrando uno de los ángulos COC/, lo que puede llevarse a efecto 
de cualquier manera. 


—> —>- 

De esta definición resulta que si ATT y AiBi son dos vectores parale* 
los y del misino sentido (AB,A1T) = (AB,AiB|), puesto que la semi¬ 
rrecta OC/, paralela a A'lT y del mismo sentido, es también paralela 


a AiBt y del mismo sentido que ésta (Jig* 170). 



—^ — y 

Resulta igualmente que si A'B" y AjRi son paralelas (fig. 17l) ? pero 
de sentido contrario, (AB,A'B') (AB,AiBt) 4- ?r T puesto que OC' 

■— y 

debe ser sustituida por su opuesta OCi cuando se sustituye A B' por 

—> 

AiBi. 


FÍ0. 171 


Fig. 173 


La condición necesaria y suficiente para que A'B' y AtBi sean para¬ 
lelas y del mismo sentido es (ATT,AiBi) = 0, lo que quiere decir que 
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(Á'B',AiBi) os igual a cera o u 2kx. Lu condición para que 
vectores «can opuestos es (A'R',AiBi) = ít, lo que quiere decir 
(A'ü' t AiBi) igual a n o a (2 k + IJtt, 

Angulo orientado de dos rectas (D,D). — Se llama ungido 


orientado (D,D) de la recta (D) con le recta (DQ uno cualquiera de 
Ion Angulos orientados que se ha de girar la recta (D) para llevarla 
sobre (D). Si 0 es uno de estos ángulos* los otros son 0 + kn* 

Condición para que cuatro puntos estén sobre una cir* 

Ounf eren Cía, ~ Teorema, La condición necesaria y suficiente para 
que cuatro puntos A, B t C T D estén sobre una circunferencia es 

(CA^Ctí) = (DA.DB) + kn. 

Si C y D están a un mismo lado fie AB {fig. 172), los ángulos ACB 

y ADB inscritos en un mismo arco de circunferencia son iguales; por 
otra parte, el sentido de AC hacia (AB es el de DA hacia DB, Se tiene 

por tanto (CA,CB) = (DA,DB). 

Si C y D están a distinto lado de AB (fig* 173)* uno solo de los 
ángulos orientados (CA,CB), (DA,DB) es positivo, por ejemplo (DA,DB). 
Sea 0 su valor. El ángulo ÁCB es suplementario dd ADB y su medida 
es jt — Q* Se tiene (ÜA,CB) = — (jt —■ 0) - B — ir y, por consi¬ 
guiente, (CA,CR) ” (Í)A, D B) —■ tt. 

Transformaciones. — Se ílarna transformación punto por pun¬ 
to (T) una operación geométrica que hace corresponder a un punto M, 
arbitrariamente elegido en un plano „ un punto M\ llamado homólogo 
o transformado de M. Limitaremos nuestro estudio a las transformacio¬ 
nes (T) que hacen corresponder a un punto M un punto MA y uno sólo 
bien determinado, salvo cuando d punto M ocupe excepcional mente 
ciertas posiciones particulares en el plano. 

Se llama idéntica la transformación que hace corresponder a un 
punto M un punto M' confundido con M, cualquiera que sea M, 

Los puntos M' transforma¬ 
dos de los diferentes puntos 
M de una figura (F) forman 
una figura (F')* que se llama 
homologa o transformada ríe 
(F). De las figuras (F) que 
coinciden con sus transfor¬ 
madas (FD sn dice que son 
invariables en la transfor¬ 
mación. 

Si IVT es el transformado 
de M (¡¿g. 174) en una 
Fig. 174 transformación (T), y si M f ' 

es el transformado de M' en 
otra transformación (T), el conjunto de las operaciones que compren¬ 
den la transformación (T) y las efectuadas a continuación, que compo¬ 
nen la transformación (T)» constituye una transformación (T")^ que 
hace corresponder al punto M el punto M". Esta transformación se 
llama producto de las dos transformaciones (T) y 

> 

Traslación. — Se llama traslación PQ, siendo P y 0 dos puntos 
fijos dad os j la transformación que hace corresponder a un punto M 
de un plano el punto M y definido por 

—> —> 

MM' = PQ* 

La traslación hace corresponder a un punto M cualquiera un punto 
M' y uno sólo. 

Teorema, La traslación PQ hace corresponder a un par de puntos 
A* B el par A\ B\ de tal manera que 



(F’l 


A'B' = AB. 

_y ^ ^ 

(Fig. 17Ó). Por hipótesis , A A' = FQ y RR' “ PQ, los vectores AA' 

y RB' flon paralelos, iguales y del mismo sentido y la figura ABRA' 

es por tanto un paraklogramo; por consiguiente, A B = AB, puesto 
que estos dos vectores son paralelos, iguales y del misino sentido (pro¬ 
piedades de los lados de un pa rale logra mo). 



A' 


W 


(DI 

(O) 


tC M’ 


A M 

Fig. 17(> 


A W 

Fig. 177 


Recíproco. Sean A y A' dos puntos fijos; la transformación defi¬ 
nida por la igualdad 


A'M J = AM 

es una traslación AA r (fig. 176), 


JV. tu mu mío razón que antecede, la figura A'M'MA es un paralelo- 

.. n. ihIk i purti MM = AA\ igualdad que define la trask- 

> 

nuil A A 

FlKurfli transformada* do figuras elementales por una 

traslación. La transformada de una recta (D) es una recta paralela 
(IV) ¡fig. 1771 

Sea A un punió de (I)), A rm triiiiHÍoniUido; la igualdad A y M* — 

m AIM Índica que M doucrihe Iji partihdn (I)') trazada por A * a 
la recia (D) y que la describe rompida ruando M describe completa la 
recta (D), 

La transformada de una circunferencia (O) es una circunferencia 
igual (O ), 

Sea (Y el transformado del centro O fie lu nminfereiick (O); la 

igualdad O'M' = OM implica que O'M' = OM; por unto, si M des¬ 
cribe la circunferencia (O) de radio R, M' describe la circunferencia 
(O') de centro O' y radio R, igual a la circunferencia (O). El parale¬ 
lismo de O'M' y de OM lleva consigo que si M describe la circunfe¬ 
rencia (O) completa, M' describe la circunferencia (O') completa, neja¬ 
mos al lector el trabajo de hacer las figuras y de establecer que la 
tangente M E ti la circunferencia (O ) en IVL es paralela a la tangente 
en M a la circunferencia (O). 

La transformación que permite presar de M a M es la traslación 

—> -> 

QP (es decir, la inversa de ía traslación PQ)* 

—> — > -> 

EL producto de dos traslaciones PQ - QR es la traslación PR. 

Sea M un punte cualquiera y M' su transfoflnado en la traslación 

—^ ^ ^ 

PQ ( fig . 179); se tendrá PM = QM/ f porque el transformado de P 

-> 

es Q. Sea el transformado de M en la traslación QR; se tendrá 

—V —> —> H > 

QMf = RM"; de donde PM = KM". Esta igualdad define la irask- 

—> 

eión PR. 

El producto de un número cualquiera de traslaciones es una trasla¬ 
ción o una identidad. 

Giro. —Se llama giro (O * 8) la transformación (fig* 178) que hace 
corresponder en un plano orientado a un punto M cutdquiera el pun¬ 
to M' definido por 


(OM,OM') = 8 y OM = OM'. 

(El punto O dado se denomina 
centro de giro; B * un numero dudo 
cualquiera y que no es múltiplo de 
2n, se llama ángulo de giro.) 



Flg. 178 


La igualdad (QM,GM'j — 0 de¬ 
fine una semirrecta OM' y una sola 

deducida de OM por el giro 0 ; sobre esta semirrecta, 0(VL =■ OM 
define un punto M y uno stdo deducido del punió M. 

Tuohkma. El giro 
(O * 6) hace corres¬ 
ponder a un par de 

puntos (A • B) el par y ^. r ,.. >M - 

(A' . B ) de tal mar p 
ñera que 

A y B y - AB 





V''. 


te 

" A 


X-í 

M 


:V" 

o 


Ffp. 180 


____ Ftp* 179 

(AB,A y BQ = $. 

Únase (fig* 180) el punto O con los puntos A, B, A' B\ Por cons¬ 
trucción, | OA = O A', OB = OB' | y (OA.OA') = (OB > OBG = 
= 9. 

De esta igualdad se deduce (v, p, 103); 

(OAOeT) + ÍÓB,0A’) = (OÍOA') + (ÓA',013'), 

De donde (OA,OB) = (OA'.OB') y, en particular, los ángulos AOB 

y Á’OB' de los triángulos AOU y A'OB' son iguales. De esto resulta 
que los triángtilos AOB, A OB' son iguales (segundo caso dé igualdad: 

OA = OA', OB = OB', AOB = Á'OB'): los terceros lados serán 
iguales y A'B' = AB. 

—> —> ^ 

Sea ÜC un vector equipolente a AB. El transformado de C en el 

giro (O - 8) es C', definido por OC' — OC, (OC,OC') = 8. Según la 
primera parte de la demostración, se tiene A^B' = AB y B C' = BC; 
ahora bien, la figura O ABC es un paralelogramo por construcción, de 
donde AB = OC, BC = OA. De estas igualdades resulta que A'B' = 
AB - OC - OC y B'C = BC =OA = OA'. El cuadrilátero com- 
vexo OA'B'C' que tiene sus lados opuestos iguales es un parale logra- 
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mo: el vector ÜL' es* pucH, equipolente «ii vector A De ello roMilln 
que, pot definición, 

^ (AMnBO = (OCOC^_^ 

y como (ÓC,OC) = tí, se nene también (ÁB,A'R') ~ tí, 

RecÍ ruoco. Sean A y A" dos puntos dados y tí un número dado dife¬ 
rente de 2k?r; la transformación que hace corresponder al ponfo M 
el punto M' definido por 

A'M' = AM* ÍAWU/M 7 ) = tí 

es un giro . 

I er caso, 0 no es múltiplo de ir, las rectas AM y A'M' se coTtan en 

I (fig, 181). l a mediatriz de AA' corta la circunferencia circunscrita 

al triángulo Al A en dos puntos; para uno sólo de estos punios, O, 

se tiene (OAjOA^) — tí. ^ 

En efecto, sea tí' el valor absoluto de tí; el ángulo AÍA es igual 
a tí" (fig. 181), o a ít — tí' (¡ig. 182); sí es igual a tí', se toma O al 
mismo lado que í con relación a AA'; si es igual i\ n ~ tí', se toma 1 

a un lado y 0 al otro de AA'; en los dos casos se tiene AÜA = tí'. 

El valor absoluto de (OA,OA) es por tanto igual al de tí; se com* 

prueba sobre las figuras que los signos de los dos números son clara¬ 
mente iguales. 



NP 



Fig. 182 



M*-*A 

Fig, 183 


nidio R, Dicho punto la describe completa cuando M describe la cir* 
conferencia (C). 


El producto de una traslación A A" par un giro (O - tí) es un giro 
(fig. 186). 

~~f^ é 

Sea M' el transformado de M en una traslación; se tendrá A'M' = 

= AM. Sean A" y M' los transformados de A' y M' en el giro A M — 
= A'M', (A'ACPm' 7 ) = tí. 

De estas igualdades se deduce A'M " = AM* (ÁM,A"M ,f ) — tí, lo 
que es suficiente para definir un giro en el cual M" es el transformado 
de M. 

El producto de dos giros (O » tí), ((V * tí') es un giro sí tí + tí' no 
es un múltiplo de 2rr y es una traslación cu ando tí + tí' es un mííl> 
tipio de 2 j r {fig, 187). 

Sea A un punto fijo, M un punto arbitrario, A' y M' sus transforma^ 

dos en el primer giro, A" y M" los transformados de A' y M' en el 

segundo giro. 

Se tendrá (1« giro): A'M' = AM, TamJw) = tí. 

- (2- giro): A"M" - A'M\ CÁ^pM^") = tí', 

y como consecuencia, A"M" = AM y (AM,A"M 7 ') = (AM.A'M 7 )’ + 

+ (AWá'RT) = 0 + 9 '. 

Si tí + tí es diferente de un múltiplo de 2n% estas igualdades defi¬ 
nen un giro en el cual es el transformado de M. Si tí + tí' — 2kw * 


los vectores AM y A'M' son equipóle rúes; estas fórmulas definen la 


traslación AA' t en la cual M" es el transformado de M. 


El giro {O • tí) transforma, pues, el punto A en un punto A' y trans¬ 
forma el punto M en un punto M'i, tal que se verifique 

A'M'r = AM {AM,AM'i) = tí. 

Estas igualdades definen un punto y uno sólo, que es M'; luego M* 
y M'i se confunden. El punto M' se deduce, pues, de M por el giro 
(O tí). 

2" caso , tí es múltiplo impar de tt. 

A'M' y AM (fig, 183) son dos vectores opuestos, la figura AMA'M' 
es un paralelo gramo; sea O el punto de intersección de las diagonales, 
punto medio de A A'. Éste es un punto fijo, y las igualdades OM' = 

= ÜM, (OM,OM) = ?r definen el giro (O * jt) en el cual M' es el 
transformado de M. 

Este giro particular « llama también simetría con relacióo al 
punto O. 

Figuras transformadas do figuras elementales por un 

giro.— La transformada de una recta (D) es una recta (D'). 

Si la recta (D) pasa por el centro, la igualdad (OJVÍ,OM # ) — tí pone 
de manifiesto que M' está sobre una recta (D') deducida de (D) por 
un giro tí alrededor de O. Supongamos que (D) no pasa por el cen¬ 
tro O. Bajemos desde 0 la perpendicular ÜA (fig, 184) sobre la recta 
(D); A es su pie y A' el transformado de A en el giro. Se ha visto 



Desplazamientos. — Se llama desplazamiento en un plano a una 
traslación o a un giro. El desplazamiento es la transformación de la 
que hemos admitido, en el primer capitulo, la existencia y ciertas 
propiedades para definir la igualdad de dos figuras. 

El producto de dos desplazamientos es un desplazamiento. Se expresa 
esta propiedad diciendo que loa desplazamientos son transformaciones 
de un mismo grupo* 

Simetría con relación a una recta (D). — Se llama simetría 
con relación a una recta (D) [fig. 188], llamada eje de simetría* la 
transformación que. hace corresponder a un ponfo M del plano el 
simétrico M' de ese punto con relación al pie H de la perpendicular 
bajada desde M a la recta . 

Si el punto M está sobre la recta (D), M' coincide con M, Si el 
punto M está fuera del eje de simetría (D) p M' es distinto de M y 
la recta (D) es media triz de MM\ 

La figura transformada por simetría de una figura (F) se llama 
figura simétrica (ha de especificarse en que clase de simetría). Cuando 
una figura (F) es simétrica de sí misma con relación a una recta (D), 
se dice que (D) es un eje de simetría de la figura. 

La simetría y el semigiro definido en las paginas 76 y 77 son 
dos operaciones idénticas. La transformada por simetría de una 
recta (A) es pues una recta (A') t fig, 188], Si tina de estas rectas 
corta al eje de simetría, la segunda io corta en el mismo punto y la 
figura formada por (D) y (A) ae pueden superponer con la que forman 
(D) y <¿') mediante un semigiro, por lo que Ja recta (A) y su 
simétrica (A ) forman ángulos iguales con el eje de simetría. 

Si (A) no tiene ningún punto común con el eje, tampoco lo tendrá 
(A0‘ de donde si una recta (A) es paralela al eje de simetría, la 
simétrica (A ) es también paralela al eje y por consiguiente a (A). 

La figura simétrica de un segmento All es un segmento A B igual 
al segmento AB. 


que los triángulos 0AM t OA'M' son iguales; como el ángulo OAM es 

recto, OA'M es también recto. El punto M' está sobre la recta (D') 
perpendicular en A' a la recta OA7 Es evidente que sí M describe la 
recta (D), M' d escribí rá la recta (D'). 

La transformada de una circunferencia (C) es una circunferencia 
igual (C'). 

Sea A el centro de la circunferencia (C) y R su radio (fig, 185); 
sea A' el transformado de A; se tendrá A'M' — AM — R* Por con¬ 
siguiente, M' será un punto de la circunferencia (C) de centro A' y 




Producto do dos slmotrfas. — El producto de dos simetrías con 
relación a dos rectas (D) y (D ) conairreitfes en un punto O es un 
giro (0 ■ 2tí), siendo tí el ángulo orientado de la recta (D) con la 
recta (LK). 

Sfía M un punto cualquiera (fig, 189), M' su simétrico con relación 
a la recta (D), M" el simétrico de M' con relación a la recta (DO, 
H el punto medio de MM', H' el punto medio de M'M", 

Siendo (D) la media triz de MM' # se tiene OM = OM', y siendo 
(D') la medial riz de M'M", se tiene OM' = OM". De donde se 


deduce OM" = OM, Ademas <OM,QM') = 2 (OH,OM'> y OM'OM" = 
= 2 (OSnoirT; por tanto* (OM,OM v ') ^""(OM^OM') + XúM\OM ?f ) = 
2 (TJhAMO + 2 TcÍmFohO = 2 rÓÍEOH 7 ). El ángulolOHAH') es 



Fia. 180 


Fig. 186 


O 1 

Fig. 187 


Fig . 188 
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igual, siguiendo loe casos de la figura, a 0 o a 6 + ir; por consi* 


guíente, en cualquier caso, (OM,OM") = 2 B. 

Líi» fórmulas (OM,QM r ) — 2B, ÜM" = OM definen claramente 
(v, p, IOS) el giro (O * 2/?)> 


RECÍPROCO. Un giro (O * 26) es el producto de dos simetrías, 

Se traza una recta (D), elegida arbitraria mente, que pase por *1 
centro de giro O; se hace girar esta recta alrededor de O, un 
ángulo igual a 6; sea (D ) la recta obtenida. La simetría con relación 
.s (D) seguida de la simetría con relación a í D ) equivale ¡ti giro dudo. 


Teorema, El producto de dos simetrías con relación a do* rectas 
por alelas (D) y (DO es una traslación , 

Con las mismas notaciones que para el teorema precedente (fig. 190), 


MM' = 2HM' t 


MM J 


2MH'. 


Se tiene MM" - MM' + M'M" = 2(HM' + M'H') = 2HH\ 

—> 

El vector HH' es equipolente a un vector fijo perpendicular a las 

rectas (D) y (D'); el vector MM"' es, pues, equipolente a un vector 
fijo y se pasa de M a M" por una traslación. 


Recíproco, Una traslación PQ es el producto de dos simetrías 
(fig, 190). 

Se traza una perpendicular cualquiera (D) a la recta PQ; se efectúa 

la traslación --PQ; sea (D) la recta obtenida. La simetría con 

2 

relación a (D), seguida de una simetría con relación a (D ), equivale 
n la traslación dada. 

Definición, Se llama volvimiento el producto de un desplaza¬ 
miento por una simetría , 


Igualdad de dos figuras. —Se dice que dos figuras (F) y (F') 
son iguedes cuando se puede hacer corresponder a cada punto M de 
la primera un punto IVl homologo de la segunda* de manera que la 
distancia de dos puntos sea igual a la distancia entre sus homólogos . 

El desplazamiento y el volvimiento hacen corresponder a un par 
de puntos A,B otro par A'B' tal que entre otras propiedades se 
tenga A'ET — AB, Por consiguiente, transforman una figura (F) en 
una figura igual (F'h 

Podemos establecer que, recíprocamente, dos figuras iguales son 
transformadas la una de la otra, sea en un desplazamiento, sea en 
un volvimiento. 

Teorema, Cuando tres puntos A, 0, C, no alineados, de dos figuras 
iguales, son cada uno de ellos su propio homólogo, todo punto M de 
una de Las figuras se confunde con su homólogo M', 

Por hipótesis, M'A = MA, M B = MB, M'C = MC Si M y M' 


nn ’v roidtmdri:. la uicdiutriz <\c MM # pasará por A, R, (! no alineados. 
Lin go M y M ac confunden. 

1 KortlLMA. Cuando dos puntos A y B de dos figuras iguales son 
f'fsda Hat* de tifos \u propio homólogo, todo punto M de una de las 
d.n figura* u t on funde ron su homólogo M o es simétrico de éste 
roo relación a A ll, 

Sri* (; un pioito di (F) no situado sobre la recta AB y C' su 
Iminólnqi! ‘ u i v I nr r«inimidnn t M y M también, según el teorema 
|im m ilr iitn. Si ( . v L ■ *m ¡Ii .1 ipitmi, M y M lo son también (toda vez 
qm M no emú Hohn A1L + y ctmio Mi A M'A y MB = MB, AB será 
la medía (rU MM. l'.NtoM pidotns non, pues, simétricos con rela¬ 
ción a A II. 

IeoHkma* íhn figuras (F> y (f I ¡guales se deducen uno de otra 
jiot ttn desplazamiento o por un oídoimirnto. 

Sean A y U duw pimtOH dr itt mi ilr ]¡n ligur.¡t°< # A* y IV sus homó¬ 
logos, El desplazamiento qio ||cvjj A Hnbrr A y B «obre IV, trans- 
forma (F) en (I 1 ) o en (Fi), nirnérriru de (id con relación a AB. 
Se pasa, pues, de {F) a (F ) t míe jhh un desplazamiento, sea por un 
desplazamiento seguido de una simetría, rn decir, un volvimiento. 

Se dice que dos figuras (F) y (F ) son directamente tguales cuando 
se pasa de una a otra por un dew|i laza miento, Se dice que son inver¬ 
samente iguedes cuando se pasa de una jj otra por mi volvimiento. 

Simetría con relación a un punto. —Se llama simetría con 

relación a un punto O, llamado centro de simetría , el giro (O , jt). 
Ella hace corresponder a M un punto M' tal que M, O f M' estén 
alineados y sea O el punto medio de MM 7 . 

TEOREMA, El producto de dos simetrías de centros O y O es la 

— 

traslación 200' (fig- 191). 

Esto es el producto de dos giros (O * ir), (O' ■ ít) ; como la suma 
de los ángulos de giro es 2 jt, el producto será tina traslación. Se sitúa 
el punto M en O; su transformado M' en el primer giro es Q, el 
transformado M" de EVT cu el segundo giro es el punto O", simétrico 

—> —* —> 

de O con relación a O'; la traslación será, pues, MM"' = OO" “ 200' 


Simetría oblicua. — Se llama simetría oblicua con relación a 
una recta (D) la transformación que hace corresponder a un punto M 
de la recta (D) este mismo 

7 M 


f / 


¡muta, a un punto M situado 
fuera de la recta (D) [figu- 
ra 192] el punto MF tal que Ms 
MM' sea paralela a una di- \ 
recelón fija (A) ? no paralela o\ 7 ^ ’o» 

n¿ perpeníftcuf«r a (D) f y que ^ 

el punto medio H de MM' 
esié sobre ID), Fig, 191 Fig* 192 

La longitud del segmento 

A/IV transformado tle AB, no es igual a la longitud de AB, excepto 
«i AB es paralela a la recta (D), 


Ai 7 

f a 7 7 ' 

r Vb- 



otecia 


Homotecin. Figuras homoléticas. Gircunferencins homotéticas. Propiedades de las tangentes en puntos homotóticos. 
Tangente a una curva. Curvas tangentes. Tangentes comunes a dos circunferencias. Producto de homotecias y 
de traslaciones* Circunferencia de Fuler o de los nueve puntos. Teorema de Menclao 


HOmOteCla. — Se llama homotecia (O . k) la transformación que 
hace corresponder a un punto A arbitrario un punto A\ de manera 
que: 

P Los puntos A, A' y un punto 0 fijo estén alinemlos ; 

2 a La igualdad OA — k - O A' quede satisfecha, siendo k un núme¬ 
ro dado fijo, que no es nulo ni igual a uno* 

El punto O se llama centro y el número k razón de homotecia, 

A cada punto A distinto del punto l) corresponde un punto A' y 
uno sólo, diferente de A. 

Se admite que el punto O se corresponde a sí mismo. Si k > ü 
(fig. 193) la homotecia es positiva por definición y si k < 0 (fig. 194) 
la homotecia es negativa. 

Si k = —1 (fig. 195) la homotecia es una simetría con relación 
al centro O. 

Si k , supuesto diferente de 1, fuera igual a 1, la transformación 
no sería una homotecia, sino una igualdad. 

Teorema* La homotecia (O * k) transforma el par de puntos A, B 
en un par A\ B' (fig. 193), de manera que se tenga: 

A'B' - k • AB 


De las igualdades OA' = k • OA t 


OB' = k . OB resulta 


OA' 

OA 


oír 

-y, P°r consiguiente* la semejanza de los triángulos OAB y 

OB 

OAV. 

De iMn ^rmejitaza se deduce el paralelismo de AB, A'B' y la igualdad 
A IV OA' 

“ f - k. Estas dos propiedades se traducen por la igual* 

AH OA 


.i».i a ir 


> 

h Alt 


Recíproco. Sean A y A r dos punl^ fijos, distintos o no (fig. 196)* 
y un número k diferente de 1, no nulo . La transformación que hace 
que a un punto cualquiera M le corresponda el punto ftT definido por 

—^ ^ 

A M = * , AM 

es una homotecia. 

El centro de homotecia es el punto de la recta AA' determinado por 
OA 7 

OA 

Finiendo MM', se tiene una recta que no es paralela a A A' y que 
por tanto corta esta en un punto 0* 

El punto O es un punto fijo. En efecto, los triángulos OAM y 


= k* 


A'M' OA' 

OA'M' son semejantes, por tanto --* — -— = k. Sobre una 

AM O A 

recta A A' existe un punto O y uno sólo, definido por la igualdad 

ÓA 7 

—-—- = k. Por consiguiente, este punto es fijo y los puntos IVÍ t M 

OA 

y O están alineados. 


B' 



Fig. 193 


OM' 

La razón • 

OM 



Fig . 194 Fig. 195 Fig , 196 

es constante; triángulos OAM y OA'M' eeme- 
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GEOMETRÍA 


janies, de tloriilt! 


Ü M' 


= k. 


OM AM 

Las dos condiriones requeridas para que la transformación que 
permite pasar de M a M' sea lina homotecia quedan satisfechas. 

Figuras honiotéíicas* — Se dice que dos figuras son hooioté- 

ticas cuando una de ellas es la transformada de la otra en una 
fu anal t;cia r 

La figura homotética de una recta (D) que pasa por el centro O 
de homotecia es la misma recta, 

ha figura horjiotetica de una recta (D) que no pasa por el centro 
de homotecia es una recta paralela (D) [fíg. J97|* 

Sea A un punto de la recia (I)). A' su homo- 
teiieo, es decir, su transformado en una hómtitc- 
cia (tí * k), Ll [mmntcticai de un punto Y! de 

la recta (D) de lie ser tal que el vector AM' sea 

“7 

paralelo al vector AM* El punto M está, pues, 
sobre la recta (D ) trabada por A y paralela 
a (D), 

Todo punto M' de la recta (D / ) es el homutfy 

lim del punto M de la recta (D) situado sobre OM'. 

La recta (D ) es en toda su extensión la homotctica de (D). 

Dm rect <*s paralelos <D) y (DO son homotéticas de infinitas 
ñeras* 

Sea O un punto cualquiera del plano, no situado en (D) ni en 
(U>. A un punto de (D), A' el punto en que la recta OA corta 



I'ig, 19 


ma* 


(D ), k la razón 


OA' 


OA 


. I,a recta (DO es homotética de (D) en la 


liomotocia {O ■ k) y en tantas homotecias como puntos O haya. 

Circunferencias homotéticas. -/ a figura homotética de una 
circunferencia (O, de centro A y radio R (fig, ]98), en una homo- 
treta (O * k) es una circunferencia (00* El centro A' de la circun¬ 
ferencia (O ) es homotética del centro A de, la circunferencia (C) 
y el radio IT de la circunferencia ÍCO es igual a ¡ k | R. 

, El íiomoiéllco del centro A de (C) es un punto lijo AL El honro- 
tetico de un pumo M de la circunferencia (C) es un punto M' 

c . —> —> 

Se tiene A M = k > AM* Esta igualdad implica: A'M' = I k | R + 
Luego el punto M es un punió de la ciraitn fe renda (C0« 

ludo punto M de la circunferencia (C) es homotético de un punto 
M de la circunferencia (C) definido por AM = —L a'M'. La homoté- 


tica lie la circunferencia (C) es, por tanto, la circunferencia (C‘) enm- 
pleta* 

Una circunjerentia (€'), Je centro A' y radio R', « homotética 
de ana circunferencia (Q. Je centro A y radio R, rf e dos maneras 
SL ií K (ng- 198), Las dos razones de homotecia son opuestas 

y su valor absoluto es 



R' 


K 


' los dos centros de 


homotecia O y 0 # divi- 
G den al segmento A A' en 

, , *. OA' 

la relación ——— 


OLV 


ÜA 

IV 


OA K 

Sea M un punto de la circunferencia (C); se traza por A' la para* 
lela a la recta AM, que corta la circunferencia (O en \T y en 
M t; elegimos las notaciones de modo que M y M' estén a Un misino 
lado de A AL 

(C ) es homotética tic (C) en las dos homotecias definidas, la pri* 

—>■ — y 

A'M' R' ( A'M'i R' 

mera por -:— “-- 3 la segunda por- : — =-. Siendo A, 


A fijos y 


—> 

AM 

R' 

^¡r~ 


R 


— 7 
AM 


R 


constante y diferente de 1, tenemos dos homoLeeias 


y (L ) es h o mol etica fie (ÍL) en estas dos homoit'eiiis. 

Se determinan los centros de homotecia uniendo M con M', M con 
Mt y señalando los puntos 0 y O' en que estas rectas ..„rr«n A A' 

que 


que estas recias cortan AAL 

Estos dos puntos son fijos y además se Ita visto ° A 0A 

O A O'A 


K' 


R~* ° SC llenümi,la centro de homotecia positiva de las dos 

circunferencias y (V centro de homotecia negativa* 

( , t ‘ \ n " es homotétieu de (C) en ninguna otra homotecia. En efecto 
«le la proposición directa resolta que si (€') es homotética de (C'i 
A es humot etico de A. Por consiguiente, la homotecia buscada dehe 

hacer corresponder a AM un vector paralelo de origen A' que tiene 


su extremo en (O; éste no puede ser otro que A'M' o A'M'i. 
I,:i iioiuotocia buscada es pues una de las dos homntecias 

R' \ / R' 

O .-- | o / 0'. __ 


R 


K 


Se verifica, en particular, que <ios circunferencias tangentes son 
hornotcticas en una homotecia cuyo centro es el punto de contacto 
de las dos circunferencias. 

¡Jos ctrcu«/erencías iguales son hornotcticas de ana sola manera, en 
una homotecia cuyo centro es el punto medio ile la linea de los 
centros y la tacón —1. 

Esta homotecia es una simetría y la segunda está reemplazada por 
—> 

una traslación A AL 

Adoptando (fig. l c JM) las uotarían es del párrafo precedente, la igual* 

dad A'M' — AM define no una homotecia, sino una traslación, y la 
'7^L —^ 

igualdad A M i = — AM, una simetría con relación al punto medio 
de A A , 

Propiedades de las tangentes en puntos homotéticos,— 

E Las tan gentes en dos puntos M y M homólogos en una homotecia 
qur transforma la circunferencia (C) en la circunferencia (C ) son 
paral td as. 

Las dos tangentes son perpendiculares a los radios AM, A'M', para* 
te los, de estas circunferencias. 

2" Los puntos M y M de con tacto de tangentes paralelas con las 
circunferencias (C) / (L ), se cor responden en una de las hornotecias 
o ñXcepcionaimenU en una traslación que transforma (C> en (C')- 




Ln efecto, los puntos de la circunferencia ((’/) en que la tangente 
es paralela a la tangente en M a la circunferencia ((*) son, bien ML 
Id en M í t puntos humologos fie M en las transformaciones indicadas. 

Tangente a una curva, —Se llama tangente a «na curva en 

itji punto M la posición limita^ si existe , da una recta MP, cuando per* 
maneciendo fijo M, el punto P se aproxima al punto M de modo que la 
distancia de estos dos puntos tiende a cero, 

Obsehvación* De la definición dada para la tangente resulta que 
la tangente a una recta es esta misma recta. 

Tkoklma. Si una cuna (C) tiene una tangente MT en un punto YL 
la curva homotética (C) tiene una tangente MT* en ti punto M' 
homólogo de M y esta tangente es paralela a MT* 

Uniendo el punto M (jig* 200) con un punto próximo P, M' Lomó* 
lugo de M con l j; homólogo de P, M'P' homologa de MP será paralela 
i- ^ n ^ í! 1 tiende hacia M, punto fijo, P f tiende también hacia 
, punto fijo: si, por hipo|csis t jYIP tiene una posición limite M IL 
MT F recta paralela a MP tiene una posición limite MT paralela 
a MIL 

Curvas tangentes-- Se dice que ríos curvas que tienen un panto 
común ¡VI son tangentes en este punto, cuando tienen en esc punto 
la misma tangente* 

Del teorema precedente resulta que la figura transformada por 
homotecia de das curvas tangentes en un punto M se compone de 
das curvas tangentes en el punto M homólogo de M* 

Tangentes comunes a dos circunferencias. — Supongamos 

las dos ci retiñieren cías desiguales (ftg> 201). 

P Toda tangente a una circunferencia (C) en un punto M y ti una 
circunferencia (C ) en un punto M pasa por tifio de los centros de 
homotecia de las dos circunferencias. 

Es un caso particular 
de la proposición 2 del 
epígrafe; Pr opi c dad, es 
de tas tangentes en pun¬ 
tos homoté ticos. 

2 ty Toda recta que 
pase por un centro de 
homotecia O de dos cir¬ 
cunferencias y que sea 
tangente a una circun¬ 
ferencia (U) es también 
tangente a la circunfe¬ 
rencia (C)* 

Es un caso particular de la proposición 1 del epígrafe antes citado; 
fas tangentes en .VI y en M' son paralelas a OM y por tanto coinciden. 
t»e comprueba sin dificultad que si las dos circunferencias son igua- 
1 . O*. ? rop,>slclo " t ; s precedentes se modifican dd modo siguiente: 

, í nr,a tangente a dos circunferencias pasa por el 

centro de homotecia O, o es paralela a J a línea de los centros. 



F¡a. 201 
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2 “ Tuda reala ijue pasando por O o siendo paralela « la linea da 
los centros sea tangente a la circunferencia (C), es tángeme a la 
circunferencia (C'), 

Conclusión, L&s tangentes comunes a dos circunferencias (O v 
(C) son las tangentes trazadas a una de ellas par uno de los centros 
de homoteeia de estas dos circunferencias. Excepcional me utr, si tos 
tíos circunferencias son ¿guates^ el centro 0 de homoteeia se aleja til 
infinito y las tangentes que pasan por este panto son paralelas a tu 
línea de los ceñiros , 

El numero máximo Je tangentes comunes a ríos cireimferemiaH (O 
y (O es igual a cuatro. 

Producto de homotecias y de traslaciones,— Sea M H ¡imno- 

tético de M en la homoteeia (O * k ), La írafw/ormaeirfíi que permite 

1 

pasar de M # a M es una homoteeia (O * “)* 

rt 


O 

h- 


M * 


M 


M n 

H 


Fia- 2 t )2 


El producto de dos homotecias del 
misma centro (O * k )* (O ■ k*) es una 
komoteda íü - ti ), si kk 1 » y es 
una igualdad si kk' = 1 i jig. 202 ). 

Sea M el homut ético de M jliomo- 
lecia {O * /c)] Sea M'’ el homot ético de M' [homoteeia (O - ¿)L 
Los [juntos O, M, M' están alineados por hipótesis y los puntos O, 
M', EVX" también; por tanto, los punios U, M, M" estarán alineados. 

Por hipótesis, se tiene OM' = k - OM, OM = k OM t de donde 
(TM fl = klc - OM. Estas dos propiedades justifican la proposición. 

El producto de dos homotecias de centros diferentes (O ■ A) (O - k ) 
es una homoteeia, si kk' 7 ^ 1, El centro de esta homoteeia 0 está 
alineado con tos centros O, O" y la razón de esta homoteeia es kk 
C/¿* 203). 


M 


M 





Fin. 203 



Ü* 


Se elige sobre Qü # un punto fijo A; sea A" su homotético en la 
primera homoteeia t A el hftmolético de A cu la segunda homoteeia. 
Sea M un [junto cualquiera; su homólogo M' en la primera homoteeia 

está definido por AIVT = k . AM; el homólogo M" de M' en la segunda 

hn mol ocia está definido por A"M'' — k • A M , Estas igualdades^ entre 
vcx lores implican el paralelismo de las recias AM, A M , A M y la 
» 


Igualdad A M" ~ kk * AM, 

Siendo A y A fijos y kk diferente de 1, la ultima igualdad define 

una homoteeia cuya razón es kk\ 

El centro de esta homoteeia es el punto O", punto en que la recia 
MM" corta la recta AA"; como A y A" son dos punios de OO', 
O" está alineado con estos dos puntos. 

El producto de una homotceui y una truslacion es una homoteeia 

(fig, 204). 


La homoteeia {O * k) transí o rma el vector DM en OM = k > OM, 

—> —> —y -> 

La traslación OO transforma el vector OM' en OM — k * OM; O y 
O' son fijos, k constante; esta igualdad define una homoteeia de ra- 
lón k y cuyo centro está sobre 00' en su intersección con MM . 

Circunferencia de Euler o de los nueve puntos,— Se em¬ 
pican las siguientes notaciones; triángulo ABC; A, B, L , puntos 
medios de loa lados; O, centro de círculo circunscrito; H, K, L, pies 
de las alturas; O, baricentro (punto de concurso de las medianas); 
[ t orí oce n tro ífig. 2Üíí), 

Se llama circunferencia de Euler, la circunferencia circunscrita til 
triángulo A'B'C'. Su centro es E, 

KJ punto C está situado sobre cada mediana, a los dos tercios de 
cada una a partir de] vértice. Por tanto, se tiene 

GA' 


GB 


GC 


GA 


GB 


GC 


1 


La homoteeia {G - — —-) transforma A en A\ B en B' y C cu C 

y l:t circunferencia (O) circunscrita a ABC en la circunferencia de 
I.uler (E) circunscrita a A'B'C . El punto E está pues sobre la recta 

_ GO 

GO y se tiene GE =-. La paralela EE' a OA' corta AA' en 

2 

V/ y kc tiene (COA' y GEE' semejantes) 

GE 


CE 


y rniriM 


GA' = 


GA' 

AA 7 


3 


A IV <: K' 


GO 

GE' = — 

• GA' = — 


1 

2 


1 -— 

AA' 


6 

ÁA 


K 1 puní n E' m el punto medio de AA'; la recta EE' T paralela a O A', 
r i ¡, romo (’Mt-i recia, perpendicular a BC y por tanto paralela a AH; 
puesto que E' en rl punto medio de AA' ? el punto F en que EE' corta 
BC es vi punto medio de A'H, luego EE' es la mediatriz de A'H y 
[mi comí pote ni r KA' MI. La circunferencia de Euler pasa por 
tanto pot tas ptr\ 11 , K, L de las tres alturas. 

Ln recta OE corta la altura All en un punto I; siendo F el 

— 10 

punto medio dr A II, et punto medio de OI es E; se tiene IE — ————■ 

2 

h’^tii ipiuilil.nl dctMiuiiia * l qHjut m I independientemente do la altura 
clcpida AH; < ■ t? gruiilo pn li'ioir ji la tres all ufiifi! es ul ortoct litro 

1 del triangulo. 

t’ojim E y 0 son Ion ri 111 i >» L (ir dm i l i Mumf ei cucprS cuyos radios están 
en la relación de homoteeia di 1 estiit d»»H¡ c 11 coofcrmcias, la igual' 


d ad 


iE 


determina el fregando centro de homoteeia de las 


10 


dos circunferencias (E) y (O), De donde, los * eiUnts de homotecití de 
la circunferencia de Euler y de la circunferencia circunscrita al trián¬ 
gulo son el centra de gravedad y d ortocentro de este triángulo. De 
aquí resulta que; El centro de gravedad G y el ortocentro 1 de un 
triángulo son dos puntos de la recta que une el centro de la circun¬ 
ferencia círeuíijEcrtÉfi (O) etm el centro E de la circunferencia de Euler, 

1 

tme dividen al segmento OE en la relación ~—. 


El punto A es un [imito 
de la circunferencia circuns¬ 
crita ; el homotétíco de este 
punto en la homoteeia (J ■ 

(—-) es un punto de la 
2 

circunferencia de Euler, l’or 
consiguiente; 

La circunferencia de Eu * 
Icr pasa par los puntos me¬ 
dios de los segmentos IA, 
IB, IG, por tos pies H, K, L 
de las alturas y por los pun¬ 
tos medios A\ G' de los 
¡culos. Per esta razón se 
llama circunferencia de los 
nueve puntos. 

Por último, puesto que 
la circunferencia de Euler 



Ftflf, 2Í)5 


pasa por Hj K, L, la cir* 

cunferencia circunscrita pasará por 11 , K , L , transformados de H, 


K, L en la homoteeia (I * 2 ). Por consiguiente, se tendrá TIL — 2IH 
y H' será el simétrico dd ortocentro 1 con relación a BC, Por tanto: 

Los simétricos del ortocentro 1 con relación a los lados de un trián¬ 
gulo están sobre la circunferencia circunscrita al triángulo . 


Teorema do Menoiao. — Cortemos un triángulo ABC por una 
recta (D) que encuentre los lados o sus prolongaciones en M, N, P 
(fig. 206), 

El punto B es linrnotético de 



A en la homoteeia [ P » 


MC 


MB 


de dónele C es 


Fiff. 200 

el hmtmtético de A en una lio* 

motecia cuyo centro está sobre AC (definición de homotetda) y sobre 
¡VIP (producto de dos homotecias de centros ¡VI y P) T es decir, de cen- 


PB MC 

tro N y rozón <le homoteeia - ^ —— . Se tiene por consiguiente: 

PA MB 


— PLS MC 

NC = NA --■ - _ , 

PA MB 


de donde 


PB MC NA 

--. - - — = L 

PA MB NC 

Con este resultado se demuestra el teorema de Menelao, que se enun¬ 
cia así: 

La condición necesaria y suficiente para que 3 puntos M, N t P toma¬ 
dos sobre los lados de un triángula BC, CA, AB estén alineados es 


MC NA PB 

- _ . -- . -- 3 L 

MB NC PA 
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l<(i condición <M necesaria. Sí los tres puntos están alineados por 
hipótesis, t*s|* condición queda satisfecha, según la demostración pre¬ 
ceden ti% 

fé(t condición es suficiente. Por hipótesis, la condición queda satisfe¬ 
cha, La recta MN corta Ja recta AB, en general, en un punto Pj y t 
al estar alineados M, N f Pi, se tiene 


JVTC 


NA 


MB 


NC 


PiB 

pTa 


= 1, 


PiB PB 

Esta igualdad lleva consigo . =2 - 

PiA PA 

den y P está alineado con M y N, 


luego Pi y P coinch 


Unamos B con N y C con P; estas rectas se cortan en general en un 
punto Q, Tracemos AQ que corta BC en M\ La polar del punto M 
re acion a ^ os lados del ángulo en A (construcción de la polar) es 
por tanto se tiene (M » M' - B * C> =s — es decir. 


MX 


MC 


M'B MO 

La relación de Menelao lleva consigo la siguiente: 

MT 


NA 


PB 


= — L 


M'B NC PA 
que demuestra el teorema enunciado. 


Semejanza 


.Semejanza. Propiedad fundamental de ln semejanza. Figuras transformadas. Centro de semejanza. Teorema de 

•Siinson. Ileeta de Simson. Figuras semejantes 


Semejanza. — Se llama semejanza el producto de una homotecia 
positiva por un desplazamiento. 

Kn este capítulo se designa por k, número positivo y diferente de 1 
la razón de homotecia; por 9, el ángulo de giro s¡ el desplazamiento 
es un giro. El ángulo 6 será nulo o múltiplo de 2 tt si el desplaza- 
intento es una traslación. 

ObVervación. Una homotecia negativa (O - — k) es el producto de 
una homotecia positiva (O ■ k) por un giro (O . ^). 

La homotecia (O . k) transforma ¡W en M'i (fig, 207), de tal modo 

—y — 

gue se verifique OM't = le . O.M, y el giro (O . v) transforma M't en 

M' verificándose OM' = — OM', = —A . OM.^EI producto de las 
dos operaciones es una homotecia (O - ~k). 

Ei producto de una homotecia negativa de potencia —k 
m y de un dcsp fasta miento de ángulo 0 puede ser reenipla- 
0 ■ zado por una homotecia positiva de potencia k , seguida 

W de dos desplazamientos de ángulos 8 y n; estos dos 

Fig. 207 desplazamientos pueden sustituirse por un desplazamien¬ 
to único 8 4 - jt. 

Vemos en definitiva que d producto de una homotecia negativa por 
un desplazamiento es también una semejanza. 

Propiedad fundamental de la semejanza. — Teuhema. La se- 

mefanza transforma dos puntos A y B cualesquiera en dos puntos A' v B' 
de tal manera que se verifique (fig. 20 B), 

A'B' = k . AB. (AB^lij = a. 

La homotecia (O. A) transforma el vector AB en un vector A 1 B 1 defi- 


—► 


mdo por A 1 B 1 _ k ■ Alí, El desplazamiento transforma el vector AjIL 
en tin vector A'B' y se tiene 


A'B' = AiBi, 


(AiBi,A'B') = 9. 

i’uesto que fe es positivo, la 

igualdad A|Bi = k . AB lleva 
consigo, de una parte, que AB y 
A]Bi sean paralelas del mismo 
sentido; por otra parte, que 

AiBi = k . AB, 

^ ■ y 

Por ser AiBi y AB paralelas y 
de! mismo sentido se tiene 


(AB f A'B') = (AjBjjA'B') = 0. 

Pnr ser AiBi — k - AB se tiene A'B' = AiBi = k - AB. 

Reciproco, Sean A y A dos puntos fijos de un plano , k un número 
d$££a pír nte de lf 19 nÚmer ° cut ^ uíer «l l« transformación 



es una semejanza. 



Fig - 20í> 


(AMjA'MO = 8, A'M' = k - AM 

La homotecia positiva (A * A) transforma el vec- 
> —> 

íor AM en un vector AMi (fig. 209). Al ser AM v 

-y _ 

AMi del mismo sentido, se tiene (ÁM,A'i\rj - 

~ (AMi,A M ) = 8. Por otra parle, AMi ^ k * 
■ AM; por consiguiente, AMi — A'M'. 

La transformación definida por A Mi = A'M' 


(AMi t A"M") = 8 es una traslación (v, p 4 105), 
si 8 es nulo o múltiplo de y es un giro de 


un- 


* U J° ?- m> sea a ?'' O’ P- 105 y 106). En todos los casos, se 

pa “ 1 k M a M l ,or una homotecia seguida de un desplazamiento; por 


consiguiente, la transformación que permite pasar de M a M' es una 
semejanza. 

Fifíur&S transformadas* — Puesto que la semejanza es tina homo- 
tocia seguida de un desplazamiento, la figura transformada de una 
rexta (D) e.s íMfi rema ÍD') y uno de los ángulos (D f D') es igual a 8\ 

La figura transformada de un triángulo ABí! es, por tanto, un trián¬ 
gulo A'B'C. Siendo A' el transformado de A, B' d de B T C' el de C, 


se tiene 


A'B 

77b 


A'C 

AC~ 


B'C 


bí; 


puesto que cada una de estas ra< 


zones es igual a k. El triángulo A B'C' es pues semejante al triángu¬ 
lo ABC, 

ím figura transformada de un triangulo, por una semejanza, es un 
triángula semejante. 

La figura transformada de un circulo de radio R es un círculo de 
k * R. 

Centro de semelsnza*— 1 bohema. Existe un punto O y sólo una 
7 ue transformado de sí mismo en una semejanza dada, 

hste punto se llama centro de semejanza o también punto doble 
de la transformación. 

Sean A y A dos puntos fijos dados; sean A, positivo y diferente 
de l, y 8 igualmente dados (fig. 2ID). La semejanza está definida por 


A'M' — A . AM 


(AM t A'M'> = 9. 


- p í: 


D’í- 

C • 


.MJ'. 


\ 

) 


t* ... 




í.ii condición necesaria y suficiente para que el transformado de O 

sea O es que A'Ü = A • AO y (AO^A/O) - 

El lugar geométrico de los puntos tales que A'O - k . AO t siendo k 
diferente de 1 , es una circunferencia (C) de diámetro DD\ siendo D 
y l) los puntos que dividen al segmento A A' en la razón dada. 

El lugar geométrico de los puntos tales que (AQ.A'Ój = 0, bí 8 
no es un múltiplo de se compone de dos arcos de circunferencia de 

extremos A y A' que cortan la circunferencia r C) en dos puntos 
O y O' simétricos con re¬ 
lación a AA'„ Para uno 
sólo de estos dos puntos 

el signo de (A0 T A'0) es 
el de 8. Hay pues, en este 
caso, un punto O y uno 
sólo, obtenido por la cons¬ 
trucción anterior, que es 
el transformado de sí mis¬ 
mo en la semejanza dada. 

Si 8 fuese igual a un múltiplo de tt 7 el punto O sería D o D' y para 

uno sólo de estos puntos el ángulo (AO,A'Q) tendría el valor dado. 
Por consiguiente, la conclusión no varía. 

Feurema. Cuando dos rectas AM y A'M' homologas en tina seme¬ 
janza se cortan, el punto de intersección I, el centro de semejan- 
za O y dos puntos homólogos cualesquiera A y Á f de las dos rectas 
están en una circunferencia (fig. 211 ), 


A / 




M 


( y\ 

s, y 

Fio. 210 


ü 

Fig . 211 


Pa 

6 


ra llevar la recta AM sobre A'\T es preciso hacer un giro igual 
a 8: el ángulo (IA-IA') es igual a 0 o 8 + ar; como (OA^OA/T = 8 ' 

la diferencia (OA.OA') — OA.IA 7 ) es un múltiplo dt n. l)e lo cual 
resulta que A, A , I, O están sobre una misma circunferencia. 

El centro O de la semejanza (S) es el punto de intersección de las 
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* n* iUifth'ftt nr l AA/ i 11H J . m AH y A 
(fig. 2l2L 


se i arfan en un punto I 


^ lf Si ti 11 rmo.'il i íií Jn t|Ur 1,0, A *A' i "!SlÚ J1 en UIlíl 
í iii'tinín rnri t; |>t»r lu misma razón 1,0,11,0 
están también sobre una circunferencia; el 
punto O es #d punto de interjección de las 
eirctm lerendas IAA', 1HB/ Estas dos circun¬ 
ferencias tienen un punto común I; tendrán, 
en general, un segundo punto común O. Si 
tas dos circunferencias son tangentes en 1, el 
punto O coincide con el punto I. 

La semejanza (S') de centro O, en la que 
A correspande a R, también hace que A co¬ 
rresponda a R' (fig* 212). 

En la semejanza (5) los puntos homólo¬ 
gos ríe O f A t B son 0,A*B/ Se tendrá: 

OA* = k . O A, OB' = k - OB, (OAfiA') = (OLLOB) = 0, 

itintendo k y O ios valores determinados en la página 11B. 

OB 

0c las igualdades O A' ^ i • 0A t OIS = k « OB se deduce 



OA 


OB' 


OA 


~ y la igualdad {OA T OA') = (ÜB,OB') puede escribirse 


(OA.OB) + {OB t OÁ) = (OB.OA') + (OAW), 


es decir, (OA r Ofí) = (ÜA\OBQ. 

La semejanza (S ) en que A y 13 se corresponden está definida por las 
i giiiili lacles 

ÜM' = k* * OM, (OM^OM 7 ) = 0'. 

estando definidos A' y B* por la condición de que B es el transformado 
de A, es decir, por 


OB = k f . OA, 


i OA.OB) = 0\ 


Para que B' sea el transformado de A" en esta semejanza, es condi¬ 
ción necesaria y suficiente que 

OB' = k! . O a; (tu W) s o\ 

y reemplazando k' y 8* pnr sus valores se tiene 


estas dos circunferencias pasarán, pues, por el punto P. Chorno el ángulo 

l*$A es recto, la circunferencia circunscrita a! triángulo A [íy que pasa 

por P, tiene coran diámetro AP: el ángulo Py'A es pnr tanto recto, y 
es la proyección ortogonal de P sobre AB, este punto coincide con y y 
2 , /i, y son tres puntos alineados. 

Recta de" SimSOn. — Se llama recta de Simson del punto P de 
la circunferencia circunscrita a un triángulo ABC, la reata s/íy que 
une las proyecciones ortogonales del punto P sobre tos tres lados del 
triangulo o sobre sus prolongaciones i fig. 213). 

Sea i" el segundo punto de intersección de Pa con la circunferen¬ 
cia circunscrita, I el ortocentro, A II una altura, H su pie, 11 el simétri¬ 
co de I con relación ai lado BG (11/ es él punto en que la altura 
AH corta la circunferencia circunscrita). Q es el simétrico de P 
con relación al lado BG; Ox es el diámetro de la circunferencia pa¬ 
ralelo a Bíl y es perpendicular a las cuerdas PP' y AH' en sus puntos 
medios. 

La recta de Simson es paralela a AP/ 

En efecto, en la circunferencia (no dibujada) de diámetro CP y limí- 

tlindóse al caso de la figura considerada se tiene Pa/J PC/i (ángu¬ 
los inscritos en el mismo arco). En la circunferencia circunscrita al 

triángulo ABC, PCA = PP A (ángulos inscritos ni el mismo arco). 

Por tanto se tiene Fa/3 — PC/í = PC A =s PP'A» CoitIO los ángulos 


correspondientes Pj(/i, PP'A son iguales, «/3 (recta de Simson) y AP" 
son paralelas» 

La recta de Simson es paralela a IQ. 

La simétrica de AP" con relación a Ox es II P; la simétrica de 11 P 
con relación a RG es IQ, El producto de dos simetrías con relación 
a dos rectas paralelas es una traslación; de donde IQ en paralela a 
AP r y por tanto a la recta de Simson* 

La recta de Simson del punto P pasa por el punto medio del seg¬ 
mento que une el ortocentro 1 con el punto P. 

Se tiene PQ = 2Px jior construcción; la recta de Simson es, pues, 

/ I \ 

la homotel itfft de la recta IQ en la honioteeia I P ■ I f El punto 

medio de P[ está pues sobre la recta de Simeón. Ksle punto medio 

de Pl está sobre la circunferencia de Iok nueve punios, puesto que 

esta circunferencia es homoLctica de lu eiivunfcrenda circunscrita 


en la limnotceia I £ . 


1 


2 


OB _-. 

OB' = OA-—, (OA ,0B') = (OA t OB>. 

OA 


Antes hemos visto que estas condiciones se cumplen. 

Las circunferencias circunscritas a los triángulos formados por tres 
de Lis rectas qt¿e forman un cuadrilátero completo tienen un punto 
común O* 

Sean A,B' y A/B y 1,1' los vértices opuestos de un cuadrilátero com¬ 
pleto (fig, 212). Las circunferencias definidas por el enunciado son 
las cuatro circunferencias circunscritas a los triángulos IA A/ IBB/ 
LAB, I'A'B/ Las dos primeras se cortan en un punto O, diferente de I 
en general, que es el centro de la semejanza (S) definido anterior¬ 
mente: al ser este mismo punto O centro de la semejanza (S'J defini¬ 
da cu el párrafo precedente, los puntos O t I\A,B, están en una misma 
circunferencia y los puntos 0,1'AvB' también. Las cuatro circunfe¬ 
rencias del enunciado tienen el punto común O* 



Teorema do Simson,—- La condición necesaria y suficiente para 

que las proyecciones ortogonales a, 
/i, y de un punto P sobre tres rec¬ 
tas que forman un triángulo ABC 
estén alineadas, es que P esté sobre 
la circunferencia circunscrita, al 
triángulo , 

¿E La condición es necesaria (fig. 
213), Hipótesis; a. /j, y están ali¬ 
neados, Consideremos el cuadriláte¬ 
ro completo formado por las cuatro 
rectas AB^ BC, CA, s/3y* 

Las circunferencias circunscritas 
a los triángulos A/9y, Hay, Ca/i, 
ABC tienen un punto común. La 
primera de estas circunferencias tie¬ 
ne por diámetro AJ / la segunda BP, 
la tercera CP. Por consiguiente, el 
punto común es P* que pertenece a 
la circunferencia circunscrita al 
triangulo ABC. 

La condición es suficiente, Hipóte¬ 
sis: P está sobre la circunferencia 
nrrmr i i ii¡i al triangulo ABC. La. recta ctft corla en un punto y la 
i' 1 ' 1 \H i un-.¡dereinoh el cuadrilátero formado pnr las cuatro rectas 
AH, H ( * A ojíy , Las eirrujifereucias circunscritas a 
U A/í, . It y, * ■a/i, A BG tienen un punto eomún: la 
11 * v' di 'luiin iiü IHi, v la ci mui fe reñida AB(! Llenen dos |Oinios 
.. * v P No naoIo (1 eomún a Lis dos primeras circunferencias, 


/Q 

r 

Fia. 213 


tmingii* 

ci reuní eren- 


Figuras semejantes.— Se dice que dos figuras <F) y ( F 1 son 
semejantes (íi^* 214), si se puede hacer corresponder a todo punto M 
de ¡u figura (L) un punto M' de ht figura (F ) llamado homólogo 
de M, de matura que lu razón de las distancias de dos puntos cuates* 
quiera de la figura (F) y de das puntos homólogos de la ¡igata (F r ) 
sea constante 

M P' = k , MIL 





Goiintluyamos urta Immotecia (O ► 4) de centro cualquiera O y de 
razón A. La figura humotelieu de un segmenro MP cualquiera de 
lu figura (F) vh un wegiucti* 
lo MjI*t de iini figura ho- 
motética (Fj): y se tiene 
MiPi k . \TP. I.) e esta 
igualdad resulta MjPj “ 

— M P/ Por consiguiente, 
se puede hacer que a cada 
punto Mi de la figura (Fi) 
corresponda un punto ho- O 
mólogo M" de la figura (F'), 
de manera que MiPi, dis- 214 

tune i a do estos dos puntos, 

sea igual a M P/ distancia de los puntos homólogos. Las dos figuras 
<Fi) y (F # ) son por tanto iguales (v* p, 107) y se pasa de una a 
otra por un desplazamiento *> por un volvimiento* 

Por consiguiente, cuando dos figuras sari semejantes t una de el!as. 
es igual a la homotética de la otra. 

Se dice que dos figuras son directa mente semejantes atando una 
de ellas es directamente igual a una hornotética de la otra , 

Se dice que dos figuras son inversamente semejantes cuando una 
de ellas es inversamente igual a una hom Otética de la otra. 

Sean A, 11 T G tres 
puntos cualesquiera <le 
una figura (FL A\ 

B ,r*Z sus homólogos 

en una figura (FQ se¬ 
mejante (fig. 215). De 
las proposiciones pre¬ 
cedentes resulta que 
los triángulos ABC y 
A'B'C' son semejantes 
y que, por consiguien¬ 
te, cd ángulo ABC es 
igual a hu homólogo 


Á'B'C/ 


Fig * 2 t ú 
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Krr iprnen mente, m se puedo Jiyeoi corresponder ;i Imjn punió dr 
bt ligum ÍM un punto lummktgn rii la figura {í ), dt- maneia qne 

GLm 1 c-li |u if ra t| lie muiti los punios A,B,G f los ángulos homólogos A BG 

y Ali í!' srini iguales, las dos íiguras (K) y {F ) serán semejantes. 
La ¡(J¡i|lí hl¡ icJ do los jí tigu los implica la semejanza de los triángulos y 
la ■* iof pin/.u de los triángulos lleva consigo la igualdad de las razones 
Alt AC BC 

-. Sean M y P dos puntos de la figura (F) 

It ( 4 

De la semejanza de los triángulos MAB y 


A'B' A'C 
y JVT,P' sus homólogos 
M 'A'B' tendremos 


M'A' 

MA 


A'B' 


AB 


> dr h» ' m> |,m i Ir Iim ti 1.1 nruLi". PMA y PAPA', 

P P M M'A' 

PM MA * 


De estas dos igua hb.de , m mí* deduce 


Alt' 


que 


PlVr 

PM 


A'B J 


Ali 


V Si AB y 


A B permanecen fijos - es constante y Ja igualdad obtenida de- 

AIS 

muestra que las figuras í F í y (F') son semejantes. 


Inversión 


Inversión. Propiedudos do un par de punios inversos. Propiedades de las tangentes n curvas inversas. Inversa 
de una recta. Posiciones relativas de una recta (D), de su inversa, de la circunferencia (C) y del centro de in¬ 
versión. Inversiones que transforman una circunferencia duda (C) en una recta dada (D). Circunferencias tan¬ 
gentes a una recta (O) y o una circunferencia (C). Construir una circunferencia tangente a una recta (D) y a 

una circunferencia fC) y que puse por luí punto dado S. Inversa de una circunferencia (G) que no pasa por 

íd centro de inversión O, Posiciones relativas de dos circunferencias inversas y del centro de inversión. Inver¬ 
siones que transforman una circunferencia (O dada en una circunferencia (CT dada. Circunferencias tangentes 
a tíos circunferencias dadas (C) y ÍO. Construir una circunferencia tangente a dos e i reí inferencias (C) y (€/) 

dadas y que pase* por un punto dado S, Ángulos de curvas inversas. Curvas ortogonales. Construcción de cir¬ 

cunferencias ortogonales a una circunferencia (P) dada. Distancia de dos puntos. A' y \\\ inversos de dos puntos 

dados A y B. Teorema de Plolomeo 


InverSÍÓn. — Se llama inversión (O * k) tu transformación que 
hace corresponder a un punto M, diferente del punzo 0, el punto 
JVT definido por las dos condiciones siguientes: 

I fl M/ está sobre la recta 


T OM - OM ^ k. 

k es un numero dado diferente de coro, que se llama potencia de 
Ja inversión. El punto O dado se llama centro de inversión. 

f¿i ligara transformada de una figura (Fj por unu inversión se 
llama inversa ríe la figura (F) [abreviación dr figura inversa L 

A un punto M diferente de O correspondí- un punto iVt inverso 
de M bien determinado y diferente de O. La transformación que 
permite pasar de IVT a M es* la inversión (O . k) f Idéntica a la inver¬ 


sión dada. Por esto se dice eti la práctica 


4 t U 


los (lauras mi n\ inversas 



i n 

Fig . 216 


sin especificar cual es la transformada dr la otra. 

El i (i verso [VT es di si [uto de (VI si k es negativo, puesto que, si 

M y M se confunden, se verifica que OM 2 — + k. En cambio, sí k 
es positivo, indos los puntos de la circunferencia (F), de centro 0 y 

radio si k t se confunden con sus transformados. Esta circunferencia 

se denomina circunferencia de inversión. 

Se dice que dos puntos M y M' son inversos 
con relación a una circunferencia (l l ) [fig. 216] 
cuando son inversos cu una inversión que tiene 
esta circunferencia por circunferencia de inver¬ 
sión, La recta MM pasa entonces por el centro 
ü de esta circunferencia. 

Notemos que estas condiciones llevan consigo 
que toda circunferencia (C) que pasa por M y 
M' es ortogonal u la circunferencia (F) # puesto 
que la potencia del centro de (l 1 ) con relación a 

(C) es igual al cuadrado del radio de (G), 

La inversión es una transformación menos sencilla que las prece¬ 
dentes. Lúa de las numerosas razones de este hedió es que la inversa 
de una recta no es una recta en general* como se demuestra nías 

adelante, y que* por consiguiente, un vector no se transforma en otro 

vector. También, el estudio de esLa transformación se hace por pro¬ 
cedimientos completamente diferentes fie tos empleados cu los capí¬ 
tulos que anteceden. 

Propiedades de un par de puntos inversos. — Teorema. Dos 

por es de puntos, A inverso de A* B inverso de ü, .en una misma inver¬ 
sión, están sobre una misma circunferencia (fig. 217). 

En efecto, los cuatro puntos A,A',B,B' están situados sobre dos 

rectas secantes que parten de O y se tiene OA * OA' = QB - QB\ 
puesto que cada Uno de estos producios es igual a la potencia de 
inversión. Lo que prueba la condición necesaria y suficiente para que 
cuatro puntos (v. p. 99) A.A B,B / estén sobre una misma circunferencia. 

Recíproco* Sean A.A',0 
tres puntos dadas , alineadas y 
d is tin t os; la t ran sf orm ación 
que cambia el punto M en un 
punto M\ segundo punto de 
intersección de la circunfe¬ 
rencia A A M con Ut recta 
OM, es una i aversión (figu¬ 
ra 217). 

por hipótesis; por otra parte, 
M',M,A,A' están sobre una circunferencia; se tiene pues OM . OM' — 

= OA - OAL Este producto es una misma constante k. La transforma* 
ción es, por tanto, una inversión. 
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Fig. 

217 

Fig . 

, 218 

En efecto. 

M',M y ( 

) están 

alineados 


CotíulaíUo. Sean A y O dos puntos distintos ; la transformación 
que camina el punto M en un punto M\ segundo pttnto de intersec¬ 
ción de la circunferencia que pasa por (VL y es tangente en A a la 
recta (JA, con la recta OM, es una inversión (fig. 218), 

En efecto, M',M t O están alineados y OM * OM' = OA 2 , 

OjiSEnvACiÓN, Los recíprocos precedentes hacen corresponder a un 
punto M del plano un punto M' bien determinado y distinto de M, 
excepto en dos casos: 

l IJ La recta OM es tangente en M a la circunferencia utilizada para 

definir M # . En este caso se tiene 0M‘“ = OA - OA', El punto M está 
sobre la circunferencia de inversión y su inverso M' se confunde con M, 

2* El punto M está sobre OA. En este caso la construcción que 
debe 4lar el punto M no se aplica. Es preciso determinar un par 
de puntos inversos B. B distintos de A T A y definir el inverso de M 
por medio de estos puntos, 

Propiedades de las tangentes a curvas inversas. — Teore¬ 
ma. Si una curva (G) admite en un punto A una tangente AT, la 
curva inversa (C) admite en el punto inverso A' una tangente A"F 
simétrica de AT con relación a la medtofrti de A A". 

Sea O el centro de inversión (fig. 219), M un punto ríe la curva (C) # 
M su inverso, (D la circunferencia que pasa pur lus cuatro puntos 
A v A',B 4 B # (v. Propiedades de un par de puntos inversos), P el centro 
de esta circunferencia. El punto P esta sobre la mediatríz de AM y 
sobre la media ni/, de AA' f puesto que AM y A A' son dos cuerdas 
de la circunferen¬ 
cia (F). 

l’or hipótesis, 
cuando M lien ti e 
hacia el punto A, 
la recta AM tiende 
hacia una posición 
límite A ¡ (fíg. 220) 

[definición de la 
tangente en A a la 
curva (C), v. p. 

H)íi] ; la medialriz de AM tiende hacia la perpendicular a la recta 
AT en A, el centro P de la circunferencia (F) tenderá* pues, hacia Q, 
punto de intersección de la medialriz fija de AA' y de la perpendicular 
a la recta AT en A, 

Cuando M tiende hacia A, M' tiende hacia A"" y V lirmle hada Q. 
La medialríz de A'M' liende pues hacia A f Q. La recta A'M\ <¡uc le 
es |>cr¡iendicular, tiende hacía la perpendicular en A' a A\b v s 
decir, hacia fy tangente A'l'. Siendo los punli^s A y A" y las rectas 
AQ y A Q siincíricos ton relación a la mediatriz de ÁA', las langcnles 
AT y A' r F serán también simétricas con relación a esta recta, Ellus 
cortan t pues, en el mismo punto la medialriz de AA f (í-aso de la 
figura 220) o bien son las dos perpendiculares a A A \ 

Corolario. Toda circunferencia que pasa por dos puntos inversos 
A y A' de dos curvas inversas (C) y (<7) y es tangente en uno de estos 
dos puntos a una de las curvas, os también tangente a la otra (fig, 220), 

El centro de una circunferencia que pasa pnr A, A' y es tangente 
eri A a la curva (G) se éueüenLra sobre la mrdiatriz de AA y sobre 
la perpendicular en A a la tangente AT; éste es por tanto el punto Q, 
La circiHiferencm de centro Q y de radio (J)A pasa por A' y es tan* 
genh 1 en A a la recta A'T ; por lauto, es tangeiue en este punto u 
la curva (C/)- 

lnversa d6 una recta.- —La inversa de una recta íQ), que pasa 
por el centro de inversión O f es la misma recia (i>). 
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La inversa de una retía (I))* que no pasa por el rentro de inver 
xión 0 f es un tí circunferencia (G) que pasa por d punto O* 

Sea A (fig, 221) el pie de la perpendicular OA bajad a desde «1 
centro de inversión 0 sobre !a recia (D). Sea M un punto cualquier íi 
de esta recta ; sean A" y JVT los inversos de A y IVL La lisura 221 
y el razonamiento se hacen suponiendo que A" es distinto de A* 

Los cuatro puntos A,A\M,]Vr están sobre una,misma ctreunferen- 

cia (F). El ángulo IV!AA' es recto, por construcción, puesto que A 
es el jiio de la perpendicular bajada desde O a la recta (D); A'M 
es, por consiguiente, un diámetro de la circunferencia (P), y el ángu¬ 
lo XW, inscrito en la semicircunferencia (F), es recto. El ángulo 

OM'A', suplementario de un ángulo recto, es también recto y, por 
consiguiente, el punto M' es un punto cíe la circunferencia (C) de diá¬ 
metro OA'. 

Para establecer que la circunferencia (C) completa es descrita por 
ct punto M\ se demuestra la proposición siguiente: 

La inversa de una circunferencia (O que pasa por el centra de 
inversión 0 es una recta (ü). 

Sea A' (fig. 221) el punto d iameiralinenle opuesto ai punto O sobre 
la circunferencia (O, M' un punto cualquiera de esta circunferencia, 
A y M sus inversos. Los cuatro puntos A,A^M,i\L están sobre mía 

misma circunferencia (F), El ángulo Á'IVT'O inscrito en una aemicir- 
eu inferencia es recio: A'M es, por consiguiente, un diámetro de la cir¬ 
cunferencia (F) y el ángulo Á AM es recto» El punto M es, pues, un 
punto de la recta (D) perpendicular en A a la recta OA. 

Posiciones relativas de una recta (O), de su inversa, de 
la circunferencia (C) y del centro de inversión.—£¿ centro 

de inversión 0 es un punto de la circunferencia (O; la tangente c/i 

este punta a la circunferencia (C) es pa¬ 
ralela a la recta (lí), 

El diámetro de la circunferencia (C) que 
pasa por ü es perpendicular u la recia (10, 
Sea B' el centro de la circunferencia (C) 
y B su inverso. 

_Sc tiene OA* ^ 20B' (fig, 221), 

OA * Í)A" — OB a OB'; de estas igualda¬ 
des Se deduce mí = 2QA. 

El centro B' de la circunferencia (O), m- 
versa de una recta (U), es el inverso dtl 
simétrico B dd centro de inversión O con 



Fig . 221 

relación a esta recta, 


inversiones que transforman una circunferencia dada 

(C) en una recta dada (D), —- Hay dos inversiones que tr&nsfor* 
man la circunferencia <G) en la recta (D) l fig, 221], 

Sea OA' el diámetro de lu circunferencia (C) f perpendicular a la 
recta (D). Sea A el punto deitde este diámetro corta la recta (D). 

La inversión de centro O y potencia O A . OA' transforma la circun¬ 
ferencia (C) en una recta perpendicular en A a OA y responde u la 
pregunta. 

Lu inversión de centro A y potencia A'O * A'A transforma la cir¬ 
cunferencia (C) en una recta perpendicular a A A" en el punto A y 
responde también a la pregunta. 

Ninguna otra inversión transforma la circunferencia (C) en la rec¬ 
ta (!>) [/¿s, 22l|, 

Se lia visto que el centro de toda inversión que transforma la recta 

(D) cu una circunferencia (C) es un punto de intersección cíe la circun¬ 
ferencia (C) con el diámetro de esta circunferencia perpendicular a la 
recta (D), Estos puntos pueden ser O y A'. Si es n, la inversión debe 

t ra n k formar A' en A y su potencia es, por lauto, O A - OA', Si es A', la 

mi versión transforma I) en A y su potencia es, pues, A'O . A'A , Es una 
de las dos inversiones de! párrafo precedente. 

circunferencias tangentes a una recta (D) y a una cir¬ 
cunferencia (C y*~Hay dos familias de circunferencias tangentes 
u una recta dada (l>) en un punto M y a una circunferencia (C) dada 
'ti un punto JVT, Para todas las circunferencias de una mismo fatni- 

itn la recta MM' pasa por un punto fijo O y el producto ÜM - OM', 
ptitmna del ponto O con relación a las circunferencias de la familia, 

f’> i toteante* 

llny <!•»* mvcisionefi que transforman la circunferencia (C) en la recta 
íln Vn O el centro de una de están inversiones, MT y M un par de 
i i 1 J 111 > r 111 v i ■ i no m , M solí re la circunferencia (O, M sobre la recta (D). 


Lo circunferencia (I 1 ) Iftg . 222] tangente en M a la recta (D) y 
i| i o l pjtHíi por M\ cm tangente en M' a la 
r-irCiiuírrrncíii (f 1), 

! a i cíiciinfcreiK'i.iM (I 1 ) constituyen 
mui f ji i u 1 1 1 et dr niruní' rem ihh tangen* 
leo; la ieda [VIIVl pji m por O. centro 
dr 1 1 i vi i ón , ponto dr la ri h ¡ni (eren - 
ríii ((!) doiub la tHiigcnlr ► « pn r ítela a 

la recta (O) V r'l joridnclo OM OIVT ch 
COtlflfJthf C f* ¡ftl.ll a tu pulí" 111 In ib m 
Versión, 

El centro de lu segunda í 11 v• > nón en 

A ; P y I* son dun I.ton mvi ■in-o, Jan 

circunferencia a (1/) qiin pa m pin r 
y son tangentes nn P u la ierra *1)) 
constituyen lu aejrimda fu mi lia ib I < ■ i m 
cunfcrcncias tangente n la * i r¡ mi I-n n 
cia (C) en P" y n ja recta < IM r 11 I’ 

Si una circunferencia (D rv tangen 
te en M a una recta (D) y en M' a tuut 
circunferencia (C), los puntos M y M 
son dos puntos inversos en una de las 
inversiones que transforman (C) en (O 
nece pues a una de las dos familias definidas en el párrafo precedente* 
En efecto, la recta MM" que corta en M la circunferencia (C), la 
corla en un segundo punto 1. La circunferencia {(!) y Int circunferen¬ 
cia (I 1 ) tangentes en M' son (v* p. 108) homoteticas en una homo te- 
cía «le centro M\ Las tangentes a estas dos circunferencias en los 
pumos M y O que se corresponden en esta hotnotecia son (v. p, 106) 
paralelas, La tangente en I a ia circunferencia (C) es t pues, paralela 
a la recta (D) y el pumo I es uno de los centros de inversión; dicho 
punto estará a A" o en 0 (v. Posiciones relativas de una recta, de 
su inversa y del centro de inversión). 

SÍ está en 0, por ejemplo, los puntos M y M' aun inversos en la 
inversión que transforma (I>> en (O, y hi circunferencia tangente es 
una de las circunferencias de la familia (P). 

Si está en A* (sobre la figura 222 los puntos fíe contacto son en este 
caso P y P'), los puntos P y P son inversos en la segunda inversión 
que tranforma (I)) en ((!) y la circunferencia tangente pertenece a la 
familia (I v ). 

Construir una circunferencia tangente a una recta (D) 
y a una circunferencia (C) y que pase por un punto dado S. 

— Vamos a demostrar (fig. 222) que por un punto S del plano, que no 
esté situado sobre la recta (I)) ni sobre la circunferencia (C), pasan 
don circunferencias de cada familia o ninguna. 

Sea (P) una circunferencia de la familia que corresponde (fig, 222) 
a la inversión de centro 0, puntos de contacto ¡VLM . Si Ja circun¬ 
ferencia (P) pasa por * h l punto 5, la recta OS cortará la circunferen¬ 
cia (P) en un segundo punto S\ generalmente distinto de S. 

Se tendrá OS * OS" — OM - OMpotencia del punió O con relación a 

la circunferencia (F) y OM - OM" — OA - OA\ puesto que M y M" 

son dos puntos inversos. Por consí guíenle, OS * OS' — OA ■ OA', Esta 
igualdad define el punto S', segundó punto de intersección de la recta 
OS con la circunferencia SAA’ (na trazada en la figura). 

No estando situado el punto S sobre la circunferencia (C) ni sobre 
lu recta (D) # 3ti mismo ocurre con S # , Si los puntos S y S* están a un 
tniamu lado de la recta (0), existen dos circunferencias [v. ¡>, iUO], 
(I V) y ( I ’2), tangentes a la recta (l>), y que pasan por S y S'; si S y S" 
entán ii uno y otro lado de la recta (D), n<» existe ninguna. 

VamoM a demostrar que si existen dos circunferencias (Pj) y (í^), 
mojí do la misma familia de las circunferencias (P), es decir, que no 
sola mente son tangentes a la recta (D), sino que también lo son a la 
ci i cu nfercncia (C). En efecto, si una de las circunferencias (Pi) toca 
m M a la recia (D), corta la recta OM en un punto M', definido 

por OM * OM ~ OS * OS', potencia de t) con relación a la circunferen¬ 
cia (Fi), y como 05 - OS' = OA * OA', se tendrá OM * OM' — OA ♦ 

* OA'. Los puntos M y M' son inversos en la inversión de centro 0, 
y (Pi), que pasa por M,M' y es tan gente en M a lu recta (D), será 
también tangente (v. p, 112) en VP a la circunferencia (C). 

Por consiguiente , por el punto S pasan en total, ninguna , dos o cua¬ 
tro circunferencias tangentes ¡i la circunferencia (C) y a la recta (ü). 

Inversa de una circunferencia (C) que no pasa por el 
centro de inversión O. — La inversa de una circunferencia (C) 
que no pasa por el centro de inversión (fig. 223) une circunferen¬ 
cia (C'). T» 

Si el pumo 0 es el centro 
E de la circunferencia (C), 
la jiro posición es evidente. 

Supongamos O y E distintos. 

El diámetro OE ¡le la cir¬ 
cunferencia (O tiene por 
extremos A y B. 

Sea M un punto cualquie¬ 
ra de k circunferencia (C). 

Sean M\ A', B' los inversos 
de los puntos M, A, B, La recta OM corla la circunferencia (P) en 
M y en otro punto F, definido por b igualdad 


OM . OP = OA - OB, 




), La circunferencia (D perfe- 


i ■** lí l Mí IÚ1IIC 'K V. 
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Siendo» pin hipótesi*. H punto IVT invemi de M. m* tendrá 

OM * ujvr = Tía * oa\ 

J)r e&ttlM din* igualdades Be deduce 

OM' _ OA' 

op~ ob 

óivr 

Los pimíos M\ P t O están alineados y la relación ~— es cons, 

OP 

tanlc; luego ti punto M' kc obtiene del P por una homo teda de cen¬ 
tro O. Cuando el punto M describe la circunferencia (O* el punto P 
describe también la circunferencia (O y el punto homotetieo M' des¬ 
cribe la circunferencia homotetica (C) de diámetro A'B' (v. p. 108). 
Cálculo del radio K' de la circunferencia (C') t 

Sea R el radio de la circunferencia (C) T p la potencia de O con rela¬ 
ción a la circunferencia dada (C) y le la potencia de inversión; se 
tiene 

r OA' OA * OA k 


OB O A Olí P 


■''i ..lo. O i v H \ «• * - ii «i ii 11 -1 hay una ^ola inver- 

■oóu t 1 1 ' * 'i i I < " t r* j"Mnh 11 m i * LmiHÍI* >1 < 

rirciiuíi lí'inin*. I ii r ii nd ii rn| i i l.i ■ 

por las * ii niifh'ii‘in u n .i njo m 1 ■ i i • t ■. , 

((] ) í 1 11 ilfui ¡MinhM .mi i i iri i ii i un i Im > |. 11 «i 

a la 1 inen dr bm ¡ im 

l>i una citcunfct rnrttt Mi r\ tangente ti t 
M it la circunfet eru tu H ) y en M .¡ /n h> 
cunferencia (O ), pertenece a una dr /m 
dos familias dr circunferencias tungettfri 
definidas en el párrafo prrcfdenf, 

La recia MIVT (fig, 223 y 2241 coriji mi 
un segundo punto P la circimfercncta H > [?¿g 224 

Las tangentes MT y M'T' a la i i retín í r i r n 

cía (F) son simétricas cotí reine nm L medial rite de MM # , cuerda 
de esta circunferencia. Las tojuvnt <m m 1 y pO a la circunferencia (C) 
son simétricas con relación a la medial ti/ de MP, cuerda de esta cir¬ 
cunferencia. Se pasa pues de PQ a MI 1 por el producto de dos sime¬ 
trías cíoTi relación a dos rectas par Mirlan, ch decir, por una traslación. 
Estas dos rectas son por tanto p+miIeLih. ir jmsíi T pues, de P a M' por 
una ho motee i a o por una traslación poi consiguiente, JVI y ¡M son 
antihomólogos. La c i re unieran da (F) p<* tímete a una de las familias 
definidas en el párrafo precedente. 



Posiciones relativas de dos circunferencias inversas y del 

Centro de inversión-- —El centro de inversión de dos circunferencias 
(C) y (C r ) inversas* es un centro de homotecia de estas circunferencias. 

Esta propiedad es consecuencia de La demostración dada anterior- 
mente. 

Todo ceñir o de homotecia de dos circunferencias (C) y (C'J es un 
centro de inversión, en una inversión que transforme (C) en ((/), 

Sean (L) y (G) dos circunferencias (fig. 223) y O uno de sus 
centros de hmnutecia. Sea P un punto cualquiera de la circunferen¬ 
cia (C), M' d punto homotélico ele P en la homotecia (O - k ) que 
transforma la circunferencia (ti) en la circunferencia (O), La recta 
OP corta en un segundo punto M la circunferencia (C) y si p es la 
poli 1 UCÍa del punto (i con relación a esta eírcunferrada, se tiene 

OM - OP = p. 

Por hipótesis OM' — k' * OP; de estas igualdades se deduce: 

OM - OM' - pk\ 

Los punios M y M son inversos en una inversión (O * pie*} de cen¬ 
tro O. 

Es evidente que ninguna otra inversión de ccniro O transforma ÍC) 
en tC'). 

Inversiones que transforman una circunferencia fC) dada 
en una circunferencia (C ) dada. //^ dos inversiones y sola¬ 
mente dos que transforman una circun/ercrtcía (C) en una circunferen¬ 
cia (O de radio diferente, 

I oda inversión que goza de esta propiedad tiene por centro un cen* 
tro de homotecia. Ahora bien, si (C) y ((Y) son diferentes, hay dos 
centros de homoteeía y a cada uno de ellos corresponde una inversión 
y sólo una que responda a la pregunta. 

Hay ana inversión y sólo una que transforma una circunferencia 
duda (C) en uno circunferencia igual (C ); la segunda inversión es 
reemplw&ia por una simetría (fig, 224). 

Dos circunferencias (C) y (C'>. de radios iguales, tienen un solo 
centro tic homoteeía O, punto medio de la 1 inca de los centros EF . 
A esto homotecia corresponde una sola inversión, Pero estas dos cir¬ 
cunferencias son simétricas con relación a la niediatriz del segmen¬ 
to EF\ 

Se llaman puntos antihomólogos de dos circunferencias (C) r 

(O un punto M de una de ellas y un punto M' de la otra que se 
correspondan en una de las inversiones (fig, 223) que permiten pasar 
de (O a o en la simetría (fig. 224)> mando existe, que también 

permite pasar de (O a (C/), 

Circunferencias tangentes a dos circunferencias dadas 

(C) y (C)a —Í.A circunferencia (F) que pasa por dos puntos anti- 
Iwmáfogos M.M y es tangente en uno de estos pantos M a una de las 
dos circunferencias (t.) también es tangente tz la otra en el punto M\ 

Sí ¡VI y M son dos puntos inversos orí una de las inversiones que irans- 
forma (C) en es una consecuencia del corolario del párrafo “Pro¬ 

piedades de las tangentes u curvas inversas” (v. p. 112). Si M y M # 
son simétricos, en ía simetría que transforma (C) en (C) [fig, 22H, 
la circunferencia ( F) tiene su centro 1 sobre el eje de simio r ía, si os 
tangente en M a la circunferencia (C); IM pasa por e! centro E del 
circulo (L) y la simétrica IM de eslu recta jjaíjíirá por el Centro 
(F') de (G'): por consiguiente» las circunferencias (C/> y (F) son tan¬ 
gentes en el punió ¡VT'. 

Hay don familias tle círravt/fTPnrias tangentes a una cirrunfcrcncut ((!) 
en un punto M y a una circunferencia dada (C) en nn [tanto 3VF. 
Hura tudas las circunferencias de una misma familia la recta MM' pasa 

pt>r un punto fijo O, y en este caso OM * OM es un producto constante, 
o bien la recta MIVF es pándela a la linea de los centros. 

Si las circunferencias (C) y (C) son desiguales (fig. 223), bay dos 
inversiones que transforman (O) en (f 2 ). -Sea O el centro de una de 
ellas, M y M un par de puntos inversos. Las eiretínfcrencias que pasan 
por M y M y que son tangentes en M a la circunferencia (C) t son tan¬ 
gentes en M a la circunferencia ((.- ) y forman una de las dos familias 
citadas en el enunciado* 


Construir una circunferencia tundente a dos circunferen¬ 
cias (C) y (G') dadas y que pase por un punto dado S. — 

Vamos a demostrar que por un punto S del plano que no eslá sobre 
ÍC) ni sobre (CM pasan dos circunfcrrntúah de cada familia o ninguna 
(fig, 225). 

I' 1 Supongamos en primer lugar que hi>, puntos de contarlo M y M' 
de la circunferencia buscada sean inversm; en una inversión de centro O 
y potencia OB . OB^. 

Si una circunferencia 
(F) de esta familia 
pasa por un punto 
dado S f también pa¬ 
sará por su inverso 
S en esta inversión. 0 
Se determina S', por 
ejemplo» trazando la 
circunferencia (de 
puntos) que pasa por 
y cuya inter¬ 
sección con OS deter¬ 
mina S\ La circunfe¬ 
rencia (F) pasa, pues, 
por S,S J y es tangente 
a la circunferencia 
ÍC). .Se construyen 
(v. p» 100 y 101) las 
circunferencias (F) yíg t '¿'2h 

que responden a estas 

condiciones: la circunferencia de punios corta (C) en Ft y C; la recta 
RÜ corta SS* en I; se trazan desde I las tangentes IVI.ÍP a la 
circunferencia (G), Las circunferencias (F) son latí circunferencias 
que pasan por S t S', M y S, S\ F; hay dos o ninguna. 

Estas circunferencias, que pasan por S, son tangentes a la circun¬ 
ferencia (C) en un punto M, j>or ejemplo; vamos a demostrar que 
ellas son también tangentes a la circunferencia ((2). En efecto, por 

construcción se tiene, OS * OS' — OB * OB': la recta OM corla la 

circuiifiTenda {!') en mi punto M' defmidü por OM - OM' = OS - OS'. 

De estas igualdades se deduce OM * OM' — OB . OB', lo que demues¬ 
tra en primer lugar que M' es un punto de la circunferencia (C') t in¬ 
verna de (C), y además que M' es antihomólogo de M. La circunferen¬ 
cia (F), que pasa por M,M' y es tangente en M a la circunferencia 
((i), también es tangente en \F a la circunferencia ((”). 

2 o Supongamos ahora (fig. 226) que los punios de contado M y M' 
se corresponden luí una simetría. Toda circunferencia que responda a 
la pregunta y que pase por S pasará por S', simétrico de S con rela¬ 
ción a la recta (A), mediatriz del segmento EF' que une los centros. 
Por S y S' pasan dos circunferencias (V) tangentes a la circunferen¬ 
cia (O. Para determinarlas (v. p. 100 y 101), se traza una circun¬ 
ferencia auxiliar cualquiera 
que pase por S y S'; esta 
corla ía circunferencia 
(ti) en G y II; la recta GII 
corla SS' en 1; se trazan 
IM y 1P tangentes a la cir¬ 
cunferencia (C). Las circun¬ 
ferencias { T) buscadas son 
las circunferencias SMS' y 
SS'1\ Sus centros están so¬ 
bre cd eje de simetría (A)* 
son uiagentes a la circunfe¬ 
rencia ÍC) y por tanto lo 
son igualmente a la circun¬ 
ferencia simétrica (C ), Hay Fig, 22ÍÍ 

¿los o ninguna, 

(jUNci.uS[0N. Por un punto S del plano pasan dos circunferencias 
de cada familia o ninguna; por tanto, en total serón citalrfn dos o 
ninguna circunferencia tangente a las dos cr'rcUfi/erc/tctíXí dadas. 

Angulos de curvas inversas- —Se llama ángulo de dos curvas 

(í■) y que pasan por un punto A y que tienen en este punto las 
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Ai. AO, el mentir de los ángulos formados ¡no ht\ tiingrnt*y 
Al y A (I a tita* dos curvas . 

'■i mwi de Ihh din* curvas, ((i) por ejemplo, ium tn-ia, ]¡\ hmg< nir 
Si ívi r¡itii misma recta. Se verificara que dni cm mili n in uih n miu 

.. ír rancio y una recia que tienen dos puntos rom unen »r mu ñu 

i.. don puntos bajo el mismo ángulo. 

Sean (C ) y (2) las inversas de dos curvas ((i) y (2) hermilen m 
V y que tienen en A las tangentes AT.Af?; las corvas invcrnan (I. ) y 
< V/1 se cortan en A\ inverso de A. y tienen en A' drw tangentes A I . 

A ti (v. p. 112), simétricas de AT, A# con relación a la mcdlutriz de 
A A '. Por consiguiente, el ángulo de dos curvas en A es igual al ángulo 
de tu* curvas inversas en A\ Este hecho se expresa diciendo que 1« 
Inversión conserva los ángulos. 

Curvas ortogonales- —5e dice que dos curvas son ortogonales 

t (¡amia se corlan en un punió A en el que sus tangentes son perpen - 
di cu-tares. La figura inversa de la /¿gara constituida por dos curvas 
ai tu gímales está formada por dos curvas ortogonales . 

I.;«h figuras siguientes: I o dos rectas perpendiculares; l ¿° ana clrcun* 
frmicia y un diámetro de la misma; 3° dos circunferencias ortogonales, 
ivitín formadas por dos curvas ortogonales. Si se transforma una de 
onIlih tres figuras por inversión, la figura transformada es una de las 
(res figuras citadas. 

Aplicación, El inverso del pie F de ¿a polar de un punto O con 

relación a una circunferencia (C) se transforma , en una inversión de 

centro Ü, en un punto F\ cenfro de la circunferencia {(T), inversa de 
(C) [fig. 227]. 

Sea (2) una circunferencia que pasa por O y F. Como l 1 es el pie 

tic la polar de O con relación a la circunferencia (C) f F será con¬ 

jugado armónico de 0 con relación a los extremos A y B de un diá¬ 
metro de esta circunferencia: por tanto (v. p. 108), la circunferencia 
(C) y la circunferencia (2) son dos curvas ortogonales. Las curvas in¬ 
versas (G0 y (20 también son ortogonales; ahora bien, (2 ), inversa 
de una circunferencia que pasa por 0, es una recta; será por tanto un 
diámetro de la circunferencia (G*) y, por consiguiente, cortará OF 
en el punto F\ centro de la circunferencia (C') e inverso del punto F, 
pie de la polar de O con relación a la circunferencia (C), 

Construcción de circunferencias ortogonales a una cir¬ 
cunferencia (I 1 ) dada* "Sea (C) una circunferencia ortogonal a 

una circunferencia {i ) dada, de 
centro O y radío R: la potencia 
de O con relación a la circunfe¬ 
rencia (C) es igual a y, por con¬ 
siguiente, la circunferencia (C) es 
la inversa de sí misma en la in¬ 
versión (O - íí 2 ). 

Si la circunferencia (C) goza 
de una propiedad cualquiera, tam¬ 
bién gozará de !u misma propie¬ 
dad la transformada por Ja in¬ 
versión (O * R 3 ). 

Distancia de dos puntos, 
A" y B% inversos de dos pun- 
tos dados A y B. — La distan¬ 
cia ALT de dos puntos inversos 
de dos puntos dados A,R en una inversión (O - k) está definida por 
la fórmula 


\(E'J 

n 



I un .. punto» inversos están sobre una misma circun- 

I»■ i *'ii» j m * /1A .".'II ¡i Sn 

lirio 1111111 HA O ■ 


l Mi A ¡ v * ü m o 

A* MI Al di', Ion 
i i i n h II | ttn \ i 1 H, 
II NA 'Hn Mi mu |§ ni en 
v mil 1 lltih»' < hi 

fluir'. 

AH' OA' 

HA 0|f* 
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ÍD- 


Ftg. 22H 


Fia - 220 


Goillll, |MH lllpotl 

rtin, OA OA f A | p en1 a igualdad Hevn consigo 


A'W = AB-- 

OA * Olí 


Teorema de Ptolomeo. — La condición necesaria y suficiente para 
que un cuadrilátero ARO) sea inscriptible es que el producto de las 
diagonales sea igual a la suma de los productos de los lados opuestos, 

BD - AC “ BC * AD -f GD • AH, 

Sea ABGD un cuadrilátero inscrito (fig. 229). Tomemos A por cen¬ 
tro de la inversión {A - k). Los inversos de 0,0,1) son B',C' f D\ puntos 
alineados sobre una perpendicular al diámetro trazado por A. Se tiene 
por tanto it IT = ITC' + GT>\ 

Ahora bien, según la fórmula de la pregunta precedente se tiene 


B'D' = BD 

k 

■ 

AB * AD ’ 

B C' = BC ■ 

* 

■■ 

AB.AC ’ 

C'D' = CD 

k 

AC ■ AD 


De donde se obtiene 

BU BC CL) 

___ = _ .p____ 

AB - Al) AU - AC AC - AD 

es decir, 

BD- AC = BC - AD + CD-AB. 


Dejamos al lector el trabajo de demostrar las propiedades siguientes: 
El producto de una inversión (O - k) por una homoteeia (O . k') de 
igual centro es una inversión (0 - kk'). 

El producto de dos inversiones (O - /c) « (O • k f ) de igual centro O 
es una homotccia 



A'B' = 


AB - [Al 
OA * ÜR 


La circunferencia de Eider (v. p, 109) de un triángulo ABC (figu¬ 
ra 20¡>) es tangente a las circunferencias inscrita y exinscritas en 
este triángulo. 


Geometría del Espacio 

Planos y rectas paralelas 


Plano. Diferentes morios do determinar un plano. Posiciones relativas de dos rectas. Rectas paralelas. Intersec- 
clón de dos planos. Posiciones relativas de una recta y mi plano. Recta paralela n un plano. Plano paralelo 
a una recta. Planos paralelos. Posiciones relativas de dos planos. Posiciones relativas de tres planos (P), (Q), 
<R). Posiciones relativas de dos planos (P) y ((}) y de una recta (O). Posiciones relativas de tres rectas. Al¬ 
gunas consecuencias importantes a tener en cuenta 


Plano. — Se llama plano a una superficie tal que cualquier recta 
AB que tenga con ella dos puntos comunes, está toda ella contenida 
en dicha superficie. 

Se admite sin demostración que existen planos (P); que un plano es 
ilimitado; que divide el espacio en dos regiones (1) y (II); que toda 
recta que une dos puntos situados a una y otra parte del plano, corta 


necesariamente el plano (P) en un punto y sólo en tino, ya que no 
está contenida en el plano (P), y que, recíprocamente, toda recta que 
no está contenida en el plano (P) y que corta dicho plano en un 
punto A, está dividida por A en dos semirrectas, situada una en la 
región I y otra en la región II. 

Igualmente se admite que por tres puntos A, B, C no situados en 
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linea rr¡ ta, pata tm plano i el 

rlliíH JMl pjlHfln dtl'í |íl;ii[ilri P 

) kohkma* Dos planos (P) y (P ) que tienen comunes tres puntos 
A, R. C. no situados en linea rccta f se confunden, 

Cualquier punto de las rectas A tí, BC, CA, que tienen don puntos 
en muñes con el plano (P) [fig. 230] y con el plano {P') f pertenece por 
definición a esos dos planos. Sea M un punto del plano (P) que no 
pertenece a ninguna de esas tres rectas; tracemos en el plano (P) tmu 
recta que corle las rectas AR y AL en E y F respectivamente; los 
puntos E y I\ que pertenecen a Atí y AL, están c-n el plano (i v ); el 

punto M de la recta EF está* pues, tam¬ 
bién en el plano (P # ). En resumen, 
lodo punto de (P) es un punto de (P')_ 
igual mente se demostraría que todo 
punto de (P"> es un panto de (P), Por 
tanto, los planos (P) y (P'> se con¬ 
funden. 

Luego, par tres puntos A, R f Q no 
situados en Unen recta, pasa un plano y sólo uno. 

Este plano contiene dos puntos de la recta AR, dos puntos de la 
recta tí(. y dos puntos de la recta GA; contiene, pues, por definición, 
todo los puntos de las recias AR, BC, CA* 

Diferentes modos de determinar un plano.— i* p or tres 

puntos^ A, tí, C 3 no situados en línea recta, pasa un plano y sólo uno; 

Por una recta UC y un punto A, exterior a ella, pasa un plano 
y Sólo uno. l»or ellos pasa el plano ABC, que contiene la recta BC 
y el puntó A, y sólo uno, porque todo plano que cumpla lo émin- 
U j J,llsa l >ür A > B > C y se confunde, por eonsignieme, con el plano 

3 ~ f,r recio* AB. AC que se cortan, pasa un plano y sólo 
uno. lor tgual razón que en el raso anterior determinan el plano ABC. 

Posiciones relativas de dos rectas. Rectas paralelas.- 

Sean (L)> y (A) dos rectas distintas, C s decir (fig. 2.11) tales que 
haya por lo menos un punto A de la recta (A) que no este situado 
en la recta (O). La recta (D) y el punto A determinan un plano (P) 
oe consideran dos casos: 

(A) corta cí plano (P) en d punto A solamente (figu- 
tanto, aquella no corta. la recta (D), ya que, por hi* 
potesis, la recta (Ü) está contenida en el 
plano (P) y todos los plintos de la recta (A) 
distintos de A están fuera de dicho plano. 
Las rectas (D) y (A.) no tienen, mies, riingún 
pimío común; 

2" La recta (A i está contenida en el plano 
(P). Al estar las rectas (D) y (A) en un 
mismo plano, o bien tienen un punto común, 
o bien son paralelas. Se dice que son con¬ 
currentes o que son paralelas, haciendo ex¬ 
tensivas al espacio las denominaciones adop¬ 
tadas para el plano. 

Hay que hacer notar que en el espacio dos rectas que nn se cortan 
(r caso) fio son* generalmente, paralelas, y decir que dos rectas 
son paralelas supone* I", que están en un mismo plano; 2“ o ti c rio 
se cortan, 

Kn particular, dos rectas paralelas determinan un plana y sólo uno. 

Teorema. Por Un punta A exterior a una recta (D) se puede tratar 
una paralela a esta recta y sólo una, 

I,‘“ Tt ' , ' t . a (D > f* P ,ln , l ° A determinan un plano (P). La recta bus. 
cada «la paralela a la recta (D) trazad* por el punto A en el 
plano u ). .Se ha demostrado, en geometría plana, que por dicho 
punto se puede trazar una paralela y sl . ha admitid» (postulado ,1c 
Lucí ules) que S(J lo hay una* 


t* La recta 
ra 231). Por 



do? 


s rectas secantes 


Corolario- Las rectas A'B', A'C' paralelas a 
Alt, AL, Caminen son secantes. 

Ln efecto, sí A B', A'C' se confundiesen, las paralelas AB, AC 
trazadas por el punto A a esa recta única, coincidirían, lo que es 
contrario a la hipótesis. 

Intersección de dos planos — Teorema. Dos planos ( p ) Y 

il ) que tienen un punto común, A, tienen comunes todos los puntos 
de. una recta (D), 

En efecto, d plano (P) divide id especio en dos regiones (I) y (II); 
tracemos'par A, en el plano (P), una recta BIV (fig, 232); si dicha 
recta esta contenida en el plano (P), queda demostrado el teorema ■ 
en otro caso, una parte AL de esta recta estará en la región (I)* 
tracemos por A, en el plano (P), una recta CC y » sí no está en el 
Piano (I ), designemos por AC la pane de esta recta que quede 

en la región (11). Frailemos BL; esta 
recta, al unir un punto R de la región (i) 
con tm punto C de la región (U), corta al 
plano (P) en un punto E distinto del 
pumo A; el ponto E situado en la recta 
RC que; une dofi puntos ilel plano (?') 
esLa, pny definición, en dicho plano. La 
recia AE une, pues, dos puntos que están 
a Ja vez en d plano (P) y en el plano 
(I ); todo punto de esla recta es, por 
definición, común a los dos 



tienen común una 
no esté situado en 
Si tuvieran uno* 


pianos. 

Corolario. Dos planos (P) y (P') que 
recta (D), no tienen común ningún punto que 
esa recta . 

C, tendrían comunes dos puntos cualesquiera A 


y H de la recta (D) y el punto C, que rio está situado en linea 
recta con A y tí; luego los planos (P) y (P'J no serían distintos. 

Posiciones relativas de una recta y un plano. — Sea <A> 

uoíi recta y (P) un plano (fig, 233 y 234L Elijamos en el plano un 
punto B que no esté situado en (A). E^te punto y la recta (A) 
determinan un plano (Q), Al tener los planos (P) y (Q) común d 
punto R, o coinciden, o se cortan según una recia BC. 

L Sí (P) y (Q) coinciden, la recta (A) del plano (Q) estará con¬ 
tenida en el plano (P); 

2 lk Sí (P) y (Q) son secantes, las rectas BC y (A) situadas en un 
mismo plano (Q) se cortan o son páratelas. 

Sí se cortan {fig. 233) en *m punto A, la 
recia (A) atraviesa al plano (P) en ese 
pumo A, que es el único común a recia y 
plano. 

Si son paralelas (fig, 234), la recia (A) 
no tiene ningún punió común con cj plano 
(P), y por tanto recta y plano son paralelos. 

Recia paralela a un plano. Plano 
paralelo a una recta . 4 —Se dice que una 
recta (A) es paralela a utt plano (P) o 
que utt plano (P) es paralelo a una recta 
(A) mundo recta y plano no tienen ningún 
punto común . 

De las construcciones hechas anteriormen¬ 
te resulta (fig, 234): 

l r> Que existen rectas (A) paralelas a mi 
plano dado (P); 

2 o Que toda recta (A) paralela a otra tíC 
(P), cs paralela a dicho plano; 




Ftp* 231. 

contenida en el plano 


3 Quv lodo plano que pase por la recia (A), paralela al plano 
U ), y por un pumo tí del mismo plano corta e*o plano (P) según 
nriif recta paralela a la recta (A)* 

L Que ¿a recta BC, paralela a ¿a recta (A), que a su vez es para¬ 
lela id plano (P) t trazada por un punía 11 del plano (P) T está conte¬ 
nida en el plano (P). 

La recta (A) y el punto B definen un plano (Q); C8to plano corta 
el plano (P) según una recta BC paralela a (A). Ahora bien, por d 
punto B se puede trazar una paralela, y sólo una, a la recta (A). 
Ksia paralela coincide, pues, con la recta BC del plano (P). 

Planos paralelos. — I bohema. El ¡dono (i' 1 ') definido por tíos 
rectas A'B', A C' que se cortan, panddas a m« plano dado (P), no 
tiene ningún panto común con el plano (P). 

Observemos, en primer lugar, que es posible tm mr en el plano (P) 

dos rectas socantes AB, AC {fig, 235); las paralelas a estas dos 

rectas, A R , AL, trazadas por un punto exterior ul plano (P), 
también se cortan y son paralelas al plano (P). Luego determinan 
un plano. _(P') t 

Los planos (P) y < 1^> no tienen ningún punto común. Si tuviesen 
uno, se cortarían según una recta (A), que, al 
estar situada en el plano (P% cortaría A'B\ 

AC, o tus dos. Supongamos que esa recta 
corta A'B' en un punto BL Este punto LT, 
simado en (A) s intersección de los planos 
(F> y (P% estaría, |Mír consiguieiite, en el 
plano ÍP>; ahora bien, la recta A"R\ paralela 
al pinito (P) t no tiene ningún punto IV situado 
en dicho plano. Luego los planos (P') y (p) no 
tienen ningún punto común * 



Flu. 235 


Posiciones relativas de dos planos. — Sean (P) y o*') dos 

planos (lados. Sean A Fí , A (/ dos rectas concurrentes tra/jola» en el 
plano (P'). 

l “ Sl ninguna de estas dos rectas corta d [llano (P), los planos 
(1 ) y (P) no tienen, según el teorema anterior, ningún punió común; 

2^ Si una ele esas rectas, por Jo menos, corta v.l ph» no (P) rn un 
solo pumo, los planos (P) y (P'J tienen una recta común. Se dice 
que los dos planos son secantes; 

3“ Ni las dos rectas estúii situada# en el plano (P), los dos T »latioa 
coinciden. 

Definición. Se dice que das planos (P) y (F') son paralelos cuan- 
do no tienen ningún punto común. 

De las consideraciones anteriores resulta: 

l v Que existen planos (P') paralelos a un plano dado (P); 

2 * P ue P° r un F ,Jlltí> exterior a un plano (P), se puede trazar 
un plano que pase por cae punto y sea paralelo al plano (P)* 

Ad emás, se verifica que: 

Toda recta (LV) contenida en un plano (F), paralelo a un plano 
dado (P), paralela al plano (P), 

Pues si (D) y (P) tuviesen un punto común, ese punto sería común 
a los planos (P) y (P'), 

r BOHEMA, Las rectas A tí y A'B', intersecciones de un plano (Q) 
ctm dos planos paralelos (P) y (P') T son paralelas cutre sí (fig, 236), 
Comprobemos primeramente que tm plano (Q) [fig. 236] que pase 
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Fifi . 236 


por los puntos A y A\ elegidos arbitrariamente en los planos (P) 
y (P 7 ) respectiva me nte p corlará estos dos planos. Si las rectas AB 

A LT, de intersección, tuviesen un punto común, 
este punto estaría situado en A1L y por tanto 
en el plano (P), y por otra parte en A'B', y 
por tanto en el plano (P ); luego sería común 
a estos tíos planos. Ahora bien, dichos planos, 
paralelos, no tienen ningún punto común. Luego 
las rectas AB, A B' no tienen ningún punto 
común: como están, por hipótesis, en el mismo 
plano (Q), dichas rectas son paralelas. 

Cutióla k i ü. Los segmentos AA r y BB" deter¬ 
minados sobre dos rectas paralelas por dos pla¬ 
nos (P) y (P 7 ) paralelos son iguales. 

Sea (Q) [jig. 236f el plano que contiene las 
rectas paralelas AA f y BB'r está cortado por los planos paralelos (P) 
y (P 7 ) según recias AB, A B' paralelas. La figura plana ABITA' oh un 
cuadrilátero convexo de lados opuestos paralelos; es, pues, un pan 
le lógrame, y los lados opuestos A A 7 , BB 7 son iguales. 

Teorema. Por un punto A' exterior a un plano (P) soto se puede 
trazar un plano (P 7 ) paralelo a (P). 

F í'racemos en el plano (P) dos rectas secantes AB, AG (fig. 235). 
Sea (P 7 ) el plano determinado por las rectas A 7 B 7 y A # C 7 para le las 
a esas dos recias. El plano (P 7 ) será paralelo al plano (P). Su pun¬ 
ga mos que existe otro plano i O) que pase por A 7 y sea paralelo a (P). 
Sea M un punto del plano (0)- El plano AA'M corla el plano (P) 
según una recta AL, el plano (I ) según una recta A/E' T y el plano (Q) 
según una recta A VI, Según el teorema anterior, A'EVf, A E* y AE son 
rectas paralelas. Gomo por el punió A/ no se puede Lrazar más que 
una paralela o la recto AE. resulta que A M coincide con A 7 E\ El 
punto M del plano (Q) es, pues, un punto del plano (P). Los 
planos (P 7 ) y (O) se confunden. Por A 7 pasa un solo plano (P ) 
paralelo al plano (P). 

Consecuencia, FJ lugar geométrica de tas rectas A/M\ paral vías tt 
un plano (1 J ), trazadas por un punto A" exterior <i (P), es el plano 

_ que pasa por el punto A 7 y 

/ es paralelo al plano (P)* 
f Si A'JVT es paralela al pla¬ 
no (P) [f¿g. 237], estará con¬ 
tenida en el plano (P ). 

Si A JVL está contenida en 
el plano {V ), será paralela al 
plano (P), 


■- M 1 -3 



z 
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Posiciones relativas de tres planos (P), (Q), t R) ■ — > • Su- 

pongamok que dos de ellos, (P) y (Q) por ejemplo, sean paralelos. 

Si el plano (R) es paralelo ni plano (P) I fig, 2'UIJ, no tendrá con 
el plano (0) ningún punto común, pues si tuviera mm t A, se podrían 
trazar por A dos planos (Q) y (IO* tindíos paralelos al plano (PL lo 
que es imposible, Luego los tres planos (1*1, (Q) y í.R) serán paralelos 
dos u dos. 


Si el plano (R) corta el plano (P) [fig, 239], cortará también el 
plano (Q), pues si fuese paralelo a (Q) T seria también, según lo que 
precede, paralelo al plano (P>. Las rectas de intersección, (D> y (A), 
def plano (R) cun los planos paralelos (P) y (Q) son rufetas paralelas; 



Fíg, 2IRí 


común a los (res planos; 

SA, SB, SC (/ ig . 241). 


2 ,J Alguno de los planos (P), (Q) o (It) 
no es paralelo a otro ele ellos. 

Si la recta de intersección tic los planos 
CP) y (Q) está contenida en el plano (R), 
los tres planos estarán dispuestos como las 

hojas de un li¬ 
bro. I ,as tres ¡m- 
sumn por una 
misma recta (fi¬ 
gura 240). 

Si la recta de 
intersección cor¬ 
la el plano (R) 
on un soto pun¬ 
to S, éste será 
el único punto 
sus interseco iones serán Eres rectas d istmias 



Si la recta de intersección de los planos (P) y (Q) no tiene ningún 
punto común con el plano (R), loa tres planos tampoco tendrán mn- 
fUio punto común. Sus intersecciones? serán tres rectas distintas, situa- 
d¿i'* dos a dos en un mismo plano, y no tendrán ningún punto común, 
luego serán paralelas dos a dos (fig, 212), 

He este estudio resulta: 


I o Que dos planos 



paralelos a un tercero 



son paralelos entre sí; 

2 a Que todo plano que 
corte el plano (P) se¬ 
gún una recta (D) cor¬ 
tará también cualquier 
plano paralelo a (P) se* 
gán una recta (A) pá¬ 
ndela a (L>), 



Posiciones relativas tíe dos planos (P) y (Q) y de una 

fOCta (D). — Limitaremos nursiro estudio a los casos particulares 
sigu icntea: 

| u Los dos planos (P) y (Q) son paralelos (íig. 243). 

Se traza por un punto A w de la recta (D) t un plano (R) paralelo 

a ta vez a los planos (P) y (Q). 

Si la recta (D) es paralela al plano (P), estará con ten ida en el 
plano (R>, y como el plano (R) es paralelo al plano (Q), la recia (D) 
será también paralela al plano (Q). 

2" Los dos planos (P) y { Q) llenen una recta común (A) [fig- 244!. 

Si la recia (D) es paralela a la recta (A), al mismo tiempo será 
paralela a los planos (P) y (Q). 

Si la recta (l>) es paralela a los planos (P) y (QL la paralela a 
la recia (l)) t trazada por el punto A de la recta (A), se encuentra 
tul el plano (P), puesto que A está en dicho plano, y en cd plano (Q) 
pnr lu misma razón; luegn será ta recta tic intersección de esos 
dos planos. Las rectas (D) y (A) serán por tanto paralelas. 

De este estudio resulta que: 

1“ St dos planos son paralelos , toda recta paralela a uno d/c ellos 
es parabla (d otro¿ toda recta que corte urto de ellos cortará tttjtt- 
bien el otro; 

2” Toda reata paralela a dos planos secan les ex paralela ú su inter¬ 
sección. 


Posiciones relativas de tres rectas.— Nos limitaremos a com¬ 
probar que; dos reetm (!í) y (D ) paralelas a una tercera (A) ¿on 
paralelas cutre si. 

Sea (P) el plano que pasa por la recta (D) [fig, 242] y por un 
punto de la recta (D). Dicho plano contiene la reeLa (D) paralela 
a (AL i J<h r tanto será paralelo a la recia (A); como la recia (ÍT) 
es pamtela a la recta ( A), será por consiguiente paralela al plano (P); 
peto, por hipótesis, (IV) pasa por un punto del plano (P), luego 
estará situada en dicho plano. Las rectas (!)) y (JV) están, pues, en 
un mismo plano. 

Sea (Q) el plano de las rectas para lelas (D) y fA)í sea (R) el 
plano de las recias paralelas (D ) y (A). Los tres planos (P), (Q) y 
(R) se cortarán, dos a dos, según las recias (D), (IV) y (A), y estas 
rectas serán, o con cu nenies, o paralelas dos a dos. Como (D) y (A) 
son paralelas, no serán concurrentes, y (D) y (IV) serán también 
paralelas. 

Algunas consecuencias importantes a tener en cuenta.— 

Por un punto A se puede trazar: 

1“ Ln plano paralelo a otro dado, y .solo uno; 

2* Un plano paralelo a dos rectas dadas, y sólo uno, si las dos 
rectas no son paralelas. 

Por una reda AB se puede trazar un plano, y sólo uno, paralelo 
a otra recta que no sea paralela a la AB. 

Por lina recta A tí solo se puede Lrazar un plano paralelo a otro 
dado (P) cuando la recta AB sea paralela a (P). 

Para determinar una recta que pasa por un punto A no hasta con 
decir que, es paraída a un plano, ni para determinar un plano que 
pasa por un punto A basta con decir que es paralelo a una reda, 
Hay f en particular, infinidad de planos que pasan por un punto y 
son paralelos a una recta dada; estos planos pasan por la paralela 
a dicha recta, trazada por el punto dado. 

Aplicaciones, Determinar una recta que corte dos rectas dadas 
í II) y (A), que no son secantes ni paralelas* y que cumpla además 
una de las siguientes condiciones: 

I o Pasar por un punto dado A; 

2'* Ser paralela a una recta dada BC. 

En el primer caso se verifica que sólo la recta de intersección de 
los planos que pasen por el ¡junto A y Jas rectas (D) y (A) cumple 
con las condieiones del problema. 

En el segundo caso es lu recta de intersección de Ion planos que 
pasen por esas dos rectas y sean paralelos a BC. 
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Angulo de dos semirrectas. Angulo de dos rectas.— Dos 

semirrectas para leías OA y O" A' están, por definición, en un mismo 
plano: se dice que son del misino sentido cuando están en esc plano 

a un mismo lado de OQ\ Luanda esto es asi* la traslación 00' 
efectuada eu dicho plano lleva O A sobre tVA\ 

Dos semirrectas secantes OA y Ofl determinan un plano y en él un 
ángulo (saliente o entrante) que se denomina ángulo de dos semi¬ 
rrectas, y se designa por la notación AÜB ya empicada, 

I kojíkma. Los úngulas ¿alientes (a entrantes) jarmadas por dos 
semirrectas OA, OB y por otras dos O A, UB, paralelas y del misino 
sentida, son iguales (,fig. 245), 

—)■ 

Si se efectúa simultáneamente la traslación OO rn cada uno de 
los planos A00 y BOCE, se llevará OA sobre 0 f A\ y OB sobre O B', 

Por tanto* los ángulos salientes AÜB y A'Oo' son iguales y los 
ángulos entrantes también lo son. 

Definiciones. Se llama ángulo de dos semirrectas no concurren¬ 
tes uno de los ángulos (si no se especifica lo con ira rio se considera 

el ángulo saliente) que forma otras dos semirrectas 
paralelas y del mismo sentido, trazadas por un mismo 
pii nt o. 

Se llama ángulo de dos rectas uno cualquiera de 
los ángulus que forman dos semirrectas paralelas a 
aquéllas. Si sólo se consideran ángulos salientes, d 
valor del ángulo de dos rectas ha de ser uno de los 
números positivos 9 o n — de no especificarse lo 
contrario, se toma como valor el menor de esos dos 
j \ y me ros. 



Tomemos sobre la 


Rectas perpendiculares. — Se dice que dos rectas son perpen¬ 
diculares cuando forman un ángulo recto, Si una recta (D) es per¬ 
pendicular a otra (A), es perpendicular a toda recta (A') para¬ 
lela a (A). 

Se dice que dos rectas soji ortogonales cuando se quiere especi¬ 
ficar que son perpendiculares f pero que no se cortan, 

I EoiíEM4 + Si ana recta (D) es perpendicular en un punto A de un 
plano (P) ti dos rectas AC y AE de dicho plano, que pasan por 
td punto A t es perpendicular a todas las rectas del plano que pasan 
por A (fig. 246), 

‘ceta (D) dos longitudes AB t AB' iguales 
(AB — A IV), Tracemos en el 
plano (P) una recia cualquiera 
AF; tracemos por F en el plano 
(P) una recta que corte en C y E 
las rectas dadas AC y AE. Una¬ 
mos C, E t y F con los puntos 
B y B' (fíg. 246). 

Por hipótesis AC y AE son per¬ 
pendiculares a BíV: la roela AC 
es, por tanto* la altura y la media¬ 
na (AB = AB" por construcción) 
del triángulo BCtV: por tanto, 
este triángulo es isósceles y BC “ 

= ITíI. De igual modo se de¬ 
muestra que BE ^ B E. Lns dos 
triángulos BEC y IVEf! tienen sus 
tres lados iguales (BC = R'C, BE = B E, EC cumiín). Si estuviesen 
en un mismo plano* se podría hacer que cuín cid lesea y serían par 
consiguiente iguales, Admitiremos que lo misma sucede en el espacio 
y que podemos aplicar un plano sobre otro como se superpone un 
calco sobre una hoja de papel, 

Al ser iguales los triángulos BEC y IVEC* sus ángulos BCE y LVCE 
serán pnr consiguiente iguales. De ello resulta que las triángulos BCE y 
IVCF son iguales (BC = B'C, según la demostración anterior, CF común, 

BCF = B'CF) 4 Loa lados BF y IS'F <1 e estos triángulas son pues iguales. 
El triángulo BFtV es, por tanto, isósceles. Su mediana AF es también 
m altura y, por consiguiente, la recia BIV es perpendicular a la ree- 
ta AF. AI í>er ésta una recta cualquiera, queda demostrado et teorema. 
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Lugares geométricos en el espacio. — llama lugar geomé¬ 
trico de un punto M o de una cu roa variable (C), que satisfacen 
ciertas condiciones, d conjunto de tas posiciones tornadas por esc 
punto o por dicha curva cuando esas condiciones quedan cumplidas. 
Limitaremos nuestra estudia a los siguientes casos: 

E Si se trata de un punto M, el número de condiciones ha de ser 
el suficiente para que el punió M determine una superficie; 

2" Si se traía de un punto M, el numera de condiciones lia de ser 
el necesario para que el punto M describa una curva) 

3 S¡ Sí' trilla de una curva* el numero de condiciones ha de ser 
el suficiente para que csLa curva engendre una superficie. 

En Jos tres risos, pura demostrar la existencia de luí lugar, es pre¬ 
cisa establecer que; 

a) Si M satisface las condiciones impuestas, es un punto del lugar; 


b) Si M es un punto dd lugar, satisface las condiciones impuestas, 
Veamos a continuación dos ejemplos de lugares geométricos en 
el espacio. 


Plano perpendicular a una recta en un punto. —£7 lugar 

geométrico de las perpendiculares a la recta (ü) en un punto A de 
la misma es un plano (F), 

Este plano se denomina plano perpendicular a la recta (D) en el 
punto A, 

Este primer ejemplo corresponde a un lugar geométrico formado 
par rectas: las condiciones impuestas bastan para que todo punto M 
del lugar esté en una superficie, en este caso en un plano ( fig m 24f>), 
Ecj primer lugar llagamos pasar dos planos distintos por la recta 
ÍD); en cada uno de estos planos se tra^a una perpendicular a la 
recta (D) en el punto A; AC en el primer plano considerado y AE 
en el segundo. Estas dos rectas determinan un plano (P), Este [daño 
es el lugar pedido. Para demostrarlo, vamos a establecer Jas propo¬ 
siciones siguientes: 

I Si iVT es un punto de la recta Ai’ que cumple las condiciones 
enunciadas, es decir* perpendicular a la recta (D) en A, ef punto M 
está en el plano (P). 

En primer lugar hagamos pasar dos planos distintos par la recta 
(D); rn cada uno de estos planos se tra/.a una perpendicular a la 
recta (D) en el punto A: AC en el primer plano considerado y AE 
en el segundo. Estas dos rectas determinan un plano (!'), Este plano 
es el lugar pedido. Para demostrarlo* vamos a establecer las propo¬ 
siciones siguientes: 

siguiente el punto M de AF está en AF\ y por tanto en el plano (P); 

2* Si M es un punto del plano (Pi* la recta AM cumple las con¬ 
diciones del enunciado. Dicha recta es* en efecto, perpendicular a íu 
recta (D) en ef punto A. 

El lugar buscado es, por consiguiente, el plano (P). 

Plano perpendicular a un segmento en su punto medio. 

— Ieohbma, El lugar geométrico de los puntos M equidistantes de dos 
punías distintos B y IT es el plano (P) perpendicular a la recta BB' 
en. su punto medio A. 

Este plano es, por definición, el plano perpendicular en el punto 
medio del segmento BIV (fig. 247). 

Este segundo ejemplo corresponde a un lugar geométrico de puntos 
constituido por una superficie. 

F Si M es un punto del lugar, se tiene que MB = 

— MB", El triángulo BMB es isósceles y la mediana 
AM es también la altura. La recia A¡\L ¡perpendicular 
a BB en su punto medio A, está en d plano (P) per¬ 
pendicular a dicha reda en A; 

2 o Si el punto M está en el plana (P) t d ángulo 

MAB es recto; la altura y la mediana dd triángulo 
BMIV coinciden. Este triángulo es* por consiguiente, 
isósceles y MB = MB. El punto M es un ¡mnto dd 
lugar. 

Luego rJ lugar geométrico se compone del plano 
(P) en toda su extensión. 

Recta y plano perpendiculares. —El lugar geométrico de 
recias perpendiculares en A a tina recta AB os un plano (P) único y 
bien determinado (fig. 248). 

Esto se expresa diciendo que el plano (P) es perpendicular a la 
recta AB en d punto A, o que la recta AB es perpendicular al pla¬ 
no (P) en el punto A. que se llama pie de la perpendicular. 

F Existe un plano y sólo uno perpendicular en A a una recta AB. 

2" Existe una recta y sólo una perpendicular a un plano (P), en un 
punto A de este plano. 

En efiíclo, el plano (P) puede estar definido por dos rectas secantes 
AC y AE. Existe un plano (Q) perpendicular en A n la recta AC, y 
nn plano (K) perpendicular en A a la recta AE, Estos planos san dis¬ 
tintos, pues si coincidiesen* cortarían el plano (?) según una recta 
única a la que serían perpendiculares en el punto A las rectas A(> 
y AE; por tanto* estas rectas tjo serían dis- 
Lintas, lo que o o es admisible. Estos planos 
distintos (Q) y (II) tienen común un punto 
A; por consiguiente, se cortan según una 
recta (A). La reteta (A), situada en un 
plano perpendicular en A a la recia AC T es 
perpendicular a esta recia y por idéntica 
rasión también lo es a la recia AE. Luego 
d plano (P) está definido por das rectas 
perpendiculares a ía recta (A): por consi¬ 
guiente, es perpendicular a dicha recta, 

Existe* pues, una recta AB perpendicular 
en A al piano (P); es la recta (AL 

No existen otras rectas en esas condiciones, pues si AB es perpen¬ 
dicular al plano (P)* también lo es a las rectas AC y AE; luego está 
ni (os planos (Q) y (R) perpendiculares en A a estas dos rectas. Ahora 
bien, estos planos no tienen más que una sola recta común (A), Por 
consiguiente, la recta AB coincide con Ja recta (A). 
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RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES 
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3“ De la dcmasiración precédeme rastilla que: 

Toda recta perpendicular en un punto A de un piano a dos n ■/n* 
distintos de ese. plano, que pasen por A f es perpendicular a dtrho ¡daña 

Teorema* tu condición necesaria y suficiente pañi que uno freía AH 
sea perpendicular a un piano (P) es que lo sea a dos rectas concurren¬ 
tes de ese plano (fig* 249)* 

La condición es necesaria* Por hipótesis la recta Alt es perpendicu¬ 
lar al plano (P); vamos u de mostrar que AB es perpendicular a toda» 

las rectas de ese plano* 

En primer lugar* dicha recta es por defi¬ 
nición perpendicular a todas las rectas (D) 
de ese plano que pasan por su pie* Sea (DT 
una recta del plano (P) que no pasa por 
el pumo A; la paralela (D) a esta recta 
trazada por A es una recta del plano (P); 
por hipótesis la recta AB es perpendicular 
a !« recta (D) y, por consiguiente, también 
lo es u la recta (D') paralela a {!_)), 

La condición es suficiente* Por hipótesis, 
la recta AB es perpendicular a dos rectas 
i D ) y (A') del plano (P), distintas y secantes* La paralela A' B' a 
la recta AIS, trazada por el punto A común a estas dos recias* es tam¬ 
bién perpendicular u dichas rectas: luego es perpendicular al plano 
(f J ), La recta A'tT, perpendicular al plano (P), corta este piano; 

la recta AB* paralela a aquélla* cortara tam¬ 
bién (P) en un punto A. Las paralelas (D) 
y (A) trazadas por el punto A a las rectas 
(D ) y (A ) del plano (P) están en dicho 
plano y son perpendiculares n la recta A13* 
Esta recta es, por consigo tente (ver el párrafo 
3 o que precede)* perpendicular al plano (P). 

Corolario* Sea (P) el plano perpendtcu- 
lar en A a la recta Aií y (P ) el plano per¬ 
pendicular en A' a la recta A TT, La condición 
necesaria y suficiente pura que (P) y (P ) 
sean paralelos es que AB y A H* sean para¬ 
lelas* 

Aplicaciones* ! u Dos planos ¡perpendiculares a una misma recta 
son paralelos (fig* 250)* 

En fícelo, si AB y A*B* »c confunden* (P f ) y (P) son paralelos. 

2* Dos rectas perpendiculares a un mismo plano son paralelas. 

En efecto* si (P) y (PT se con funden, AB y ATT son paralelas, 

4 Ü Si un plano (P) es perpendicular a una recta AB, es también per¬ 
pendicular a todo plano (PT paralelo a (P). 

En efecto* la reclu AB que o traviesa al plano (P) también atraviesa 
el plano paralelo (P') en un ptintf» A'* Al ser por hipótesis paralelos 
(P) y (P')* la perpendicular A'IT ni plano (PT es paralela a AB; 
coinn A' es un pumo de AB, resulta que A'B' se confunde con AB, y 
íd plano (P') en también perpendicular a la recta AB* 

4 o Si un plano (P) es perpendicular a una recta AB, r.t también per¬ 
pendicular a toda recta ¡atraída A'B\ 

al cortar el plano (P) k recta AB [fig, 251) cortará 
también la paralela A’B' en el punto A', El plano 
(P'X perpendicular en A" a la recta A'B', es paralelo 
al plano (P): como (P) pasa por un punto A' del 
¡daño (P), se confunde con él* Luego la recta ATT es 
perpendicular ui plano (P), 

Las proposiciones 1 y 3 se resumen diciendo: 

La condición necesaria y suficiente para que un pla¬ 
no (P) sea perpendicular a una recta Al! es que sea 
paralelo a un plano (PT perpendicular a dicha recta. 

Por consiguiente: 

Par un punto O exterior a una recta AB se puede trazar un plano 
perpendicular a dicha recta y sólo uno . 

Éste es el único plano que pasando por el punto dado O es paralelo 
a un plano cualquiera (P / ) perpendicular a la recia AB* Este plano 
contiene, en particular, todas las rectas que pasen por O y sean para* 
lelas a <p') , es decir, que sean perpendiculares a la recia AB* 

Las proposiciones 2 y 4 se resumen diciendo: 

La condición necesaria y suficiente para que una recta AB sea per¬ 
pendicular a un plano (P) es que sea paralela a una recta ATT perpen¬ 
dicular a dicho plano* 

Por consiguiente: 

/ or un punto exterior a un plano se puede trazar tttta recia AB 
perpendicular a dicho plano y sólo una. 

Ésta es k única paralela a una recta cualquiera A'R' perpendicular 
a ese plano, trazada por el punto A. 

Distancia (le un punto a un plano. — Sea A un punto exterior 
u un plano (P); desde este punto se puede trazar una perpendicular 
AIÍ, y sólo una, al plano (P>. 

Se llama distancia def punto A al plano (P) la que hay desde dicho 
punto al pie H de la perpenrftcuítfr AH trazada desde el punto A al 
plano (P). Se demostrará sin ninguna dificultad que la distancia dd 
punto A a un punto del plano diferente de ¡í es mayor que Afl* 

Distancia ©ñire dos planos paralelos.*— Sean (P) y (Q> dos 

planto. paralelo* (fig. 252), A y A' dos puntos del plano (0). H y IT 
ios pies fie hia perpendiculares trazadas desde A y A' al plano (P). 


En efecto 



L j, n '<*< 1 i 1 AH y A IT* perpendiculares a un mismo plano (P), son 

|nh ddu. y por tanto ofUiuón situadas en un mismo plano (R): el 

pl.iii-' (H I rorta be. pl.uin» jnil'ulclos (P) y (Q) 
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no (Q) es también AH; Lugo lo tLitamio entre das planos es indepen¬ 
diente del orden en que saín Cftnstd erados dh tíos planos* 

Distancia de un punto a tina recta. — Una recta BC y un pun¬ 
to A exterior a ella determinan un pimío* En r r| onetríit pinna se ha defi¬ 
nido lo que se entiende por perperidic Lila AII ti azuda 
por A a BC y por distancia AíL Estas definir jones son 
válidas en id espacio ifig. 253)* Se iiu Inferno» aohimrnlr 
quc el ¡dono (P), trazado por A perpendirularmentc o 
BC, contiene todas las perpendiculares a BC que pasan 
por A y en particular la recta AH. 

Perpendicular común a dos reo tas. — Sean 

ÍD) y (A) dos rectas que mi son paralelas ni concu¬ 
rrentes (fig. 254); existe una recta y sólo una que en¬ 
cuentre a (O) y (A) en puntos A y B respectivamente, y que sea per¬ 
pendicular a esas dos rectas* 

La recta AB es, por definición* la perpendicular común a esas dos 
recias, y la longitud AB es la distancia entre las dos rectas. 

Tracemos por un punto cualquiera O una 
paralela ÜA* a bi recta (D), tina paralela 
OB' a la recta (A) y la perpendicular OC' 
al plano AT)B\ 

La recta AB buscada debe ser perpendicu¬ 
lar a las recta» O A*, que es paralela a Ja 
recta (D), y HB', que es paralela a la recta 
(A): por consiguiente, AB debe »er perjien* 
diadar al plano A'OLT y poi tanto paralela 
a OC\ 

El plano que pase por (D) y contenga la 

recta AB debe arr paralelo a OC* Por con* 

Al guíente, esc plano es el definido por la rec¬ 
ta (I)) y una paralela cualquiera a OCT que 
corto (1)); sea (P) dicho plano. De igual 
modo se demuestra que <4 plano que pase 
por (A) y por AB no puede ser otro que e! 

plano (Q) definido por la recta (A) y una paralela cualquiera a OCT 
que corte (AX 

Luego la recta AB será la recta común a los píanos (P) y (Q). Ahora 
bien* estos dos planos paralelos a los planos ATKT y B'OC # secantes 
se corlan según una recLa AB paralela n OC: su intersección AB corta 
en ángulo recto (D) y (A) y por tatito AB es la perpendiciiiar común 
a las dos rectas. 

Se verifica que ht dista ocia nutre do» r retas (D) y (A) es igual a 
la distancia entre dos plano» trazados uno por la recia (D) y que sea 
paralelo u (A), y otro por U recta (Ai y que sea paralelo a (D)* 

Reatas perpendiculares. I a condición necesaria y suficiente 
para que dos rectas sean perpendiculares ex que una cualquiera de 
elfos este en un plano perpendicular a la otra. 

La condición es necesaria* Por hipótesis (D) y (A) son prrpcmlku- 
hires. Por un punto A de la recta (L^) (¡tg, 255) tracemos un plano (P) 
perpendicular a fu recta (A): dicho plano contiene, por definición, 
todas las rectas que pasan por A y son perpen* 
diculares a (A)- Tor tanto* contiene la recta í D); 
luego dicha recia esltV en un plano (P) perpen¬ 
dicular a (A). 

La condición es suficiente* Por hipótesis la rec¬ 
ta (D) esta en un plano (P) perpendicular a (A). 

Por consiguiente* Ja recta (A)* perpendicular al 
pkno (P) por hipótesis, es perpendicular a todas 
Us recia» del piano (P) y por lo tanto a la rec¬ 
ta (D)* 

Esta propiedad de las recias perpendiculares es muy importante. Ella 
pone de manifiesto que hay una condición para que por una recta se 
pueda trazar ua plano perpendicular a otra recta y que de no cum¬ 
plirse no es posible esta operación. Esto permite enunciar algunas pro¬ 
piedades sencillas, conocidas cun el nombre cíe teorema de las tres 
perpendiculares. 
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Fig, 255 


Teorema de las tres perpendiculares. 

trazada al plano (O) por el punto A exterior 
a dicho plano , la perpendicular HK trazada 
por el píe FI de AH sobre una recta (A) del 
plano ((,))* y la perpendicular AíC trazada 
desde el punto A sobre la recta (A) están 
en un mismo plano (fig. 256). 

El plano (P) trazado por A perpendicular- 
mente a la recia (A) contiene todas la rec¬ 
tas perpendiculares a (A) que pasen por el 
punto A* luego contiene las rectas AK , per¬ 
pendicular a (A) por construcción, y Aií 


— La perpendicular AII 



Fig, 250 
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percutí titular a la recta (A) del plano (0)* porque AH os perpendicu¬ 
lar a dicho plano: el pimío lP) será el que pasa por la recta A11 y mu 
perpendicular a la recta ortogonal i A)- Dicho plano es también el pla¬ 
no perpendicular a l¡ ru ta (A) trazado por H; luego contiene la per¬ 
pendicular HK t razada por 11 a la recta ÍA)* 

De donde resulta que los puntos K y K', en que el plano (P) corta 
la recta (A)- no son distintos. Por tanto, el teorema ele las tres per¬ 
pendiculares puede enuFletarse bajo una de la dos formas siguientes 


l siendo (A) tifia recta d* un plano (Q)„ A un punto exterior al plano 

(fj> y II el ¡n c jj e tu perpendicular trazada a dicho plano por el 
punto A): 

Si K es d pi,r xotjrf (a neta (A)* de la perpendicular Afí a dicha 
recta HK es también perpendicular a (A): 

St K cí i d pi tj sobre la recta (A), de la perpendicular Hlv a dicha 
recta* AK es también perpendicular a (A), 





Diedro. Angulo plano de un diedro A íí. Comparación de dos di 
dio. Manos perpendiculares. Proyección ortogonal sobre un plano 
peutücnliir n oleo pimío dado. Proyecciones ortogonales de rectas 

sobre un 


T ” n ----- — - : - - - 

anos perpendiculares. 

r a otro pinna dar.. __ v ,,v nw ,.^ w _,_*. ,, H , U | n; , ? 

plano { P). Proyección ortogonal de un ángulo recto PAC. Áugyio de 

sectores del ángulo formado por dos rectas 


- ■ - r J ' P J +JFkr* ii» I T O a 414-^.At « U Al SJL \- L4 14 U ^ 

Pin no que pasa por umi recta ATI y es per- 
paralelas. Proyección oblicua tic un punto A 

una recta y un plano. Planos 1>¡- 


Diedro* — Se llama semiptano la j> arción de plano situada a tm 
mismo lado de ana recta AB fíe dicho plano. 

Se llama diedro AB una de las dos porciones del espacio compren¬ 
didas entre dos semiplenos limitadas par una misma recta AB, La rec¬ 
ta AH se llama arista del diedro. Cuando la notación diedro AB es insu¬ 
ficiente para determinarlo, se a naden delante y deirás de A11 unas letras 
que identifiquen bis Sémiplanos que limitan el diedro; estos aemi- 
planos se llaman caras del diedro. Se dice, por ejemplo, diedro (PABQ) 
para designar el -diedro de arista AR limitado por los sem i planos (P) 
V ÍQ), o por los se mi planos que pasan por los puntos F y Q, 


Angulo plano de un diedro AB, —Sea AR la arista de un die¬ 
dro formado por ríos semtplanos (P) y (O}; al plano perpendicular en 
el punto A a l;> arista corta los semipianoa (P) y (Q) según las 
semirrectas AC y AE que son a su vez perpendiculares en A a Ja aris¬ 
ta A Ib Estas dos semirrectas determinan en dicho plano dos ángulos: 
los puntos de uno de estos flus ángulos y solo de uno tic ellos están 
situados en el diedro AR. A este ángulo lo Humaremos ángulo plano 
del diedro en el pumo A. 

TKortmwA. /.res ángulos planos de un diedro en los diferentes puntos 
Je su arista son iguales (tig, 257), 

Sean CAE y MUE* los ángulos píanos en A y B correspon¬ 
dientes u un diedro AR (fig, 257); las semirrectas CA y 
MR están en un misnto semiphmo (ID y son perpendiculares 
a la misma recta AR; por consiguiente, son semirrectas para* 
leí as y del mismo mentido. De modo semejante, AE y RE' son 
también paralelas y del mismo sentido: luego resulta (véase 

página 1 IB) que los ángulos CAE y C'RE' formados por estas 
semirrectas son iguales, a condición de ser los dos salientes o 
los dos entrantes, Por consiguiente,, los dos ángulos planos 
de! i j ic;d i o son igualas. 



tí 


a 


rio. 2í>8 


Comparación de dos diedros. i« Supondremos en primer lu¬ 
gar (fig. 258) que los dos diedros (FABO) y (PABQi) tienen una anu¬ 
ía AB común, una cara (P) común y que están colocados de modo que 
Im puntos de uno de ellos, próximos al sem¡plano (P), pertenecen tam¬ 
bién al otro diedro. 

Si los sr mi planos (Q) y (Qi) se confunden, los diedros 
son iguales por dclintoión; sí dichos semiplanos son distin¬ 
tos, los diedros son desiguales* Cuando dos diedros son des- 
iguales, los punios de uno de ellos, por ejemplo (PABQi), 
están en n ten idos en el otro; entonce* *e dice que el diedro 
(FABQi) es menor que el diedro (PABQ). 

Los ángulos planos de los dos diedros son CAE y GAEj; 
rstos dos ángulos están en un mismo plano (el plano per* 
pendii'iilar a la recta AB en el punto A). Dichos ángulos 
tienen un lado AC común y no son adyacentes, be deduce 
que los ángulos planos de dtts diedros iguales son iguales* 

y que el ángulo plano del menor de dos diedros desiguales es menor 

que el ángulo plana dd mayor de esos dos diedros, 

2 n Supondremos u continuación que dos diedros (PABQ) y (PARC/) 

no tienen la posición señalada en P. Sean CAE y MA E* sus ángulos 
Idanos. Se admite como un hecho evidente que existe una operación, 
llamada desplazamiento, que permite llevar el diedro (P A'RTV) a 
ocupar la posición (PABQi) definida en l", sin alterar la distancia y 
la posición de los diferentes puntos de este diedro y de modo que su 

ángulo plano C 'AT coincida con el ángulo plano CAEi del nuevo 
diedro (PABOt L Se conviene en decir que el diedro (P'A'irQQ es igual 
al diedro (PABQ) o ¡nen que es mayor o menor que el, según que el 

diedro transportado (PABQ]) sea igual, mayor o menor que el diedro 

(PABQ). 

Por lo cual, la proposición expuesta en 1" (escrita en cursiva) se 
aplica a dos diedros cualesquiera. 


Diedros adyacentes. — Se dice que dos diedros (PABQ) y 
(FABQi) son adyacentes cuando tienen una cara y la arista comunes 
y los puntos de estos diedros próximos al se mi plan o (P) están a uno 
y otro lado de dicho plano (fig- 259). 

5c llama suma de los diedros adyacentes (PABQ) y (PABQi) el 
diedro (QABQ] ) citando existen puntos dd espacio que no pertenecen 
a ninguno de estts dos diedros. Sí no se cumple esta condición , se 
llama suma el diedro (QABQi) aumentado en todo el espacio* 

Sean CAE y CAEi los ángulos planos de los diedros adyacentes 



1 i ABQ) y fPABQi). Estos ángulos están situados en el plano perpen¬ 
dicular en el punto A a la arista común AB: evidentemente estos ángu¬ 
los son adyacentes* Se deduce que Iti suma de los áugalos planos CAE 

y CAE] de los dos dledros es igual al ángulo plano de la sunut de estos 
dfts diedros, si so conviene que añadir todo el espacio a un 
dir-dm lleva ron sigo que se añada 2 tt a su ángulo plano. 

V flama suma de dos diedros (PABQ) y (P A'B'QQ la 
suma de uno de dios (PAUQ) y de un diedro adyacente 
(PABQi) igual tú otro (P'A'B'QQ. 

Uc esta definición resulta que d ángulo plano de la suma 
tlr dos diedros es igual a la ¿tima de ios ángulos planos de 
esos dos diedros. 

Medida de un diedro. — Un diedro y uno cualquiera 
de hus ángulos planos son* según lo que precede, magnitudes 

que se corresponden. Por tanto: //fp. 251 ) 

Si se. toma como unidad para medida de diedros el diedro 
cuyo ángulo plano se tome como unidad de ángulos, la medida de un 
diedro es ¿a misma que la de su ángulo plano . 

Planos perpendiculares- — Se llama recto todo diedro roya án~ 
guio plano es uji ángulo recto. 

Dos planos secantes (P) y (Q) forman cuatro diedros. Se dice que 
dichos planos son perpendiculares si uno cualquiera de esos diedros 
es recto, oi utio de ellos es recto, lo san también la» otros tres, 

Ieojiema. La condición necesaria y su j ten te para que dos ¡danos sean 
per pendí eulare 5 es que toda recta perpendicular a arto de ellos sea 
paralela al oíro 0 ejf té situada en él (fig. 260 ). 

La condición es necesaria. Hipótesis: e! pía- ^ t' 

no (P) es perpendicular al plano (Q), Luego Xü 

]ior hipótesis, el ángulo plano CAE 
d<> los diedros fnnnadi 
es recto, 

Ahoitt bien, |a roela AE es un lado de ese 
uuguln plano y por construcción es perpen- 
dieular en el punió A a la arista AB dd die¬ 
dro; por lanío* AE es perpendicular a dos 
Trias dr! plano (P); a U recta ALS par cons¬ 
trucción y a recta AC por hipóicsis. Por 
si r oslas do* recias perpendiculares son dis- 
1 i0Las, y por tanto la recta AE es perpendicular al plano (P). 

I t>da recia A E* perpendicular al plano (JD es paralela a AE* y por 
Mulo t k s parult-la ai plano (Q) o este euntenida en él, 

La condición es su fie ¡eme. Hipótesis: la recta A'E' es a la vez per- 
pendteniar al plano (P) y paralela al plana (Q). 

^ nr P ÜI Uo E del plano (Q) se traza AE paralela a la recta A’E'; 
como j ^ vh paralela al plano (Q), la recta AE está contenida en 
1 lí 10 I>íaní Q VOY otra parle, como el plano (P) corta !a recia AT', 
rmta también en A la paralela AE. Los plano» (i") y (Q) tienen, 
pues, un punto común A: dichos planos no se confunden, por consi- 
guíente son s^ntes y se carian según una recta AB, Sen AC la per* 
pcndiCLilar en A a ¡a recu AR situada en el plano (l 1 ). 

La recta AE paralela a la A E*, que es perpendicular al plano (P), 
scia también perpendicular a dicho plano y por consiguiente a las d 
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rectas AR y AC del mismo, Pt *r tanto* -■I ángulo CAE es recto, y como 
AC y AE son perpendiculares a AB, dicho ángulo es el ángulo plano 
de uno de los diedros formados por los planos i P > y (Q). Luego estos 
pianos son perpendiculares. 

AeijuacmEs, I o Los planos que pasan 
¡utr un punto A y son perpendiculares a un 
plano dado (P) T contienen la perpendicular 
AH trazada por dicho punto ul plano (Pl 
[fig. 261], 

En efecto, la recta AH es paralela a los 
planos perpendiculares a! plano (P) o está 
contenida en ellos: está contenida en aque- 
llos planos que siendo perpendiculares a (P) 
pasan por el punto A. 

y intersección de dos planos (Q) y 
(Q ) secantes* perpendiculares a un mismo 
fdurin IF), es perpendicular al plano (PL 

■ { “ <r A tm punto común a (Q) y (Q P ); estos dos planos pasan por 
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la perpendicular AH tragada por A ¡ti plano (1*): por lauto, rala mía 

3 o Todo plano (Q) perpendicular a non treta (1M 
situada en un plana (P) o paralela a él (fig, T(i2) p 
e.í perpendicular al plano (P), 

Siendo la recta (1>> perpendicular a (Q) y pura 
lela al plano (P) o situada en él, los planos (T) y 
(Q) son perpendiculares. 

Proyección ortogonal sobre un plano.— 

Se llama proyección ortogonal de un punto A 
sobre un plano (P) el pie A de la perpendicular 
A A' trazada por el punto A sobre el ¡daño P. Esta 
se llama proyectante del punto A {fig. 263), 

Se llama proyección ortogonal de una recta AJJ sobre un plano 
(P) el lugar de tus proyecciones ortogonales M de. los puntos M de 
¿a rala sobre el plano. 

Teorema. La proyección ortogonal sobre un plano de ana recia AB f 
tjue no sea perpendicular a dicho plano, es una recta A BL 

Las proyectantes (fig, 263) A A' y MM" son 
dos per pendí cu lares a un mismo piano: luego son 
rectas pan*lelas y por consiguiente están sil Liadas 
en irn mismo jifa no (Q), 

Éste es un [daño determinado, ya i)U6 contiene 
las rectas A A" y A13 que son rectas definidas, y 
corta el plano (P) según una recta determinada 
I*'til* 263 A'B\ puesto que (P) y (Q) tienen común el pun- 

tu AT El punto M\ proyección ortogonal de M, 
está en la recio ATT: es evidente que ludo punto MT de esta recta es la 
proyección ortogonal de un punto M de la recta AB. 

Por tanto, la recta ATT es el lugar geométrico de los puntos M\ es 
decir, la proyección ortogonal de la recta AB. 



es su intersección. 



/ 


V 

Fig. 25a 

perpendicular A A' 


Plano que pasa por una recta AB y es perpendicular a 
OtfO plano dado* — El plano (ÍJ), rl AATt fii la demostración prece¬ 
dente, es un plano perpendicular a otro (P.i, pursiu qtie contiene ln 
recia AA J perpendicular al plano (P). Se le denomina plano proyec¬ 
tante ortogonal de ti recta AB, Lo emmri.i remo- diciendo: 

Por una recta AB que no sea perpendicular a un plano HT se puede 
trozar un pío nú per pe tul ir alar al plano (IT y sida ano. 

Proyecciones ortogonales cíe rectas paralelas, — Teorema, 

I,as proyecciones ATT y CT)' de dos rectas paralelas AB y O) sobre un 
piano (IT, que no sea perpendicular a ellas, son rectas paralelas, 
(fi g. 264). 

Líjsí planos que proyectan ortogonal mente AB y CI> están definidos, 
uno de ellos (O) por las rectas AB y A A (esta újiiniu proyectante de! 
punto A), el otro (! m ) ) por Cf> y C( T (la curil es proyectante de! pun¬ 
to C). Las? recias AB y CD sun paralelas pnr hipótesis; las rectas A A" 
y CC , perpendiculares a un misino plano (P) f ¡son también paralelas: 
por ennsiguieiiM-, los dos planos proyectantes son paralelos, y las ínter- 
secciones ATT y CT T de estos píanos pura lelos con un tercero (P) son 
también paralelas (v, p, 116). 


Proyección oblicua de un punto A sobre un plano (P).— 

Sea (O) una di rece km dada que corta el plano (IT Se llama proyec¬ 
ción de un punto A sobre el plano (P)* paralelamente a la direc¬ 
ción (D) t o sencillamente proyección oblicua tle A f cuando no cabe 
confusión posible y no se. trata de una proyección ortogonal) el punto 
A # en que la paralela A A' a la recta (D) atraviesa el plano (P). La 
recta A A" se llama proyectante de A (/£$, 265). 

Se llama proyección oblicua de una recta AB el lugar de las pro¬ 
yecciones M de los punios M de lo recto (D). Se demuestrn sin dífi- 
cu liad que la proyección de una recta que mi sea paralela u fu direc¬ 
ción (D) tts lambido una recta, y que las proyecciones de dos rectas 
paralelas son igualmente rectas paralelas. 

Proyección ortogonal de un ángulo recto BAC, — Tsmuema. 

La condición necesaria y suficiente para que un ángulo recto BAC 


se proyecte sobre un plttnu (P) ¿egrín otro ángulo recto BAC es qnr 
uno de los futios de dicho ángulo sea pándelo al plano de proyec¬ 
ción (T). 

Hemos enunciado este teorema cu la forma habitual, que necesita 
algunas explicaciones (jig* 266). Se supone implícita rae ule que los 
lad os AB y AC del ángulo recto no son perpendiculares al piano (IT; 
y ATT son sus proyecciones respectivas nt dicho plano, Se llama 

proyección del ángulo saliente BAL el ángulo saliente LTA'íT, 


La condición m necesaria, Hipótesis: BAC = B ATT = 1 recto. 
Si el lad u AC es paralelo a será paralelo a! pía no (P), que con¬ 

tiene ATI w y la condición es necesaria. 

Supongamos que AC y ATT no sean paralelas. Según la definición de 
plano perpendicular, la recta ATT del plano (I 1 ) es perpendicular a la 
recta AA\ ya que esta Jo es al plano (P); ATT es perpendicular a 
ATT par hipótesis. Por consiguiente, AT~T es perpendicular al plano 
AATT (plano proyectante de AB), que contiene AB: luego ATT es 
perpendicular a AB, 



Según urubitmoi de demostrar, la recta AB es perpendicular a A C 
y nimben ln es a Al! por hipótesis; luego AB es perpendicular a 
do» itcíjih A* y A t qm* no son paralelas por hipótesis y que están 
en el pía mi (O) pj i> y ceta ti le de la recia AC, Por tanto, AB es perpen¬ 
dicular a dicllü plano (v. p. I I / ). 

La Mili V tT t ppr \u inti.iili i ¡i AA t recta del plano (Q) [por de¬ 
bo ir ion rlr plano ¡u - pi rnlnol.ii u imn i’ectrt en un puntol* y ¡X AC, 
que |iriH orre pbnio (O) por hipótesis; por tanto, ATT es perpen¬ 
dicular fl iljrfin plltlh i 

Las don rectas A11 y ATT, porpeitdiicijljiiTu a un mismo plano (Q), son 
paralelas mire «i, luego bi m ría Alt, jiuuilelu a la recta ATT del pla¬ 
no (P) t eft paralela a (IT, 

La condición es suficiente Hipóle* ov ; rl ingiiln BA(, es redo y uno 
de sus lados AB es paralelo al plano de proyección (P)| siendo AB 
paralela a (P) p la inieracccióu de dkdm pl iriu con el AA II, que pasa 
por AB, es paralela a AB (v, p. 1 16) 

Por hipótesis la recta AB es perpendicular i la recta AC y paralela 
al plano (P); siendo AB paralela a UT, sera |n ipentbcubn a ln recta 
AA\ que es perpendicular a dicho plano. La recta AI), que es |jcrpcn> 
dicu lar a cada una de las rectas AC y AA\ que mui disi mía*, es per¬ 
pendicular ni plano (Q) t[ue las con tiene, y la recta ATT, paralela ¡t 
AB, también es perpendicular a dicho plano, Al ser ATI perpendicular 
al plano (Q), es perpendicular u la recta ATT de dicho plano. Por 

tanto, cí ángulo (TATT es recto, 

COROLARIO, Sí ta proyección de. un ángulo BAC sobre un plano para* 
lelo a uno de sus lados es un ángulo recto , dicho ángulo es recto. 

Be jamos que el lector deduzca la demostración^ muy sencilla, de osla 
proposición* 


Angulo de una recta y un plano* Planos bisectores del 
ángulo formado por dos rectas. — Se liaran ángulo de una recta 
y un plano el ángulo agudo que forma dicha neta ctm su proyección 
ortogonal sobre el plano. 

Dos rectas paralelas forman con un plano dado el mismo ángulo. 

Se llama planos h i sectores del ángulo formado por dos rectas 
secantes AB y AL o los das ¡danos que pasan por una de las bisec¬ 
trices A E y ATT de dicho ángulo y que son perpendiculares al plantr 
BAL determinado per las das rectas consideradas (!ig< 267). 


Teorema, El lugar geométrico de las 
recias AM que pasan por el panto A ti e 
intersección de das rectas AB y AT y 
que forman ton estas dos rectas ángu¬ 
los iguales son tos planos hisecfores del 
ángulo formado por AB y AC (lig. 268), B 
Etj este enunciado, ul decir ángulo de 
bis rectas AB y AM nos referimos a 
uno cualquiera de los ángulos que for¬ 
man dichas rectas. Cuando se dice que 
AM forma con AB y AC ángulos Igua¬ 
les, quiere decirse que uno de los ángu¬ 
los de AM con AB es igual a uno de 
b>s ánguíes de AM con AC, 

Sea M' í/¿g, 268) la proyección ortogonal de] punto M sobre el pla¬ 
no (!T determinado por AB y AC; B' la proyección ortogonal de M 
Sftbre Alt; C I.> proyección oitogonul fie M nolirc AC, Según el teore* 
nía de bis tres perpcmlmulares (v. p. 116 ), MB es perpendicular a AB 
y MC a AC, 

Si el punto fV! es un punto riel lugar* se tendrá que BAM — CAM 
[jor hipótesis. 




Los triángulos AMB' y AMCT reetángulos en IT y ('/ por construc¬ 
ción^ son iguales (IlipotcnUsa AM co- 

mün* ángulos agudos ÍTAM y Í.TAM 
iguales pnr hipótesis); por lauto* 

M IT — M (T , Los triingu ios MM B f y 
MMTT f rectángulos en M\ son* ]mr 
consiguiente* ígua les (1 1 i poten usas 
iguales, MB" ■ MC\ según lo que 
precede, y un lado MM común), luego 
MTT = MTT. El [junto M' está a 
igual distancia de las rectas AB y AC, 
luego está en una de las dos bisec- Fias 26K 

trices del ángulo BA<!, y* por consi¬ 
guiente, el punto M esté en uun de los dos planos bisectores del Angulo 
formado por AB y AC. 


Si el punto M está en uno de los planos bis celo res de BAC, M está 
sobre una de las bisectrices de dicho ángulo y* por tanto, IVTB^ = MTT. 
Los triángulos rectángulos MMTT y MM TT stm iguales (tienen un 
ángulo recto en ni prendido entre lados j guales: MM común* M B — 
MTT) f por tanto* las hipoLenusus son iguales* MB' — M CT Luego los 
triángulos rectángulos AMB y AMCT son iguales (hipotenusa AM co¬ 


mún* lados iguales MB" = MfT) y los ángulos MAB y MAC non 
iguales. 


El lugar se compone* por tanto, de dos píanos bisectorcs. 

La demostración pone en evidencia que el lugar geomi trico de los 
puntos del espacio que equidistan = MC ) de dos rectas dadas 

secantes AB y AC, se compone de los dos planos Inserí o un drl ángulo 
formado por esas rectas. 



































Traslaciones - Giros 


Teorema de Thnles. Traslación* Figuras transformadas por traslación. Giro* Simetría con 
Producto de dos simetrías. Semiglro. Desplazamiento, Volvimiento, Igualdad de 


relación a un 
dos ligaras 


piano. 


Los definiciones de vector, vectores paralelos, razón de dos vectores, 
equipolencia y valor algebraico estudiadas en geometría plana se hacen 
extensivas al espacio sin modificación* (V. Vectores, p, 89.) 


Teorema de Thales, — Los vectores determinados por planos pa¬ 
ralelos sobre dos rectas cualesquiera son proporcionales (fig* 269). 

Supongamos que cuatro planos paralelos (Pi), (Pa) (P3) y (P*) 
cortan dos rectas dadas (D) y (DQ en los puntos A y A', B y ET, 
C y C\ E y EL La paralela (Di), trazada a la recta (DQ por el punto A, 
corta los cuatro planos en los puntos A Bi, Ci y Ei, 

Las rectas (Di) y (D' ) son paralelas 
y, por consiguiente, determinan un 
plano que corto los cuatro planos 
(P) según las recias paralelas AA', 
lia B\ ClC y EiEL Lus figuras A A'* 
0 Bi y CiG'E'Ei son, por tanto, para¬ 
lelo gramos y se verifica que ABi ■= 

= ÁTf y CÍEi = (TEL 
Las recias (D) y (Di), concurrentes 
en A„ det ermtuun un plano (Q) que 
corta los planos (P) según las rec¬ 
tas paralelas BBi, CCi y EEi; en 
el plano (Q), las dos secantes (D) y 
(Di) están cortadas por rectas para* 
ltdas, y según el teorema de lítales 
(v. p t 91), demostrado en geome- 
tria plana y aplicado a la figura 
plana formada por las rectas (D) y (Di), se verifica (pie 



Alí 

ABi 


CE 

cüeí 

De esta i gualda f 

1 y de 


se deduce que 

ABi = A'BL 

CiEi = 


AB 

A'B' 


CE 

CE' ’ 

lo que demuestra 

la proposición 

enunciada* 



Traslación, —£* el espacio, lo mismo que en el plano , se llama 
traslación P Q la trdnsformación por la cual a un punto M del espacio 

, —> —> 

corresponde otro punto de modo que MtVT — PQ, 


— ^ 

La traslación PQ hace que al par fie puntos 

- > - > 

par A", B' de tal manera que Alt = ATL y 


A, Fí corresponda otro 
recíprot:amente, si A y 


A' son dos puntos dados, la transformación definida por AM = A^iVf' 
es una traslación. 

Es inútil hacer nuevas demostraciones de esta proposición en el 
espacio, pues repetirían palabra por palabra las estudiadas anterior¬ 
mente en el plano. 


Figuras transformadas por traslación, — La figura transfor¬ 
mada de una recta (D) es una recta paralela (D) [íig* 270] (véase 
página IOS), 

Esto es consecuencia de la propiedad resumida por la igualdad 

—> y —> 

A M = AM i si A es el homólogo de un 
punto fijo A de la recta (D), A" será tam¬ 
bién im punto fijo y M' será un punto de la 
paralela (D ) trazada por el punto A' a bi 
recta (D). 

La figura transformada de un plano (ID es 
un plano paralelo (P). 

Sea A' el transformado de un punto A del 
plano (P) [fig* 270], La recta (D'>, transformada de una recta (D) que 
pasa por el punto A' y está situada en ei plano (P), es una recta 
9 Uí - pasa por el punto A' y es paralela a dicho plano* Por consiguiente, 
estará situada en el plano (PQ que pasa por el punto A" y es paralelo 
al (P)* 



El producto de dos traslaciones PQ y QR es la traslación PR (defi¬ 
nición análoga a la duda en geometría plana) [v* p. 105]* 

j — ^ 

GírO,— En el espacio un giro se define por irn vector tu y por 

~> 

un ángulo Q t Sea (A) [jig. 271] la recta soporte del vector u, Dicha 
recta se llama eje de giro. 

El transformado de un punto M en el giro (id . $) está definido por 
las reglas siguientes r 

l" Si el punto M está en el eje de giro, su transformado M' se 
confunde con M; 

2» S] M no está en el eje de giro (fig m 271), su transformado M' 
se obtiene de M mediante un giro efectuado en el plano (P) que 


pasa por M y es perpendicular al eje de giro (A). El centro de 
giro es el punto O en que el eje (A) corta el plano (P); el ángulo 
de giro es 8; el sentido positivo queda determinado por un obser¬ 
vador que situado sobra el vector con sus pies en el origen O y la 
cabeza en el extremo, sen capaz de distinguir su derecha de su 
izquierda. 

Se admite que este observador, capaz 
se desplaza un senil pía no, que pase por 
(A) y cE punto M, para llegar a super¬ 
ponerse sobre el sentí plano definido por 
(A) y el punto ¡Vt y T es también capaz de 
discernir si dicho sentido es positivo u 
negativo (según se haya adoptado que el 
sentido positivo sea de derecha a izquier¬ 
da o de izquierda a derecha). El ángulo 
de giro 0 es, por consiguiente, el valor de 
un ángulo orientado. 

Siendo bastante difíciles las cuestiones 
de orientación en el espacio, consideramos 
los giros como el resultado de dos simetrías sucesivas. En loa párrafos 
siguientes estudiaremos las simetrías* 


de discernir en qué sentido 



M. 


Simetrías con relación a un plano, — Se llama simetría res¬ 
pecto a Un plano (P) la trunsjormoción por la que a un punto M 
corresponde otro punto M' con las das condición es siguientes; 

I a La recta MM* es perpendicttlar al plano (P); 

2 ,J El punto medio H de MM está en el plano (P) f fig, 2721. Esta 
transformación hace que a un punto M corresponda otro punto JVT 
y sólo uno, distinto de M, excepto sí M está en el plano (P)* En este 
caso se admite que el punto M' se confunde cotí 
Los puntos o las figuras transformadas de 
un punto M o de una figura (F) por una 
simetría se denominan puntos simétricos o 
figuras simétricas respectivamente. 

Sea (Q) un plano perpendicular a otro 
(P) y sea (D) la recia de intersección de 
ambos. Sea M (fig* 272) un punto del 
plano (Q); íu perpendicular MM' al plano 
(P) trazada por M esta situada en (Q) 

[v. p* 120). El punto H , en que la recta 
MM atraviesa el plano (P), esta situado 
en la recta (D) y M* es el simétrico de M 

con relación al punto IL La recta MM' es perpendicular al plano (P) 
por construcción y, por tanto, perpendicular a la recta (D) situada en 
dicho plano, y la transformación M, M es tina transformación plana 
en el plano (Q), estudiada anteriormente con el nombre de simetría 
con relación a la recia (D) [v* p. 106], 

De ello se deduce: 



1° Que el simétrico de un plano (Q), perpendicular a otro (P), 
es el mismo plano (Q); 

2 a Que la simétrica de una recta MH, perpendicular al plano (P), 
es esta misma recta ; 

3° Que la simétrica de una recta (A) que no sea perpendicular 
id plano (P), es otra recta (A ). 

En efecto, la recta (A ) es la simétrica de (A) con relación a la 
recta (D), intersección del plano (P) con el plano (Q) que proyecta 
ortogonalmente la recta (A) sobre (P). 

4* Que el simétrico de un segmento Alí es un segmento igual A'B'. 

Además: 

Una recta (A) y su simétrica (A ) están en un mismo plano (Q) 
perpendicular al plano (P); 

Si una de ellas (A) corta el plano (P) en un panto A, la otra (A ) 
cortará también dicho plano en el mismo punto y las dos recfd.s 
formarán igual ángulo con el plano (P); 

St una de ellas (A) es paralela al plano (P), la otra (A ) sera 
también paralela ts (P); 

La figura simétrica de un plano (R) que corta el plano (P) según 
una recta BC es el plano (R ) que pasa por RC y que forma con el 
plano (r>) ángulo igual al que forman los planos (K) y (P). 

Sea A un punto del plano (R> que no esté situado en la recta BC 
(fig m 273); su simétrico A" es un 
pertenece a BC* Una recta AM va¬ 
riable que una el punto A fijo eon 
el punto variable M de la recta BC, 
engendra el plano (R); su simé¬ 
trica es A'M, que une A" (simétrico 
de A) con fVT (simétrico de M>* 

El pía no (R ) engendrado por A M 
está definido por el punto y la 
recta BC. Dicho plano es el simé¬ 
trico del plano (R), 

Siendo A A perpendicular a la 
recta BC del plano (P), existe (véda¬ 
se pág, 119) un plano (Q) t¡ue pasa 
por AA y es perpendicular a BC. Este plano (Q) cortara los planos 
(K). (IV) y (P) según las rectas AE, A'E y El) respectiva mente. 


punto determinado que tampoco 
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EntitH tres tTíiiiK mn perpendiculares a BG, Por tanto, los ángulos 

AED y A'ED son Ion ángulos planos de los diedros (PBCR y (PBCR ). 
Dichos ángulo® son iguales, pues las rectas AE y A'E son simétricas 
en A plano (Q) respecto a la recta ED. Resalla* pues, que los planos 
(R) y (í{/) forman ángulos iguales con el plano (P)* 


ID) 


Producto de dos SlíIlütríIIS. — El producto de dos transforma* 
ciernes en el espacio se define de forma análoga que en el plano. Sea M 

un punto, M' su transformado según 
una transformación dada (T) y el 
transformado de IVT según otra trans¬ 
formación dada (T'). Por definición el 
punto M" es el transformado de M en 
el producto de las dos transformacio¬ 
nes (T) CT'). 

Teorema. El producto de dos sime¬ 
trías respecto a dos planos (P) y (Q) 
secantes, es un giro alrededor de la 
recta (D) intersección de dichos planos . 

Sea M un punto del espacio (figu¬ 
ra 274) y (R) el plano que pasando 
por M es perpendicular a la recta (D). 
Dicho plano curta (D) en el punto O, 
y km planos (P) y (Q) según las 
rectas O A y OB respectivamente. Si¬ 
tuemos en la recta (D) un observador 

—> 

representado por el vector ui. Sea 6 
uno cualquiera de los ángulos de que es preciso girar el plano (P) para 

llevarle sobre el plano (Q). Para el observador ui dicho ángulo puede 
estar determinado en magnitud y en signo: es evidente que un giro 

(O * 0) en el plano (R) con el sentido indicado por el observador 
llevará O A sobre OB, 

La recta MM' es, por construcción, perpendicular al plano (P); la 
recta M'M" es perpendicular al plano (Q); por tanto, el plano MM'M", 
del mido por estas dos rectas, es perpendicular a (D), intersección de 
(P) y (Q): luego M IVt'M" es el j>1 ano (R), En este plano se pasa de 
M a JVT por una simetría respecto a DA y de j\T a M* por una simetría 
respecto a OB; el producto de estas dos simetrías planas es el giro 
(O • 20) en el plano (R) [v. p t 106]* Por tanto, se pasa del punto M 

— ^ , . —► 

al punto M por el giro (m , 26) definido cn¡ el espacio por el vector uí 

y el ángulo orientado 20, 



Recíproco* Un giro en el espacio {*<> * 26) es el producía de dos 
simetrías. 

Elijamos un plano cualquiera (P) que pase por la recta soporte del 

—> . 

vector di; hagamos girar el plano (P) alrededor de uí un ángulo 6 

estando el observador en tu: sea {Q) el piano obtenido. El producto 

de simetrías sucesivas respecto a <P) y a (Q) es un giro (uí . 26), 

l E quema. El producto de dos simetrías respecto a los planos para¬ 
lelos (P) y (Q) es una traslación (fig. 275), 

Sea M un punto cualquiera, M' su síinérrico res¬ 
pecto a (i'), IVT el simétrico de JVL respecto a (Q), 
H el punto medio de MIVT y IT el punto media de 

M M". Como en el plano, tenemos que MM ' - 21111 
(fig* 275)* ^ 

El vector MftÍT es, por tanto, equipolente de un 
vector fijo perpendicular a los planos (P) y (Q). 
Luego sn pasa de M a Mí por una traslación. 

Dejamos que el lector demuestre que toda tras¬ 
lación es el producto de dos simetrías. 

Sefli i giro. — Se llama semigiro (antes se decía simetría respecto 
a una recta) alrededor de una recta (D) la transformación por la que 



a un punto M corresponde su simétrica respecto al pie H de la per* 
pendiciilar trazada desde M a la recta (D). 

Teorema. El producto de dos semigiros alrededor de dos rectas con - 
cúrrenles OA y OB e,* un giro cuyo eje es perpendicular al plano AOB 
en el punto O. 

Sea (P) el plano AOB y OC la perpendicular a dicho plano en el 
punto O ( fig , 276 ) P Se sustituye el semigiro alrededor de O A por 
el producto de dos simetrías: la primera respecto 
al plano AOC, la segunda respecto al plano (P); 
el resultado es un giro alrededor de OA, y como 
dichos planos son perpendiculares, el ángulo de 
este giro es n : es un semigiro, Se sustituye el semi- 
giro alrededor de OB por dos simetrías: la pri¬ 
mera respecto al plano (P), la segunda respecto 
al plano BOC* Las dos simetrías sucesivas respecto 
al plano (P) se anulan, quedando, cu definitiva, 
para el producto de loa dos eemigiros, dos sime¬ 
trías sucesivas respecto a los dos planos AOC y 
BOC. Hemos visto que el producto de estas dos simetrías es un giro 

—> 

(<i> - 20); tii es un vector sobre tu recta OC y $ es el ángulo orientado 
por ese vector, del que es necesario girar O A para llevarla sobre OB. 

■—^ 

El recíproco es cierto: un giro (o> * 20) e& el producto de dos 
se mí giros. 

Teorema. El producto de dos semigiros respecto a las rectas potrír- 
lelas (D) y ( 1 ) ) es una traslación. 

Sea (P) [fig* 277] el plano de las rectas paralelas (D) y (DT; sean 
(O) y (Q') loa planos que pasando por las rectas (D) y (DO, respec¬ 
tivamente, son perpendiculares a (P). Los planos (Q) y (Q') son pa¬ 
ralelos. 



Se sustituye el semigiro alrededor de (D) por el producto de dos 
simetrías: la primera respecto al plano (0), la segunda respecto al 
plano (P); se reemplaza el semigiro alrededor 
de (¡V) por el producto de dos simetrías, Ju 
primera respecto al plano (P) y la segunda 
respecto al plano (Q'L La» dos simetrías suce¬ 
sivas respecto al plano (P) se anulan y, por 
tanto, el producto de los dos sentí giros equi¬ 
vale al producto de dos simetrías respecto a 
los planos paralelos (Q) y (Q'), es decir, que 
equivale a un giro. 

Tracemos en el plano (P) una perpendicular 
a (O) y (I)') que las corte en A y A' respec¬ 



tivamente. La traslación que resulta es 2AA\ 

—^ 

Recíproco* Una traslación 2AA' es el producto de dos semigiros; 
el primero alrededor de una recta (D) que sea perpendicular a una 
dirección cualquiera AA' y el segundo alrededor de una recta (D') 

—> 

obtenida de (D) por la traslación A AL 


Desplazamiento, Volvimiento. Igualdad do dos figuras.— 

Se llama desplazamiento el producto de traslaciones y giros. Este pro* 
duelo m> rs\ en general, un giro* como sucedía cu el plano. 

Se llama volvimiento ri producto de un desplazamiento y una sime¬ 
tría respecto a un plano . 

Se dice que dos figuras en el espacio son ¡guales cuando se puede 
hacer que a todo punto M de una de ellas corresponda un punto homo* 
logo M' de la segunda, de manera que la distancia Ali entre dos punía* 
cualesquiera de la primera figura sea igual a la distancia A'B' de los 
punía* homólogos. 

Se dice que dos figuras son directamente iguales cuando se puede 
pasar de una a otra mediante un desplazamiento. 

Se dice que son inversamente iguales cuando mediante un despla¬ 
zamiento se puede pasar de una de ellas a una simétrica de la otra 
respecto a un plano* 


Poliedros, cilindro y cono 


Angulo triedro. Triedros suplementarios. Empleo de los triedros suplementarios. Igualdad de triedros* Angulo 
poliedro. Poliedros. Pirámide. Tetraedro. Tetraedro regular. Prisma. Propiedades del cubo. Cilindro. Pluno Tan¬ 
gente n un cilindro. Cilindro de revolución* Cono. Plano tangente a un cono, Cono de revolución 


Angulo triedro. — Se llama triedro la figura formada por tres 
semirrectas de origen carmín, OA, OB, OC, no pertenecientes a un 
mismo plano # 

Se llaman caras det triedro QABC los ángulos salientes que forman 
ioitre sí dos ífe estas tres semirrectas. Por tanto, hay tres caras: deno¬ 
mina re tros a la medida de BOC, b la de COA y c la de AOB. 

Se llama diedro A el diedro de arista OA formado por los semi- 

pl<nius IB )A y COA, que contiene los puntos del ángulo BOC, Hay tres 
ri huiro* cu yus medidas son A, B, C y sus aristas OA, OB, OC. Se dice 
indi km ni ti mente aristas riel triedro o aristas de los diedros del triedro. 


El estudio de los triedros no es importante; lo que «trac la atención 
sobre ellas es su analogía con los triángulos, que también dependen 
de seis elementos. No podemos dejar de considerar algunas propiedades 
de los números c, b , c. A, B, C, que figuran en todos los tratados. 
Seguiremos, pues, la tradición enunciándolas; reduciremos las demos¬ 
traciones a algunas i n di cae ion es esenciales. 

Teorema. En todo triedro , una cara cualquiera es menor que la suma 
de las otras dos. 

Si b« verifica que a <i b < c* la proposición ea evidente pora la a 
caras menores. Así, pues, basta con demostrarla para U coro mayor 

AOB, Se traza en el plano AOB (fig. 278) la semirrecta OD, de modo 
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GEOMETRÍA DEL ESPACIO 


(jijf* AOl) AOC; como AOIl rs fii cana mayor, OI) hí* r¿Í liria wmi* 

meta del ángulo AOLL Se traza (mi d plano AOB la renta ADÜ (D eflti 
situado rniií! A y II) y m loma OC = OD, Los triángulos AOC y AOl) 

son iguales (C)A común, OD = OC, AOC — AOL) por construcción); 
por consiguiente, AC — AL). 

En d t ruin guio ABC se verifica que AB <T AC CB; pero también 
se verifica que Ali — AD + DB P puesto que D esta entre A y B, y 
como Ai) = AC, resulta que DB <T CB, Los triángulos DOD y COB 
tienen dos lacios iguales {OD = OC y OB común); los terceros son 

desiguales, DB <C CB, por tanto (v, p. 79), los ángulos DOB y COB 
comprendidos entre lados iguales son desiguales y a menor lado se 

opone menor ángulo, luego DOB < COB. 

Como por consi moción DO A = COA, la desigualdad citada implica 

DOÁ + DOlí < AOC + COB, y corno OD está entre OA y OB, DOA + 

4' DOB = c y por consiguiente c < a + k* 

CoHoLAitrn* La suma da las cares de un triedro es menor (¡fie cuatro 
ángulos rectos. 

Sea DA' la prolongación de OA. Las caros dd irit-ilrf^ OA'BC tienen 
por medida a. tt — />, w — c: una cara cualquiera a es menor que la 
suma de las otras ríos rr — b + n — c. 


u 


2 t: 


b — <?, 


por conmigo mi t e: 


a + b 4- c < 2rr. 


ft’ 


Triedros suplementarios, — Sea OA" una semirrecta perpendicu¬ 
lar ul piano BOC (ftg. 279) y situada, respecto a dicho plano, al mismo 

íado que OA; sea OB una semirrecta, per- 
pendícular al plano AOC y situada, respecto 

a este plano, al 
mismo lado que 
OB; sea OC/ una 
semirrecta perpen¬ 
dicular al plano 
> BOA y que se en¬ 
cuentra al mismo 
lado que OC con 
rr lar ion al plano 
BOA, El triedro 
OATí'C se llama 
triedro suplemen¬ 
tario dd triedro 
dado OABC; sus 

caras tienen por medidas a\ h\ c y sus diedros A', B', C'. 

Al ser OA perpendicular a la vez a GIL y a 0(7 será perpendicular 
al plano determinado por eslas dos rectas. Sea (I*) dicho plano. Pro¬ 
yectemos orto ganaba en te sobre este plano fas aristas OB y OC en 
OUi y OC], Se verifica que en d plano (P) la recta OB] es perpendicu¬ 
lar a 0(7 (ya que OC' os perpendicular al plana AQBBi) y que la recta 

OCi es perpendicular a OB'. Por tanta, d ángulo 1L0(7 es suplemen¬ 
tario dd ángulo BiOCt, que no es otro que el ángulo diedro OA. Así 
pues, se tiene 




a ~ 7T — A. 

Se infiere que una rara dr un diedro suplementario es igual al suple- 
meato del diedro opuesto en d triedro dado, 

a ~ ir — A t b ™ r — B, r = ir —* C. 

Nota. Basta considerar cómo se ha pasado dd triedro OABC al triedro 
OABC para observar que el triedro suplementario del OA L7(7 no es 
otro que el triedro OABC. Lo que ríos lleva a las igualdades siguientes; 


a — n — k\ 



c = k 


C. 


Empleo de los triedros suplementarios.—Los triedros suple¬ 

mentarios sirven para duplicar todas las propiedades de los triedros. 


Se ha demostrad 
esta propiedad al 
implica esta otra. 


0 4 IJe en iodo triedro se tiene c < a b A. Aplicando 
triedro suplementario, la desigualdad c < a + // 
C t — A + ir — B, es decir: 


Ai- B < ít + C. 

A la propiedad que dice: en todo triedro una cara cualquiera es menor 
que la suma de las otras dos, le corresponde la propiedad siguiente 
que se Huma correlativa; en todo triedro íti suma de dos diedros es 
menor que el tercero aumentada en dos rectos, 

Se verifica que la propiedad que dice que la suma de las caras 
de un triedro es menor que cuatro ángulos rer.tos, Implica esta otra: 
la suma de los diedros de un triedro es mayor que dos rectos. 

Igualdad dQ triedros. ““■Sea OABC un triedro cuyos seis ele¬ 
mentos son a t A, f. A, B, C y ÜiAiBiCi otro triedro cuyos seis 


idrmrniívt un n U\ r n, Ai, Bt, Ci 
ifig. 2IMÍ) 

1KOMKMA. Ib m diedros OABC y 
Oj A i B|( ,i uní iguales si se verifica 
tutu de las hi/míesis expresadas por 
las igualdades siguientes: 

1° a - a \, b bh C == Ci; 

2° A = Ai, B - Bj, c = ei; 

u — ai, h = b\ f s cj; 

4 o A = Ai, B = Rt, C = Ci. 


O O* 



}'~' r CAS0: Hipótesis a = ai, b = h h C - Cu Se eligen sobre las 
aristas OC y 0|(fi tíos puntos C y Cl de modo que OC - OiCi, El plano 
perpendicular en C a ía arista OC corta e\ triedro OABC según un 
triángulo ABC, y el plano perpendicular en C] a OiC] corta el triedro 
OiAjBiCi según un triángulo AiBiCj. 

Las hipótesis b — Ai, OC — OiCi suponon la igualdad de los trian* 
gulris AOC y AiOiiCi y, en consecuencia, las de Ai! - AiCj y OA - í)]Ai, 


Como el plano CAR es perpendicular a OC, el triangule ACO es rec¬ 
tángulo en C. Por la misma razón, también es rectángulo el triángulo 

AtCiOi, Como OC ^ OiCj y AOC — AlOlCt por hipótesis, los triángu- 
los rectángulos ACO y AiCiOi son iguales. Por tanto, AC AtCi. Por 
igual razonamiento se deduce que AB — AiB| y BC BjCi, Por ron- 
si guíenle, los triángulos ABC y AilhCi son iguales. 


Existe (v. p» 123) tm desplazamiento que lleva los puntos Aj y Lli 
sobre A y B respectivanientc, y puesto que los triángulos ACB y AiCiBi 
son iguales, llevará también (q sobre el punto C. Este desplaza miento 
lfi"va Oí a Si fr> se confunde con O, queda demostrado 4 -l teorema; 
si <o es diferente de O, los puntos O y ¿o son simétricos respecto al 
plano ABC y fi>s triedros OABC y OiAiBiCi son inversamente iguales. 


7* caso. Hipótesis a — ai, b ~ Ai, c = n. Si se designan con 
líLras ai mi nadas los elementos de los triedros suplementarios de los trie* 
dros dados, se verifica que las hipóleeis consideradas implican estas 
otras: f£ = ti h = 4'i, C = f7n Por tanto, los triedros suplemen¬ 
tarios de los triedros dados son iguales y, rn roiist^cueiieia, éstos lam- 
bien síin iguales. 


d 1ÍT CASo. Hipótesis a — fít, 6 — bi, c — n. Existe o o desplazamiento 

que lleva r! ángulo BiOiCi a coincidir con el ángulo igual BOC; este 
desplazamiento lleva Di A] sobre (> 2i Si Oss coincide con O A, queda 
demostrado el teorema. Si Oa es diferente de OA, las hipótesis h = bu 
c — ci hacen tioc OB y OC estén en uno de los dos planos bistretorns 

del ángulo AOa (v* p. 123). Por lanío, las rectas OA y Oí son simétri¬ 
cas respecto al plano BOC, lo que prueba que los triedros OABC y 
OjAiBiCi son inversamente iguales. 


4 o caso. Hipótesis A = Ai, B = Bi, C - Ci. De estas igualdades se 
deducen, utilizan ti o las notaciones dd segundo caso, estas otras; d — 
= d i, b ~ ¿h, c‘ = c'i, y, en consecuencia, la igualdad de los triedros 
suplementarios y, por consiguiente, de los triedros dados. 


Angulo poliedro. Poliedros. — Se llama ángulo poliedro la figit- 
tu formada por tres o más semirrectas concurrentes enunciadas en 
vierto orden OA, Oí), OC, etc. hl punto conuttt í) es t7 vértice; las 

semirrectas OA, OB, etc., son las aristas; los ángulos AOB, AOC, etc., 
formados ¡mr dos aristas consecutivas, son las caras; 5 

los diedros formados por Luí semiplanos que se cortan 
según una arista son los diedros del ángulo poliedro. 

Se diré que un ángulo poliedro es convexo si la 
figura que forma está situada toda ella a un mismo 
lado del plano de cada ana de las caras. 

Sv ¡tama poliedro (fig. 281 i la superficie o el volu¬ 
men determinados por planos que se cortan. Las por¬ 
ciones de plano que limitan el volumen son ¿as caras t 
las rectas que limitan las caras son tas aristas, 
y ¿os puntos que limitan las aristas son los vértices dd poliedro, 

Nn estudiaremos mas que los poliedros convexos, es decir, aquellos 
que están situados a un mismo lado ded plano de oaila rara. 



Pirámide, Sea ABCD (jig+ 282] un polígono situado en un plano 
(PL Sea S un pumo exterior a (P) t Se 
llama pirámide el poliedro cuyas aristas s 

Aou, por una parle las rectas SA t SB, SC, 

SI), y por otra tos lados del poli son o 

ABCD* 

El punto S es d vértice de la pirámide; 
el polígono ABCD su base; SA, SB r SC y 
SD ¿as aristas laterales; las caras, corno 
la BSA, limitadas por dos aristas laterales 
consecutivas, son las caras laterales. Se 
llama altura de la pirámide la perpendicu¬ 
lar Sil trazada desde el vértice S al plano 
de la base ; también se llama altarn la medida del segmento SH limitado 
por el verttee S y el pie II de la perpendicular Ctl plano (P), 
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TBtrsodro* -—Se ¡íanm tetraedro una pirAmtde Im\r n mi 

triángula* No luí y razón alguna par 1 llinoiu 
A vértice esperialineulr a Uno ríe Im ruanin vi r 

licfifl del tetraedro, puesto 111 o 1 Im" i'iinhn ib 
empeñan el mismo papel. 

En un tetraedro l&s aristas no cunrut t mf* 

son llamadas .i r i * t ti <* 

opuesto». 

fi Teorema. Las treta* 

EE' t F y GC * que unen 
los ptmtús medios de las 
aristas Opuestas de un te 
traedro, se cortan en su 
punto medio. 

El segmento EF' (liga¬ 
ra 283), que une los puntos 
medios de AR y AC, es 
paralelo a BC e igual a su 
mitad; el segmento FE\ que une lus puntos medios de DB y DQ es 

— ^ 

paralelo a BG e igual a su mitad; en consecuencia, EF' == FE' y la 
figura EFET' es un parale logra rito cuyas diagonales EE' y FF' se 
cortan m su punto medio I. 

Por igual razonamiento, siendo G el punto medio de BC y G' el de 

—> -> 1 > 

AD t se tiene que GE — E'G' = — CA, y la figura £GE'G # es un 

2 

para Ir logra mo y G G pasa por el punto medio 1 de EEL Por ron si¬ 
guiente, líts ircs rectas EEL FF' y GG kc cortan en su punto medio i. 

Corolario. Las rectas que unen un vértice A con el punta I anterior¬ 
mente hallado pasan por el centro de gravedad J de la cara opuesta, 
y el segmento !J es la cuarta parte de AJ. 

La figura 284 representa el triangulo AFG de la figura 283: F' o í 
son los puntos medios de AC y FF' réspedivumtmLe, Se traza F [ para¬ 
lela a la recta AL Puesto que F' es el punto medio de AC, se tiene 
> 1 —> 

qite F'J' = -7 AJ, y por ser 1 el pumo medio de FF' se verifica que 


2 


U 


> 


i > 

FJ = - - AJ, Admitís, J y .1 son respectivamente los puntos 
4 


medios de ,JC y FJ'; el aegmenU) FJ es la tercera parte de la mrdiana 
I 1 C rlrl irían guio Bí ,1), a partir de la base; por tatito, 1 es el centro 
de gravedad 4le dicho triangulo. La recia Al pasa por H punto J, y el 
segmento IJ es la cuarta parte de AJ. 

Tetraedro regular.- Se i ¡ama tetraedro regular ABCD un tetrae¬ 
dro que tiene todas las aristas igu teles entre si, 

hl plano perpendicular en el {muta medio a un ludo cualquiera AIS 
del tetraedro pasa por el lado opuesto CD. 

En efecto, las igiiidrhiilrH t.A GR y DA — 1 )B implican que G y I) 
estén en el plano perpendicular it Alt en su ponto medio. Resulta que 
¡as aristas tqmrsteis de un tetraedro regular son ortogonal?; í. 

La recta Eli' (lig, 285), que une los puntos medio: í de. los lados vpitcs* 
los* es la perpendicular común a dichos lados* 

Esta recta EEL situada en el plano perpendicular a AB cu su punto 
medio, es perpendicular a AB, Por igual razón 
EE, situada en id plano perpendicular u CD 
en su punto medio, es perpendicular a CD* Por 
tanto* EE' fu perpendicular común a AB 
y CD* 

¡m altura del tetraedro trazada por A pasa 
por el punto medio I común a las tres rectas 
EE y por el centro 0 de la circunferencia eir 
cunscrita al triángulo BCD, 

El plano perpendicular a CD en su punto 
medio pasa por A (AG ss Al)), pasa pur i 
que es el pumo medio de EE' y pasa por el 
centro O de hi circunferencia circunscrita al 
triángulo BCD (OC OD)* Además es per¬ 
pendicular al plano BCD, 

El plano perpendicular a RD mi su punto medio pasa por A (A 13 — 
= ÁD), pasa por I, punto medio de FF' que es uno recia de este 
plano y pasa por O {OB — OD). Además es perpendirular ni pla¬ 
no BCD. 

Por consigoicutc» estos tíos planos sr cortan según una recta que 
pasa por los puntos A, 1, 0; dicha recta es la alLura del tetraedro con 
origen en A. 

Prisma, — Sea ABCD ifig. 286) un polígono situado en un plano 
(P), lina recta paralela a una dirección dada AAL que no sea para- 
Irla al plano (ÍM, al desplazarse apoyándose en los lados del polí¬ 
gono ABGP engendra una superficie constituida par porciones de planos 

ruFlos 4 la recta A AL Esta superficie, se flama superficie prismática, 
-ir oblicúe la imagen de una superficie prismática plegando una hoja 
de papel de inorlo que los pliegues sean paralelos entre sí. 



Sruu BIF, G(L y IMF Ias par,líelas a la dirección considerada AA' 
t m/jidmi fior los veri ice* B ( C, I) del 
poligouo AH< U < '(Minina las cuatro 
m tiJim AAL BUL GG' y DD' Iii>r un plano 

(O) pai nielo al plano í 1 1 ); sean A t B' t 
i y D fon puntos de intftsección. 


segnu ubis A A , 

Bit', «.i ; r 

y DDL deter- 

rrimad mm .u b > c t retan pa i 

1 b" f. 1 ' |HM los 

plimos ( IM y ( i) 1 

t MI MI í gl 114 

lea (v. ]p, 116), 

Se llama priNmi el 

volumen ¡irnt 

ítalo flor ht 

per f u m 

p t i 4 fji tíf i t tt 

AA'BB'CC'DD' 

y por 

fo\ fílanos 



(P) y (Q) tt que pertenecen los polígonos ABCD y A'B'CDL 

El prisma os un poliedro cuyas aristas laterales non los segmentos 
iguales y pándelos AA , IIB . CC MIL y cuyjts curas Literales son fos 
para le logramos ABIfA', BGC'D', CDDv y DAA'DL Las # bases de este 
prisma son los dos polígonos ABCD > A BCD ; oslas bases .se obtienen 

—V —^ 

una de otra mediante la ti eJ.o iiVu A A o A A. Por tanto, las bases de 
Un prisma son igual es. 

Se llama altura h de irn prisma la rlistunriji ruin- Ion planos | in ra¬ 
idos (P) y (Q), que contienen las bases del prisma, Se llama sección 
recta de im prisma el polígono MNRS obtenido n[ cortar Indas las 
aristas laterales AA^ BUL GC' y DD" del prisma por un pinna que les 
sen perpendicular* 

Se dice que Wft prisma es recto cuando sus bases >a>n secciones 
rectas, o, lo que viene a ser lo mismo, cuando las ai islas laterales son 
[irrpendíeulnres a las bases. Guando un prisma no es recto, se dice 

que es oblicuo. 

>SV llama paralelepípedo (lig, 287) un prisma cuya base ABCD es 
un jhi rale lu gramo. Un pa ra lele p i pedo es un jjoliedro que tiene ocho 
veri ices, doce aristas y seis caras; las cuatro caras laterales son para- 
Iclogmmos como en todos los prismas, y Iüh bases son paralologramo* 
por definición: por con si guien te, todas las caras de un paralelepípedo 
son [¡araldogriirnos. Así, piiaa, es completamente arbitraria denominar 
a dos cualesquiera de ellas, y 1 Varas laterales” a las donas. 

De dos caras cuyos planos son paralelos se dice que son opuestas; 
bis aristas comunes a caras opuestas son llamarlas aristas opuestas: 
los vórtices comunes a las aristas opuestas non llamados vértices opues¬ 
tos. Las rectas que unco ríos vórtices opuestos se llaman diagonales. 

Teorema, Todas tus diagonales de un paraitlcpípedo pasan por el 
punto medio de cu a tq nieto de ellas * 

Sea 1 (fif ¡, 2871,01 punto medio de una diagonal cualquiera RD y 
sea AC' otra diagonal; los segmentos AB y 
D G, aristas laterales, son paralelos v iguales: 
la figura plana ABC'IL rs, por tanto, un para- 
Iclogramo y sus diagonales AG' y BD' se 
cortan en su punto mérito L 

■Se llama paralelepípedo recto aquel cuyas 
aristas laterales son perpendiculares al plano 
de una de las caras elegidas como base; para¬ 
lelepípedo rectángulo es un paralelepípedo 
recto cuya base es un rectángulo, y cubo es A 
un paralelepípedo rectángulo cuyos lados son 
iguales. 

1 odas las caras de un paralelepípedo rectángulo son rectángulos; 
lodas las caras de un cubo son cuadrados. Indos los diedros de estos 
dos sólidos son rectos y todas 9US aristas son perpendiculares 4 ) pa¬ 
ralelas. 


Propiedades del cubo. — Sea AüCDA'U'C'D' (jig. 2«n u «i cubo 

supongamos AB = a. La diagonal AG de una cara 
es la hipotenusa del triángulo rectángulo ABG. Por 
tanto, se tiene 



Mtf. “87 


c' 




AC 3 = AB a 4- BG 2 , 

y como AB “ BC S AC ^ as/2, 

La diagonal AC r l<^l cubo es la Fu poten usa del 
triángulo ACC\ rectángulo en C* puesto que CC' es 
perpendicular al plano ABG; por consiguiente, se 
tiene 


/ 


c 

y 

jf 

k 

|o\/' 

'L 

> 


8 


0 A 

Fía. 28 H 


Al! 2 = AC 2 + CC' a , 

v s decir: AC' = as/ 3. 

Por tanto, todas las diagonales del robo son iguales. 

Sea O el punto medio de la diagonal AG'; O es también el punto 
no-dio de todas las diagonales; por tanto, se tiene 


OA = OB = OC = OD = OA' = OB' = OC = OD' 


a s¡ 3 
2 


El panto en que. se cortan tas diagonales del cubo equidista de los 
ocho vértices. Dicho punto es un centro de simetría para el cubo. 

Los vértices AL B, D, extremos de las tres aristas del cubo que tienen 
su origen en A, mn b»s vértices de un triángulo equilátero, pues las 
diagonales A'B, 11 D y DA' de las caras son iguales. Sea (P) el plano 
de dicho triangulo: de fas igualdades de los lados AA' = AB = AD 
y de las diagonales de las curas C'A' = C'B - CT) se deduce que los 
pUntos A y CT están a la vez en el plano perpendicular u A lí cu su 
punto medio y en el plano perpendicular a A'D en su pumo medio. 
Estos dos ¡danos son perpendiculares a las rectas A'B y A'D del (da¬ 
ño (F) . luego (v* p. 120) son perpendiculares a {IM y H p^r consiguien¬ 
te, su intersección AC' es también perpendicular al plano (P) t Luego 
esta diagonal del cubo corta el plano (F) en un punto f. 
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Kl triángula A A (Y o» rectángulo cu A'; k recia Al, que pertene¬ 
ce al plano (F) perpendicular ü AC^ es perpendicular a la hipotenusa 

AC', Por lanío, no tiene que A A*- 3 = AI * AC, y como AC a a V 3, 

a s/ B — i 

resulta que Ai - -, de donde AI — —— AC * Estos resultados 

3 3 

se resumen diciendo; 

Los extremas A\ B, D de tos lados de un cubo que frenen su origen 
en un vértice A detcminün Uti plano (P) perpendicular en el punto I 
a La diagonal AC' que pasa por A, siendo AI la tercera parte de dicha 
diagonal t Los puntos A', B t D son los vértices de un triángulo equi- 

a -/ 3 

Latero inscrito en una circunferencia de centro I y de radio *-» 

3 

Cilindro» — Se llama cilindro, o superficie cífíWrtcu, la superficie 
engendrada por ana recta variable. Llamada generatriz, que se mueve 
paralelamente a una dirección fija y apoyándose en una curva (C) 
Llamada directriz» Nos limitaremos a estudiar el caso en que la curva 
(C) sea una curva plana cerrada, que entonces se llama base del ci¬ 
lindro» 

¿a sección producida en el cilindro por un 
plano (Q) paralelo al plano (P) de la base 
es una curva igual tt la base* En efecto 
(fig, 289), la generatriz MM\ que pasa por 
el punto M de k base y que corla el plano 
(Q) en JVT, es paralela a una recta fija A A' 
que atraviesa los planos (P) y (Q) en los 
puntos A y A' respectivamente. Los vecto- 

—^ ^ 

res AA' y MM' f determinados por dos pla¬ 
nos paralelos (P) y (Q) sobre dos rectas paralelas son equipolentes, 
y la transformación que permite pasar de M a M' es una traslación* 
La sección producida por el pluno (Q) se deduce de la base mediante 
una traslación, luego la base y dicha sección son iguales. 

También se llama cilindro el volumen limitado por la superficie cilin¬ 
drica y por tos planos (P) y (Q> paralelos. Se Llama base del cilindro 
de las dos curvas iguales situadas en los planos (P) y (Q), y altura 
del cilindro la distancia entre dichos planas. Se llama sección recta 
toda sección producida tn el cilindro por un plano que corte perpendicu¬ 
lar mente todas las generatrices: ¿as secciones rectas son curvas i guales. 

Se dice que un cilindro es recto cuando sus bases son secciones rectas. 

Plano tangente a un cilindro, — Teorema» Las tangentes AT a 

las curvas trazadas en un cilindro y que pasan por un punto A del mis¬ 
mo, están en un mismo plano. 

En un cilindro dado ec traza una curva cualquiera (X) que pase (figu¬ 
ra 290) por un plinto dado A. Sea Alt fii generatriz que puna por A, y 
MN una generatriz próxima a ella, siendo ÍJ y N punios de la base (C) 
del cilindro» Las rectas Aü y MN son paralelas por hipótesis y por 
tanto están situadas en un mismo plano; este plano (tt) es variable y 

pasa por la recta fija AB. 

Por hipótesis, cuando M tiende 
a confundirse con el punto A, la 
recta AM tiende bacía una posi¬ 
ción límite AT; además, supondre¬ 
mos que Ai y AB son rectas dis¬ 
tintas, Puesto que AM tiende bacía 
una posición limite AT distinta de 
AB, al plano (ir) tiende hacia una 
posición límite (Q), definida por 
la recta fija AB y por AT; la rec¬ 
ta BN, intersección del plano (jt) 
con el plana de base fija, tiende, 
pues, hacia una posición límite 
II r , intersección del plano de la base con e\ plano (Q), 

Ahora bien, cuando M se aproxima al punto A, N se aproxima al pun¬ 
ir» B; * ii estas condiciones, llegamos a la consecuencia de que BN tiende 
bacía BT' y por consiguiente hemos demostrado que en el punto B hay 
una tangente a la base y que esta tangente es BT', Pero si por el punto B 
se puede trabar una tangente a la base, dicha tangente es fija y su posi¬ 
ción no depende más que de la base y del punto B; el plano (QL defi¬ 
nida por ríos rectas fijas, es fijo y el teorema queda demostrado; la recta 
AT está situada en un (daño fijo (Q), 

De esta demostración se deduce: 

I a Que si no hay una tangente a la base en el punto B, tampoco hay 
plano tangente en A; 

2° Que el plano tangente en A está definido por la generatriz AB y la 
tangente BT' n la base; 

.T Que los planos tangentes en dos puntos diferentes de una misma 
generatriz se confunden en un solo plano. 

Cilindro de revolución» —5e flama cilindro de revolución el 

cilindro raya base es un circulo y cuyas generatrices son perpendiculares 
al plano del circulo. Si l) es el centro del círculo, se llama eje del circulo 
o eje del cilindra la perpendicular en O al plano del circulo» El radio 
del círculo es llamado también radio del cilindro» 




Kl ' diud mj de revolución es la superficie engendrada por una recta 
partíI' li* < mi eje y que gire alrededor de dicho eje. 

El plan» tangente en un punto A de una generatriz de un cilindro de 
revolución es perpendicular al plano (R) que pasa por el punto de con¬ 
tacto y pal el eje del cilindro, 

En efecto, si B es un punto de la circun- 
lerenda de Ja base (fig. 29i), la recta BT', 
tangente u la misma, es perpendicular al 
radio fí(> de dicha circunferencia» Esta recta 
es también perpendicular al eje (A) del 
cilindro, puesto que está contenida en el 
plano (P) de la base que es perpendicular 
a (A); luego BT' es perpendicular al plano 
(R) que contiene estas dos rectas; como 
trr está contenida en el plano tangente, 
dicho plano también es perpendicular al plano (R)» 



Cono» — Se llama cano, a superficie cónica, la superficie engendrada 
por una recta SM (iig. 292), llamada generatriz, que se mueve pasando 
por un punto fijo S, llamado vértice, y apoyándose en una curva jija 
llamada directriz» Nos limitaremos a es¬ 
tudiar el caso en que la directriz del cono 
es una curva plana, que so llama entonces 
base del cono. 

También se llama cono el volumen Umita - 
do por la superficie llamada cono y por el 
plano de la base ♦ En este caso la altura del 
cono es la perpenddular SH trazada desde 
el vértice al plano (P) de la base. 

Fig. 292 


S 



Plano tangente a un cono* —Teore¬ 


ma. Las tangentes AT a las curvas trazadas en un cono y que pasan por 
un punto A del mismo , distinto del vértice, están en un plano fijo, 
Sea (S) tfig » 293] una curva trazada en el cono y que pase por el 
punto A; k generatriz SA del cono, que pasa por el punió A, corta en B 
la base (C) de dicho cono. La generatriz SM, que pasa por un punto M 
de la curva (Í) próximo al punto A, curta en N la base (C). Las 
rectas AM y 13N están en 



un mismo plano. 

Cuando M tiende a con¬ 
fundirse con el punto A, la 
recta AM tiende a confundir¬ 
se con AT* El plano (n) ¥ de¬ 
finido por la recta fija SA y 
la recta variable AM, tiende 
liada una posición límite 
(Q), definida por las rectas 
SA y AT* La recta BN, in¬ 
tersección de! plano fijo (P) 
con el plano variable írr), 
tiende, por tanto, hacia una 
posición límite BT' intersec¬ 
ción del plano (í*) de la 
base con el plano (Q); esta posición BT es por definición la tangente 
a la base en el punto B. Luego el plano (Q) definido por las recias fij as 
SA y 131 es un plano fijo y, por tanto, la recta AT está situada en un 
plano fijo» 

De esta demostración se deduce: 


Fig, 293 


I o Que si no hay una tangente ii lo. base en el punto B f tampoco hay 
plano tangente en A; 

2" Que el plano tangente en A está definido por la generatriz SA y la 
tangente BT' a la base; 

3 W Que los píanos tangentes en dos puntos diferentes de tina misma 
generatriz se confunden en un solo plano. 


Cono d8 revolución. — Se llama cono de revolución el cono cuya 
base es un círculo y cuyo vértice S está en el eje del circulo (O), perpen¬ 
dicular al plano de dicho circulo en su centro O* 

Esta superficie es la engendrada por una recia SR qttci corla en el 
punto S un eje dado y que gira alrededor de dicho eje, Las porciones 
de las generatrices comprendidas entre el vértice S y d punto B de la 
base son todas iguales: estos segmentos iguales se llaman apotemas. 

El plano tangente a un cono de revolución en un ounto A, diferente 
del vértice t es perpendicular td plano que pasa par A y por el eje 
del cono. 

En efecto, la tangente BT' (notaciones del 
párrafo precedente [fig, 2941) a la base del 
cono es perpendicular a! radio OR; por otra 
parle, BT' es perpendicular al eje SO de 
dicho cono, puesto que este eje es perpen¬ 
dicular aí plano (P), La recta BT' es, por 
tanto, perpendicular al plano (R) definido 
por las dus rectas citadas: luego el plano 
que pasa por BT' y es tangente al cono ¿t b> 
largo de SB, es perpendicular al plano (R) 
definido por el eje del cono y el punto A. 



Fig, 294 












































Esfera 


Definición de esfera* Diámetros* Planos «HumHritlfrt- Proploilndefl *1** lo» ttlLiinelros. Plano tangente a la esfera* 
Posiciones relativas de un plano (F) y una mferu (S) de radio (Kl E'oatcíoiicji relativas de una recta (D) y 
una esfera (S). Posiciones relativas fie dos esferas (S) y (S 1 ). ICsferii determinada por cuatro puntos. Esfera 
tangente a un plano en un punto dado y qm puse por otro punto también iludo* Potencia de tm punto res¬ 
pecto a una esfera* Plano radical de dos esferas. Construcción del plano radical. Esferas que pasan por dos 
o tres puntos dados y son tangentes a un plano o a una rcchi, Pluium nuil cales de tres esferas* Haz lineal 
de esferas* Centro radical de cuatro esferas* Esferas ortogonales. Esferas (2¡) ortogonales a otras dos (Si y (S 1 ) 
que no son concéntricas* Plano polar de un punto respecto a una esfera. Polo de un plano respecto a una 
esfera* Cono circunscrito a una esfera (Sb Propiedades del cono circúndenlo. Hretji?< cuiilugiutas respecto i \ una 
esfera. Construcción de La recta conjugada (Al- Propiedades de tan rectas conjugadas (D) y (¿b Circimferea* 
cías trazadas sobre una misma esfera. Planos conjugados respecto « una esfera. Pluuo ilhunctnil conjugado 

de una dirección dada. Cilindro circunscrito a mui cHlrnt (S) 


Definición de esfera. Diámetros. Pianos diametrales. - Se 

llama superficie esférica el lugar geométrico de los puntos (Vi del espa¬ 
cio que están a una distancia dada R» llamada radio» de un pu-nto fijo 0 
llamado centro. 

Esfera el cuerpo limitado por una superficie esférica . 

Se dice que un punto M es interior a la esfera si OM es menor que R» 
y M es exterior a la esfera si ÜM es mayor que R, 

Se llama diámetro totla recta que pasa por el centro O de la esfera, 
y plano diametral todo plano que pasa por dicho centro. 

Un diámetro corla ía superficie es¬ 
férica cu dos puntos A y B definidos por 
OA — OB = K: un plano diametral 
corta dicha superficie según una infi- 
ti idad de puntos M, definidos por OM = 
— R. Luego estos puntos estarán en una 
circunferencia de centro 0 y radio R; 
et círculo correspondiente se llanta 
círculo máximo de la esfera. 

En general (a notación diámetro Alt 
designa el diámetro cuyos extremos A y 
R están en la superficie esférica. 

Propiedades de los diámetros. — 

Por un diámetro AR de una esfera (S) 
pasan infinidad de círculos máximos que 
son las secciones producidas en la esfe¬ 
ra ÍS) por los planos que pasan por AR. La recta AB es un diámetro 
de cada uno de estos círculos. 

Recíprocamente» todos los círculos de diámetro AB pertenecen a la 
esfera que tiene AB por diámetro» pues la distancia de un punto M, 
perteneciente a la circunferencia de uno de estos círculos, al punto 
medio 0 de AH es igual a OA* 

Aplicaciones. I o El lugar geométrico de. los puntos M desde los que 
un segmento AB se ve bajo un ángulo recto, es la superficie esférica 

(S) de diámetro AB (fig. 295). 

En efecto, si el ángulo AMR es recto, OM = OA y el punto M perte¬ 
nece a la superficie esférica de diámetro AB; si el punto M pertenece a 

la superficie esférica de diámetro AB t OM — OA y el ángulo AMR es 
recto. 

MB 

2 o El lugar geométrico de los puntos M tales que la razón - de 

MC 

sus distancias a dos puntos fijos B y C sea constante y diferente de 1, 
es una superficie esférica cayo centro está en la recta RC (ftg, 296). 

Sean D y D* los dos puntos que dividen el segmento BC en 'a razón 
dada. Se ha demostrado en geometría plana (v* p* 95) que el lugar de 
los puntos M buscado es también el lugar de los puntos M desde los que 
se ve d segmento DD f bajo un ángulo recto; por tanto, en el espacio 
este lugar es la superficie esférica de diámetro DDL 


A 





Ftg. 29fi 


Fig. 297 



3* El lugar geométrico de los puntas M tales que la suma de los cua¬ 
drados de sus distancias a dos punios fijos A y B sea una constante k 
es, en general, una superficie esférica cuyo centro 0 es el punto medio 
de AB (fig. 297). 

En el triángulo MAR se tiene 


panto A de ella y que admiten una tangente en dtefto plinto, están en 
el plano perpendicular al radio OA en el punto A* 

Luego este piano es por definición el plano tan¬ 
gente a la esfera en el punto A* 

Sea M un punto de una curva (C) que para» 

(fig. 298) por el punto A y está trazada en la su¬ 
perficie esférica (S): por hipótesis la recta MA 
tiende hacia una posición límite AT* Estando el 
punto M en la superficie de la esfera, OM = OA 
y d triángulo AOM es isósceles; sea i > el punto 
medio de AM: la mediana OP de dicho triángulo 
es también su altura y por consiguiente es perpen- Fig. 298 
dicul&r a AM* Cuando M tiende a confundirse con 

A, el punto medie P de AM tiende también u confundirse con A. la 
recta OP tiende hacia OA y puesto que, en estas condiciones, AM tiende 
hacia AT, el ángulo recio formado por OP y AM tenderá hacia el que 
forman OA y AT, permaneciendo recto el ángulo. Dicho de otro modo, 
AT es perpendicular n OA y por consiguiente está contenida en el plano 
perpendicular a la recta O A en el punto A* 

Cuando se hace variar la curva (C) que pasa por A, la tangente Al, 
que permanece siempre perpendicular a OA, describo el plano tan¬ 
gente a la esfera en el punto A* 

Posiciones relativas de un plano (P) y una esfera <S) de 
radio R. —Sea 11 (fig* 299) el pie de la perpendicular trazada des¬ 
de el centro O de la esfera (S) al plano (P) y seo M otro punto de este 
plano* En el plano OHM las rectas OH y OM son respectivamente la per¬ 
pendicular y una oblicua a la recta ÍJM; por tanto, se tiene 

OM > OH. 



Considera reinos tres casos* 

p OH R. De las desigualdades OM 3> Olí y OH 7> R se deduce 
que OM > R, Por consiguiente; 

Cuando la distancia del centro de la esfera al plano (P) es mayor que 
el radio , todos los puntos del plano son exteriores a la esfera. 

2 ft OH = R* De la desigualdad OM >- OH se deduce también que 
OM ~> R. Por consiguiente: 

Cuando la distancia del centro O de la esfera al plano (P) es igual 
al radio , el plano es tangente a la esfera en el punto H, que es la pro¬ 
yección ortogonal del centro de la esfera sobre el plano* Todos las 
puntos del plano (P) excepto el punto de contacto H son exteriores a 
la esfera, 

3 o OH < R* Tracemos en el plano (P) una recta AR (fig. 299) que 
pase por el punto H. Esta recta determina con el punto O, que supon¬ 
dremos exterior al plano (P), un plano diametral que corta la super¬ 
ficie esférica según una circunferencia de círculo máximo (C), y como 
OH es la distancia del centro O de este círculo a la recta AB P de la 
desigualdad OH < R se deduce que la recta AB cortará la circunfe¬ 
rencia (C) y en consecuencia, la superficie esférica (S) en dos puntos 
M y M\ Como la recta AB ha sido elegida arbitrariamente en el plano 
(P), habrá infinitos puntos de intersección tales como M y Veamos 
cual es su lugar geométrico. Siendo rectángulo en H el triángulo MOH» 

se tiene que OM® ="OH a + HM 2 ; si llamamos d !a distancia OH del 

centro 0 al plano (P), dicha igualdad implica esta otra: HM 2 = R 3 — iP * 
Como d < K, resulta que R 3 —d a es positivo y existe un número p ■= 

— *J R® — d' ¿ ; la medida de HM es igual u este número* Por tanto, los 
puntos como el M están en una circunferencia de centro 11 y radio p. 
lodos ios puntos de esta circunferencia son evidentemente comunes al 
plano CP) y a la esfera (S), Por consiguiente: 

Cuando la distancia d del centro de ta esfera (S) al plano (P) es 
menor que el radio R de ta misma, el plano corta ¿a esfera según un 
círculo (D* El centro de (_T) es ta proyecció n ortogon al H del centro 

de la esfera sobre el plañó (P), y su radio es sf R2 _ d a * 


MA ñ + MB ü = 20M a + 20 A a * 

— A —20A 2 

Do esta ecuación ec obtiene 0M a = -* Si el segundo miembro 

2 

de esta igualdad es positivo determina OM que será constante y O un 
pimío fijo. Luego el lugar de loa puntos M es una superficie esférica de 
centro Ü. 

Plano tangente a la esfera. — Tiohema. Las tangentes AT a las 
curtan trazadas en la supo ficie de una esfera (S), que pasan por un 


Posiciones relativas de una recta (D) y una esfera (S>* — 

Sea H el pie de la perpendicular trazada desde el centro O de la esfera 
(S) a la recta (D); sea M otro punto de esta recta. Siendo OM una 
Oblicua y OH la perpendicular, se tiene OM "> OH. 

Por tanto, si OH, distancia del centro O de la esfera a la recta, c» 
mayor que el radio R de la esfera, de OH R se deduce que OM > R 
y todos los puntos de la recia serán exteriores a la esfera* 

Si OH = R, el punto H está en la superficie de la esfera, y la recta 
(D), que es perpendicular a OH, estará en el plano tangente u la esfera 
en el punto ti; para todos los puntos M distintos de H se tiene que 
OM > R* Todos los puntos de la recta excepto el punto II son exterio¬ 
res a la esfera. 
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Si OH es menor que ít t lomemos como plano de la figura (fifí. 300) 
el plano diametral que pasa par tu recta (0), Este plana nula la su¬ 
perficie de la esfera según una ci n-uniéron¬ 



la ra (C) y por lantO (S) en dos punios M y M\ 

Posiciones relativas de dos esferas (S> y (S').— Supongamos 

que la esfera (S) lien o por centro O y por radio R, y que la esfera 
(S ) tiene por centro O' y por radio IV* Supongamos también que 

R > IV, Sea P un punto por el que pasan uno o varios planos diame¬ 

trales (habrá varios si V está en la recia 00') comunes a las dos es¬ 
feras; este plano diametral, ú uno de ellos en el caso de haber varios, 
corta Ií i esfera (S) según un círculo máximo (C) tic centro O y 

radio íi t y la esfera (S ) según un círculo máximo ((*') de centro O' 

y radio R\ El punto P está situado respecto a las esferas (S) y (S') 
tal como lo asta respecto a los círculos (G) y (O- Luego pot el estu¬ 
dio hecho en geometría plana (v* # p. 84) podemos enunciar las siguien¬ 
tes con el usiones: 

V* Sea 00' R T IV (jig. ,301)» Todo punto P interior a una de 
las esferas es exterior a la otra» Las esferas (S) y (S) son exteriores 
cada una respecto a la otra. 

2* Sea DO' = R + IV ( fig * 302)* Las esferas tienen un solo punto 

común A, situado en l 4 segmento 
00 : U is planos tan ge ni es a las 
dos esferas en dicho punto son 
todos perpendiculares a ÜO' y por 
lanío se confunden* Se dice que 
las esferas son tangentes exte^ 
nórmente en A y este punto es 
llamada punto de contacto ele las 
dos esferas* Iodo punió interior 
a una do las esferas es exterior a 
Fig * 302 la otra* 

3* Sea 00' < It - FV (fig, 

303), Todo punto interior a (a esfera (S ) es también interior o la 
esfera (S)« Se dice que la esfera (S') es interior a la otra. 

4 a Sea 00' — R — R (fig* 302). Tas dos esferas tienen un punto 

común A, y los puntos A, O, O' 
están en línea reda. Por tanto, los 
planos tangentes a tas dos esferas 
en el punto A se confunden. Se 
dice qüc las dos esferas son tan¬ 
gentes interiormente en A, que se 
Mama puntó de contacto de las 
dos esferas* Todo punto interior 
a (S ) es también interior a (S). 
5“ Sea R — IV < 00' < It + 
+ IV* En todo plano diametral (fig* 304) hay dos puntas M y IVT que 
son comunes a las circunferencias de lo* círculos máximas (C) y (C'), 
1 Liega también serán comunes a las dos esferas (S) y (5')* tracemos 
por M k perpendicular MH a la linea de los centros 00' y sea I el 
punto medio de 00'* El punto N queda dele ni i inado por la igualdad 

OM a — O'M 2 = 2IH * 00\ 

establecida en geometría plana (v, p„ 1ÍJ0). De esta igualdad se obtiene 

_ R2 — R y * 

III = -———■, lo que prueba que II es un punto fijo de la recta 00'* 

200 ' 

Sea (tt) el plano perpendicular a 00* en vi punto II; estando por 
hipótesis el punto M sobre la esfera (S), estará situado en la drClin* 
ferencía (rr) ? que corresponde a In intersección de la esfera (S) con 
el plano (ir). 

Recíprocamente, sea M un punto común a la superficie de (S) y al 
plano (tt)* Puesto que dicho punto está sobre la esfera (S), se tiene 
QtVI = R; como también pertenece al plano (n) f sl* proyección oriugo* 
nal sobre ÜO' es H, y se tiene 


OM 2 — 0'M a = 200' * IH, 


Como por hipótesis 200 . IH — R 2 — IV a , de ambas igualdades se 

deduce ÜIVT — O M 2 = R 2 — R 2 , y en consecuencia O'M — IV* 
lodo punto de (ir) está, por tanto* sobre ta esfera (S'X 
Por consiguiente, se llega a la conclusión de que en la hipótesis 

R — R' c 00' < R -f R' 

la interjección de Us esferas (S) y (SO es im circulo (ít) cuyo plano 
es perpendicular a la línea de los centros 00'* En este caso se dice 
que las esferas sr>n secantes. El lector comprobará que el plano O). 

definido por la igualdad R u —- R 2 = 200' * IH, es secante a las dos 
esferas, 

Se dice que dos esferas son concéntricas cuando tienen el mismo 
centro y sus radios son diferentes* 

Dos esferas que tienen el mismo centro y sus radios son iguales se 
confunden* 
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Fig . 305 


Eslora doterm ¡mullí por cuatro puntos. - I EOREMA* Por CU(t~ 

tro puntas A t |t f {] y |t q tí> determinen un £ etraedro, se puede hacer 
pasar una superficie cafcfuu ► sólo una* 

ím esfera correspondiente r\ llamada esfera circunscrita al tetrae¬ 
dro ABCI). 

Tus íres puntos A» 11, V, rm ewtáu en línea recta; por lo tanto existe 
una circunferencia (rr> y sólo una (fig. 3ü5) que puse por estos tres 
puntos* bea (¿) *>) ojo de dicha circunferencia. 

El plano perpendicular a CD vn su punto medio 
corta la recta (A) en un punto 0, pues si 
fuese paralelo a ella la recta CD estaría en el 
plano ABC* y | a figura ABCD no sería un te¬ 
traedro* 

Existe una esfera cuya superficie pasa por A* B, 

C y 11; es lu esfera (S) de centro 0 y radio OG. 

En cfeciii, L*1 plano ABC corla la superficie es¬ 
férica segó a mía circunferencia que pasa por V* 
y que tiene por centro el pie íl de la recta (A)* 
es decir, la circunferencia Crh Por consiguiente* 
la superficie de la esfera (S) pasa por A y B. y 
pasará también por D* pues perteneciendo O o3 plano perpendicular a 
CP en su punto medio, OC = OD. 

No existe otra esfera (S ) de centro 0 cuya superficie pase por A, B* 
(j y E), pues si existíase una distinta de (S) > lus superficies de (S) y 
(S I tendrían común una eircuníenicia (rr) y sólo tina* Ahora bien, 
las superficies esféricas de (S) y (S') ríe lien pasar por los puntos A, 
U, C, D, y como e) punto l) no pertenece a la circunferencia Tr) que 
[>clsu por A, 11 y (; t resulta que las esferas (S) y ÍS') no son flistintaft* 

Esfera tangente a un plano en un punto dado y que pase 
por otro punto también dado. ’—‘TüoitfMA, Existe una esfera y 
Sido ana que sea tangente a nti plano (!’) en un punto dado A y t uya 
superficie esferica pase por otro punto dado B exterior a dicho plano. 

La perpendicular (A) al plano (P) en A (fig* 306) corta en 0 el 
plano que sea perpendicular a la recta AB en su punto medio, pues 
si (A) fuese paralela a dicho plano, la recta AB estaría en el plano 
t F >, lo que es contra rio a la hipótesis. 

Existe una esfera que responde a las condiciones del enunciado r es 
la esfera de centro 0 y radio QA, la cual es evidentemente tangente al 
plano (P) en el punto A y cuya superficie pasa por R, pues OB — OA 
(propiedad del plano perpendicular a una recta en 
su punió mediu), 

No hay otra esfera ÍS') que pase por A y B y 
que hcu, tangente n\ plano (P) en el punto A, pues 
i hubiese una distinta de (S) sería tangente ex- 
lorior o interiormente n ta esfera (S) y no la cor- 
t;n ia en ningún otro punto distinto de A» 


(i); 


or 


,u 


7 


y 


Fig. 3mí* 


Potencia de un punto respecto a una es¬ 
fera. — TxoRema* Si dos secantes AMM' y APP' cortan ana super¬ 
ficie esférica (S) en los puntos M, M', P y P" (íig* 307), se ñeñe: 

AiVT * AM' = AP . AF\ 

Si una recta AT es tangente en el punto T a una esfera (S) y una 
secante AMM corta la superficie esférica en los puntos M y M * se 
tendrá: 


AT 3 = AM * AMV 

l" Tas dos secantes AMM' y APP' son reí 1 tas concurrentes que dc- 
trnuilutu un plano: este plano corta la superficie esférica según una 

eireunfrreni-ia i|m< p;r-a pur VI, . P y !' ; por eunsiguiriiltf, AM 

- AM' = AP , M y (v, p. 9^), 

Va secante AMM' y la tangente AT determinan un plano; este 
plano corta k superficie es¬ 
férica según tina circunferencia 
írr) que pasa p or T, M y M\ 

Judos tos puntos de la tangente, 
con excepción del punto T, son 
exteriores a la esfera y por tan* 
tu exteriores a la circunferencia 
(ti’) ; luego la recta A l es tan¬ 
gente a dicha circunferencia y 

se tiene que AT 2 - AM - AM' 

(v* p, 99), 

Se llümú. potencia de un pun* 

to A respecto a una esfera t:l producto constante AM * A.VT de los 
segmentos que tienen su origen en A y sus extremos son los puntos 
M y M en que una secante , arbitrariamente elegida, que pase por el 
punto A corta ¿ a superficie esférica. 

Si d es la distancia O A del punto A al centro 0 de la esfera y R el 
radio de esta, ] a potencia p del punto A respecto a la esfera también 
se expresa por k fórmula 

p = d* — RT 

l.a potencia p es igual al cuadrado de la longitud de una tangente 
Al trazada desde A a la esfera, cuando por este punto se puede trazar 
una tangente a la esfera* 

Plano radical de dos esferas. — FJ lugar geométrico de los 
puntos M del espacio que tienen la misma potencia respecto a dos es¬ 
feras (S) y (S') ,/e centros V) y 0', que no sean concéntricas , es un 
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plano perpendicular a la línea de tos ceñiros 00' que se Uama plano 

radical de las dos esferas (fig. 3010* 
La ticttioBi ración repite pnliihui 
por palabra la que se ha estudut- 
cio s para dos ti reunieren ida h (véa- 
se pág. 99); siendo I el punió 
medio de OO f , el pie H de la 
altura Mil dd triangulo Müü' 
queda determinado por la igual* 
dad 



200' - IH = R® — 


que expresa la condición necesa¬ 
ria y suficiente para que ci punto 
(Vt tenga la misma potencia respecto a las dos esferas» Esta igualdad 
prueba que H es uii punto fijo y determina su posición* Por cantil- 
guíente, el lugar del punto M es el plano perpendicular a la recta 00 
en el punto Hb 

Sí P es un punto dd espacio que no pertenece al plano radical de 
las dos esferas, la potencia p de este punto respecto a la esfera (S) 
es diferente de ñu potencia p* respecto a la esfera (SO* Si K es la 
proyección ortogonal de P sobre 00', se tiene, repitiendo d cálculo 
que se hiato para d cano de dos circunferencias (v* p* 99): 

p — p “ 2OO 7 * HK, 

Esta fórmula generaliza para dos esferas la importante propiedad de 
la diferencia de Ihb potencias* 

Construcción del plano radical. —Si las esferas (S) y (S 7 ) son 
secantes, la potencia de lodos los puntos comunes a estas esferas res* 
pecto a cada tina de dios es igual a cero y los puntos están situados 
en d plano radical. Expresado de otra manera: el plano radical es d 
plano dd círculo (o*) de intersección de las dos esferas* 

Si tus esferas (S) y (¡V) aon tangentes en A, el plano radien 1 es d 
plano tangente común en A* porque pasa por A y es perpendicular a la 
linea de los centros* 

Si las esferas (S) y (S') no tienen ningún punto común, se las 
corta por un plano cualquiera (un plano diametral común, por ejemplo) 
que determine en Us superficies esféricas de (S) y* (S') dos circunfe¬ 
rencias (C) y (O* El plano radical que consideramos es d plano per* 
pendió tila r a la linea de los centros y que pasa por el eje radical de 
¡as circunferencias (O) y (€')» 

Esferas que pasan por dos o tres puntos dados y son tan- 
gentes a un plano o a una resta. —Hay infinidad de esferas (S) 

tangentes a un plano dado (?) y qué pasan por dos pantos dados 

A y B situados a un mismo lado del plano (PL 
Supondremos que la redil AB y el plano (P) 
son secantes; sea O el punió común ijig. 309)* 
Si hay una esfera (S) que pasa por A y 15 
y es tangente al plano (P) en un punto M, 
las rectas OAB y OM serán résped i va mente 
una pecante y mía tangente a dicha esfera, y se 

tendrá: 0M a = O A * ÓB* Esta igualdad pruti- 
FÍ0. 309 ha que OM debe tener una longitud determi¬ 

nada K = \/ ©Á * QB y, por consiguiente, M 
debe ser un punto de la circunferencia (C), perteneciente al pía* 
no (P) y que tiene por radio R y por centra el punto 0* 

Sea M un punto cualquiera de esta circunferencia* Hay una esfe¬ 
ra (S) y sólo una que pase por A y sea tangente en M al plano <P); 
supongamos que dicha esfera corta en W la recta OAB: en *m GM0 

debe verificarse OW = OA * ÓB\ Ahora bien, por hipátcob: 

0M a = t)A * OB, De estas dos igualdades se deduce que OB 1 » OH; 
luego la esfera (S) pasa por el punto B* 

Hay pues tma infinidad de esferas que pasan por A y B y son 
tangentes al plano (P)* El lugar de los puntos de contacto de estas 
esferas con el plano (?) es una circunferencia de centro O y radio 

sf OA * OB. 

Hay dos esferas y solamente dos que sean tangentes a un plano 

dado (P) y que pasen por tres puntos 
A, B y C que no están situados en 
Unen recia, cuando la circunferencia 
(ir) circunscrita al triángulo ABC no 
corta el plano (P). 

Supondremos que el plano ABC corta 
el plano (P) según una recta (A) [figu¬ 
ra 310]. Sea I uno de los puntos de 
Poncelct de la circunferencia (c r) y de 
la recta (A)í sea H la proyección orto¬ 
gonal del punto l sobre la recta (A)* 
l omemos en el plano (P) sobre la perpendicular a (A) en el punto H, 
dos longitudes iguales: HE — HE f = lll* 

Hay infinidad de esferas (S) que pasan por A y B y son tangentes 
«I plano (P), Supongamos que la recta AB corta en 0 al plano (P): 
los puntos de contacto de estas esferas (S) están en una circunfe¬ 
rencia de centro 0 y radio */ O A * Olí, pero la potencia de 0 res¬ 
pecto a la circunferencia (ir), expresada por Ó A . OB, es igual a 

OPA Los triángulos rectángulos OHE y OHI son iguales por construc¬ 
ción: OI — OE y el lugar de. los puntos do contacto de las esfe¬ 
ra* (S) con el plano (P) es la circunferencia de centro 0 y 
radio OE* 
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Muy infinidad <b odrrni» (S) que pisan por B y C y son tangentes 
,il plimo íP); si Ijii recia BO corta dicho plano en O', los puntos 
ií «- rmiifüNi de rr,\nu rafe rus ciin el plano (P) están cu una círeun- 
fer* in ni * 1 r < r-tii i.i o y radío O E. 

Pm roteaguirme, *■ i liten .Üom esferas que hiendo tangentes al plano 
(10 puno i» n In v. . |mu A y B, y por B y C* Son precisamente las 
que itriiir» eiiinn |njniii’ >1 t i intacto con el plano (P) los puntos E 
y E‘ innimir • a Jii>i Ioh . i rr u ií fe i cuchis que hemos hallado como 
blgll r nn |(rumr limi' 

En genual ha * do i e*¡rm\ , adámenle dos que pasen por tres 
punto* dad*** A, 11, 0 > qur i nm tangente* n una recta dada (D)* 

üejani"» itl b u -i que lia^n bi «b musíración de curte enunciado* 
Se buscará §1 pumo de CÓOtlOtO M, Para esto, señalar el punto O 
en que el plano ABC corla la rcel« (Ü), trazar la circunferencia (<r) 
que pasn por A, B, (. y ijUnciv-íit que OM <"i la potencia de O res* 
pecio a dicha eiremifemiciu. 

platios radicales de 

tres esferas. — Sean tre» 

esferas (Si), (S¡¿) y (S;t) que 
tienen por centros Qi, Oa 
y O 3 . Distinguiremos tres 
casos: 

I a Supongamos que Oj, 

O 2 y O 3 son los vértices de 
un triángulo- Estos puntos 
definen un plano (P). Dicho 
plano corta las esferas 
según tres círculos máxi- (^v 
moe (Cf), (Oa) y (C 3 ) cuyos 
centros son los vértices del 
triángulo., 

Hay un punto A que tiene la misma potencia respecto a las tres 
circunferencias: es el punto común a los^ ires ejes radicales de las 
circunferencias tomadas dos a dos (fig* 311)» Este punto tiene la 
misma potencia respecto a !as tres esfrras* Los tres planos radicales 
de las esferas tomados dos a dos pasan por el punto A y son perpen¬ 
diculares a las rectas O 1 O 3 , 0a03 t O 3 O 1 del plano (P): luego son 
perpendiculares a dicho plano. Por consiguiente, pasan por la recia 
AB que eis perpendicular cu A al plano de los centros (P). Esta 
recta es el lugar de los puntos del espacio que tienen la misma po¬ 
tencia respecto a las tres esferas y se llama eje radical de las tres 
esferas; 

2 o Supongamos que Oí, Oa y Os son distintos» pero restan situados 
en línea recta* Sru (P) un plano que pasa por la recta de los centros, 
y (Ci), (Cs) y (Cy) los círculos máximos situados en (F). Los ejes 
radicales de los tres círculos son rn general distintos: los planos 
radicales, que son planos perpendiculares a !a linea de bis centros, 
a 1 pasar por estos rjes radicales son píanos paralelos y distintos; 

3* Si las circunferencias (Ci), (Ca) y (Ca) dd 2* caso forman parte 
de un mismo bar* lineal, los ejes radicales de dichas ciroun fe rendas 
tornada» dos a dos se confunden* Por lo tanto, los planos radicales de 
bis esferas (Si), (S 2 ) y (S:i) tomados dos a dos se confunden. Estudia¬ 
remos someramente este último caso. 

Haz linea) de esferas. Se dice que lina esfera (S> forma 
parte del haz lineal definido por dos esferas (Si) y (Ss) cuando los 
planos radicales de las ires caleras (Sí), (N 3 ) y (S) lomadas dos a 
dos se con funden. 

*Sr conoce que una esfera, cuyo centro describe una recta, forma 
parte de un lm/, lineal ni cortando la esfera por un plano fijo (P) 
que pase por la línea de los centros, se obtiene como sección un 
círculo perteneciente a un haz lineal. 

Siguiendo paso u paso Us explicaciones dadas para los haces linea¬ 
les de círculos (v. p. 100) se demuestra que hay tres especies de haces 
bucales de esferas: 

i ü Este ras que tienen comunes todos los punto® de una circunfe¬ 
rencia fija (íc); 

2“ Esferas tangentes a un plano dado (P) en un punto A; 

3 rt Esferas de diámetro PQ, siendo P y Q dos puntos conjugados 
armónicos respecto a otros dos puntos 1* J t que se Human puntos de 
Póncelen dol [uv¿ (esto supone que los puntos P, Q, 1, J, están en 
línea recta). 

Centro radical de cuatro esferas, — Sean (Si), (Ss), (Ss) y 

(S 4 ) cuatro esferas cuyos centros Oi t Oa, O 3 y O* son los vértices 
de un tetraedro. Tres de estas esferas tienen un eje radical (A): 
el plano radical de (S 3 ) y (Si) no es paralelo a (A), pues si lu 
fuese, 0* estaría en el plano O 1 O 3 O 3 * Luego el plano radical citado 
corla (A) en un punto A que tiene la misma potencia respecto a 
las cuatro esferas* El punto A es, por definición, el centro radical de 
estas cuatro esferas: es el punto común a los seis planos radicales 
de dichas esferas tomadas dos a dos y a los cuatro ejes radicales 
de las esferas tomadas de tres en tres* 

Esferas ortogonales, Se dice que dos esferas (S) y (S') son 
ortogonales cuando son secantes y, en un punto M común a estas 
dos esferas, los planos tangentes son rectangulares, 

Teohemx. La condición necesaria y suficiente para que dos esferas 
de centros O y 0' y de radios R y IV sean ortogonales es que 


OO"* = R3 + R% 

La condición necesaria y suficiente para que dos esferas sean orto¬ 
gonales es que tengo ti un punto común M y que OM y O'M sean 
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ortogonal * 1 Urn, que Ihm círculo» máximo» que pasan por M sean 
orlogotMiloH y por cotuúguirntH que 00" ! = 4- R :! (/*, 312), 




Fiq. 313 Fia. 313 

De esta demostración resulta que si dos esferas son ortogonales, los 
planos tangentes son rectangulares en todos los puntos de tu circun¬ 
ferencia ( rr ) de t nie i secc i un. 

La condición procedente equivale a una cualquiera dr las dos si¬ 
guientes : 

La condición necesaria y suficiente para que dos esferas sean arta* 
ganólas <s que un diámetro cualquiera de una de ellas sea cortad o 
armónicamente por leí otra. 

0 bien que la potencia del centro de una de las esferas, (S), res¬ 
pecto a ía otra sea igual al cuadrado del nidia de la esfera (S) + 


Esferas (2) ortogonales a otras dos (S) y ($') que no 
son concéntricas. — l' 1 El centro w de una esfera (2) cslú en el 
plano radical de Jas esferas (S) y (S # L 

En efecto, la potencia de m respecto a cada una de las dos esferas 
(S) y (SQ es igual al cuadrado ffl del radio de la esfera (2) [ fi¬ 
gura 3131. 

2™ Cortemos las tres esferas por un plano que pase por los tres 
centros. Sean los circuios (C), (C/) y (ir) las secciones producidas 
por el plano en las esferas (S), (S ) y (2). La condición necesaria y 
suficiente para que la esfera (2) sea ortogonal a (S) y a (SO se 
expresa por las dos igualdades siguientes (utilizando las uuLacíovicb 
del teorema precedente): 


Qtu& = R2 + p* = R* f p* t 

Luego es también la condición necesaria y suficiente para que (<r) 
sea ortogonal a (0) y a (G }. 

La condición necesaria y suficiente para que ana esfera (2) sea 
ortogonal a dos esferas que no son secantes ni concéntricas es que 
aquélla pase por los puntos de Poncelet í y i de estas dos esferas. 


Plano polar efe un punto respecto a una esfera. —Se 

dice que dos puntos A y M son conjugados armónicos respecto a una 
esfera (S), cuando la recta AM es cortada por la superficie esférica 
mí dos puntos P y Q, conjugarlos armónicos respecto a los punios 
A y M. 

Dos puntos conjugados respecto a una esfera (S) también 3o son con 
respecto a las circunferencias de las secciones producidas en la esfe¬ 
ra (S) por planos que pasen por A y ¡VL Recíprocamente, si A y M 
son conjugados respecto a la circunferencia de una de las secciones 
producidas por un plano en la esfera, son también conjugados res¬ 
pecto a la esfera (S). 

Las condiciones necesarias y suficientes para que dos puntos A y M 
sean conjugarlos respecto a una esfera (S) son: 

I o Que AM corte la esfera. 

2 o Que la esfera do diámetro AM sea ortogonal a la esfera (S). 

Se conviene que la primera condición 
siempre fia de per*/¿canse; por consiguicn» 
te, se llaman puntos con jugados A y M, 
respecto a una esfera (S), todo par de 
puntos tal que la esfera de diámetro AM 
sea ortogonal a la esfera (S). 

Teorema. El lugar geométrica de los 
puntos M conjugados de un punto A res¬ 
pecto a una esfera (S) es un plano (P), 
excepto sí el punto A esffí en el centro 0 
de la esft ’ra (S). Este plano se llama 
plano polar del punto A respecto a la 
esfera. 

Siendo distintos los puntos A y O, la 
recta OA queda determinada y corta 
(fig. 314) en R y G la superficie esfé- 
rica (QB = OG ” R). Sea H el con- 

respecto ríe B y C del mido por OA 



jugado armónico de A respecto de B y C definido por OA - OH = RL 

Si d punto M es un pumo «id lugar, la esfera de diámetro AM 
ew ortogonal a la esfera (S): por consiguiente, ta superficie esférica 
«le la primera esfera «-orla el diámetro BC de la segunda (S) en dos 
punios conjugados amónicos respecto a Ü y C. Siendo A uno «le ellos, 

i l otro es II; el ángulo MHA inscrito en una seminífera es un ángulo 
recio y d punto M pertenece al plano (P) perpendicular a la recta O A 
en d punto H. 

Si d punto M pertenece al plano (P). el ángulo MHA es recto y 
la superficie esférica de diámetro AM corlará d diámetro BC en los 


|i««ii>is A y II; iiiniti >'Mns puniiii '.mi • mi jugados armónicos «le B y C, 
dicha todera c. orhJgoiuil n l.i i nlt m (S )„ 

Luego el lugar fie Ion jj un ion M cn i-I plano (P) perpendicular al 

diámetro OA rn el punto 11, definido por OH * OA = II 2 , 

Polo do un plano respecto a una esfera, — Teorema. Existe 

un punto A y sólo uno que tenga fiar plano polar , respecto a una 
esfera dada, un plano (F) dado, que no pase ¡>or el centro O de dicha 
esfera* Este punto es llamado polo del plano (Pb 

El pula es evidentemente el punta A de la perpendicular OH trazada 
desde O al plano polar y definido por 

OH - O A = R*. 

La condición necesaria y suflente para que un plano (P) sea tan * 
gente a una esfera (S) es que el polo A de este plano respecto a la 
esfera, esté en el plano ptdar (P). 

De bi condición OH = R se deduce que OA — R. Además el punto 
de contacto es A* 

La condición necesaria y suficiente para que. un plano (P) corte 
una esfera según un circulo (A) es que el polo del plano íP) sea 
extertor a la esfera (ftg. 314). 

De la condición OH <T K se deduce (pie O A > R, Con la notación 
círculo (A) se designa la sección producida en la esfera por el plano 
polar del punto A exterior a la esfera. 

Teorema. Si d plano polar de A pasa por A\ el plano polar de A * 
pasa también por A. |.Se trata de los planos polares respecto a la 
misma esfera (S)J. 

En efecto, si el plano polar de A pasa por A", la esfera de diámetro 
AA # es ortogonal a la esfera (S) y por consiguiente el plano polar 
de A" pasará por A. 

Cono circunscrito a una esfera (S), — Se llama cono circuns¬ 
crito a tina esfera (S) el cünú que tiene por vértice un punto A 
exterior a la esfera y por base el círculo (A), intersección de la esfera 
con el plano polar del punto A respecto a esta esfera , 

Propiedades del cono circunscrito. — Las generatrices AE del 
cono circunscrito son ton gentes a la esfera en los puntos E, en los 
que aquellas cortan la base (A) de este cono. 

El ponto E (fig, 314) pertenece al plano polar de A, luego el plano 
polar de K posará por A ; ahora Ideo, por Iiipfitesis, el punto E está 
«obre la esfera (S), luego el plano polar de E es el plano tangente 
a dicha cu feto en el punto E y por consiguiente la recta AE, contenida 
en el plano tan gen le a la esfera (S) en el punto E t es tangente a 
la esfera en dicho punto, 

Toda tangente AL a la esfera es una gener flirt; del cono circuns¬ 
crito que tiene por vértice el panto A. 

El plano polar de E, punto de contacto tic la esfera (S) con la 
recta AE, es el plano tangente u la esfera (S) en el punto E; este 
plano contiene la tangente AE a la esfera y por lo tanto pasa por A; 
por consiguiente, el plano polar de A pasa por E t y el punto E perte* 
tiece a la circunferencia (A). En consecuencia, la recta AE es una 
generatriz del cono circunscrito. 

Las planos tangentes al cono circunscrito son también tangentes a 
la esfera. 

El plano tangente ul cono circunscrito a lo largo de AE contiene 
Ja generatriz AE y Ja tangente ET a la base (A) dd cono circuns¬ 
crito. Estas son dos perpendiculares (v, p. 126), por tanto distintas, y 
ambas tangentes a la esfera; la primera AE, según las “propiedades 
del cono circunscrito”; la segunda ET, según la definición de plano 
tangente a la esfera; ambas determinan, pues, el plano tangente a 
la esfera cu el punto E. Por consiguiente, el plano tangente al cono 
circunscrito es también el plano tangente a la esfera en el punto E. 

Todo plano que pasando por un punto A es tangente a una esfera 
(S) en un punto E de la misma , es también tangente al cono de 
vértice A que sea circunscrito a la esfera. 

Por hipótesis el plano tangente a la esfera en E, es decir, el plano 

polar de E, pasa por A; luego el plano polar de A pasa por E y 

el punto E pertenece a la circunferencia (A). El plano tangente a la 
esfera (S> en el punto E se confunde con el plano tangente al cono 
circunscrito a lo largo de AE. 

Rectas conjugadas respecto a una esfera. — Teorema, Lo$ 

plan os polares de los punios M de una recta fija (D), respecto a una 
esfera (S), postra por una recta jifa (A), excepto $i la recta (D) es 
un diámetro de la esfera (S). 

Se dice que (A) es conjugada de la recta (D) respecto a la 
esfera (S). 

Tomemos como plano de la figura 315 el que pasa por la recta (D) 

y el centro 0 de la esfera. Este plano corla la esfera (S) según 

un círculo máximo (G). EL plano polar del punto M es perpendicular 
ul plano de la figura, puesto que es perpendicular a la recta OM; 
estos pianos se cortan según una recta AB, y siendo todos los puntos 
de dicha recta conjugados de M respecto a la esfera también serán 
conjugados de M respecto a la circunferencia (C), Luego la recta AB 
es la polar del punto M respecto a ía circunferencia (C) y, por lo tanto, 
pasa por el polo A de la recta (1)) respecto a dicha circunferencia. Por 
consiguiente, los planos polares de M pasan por la recta (A), que 
es perpendicular al plano de la figura en el punto A. Esta Tecla’(A)* 
que pasa por un punto fijo A y es perpendicular a un plano fijo, 
será también una recta fija. 

Construcción de la recta conjugada (A). — Se traza desde O 
la perpendicular OH sobre la recta (D) [fig, 315], se loma sobre OH 

el punto A definido por O A - OH = IILa recta conjugada (A) es 
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h prtrprnd ¡tintar en A al plano determinado por v\ imuiu n y ]. 
recta (D). 

De esta construcción resulta que la recta (l>) ex k emijjii^ui ¡ • l<- 
(A) respecto a la esfera; por esto se dice que (O) y (A> mui coiijui» 
liadas respecto a la esfera sin indicar cuál es la conjugada <lr la 

otra* 

Se conoce que dos «cetas (D) y (A) son conjugada# reapretó a 
una esfera cuando son rectangulares* su perpendicular común AH 

pasa por ct centro de la esfera y se verifica que OA . OH = Rl 


Propiedades de las rectas conjugadas (D> y (A) . — El plano 

polar de un punto de una de ellas pasa por la otra, por definición* 
El lugar de los polos de los planos que pasan por una de las rectas 
es la otra recta considerada * 

Si una recta (D) no corta la esfera , su conjugada (A> la corta 
en dos puntos P y Q (fig, 316). 

En efecto* siendo OA y OH las distancias dd centro O a las rectas 

(A) y (D) # si OA < R, como OA - OH ~ R a resulta que OH > R. 
Luego una de estas dos rectas y sólo una corta la esfera* 

Sí una de las rectas (A) es tangente a la esfera en el pimío A, 
la recta conjugada (D) será también tangente a la esfera en el misan * 
punto A. 

Sí O A = íí fie deduce que OH — R„ 

La condición necesaria y su ¡¿cíente puní que una recta (D) corte 
su conjugada (A) en un punto A es que el plano de las rectas 

(I)) y (A) sea tan¬ 
gente a la esfera en 
el punto A. 

Si tina recta i D) no 
corta la esfera, se 
¡meden trazar por esta 
recta dos planos tan¬ 
gentes u la esfera en 
dos puntos P y Q* 

En efecto. Ja recta 
conjugada (A) lfigu¬ 
ra 316] corla la es¬ 
fera en los puntos P 
y Q; el plano polar 
de P, punto de la es- 
F<'m, es el plano tan- 
gente ti la esfera en 




Fía. 315 


P; como P pertenece a (A), el plano citado pasa por la recta 
Igualmente el plano tangente a la esfera en el punto Q, que es el 
plano polar de un panto Q de (A) respecto a la esfera* pasa por la 
recta (D). 

Por consiguiente, hay dos planos tangentes a la esfera y que pasen 
por la recta (l>); los punios de contacto de oStOft planos son P y Qr 
la recta FQ que une estos pimíos de contacto es, por tanto, la conjugada 
de la reda (D) respecto a la esfera* 


Circunferencias trazadas sobre una misma esfera. ~ La «m- 

dícion necesaria y suficiente para que das circunferencias (A) y (H) 
trazadas sobre una esfera sean: / 



1° Tangentes, es que la recta AB sea tangente a la esfera; 

2 Ortogonales, es que los puntos A y Ií sean conjugados respecto 
fi la esfera y que la recta Alt no corte la esfera* 

Ih¡timamos la notación (A) pura designar la circunferencia trazada 
sobre una esfera (iS) y que sea la interjección de dicha esfera con el 

plano polar de A reapretó a la esfera 
(5), Observemos que si M es un 
punto de ía circunferencia (A), ía 
tangente MT a esta circunferencia y 
la generatriz MA del cono circuns¬ 
crito de vértice A son (v. p, 130) dos 
recias perpendiculares que pertene¬ 
cen al plano tangente en M a la 
esfera (S) [v. p. 126]. 

V Por hipótesis (fig* 317), ha 
circunferencias (A) y (B) tienen un 
punto común y la misma tangente 
MI 1 en dicho punto. Luego las rectas 
AM y MB son dos rectas que perte¬ 
necen al plano tangente en M a la 
esfera y ambas son perpendiculares a la recta MT, Por tanto, la recia 
AB también es tangente a la esfera (S> en el pumo M, 


Recíprocamente, si la recta AB es tangente en M u Ja esfera (S), las 
circunferencias (A) y (B) pasan por M y son tangentes a la única 
perpendicular MT trazada por M a las recias comunes AM y BM. 
Luego estas circunferencias son tangentes en M ; 


2 IS Por hipótesis (fig. 318), ka circunferencias (A) y (B) son orto¬ 
gonales. Por lo tanto, tienen un punió común M y en esle punto las 
tangentes MI y MT ¿i catas circunferencias son ortogonales. Estando 
H punto M en los planos polares de los puntos A y B, el plano polar 
de M, plano tungente en M a la esfera, pasara por A y R: luego la 
ri'ria AB no cortará la esfera (S)„ Además, cu este plano tangente 
lo reda MA es perpendicular a (VlT: Juego se confunde con la recia 
M 1 que es tangente a k circunferencia (B) en M. Por tanto, el punto 
\ pertenece al plano de esta circunferencia, que es el plano polar del 
pumo ít; por consiguiente, los puntos A y B son conjugados respecto 
4 la esfera (S), 


\{te\ proel.ote, suponga moa que k repta AB sea exterior a la esfera 

v +11n■ A y II ho n rmi jugado» n^pf'ett) 
h rdlu, I; rn n j ti garlo de I.» urta AB, 
q lie ■" rjürrior u la esfera ( S) por 
liipó(f i iiM t cufia dicha esfera en 
d"' piiiilmi, M y JV1 EhIO'-i pimfiis miu 
niinlliii 1 !! a í o ■- • Uiiiiii rjrmUJiH (A) 
y OS), I t n Tángeme \1 T i\ );i rir> nn- 
te rene ni (Al en VI cita rotunda i ir 
H plano di iln ha r muiiír 1 ! rioíii, 
plano polín dr A que pin InjmhHiH 
pasa por H: la langtmte Mi símá 
también situada en H [daño liuigen 
le en M a Ja esfera (Si, plano qur 
también pasa por It. l uego es la 
recita MIL De un modo w majan ir ic 
demostraría que la tan gen le (Vil a 
la circunferencia (R) en M es lo 
recta MA, Para demostrar que las 
circunferencias (A) y (B) son ortogonal**», drmostrar que MA 

y MR son ortogonales: estas reeLus lo muí poique non íJom ícela# con¬ 
jugadas, puesto que el plano polar de A y el de M cortan según 

k recta MR, emito acabamos de ver» Por consiguiente, las circunfe¬ 
rencias (A) y (It) stm también ortogonales» 

Planos conjugados respecto a una esfera. — Se dice que dos 

planos (P) y (H) mui conjugados respecto a una esfera (S) cuando el 
polo A de (P) se halla en (Q). En este caso el polo B de (Q) está 
en el plano (P). 

Sí la recia de intersección de loa planos (P) y íQ) es exterior ít la 
esfera ÍS)„ los dos píanos tangentes trazados por dicha recta a la esfera 
son conjugados ai móldeos respecto a los dos planos (P) y (Q). 

Los planos de los dos círculos ortogonales (A) y (B) son planos con¬ 
jugados respecto a k esfera (fig* 3IÍÍ)» 

Plano diametral conjugado de una dirección dada.— 

ÍEüJtfciMA, Los pantos medias de las cuerdas AH de tina esfera (S) para- 
telas a una dirección dada (A) están en un ¡dano (P) que pasa por 
el centro O de. la esfera y es perpendicular a la dirección t tmuderada. 

El plano perpendicular a la cuerda AB en mi punto medio pasa por 
0 y es perpendicular a la dirección (A), que es paralela a k recta AB. 
Luego este plano es fijo. Es el lugar (P) buscado. 

DkiuníchíNUS, Se llama plano diametral conjugado de una direc¬ 
ción dada (A) el plan o qtte. pasa por el centro O de la esfera y es 
perpendicular a la dirección dada (A). s puntos medios de hs 
cuerda» AR paralelas a (A) están en dicho plano: todo punto de cate 
plano que sea interior a k esfera es el punto medio de una cuerda AB* 

Se llama diámetro conjugado de una dirección de plano dado (P) 

el diámetro perpendicular a este, plano. Luego los centros de los círculos 
de la esfera (S) cuyo» planos son paralelos a (P) están en el diámetro 
de dicha esfera que es conjugado de k dirección de plano dado (Ph 



Cilindro circunscrito a una esfera (S). — Se llama cilindro cir¬ 
cunscrito a una esfera (S) a lo largo de. un circulo máximo (C) de 
dicha esfera el cilindro de revolución que tiene este circulo por base y 
cuyas generatrices (L) san perpendiculares al plano (P) de dicho círcu* 
lo. El eje de r&ir cilindro (D) pasa por el centro O de k esfera, que es 
también el del círculo (G). 

Toda generatriz (C) del cilindro circunscrito (fig. 3HJ) tangente a la 
esfera (S) en un punta M de la circunferencia (O* 

La generatriz. (G) perpendicular al plano (P) corta este plano en 
un punto M de la circunferencia ÍC). Et plano tangente a la esfera en M 
es perpendicular al radío OM: este radio está situado en el plano (F) 
[fig. 319]. Por consiguiente, el plano tangente en M es perpendicular al 
plano (P) y contiene la generatriz (G) que pasa por M y que también 
es perpendicular al plano (P). En consecuencia, dicha generatriz es tan¬ 
gente a k esfera (S) en el punto M. 

Toda tangente MA a la esfera en un 
punto M y que sea perpendicular al 
plano (P) f es una generatriz del cilin¬ 
dro circunscrito. 

El plano perpendicular en M a k 
recta MA es paralelo al plano (P) y 
pasa por el centro O de ía esfera. Lue¬ 
go se confunde con el plano (P), El 
punto M pertenece a la circunferencia 
(C) y MA es una generatriz del ci¬ 
lindro. 

Todo plano tangente ai cilindra cir¬ 
cunscrito es tangente a la esfera (S). 

Todo plano tangente al cilindro toca 

a este cilindro en todos los puntos de una generatriz (C) tangente a k 
esfera (S) en un punto M de !a circunferencia (C). El plano tangunte al 
cilindro en M contiene dos tangentes a la esfera y perpendiculares 
entre sí: la generatriz (G) y la tangente MT a la circunferencia (C). 
Por consiguiente, es tangente a la esfera (S). 

Todo plano tangente a la esfera (S) en un punto de la circunferencia 
(C) es tangente al cilindro circunscrito a lo largo de la generatriz que. 
pasa por ese panto. 

Esta propiedad resulta de la demostración preceden!i?» 
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Homotecia, Figuras transformadas por homotecül, Secciones de mía pirámide o de un cono por dos planos 
paralelos. Propiedades de las tangentes y de los planos tangentes a curvas o superficies homotéticas. Productos 
de homotecia s y Ue traslaciones. Planos tangentes comunes a dos esferas, 1*1 ai nos tangentes comunes a tres 
esferas. Inversión, Propiedades de las tangentes y de los planos tangentes a figuras Inversas. En la inversión 
los ángulos son constantes. Figura inversa de un plano. Inversiones que transforman una esfera <S) en un pla¬ 
no (P), Figura inversa tic una esfera que no pasa por el centro O de Inversión, Inversiones que transforman 
una esfera (S) en una esfera <S'), Esferas tangentes n otra (S) y a un plano (P) o a dos esferas (S) y ($’), 
Figura inversa de una circunferencia (G). Distancia entre dos puntos inversos. Proyección estereográfica. Anillo 

ortogonal 


Homotecia. — Se llama homotecia (0 * k) t tanto en el espacio como 
en el planos la transformación en que a un punto M corresponde otro 
punto M\ de manera que 

—> —> 

OM = A . OM. 

Los puntos M y M' están en linca recta con el punto fijo dado O, lia* 

OM' 

mado centro de homotecia; la razón -—- es constante, igual a A, y se 

ÜM 

denomina razón ele homotecia. 

La homotecia (0 * k ) hace que a un par de puntos A f B corresponda 
otro par de punios A'* B\ de manera que 

—> 

A'B' A-AB, 

Reciprocamente, si A 7 A' son dos puntos fijos, la transformación deft* 

nida por A'M' = k - AM es una homotecia. 

Las demostraciones de estas propiedades aun, palabra por palabra, las 
mismas que las estudiadas en geometría plana (v, p. 107). 

Figuras transformadas por homotecia, — La figura transfor¬ 
mada por homotecia o figura homotética de una recta (D) que pasa 
por el centro de homotecia es la misma recta (D), 

La figura homotética de un plano (F) que pasa por el centro de 
homotecia es el mismo plano (P). 

La figura homotética de una recta (D) que no pasa por el centro de 
homotecia es una recta paralela ÍD'), Dos rectas paralelas son siempre 
homotéticas con relación a los infinitos puntos del plano determinado 
por las dos rectas: el centro de homotecia puede ser un punto cualquiera 
de dicho plano que no esté situado en (D) ní en (Pi¬ 
lgua! demostración que en el plano (v. p. 108), 
La figura homotética de un plano (P) que no 
pasa por el centro O de homotecia es un plano 
(i v ) paralelo a (P). 

Sea A un punto del plano (P) t A' su homo* 
Ictico (fig. 320); a cada punto M del plano 
(P) corresponde un punto M' en la homotecia; 
la recta A'M' es paralela a la recia AM ; luego 
A'M' está contenida en el plano (P') que pasa 
por A' y es paralelo al plano (P). El punto IVT está en (P'). 

Todo punto M' del plano (P ) es además liomotético del punto M en 
que la recta OM' corta al plano (P). 

Dos planos paralelos (P) y (P') son siempre homotéticas con relación 
a infinitos centros no situados en dichos planos. 

Sea O un punto cualquiera del espacio que no pertenezca a los planos 
^P) y {P'h Á un punto del plano (P) y A' el punto en que la recta OA 







1 




v 1 


Fia, 320 


* 

o 


enriu el plano (P'), Sea k la razón 


OA' 

OA 


La homotecia (O * k) trata- 


X 





-~p;- 

C*jp 


M 


1 r 
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forma el piano (P) en el plano (P'). Puede haber tantas transformacio¬ 
nes como puntos O, es decir* una infinidad. 

La figura homotética de una circunferencia (G) de centro A y radio 
R es una circunferencia (C) de centro A\ punto homotética de A, y de 
radio R' = [A] * K, siendo k la razón de homotecia. Los planos de tos 

círculos (C) y (C'J ion paralelos o se confunden, 

1 ~ —7 Si el centro O de la homotecia está en el pla- 

no (P) a que pertenece la circunferencia (C), 
¡T'XLXÍ—/ fa proposición es idéntica a la que se ha estudia¬ 

do cu geometría plana (v. p. 108), 

Supongamos que O está situado fuera del pla¬ 
no (P); en este caso la figura homotética del 
plano (P) es el plano (P') que pasa por el pun- 
'{ to A' y es paralelo a (P). Sea M (fig, 321) un 

Ó punto de la circunferencia (C) y M' su homoté* 

Fig. 321 

tico; la igualdad A'M' = k * AM implica la 
siguiente: A'M' = \k\ - AM = (Af * R. El punto M' se encuentra por 
tanto en la circunferencia (C/) que tiene por centro A' y por radio 
[Al R y esta contenida en el plano (P'). 

Cualquier pumo M' de la circunferencia (C 7 ) tiene su homotético en 

un punto M de la circunferencia (C) y se define por AM' = k * AM, 
Por tanto, la circunferencia (€') es la figura homotética de la circunfe¬ 
rencia (C), 

Dos circunferencias (C) y (C') que tienen tos radios R y R' diferentes 
y que están en dos planos paralelos son homotéticas de dos maneras . Los 
centros de homotecia dividen la linca de los centros en la relación 
OA O'A R 

; las razones de homotecia son opuestas e ígua* 


OA' 

tes a 


R' 

ir 


O'A' 


R' 


en valor absoluto. 


Sea M un punto de la circunferencia (C) [fig. 321 j : tracemos por A\ 
centro de la circunferencia (G), una recia paralela a AM; el homoté¬ 
tico de M no puede ser otro que uno de los dos puntos M' o N' en 
que A'M' corta la circunferencia (C'). La recta MM' corta las Teclas 

OA 

A A' y MN' en los puntos O y O' respectivamente. Tenemos que — t - —- = 

OA' 


AM 


O'A 


R 


y — 


A'M* O'A' 

dos homotccias 


R' 


% Luego los puntos O y O' son fijos y las 


-(‘TM'-f 


transforman la cireunieren* 


Ota (C) en la circunferencia (C'). 

La ftgura homotética de una esfera (S), de centro A y radio R T es una 

R' 

esfera (S') de centro A' y radio R', siendo A el homotético de A y —— 

igual al valor absoluto de la razón de homotecia k. 

Si M está sobre la esfera (S) [fíg. 322], AM — R por hipótesis. El 

~ 5^ 

punto M' homotético de M es tal que A'M' — k - AM, de donde A M — 
= [AJ R. Por tanto, el punto M está sobre la esfera (S') de centro A' y 
radio [k | R, 

Si M está sobre la esfera (S') es el homotético del punto M que perte¬ 


nece a la esfera (S) y está definido por AM 


A'M' 


-. La esfera (S') es, 


por tatito, la figura homotética de (S). 

Dos esferas (S) y (S') no concéntricas y de radíos R y R diferentes 
son homotéticas de dos maneras. Los centros de estas homotecias son 
los punios 0 y 0' que dividen la línea de los centros A A' en la relación 

OA O'A R . 

Las razones de dichas homotecias son opues - 


OA' 


O'A' 


ir 


tas y de valor absoluto igual a 


R' 

r~ 


Sea M un punto de la esfera (S) [fig. 322] ; la recta trazada por A', 
centro de (S ), paralelamente a Ja recta AM, corta la esfera <S) en 
dos puntos M' y N'* 

Si las dos esferas son 
homotéticas, el punto 
homotético de M no 
puede ser otro que M' 
o N'. Por consiguien¬ 
te, el centro de homo- 
tecia no puede eer 
más que uno de los 
dos puntos en que las 
recias MM' y NN' 
cortan la línea de loa 



■—0 


Flq. 322 

centros AA' Estos puntos están definidos por las igualdades 


OA 


O'A 


R 


OA' O'A' R' 

Por tanto son fijos y la esfera (S') es la figura homotética (S) en una 


de las dos homotecias 


(-f)-(--f)- 


Secciones de una pirámide o de un cono por dos planos 
paralelos. — Teorema. Las secciones (C) y (C') producidas en un 
cono o en una pirámide por los planos paralelos (P) y (P') que no 
pasan por su vértice son figuras homotéticas. 

Haremos la demostración en el caso de un cono. 

Supongamos el cono que tiene por vértice el punto S y como base 
la curva (C) [fig, 3231. 

I racemos una secante SAA' cualquiera que corte los planos (P) y 
(P') en A y A' respectivamente. 

Sea M un punto cualquiera de la curva (C); la recta SM que corta 
el plano (P) cortará también el plano paralelo (P') en un punto M\ 

SM' SA 7 

y se verifica ív, p, 121 ) - — — — — —. 

SM SA 

Los puntos M y M y están en línea recia con e! punto S y la razón 


SM' ^ SA' 

- es igual al valor constante __ = A. Por tanto el pumo M' 

SM SA 
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e* él homólogo de M en Ja homotecia (S * k). El lugar geométrico de 
los puntos M\ intersección del cono y del plano (P'), c *» consiguien¬ 
te, k curva (O h omoté tica de la 
curva (C) en la homotecia (b , k )# 
Observaciones, 1“ ¡'ara evaluar 
la razón k de la homotecia se traza 
la recta SHH' perpendicular a los 
dos planos (P) y (P'). En este caso 

SH 7 

la razón k es igual a - 

SH 


2* La demostración expuesta para 
c\ nnio sr aplica a una pirámide 
reemplazando la curva (C) por una 
línea poligonal. 


Fig, 323 


Propiedades de las tangentes y de ios planos tangentes a 
curvas y superficies homotóticas t — Guando una curva ( C) admi* 

te en un punto M una tangente M T, la curva ho mote tica (C ) admite 
en el punto homólogo M' una tangente M'T y paralela « MT, 

La minina demostración que en geometría plana (v* p- 108 
Consecuencia Sean (C) y (C # ) dos circunferencias situadas en dos 
planos paraleles; dichas curvas suri Iminotélieas (fig- 324)* Sea M un 

punto de (O y MT una tan* 
gente en dicho punto. En la 
circunferencia ((/) existen 
dos puntos M' y N en que la 
tangente a (C) es una para¬ 
lela a MT í cada uno de estos 
dos puntos puedo ser el horno- 
tético de M. 

Se deducirá sin dificultad 
que ni son diferentes los ra¬ 
dios de las circunferencias 
cada uno de los dos puntos es 
homot ético de M en una de 
las dos liumotecias que trans¬ 
forman (C) en (<T). 

Cuando una superficie (5) 
admite en un punto M un 
piano tangente (P) t la su per* 
ficie homot ética (S') admite 
m d punto M f un plano tangente que sea paralelo a <P), 

Sea (O . k) la homotecia considerada* En la superficie (S'J tracemos 
una curva (m ) que pase por el punto M' < fig * 322) y que admita en M* 

una tangente MT\ En la homotecia (O * ——) la homot ética de la 



i * 
f < 



curva (c t) es otra curva (cr) trazada en la auperficir (S) ( qur pase por 
rVl y que tenga en M una tangente M l para le la a M l * 

La tangente MT estará en el plano tangente en M f ya que por hipó¬ 
tesis dicho plano existe, Ijl recia MT estará por consiguiente en un 
plano (P') que pasa por M' y sea paralelo al plano (P). Resulta que: 
1% el plano tangente en M' existe, ya que M T , tangente a una curva 
cualquiera trazada en (3'h esta en un plano fijo {P ); 2 a , dicho plano 
tangente en M' es paralelo ai plano (F). 

Ejemplo» Sean (S) y (3') dos esferas (fig. 322), En la esfera (ST 
existen dos puntos M' y N' en que el plano tangente a (S ) es para¬ 
lelo al plano tangente a la esfera (S) en un punto de la misma. 

Estos puntos son los que pueden ser humoléticoa de M en una de 
las homotecias que transforman (3) en (S). Se deduce que si los 
radios de las esferas son diferentes, cada tirio de los puntos M' y N* 
es ho mote tico de M en una de las dos homotecias citadas* 

Las rectas MM' y NN' pasan por dos puntos fijos. 


Productos de homotecias y de traslaciones. — Los mismos 

enunciados y demostraciones que en el plano (v* p, 109). 

Planos tangentes comunes a dos esferas. — Suponemos que 

las dos esferas son desiguales (fig. 322). 

Todo plano (P) tangente en M a una de la esferas (S) y en M' a 
la otra¡ pasa por una de los dos centros O de homotecia de dichas es¬ 
feras. 

Todo plano (P) que pasa por un centro de homotecia O y que es 
tangente en M a una de las e.í/eraj es también tangente a la otra 
en el punto M* hornotético de M. 


Planos tangentes comunes a tres esferas, — Nombraremos 

estas esferas (A), (B) y (G) por las letras que designan sus centros 
respectivos* En la figura se representan las secciones que produce en 
la tres esferas un plano que pase por sus centros á ? B y C Supondre¬ 
mos que dichos centros son los vértices de un triángulo* 

i* Las tres esferas son iguales (fig, 325). 

Loa planos tangentes a las dos primeras (A) y (B) son paralelos 
a AB o pasan por el centro de homotecia C\ punto medio de AB* 
Los planos tangentes comunes a las esferas (A) y (C) son parale» 
Ion <11 AC o pasan por R' t punto medio de AC, 

Por consiguiente, los planos tan geni es comunes a las tres esferas 


won los planos tangentes n la esfera (A) que cumplan una de Jas con 
dícmneH Htguíenles: 

rri Ser paralelo al plano ABC; 

b ) Ptuar por B'C'; 

c) Pamir poi IT y mr paralelos a AB, es decir, 
que pasea p”t BA siendo A' ul punto medio de 

BC; 

d) Pasar por C y aer paralelo» a AC, es decir, 
que pasen por C'A'; 

2* La esfera (A) no r* igual a (B) ni a (C), 

Los planos tangente n la *-t\ív ni?. (A) y (B) pa- 
san por uno de Ion dos centran do homotecia 0 o I 
de dichas esfera h: lu* plnium i un geni es n kiM esferas (A) y (C) pasan 
por </ o r, centras de ¡ummleeiMi d> est ¡\u esferas. Por tanto, los planos 
tangentes comunes a la* tro# esferas son los planos tangentes a la 
esfera (A) y que pasan por una de las cuatro recta* 00' t DE, Oí o II * 

El número máximo de planos tangentes a tfrs esferas es igual a 8 , 
ya que por una recta se pueden trucar dos planos tangentes a una 
esfera . 



inversión. — En d espacio, como m el plano, se llama inversión 
(O * k) la transformación en que a un punto M corresponde un punto 
M' tal que: 

r El punto M' este en la recta OM ; 

2* OM - OM' - k, . 

El punto 0 es un punto fijo dado que se llama centra de inversión; 
k ca un numero dado que se llama potencia de lá inversión. 

El inverso M* de un punto M se confunde con M si OM £= s¡ k, es 



Fig . 326 


iecir, cuando M está sobre la esfera (S) de Centra O y de radio k> 
j lje sp Dama esfera de inversión. Si ÜM es diferente 

le sí^k- el punto M será distinto de su inverso M' y 
indios estarán a un mismo lado del centro de., inversión 
5 i k es positivo; M' y M citarán situados a distinto 
iodo del centra de inversión O si k es negativo* 

Se dice que dos puntos M y M' son inversos res* 
pecio a una esfera (S) cuando son inversos en una 
inversión que tiene (1«) por esfera de inversión, En 
este caso toda esfera que pase por M y M es ortogo¬ 
nal a Ja esfera (2)» 

Propiedades de las tangentes y de Jos pla¬ 
nos tangentes a figuras inversas, — Si una 

curva (C) admite en un panto A una tangente Al 
distinta de OA, la curva inversa (O admite m d 
punto A\ inverso de A en la inversión (O - E.L una 
tangente A'T\ simétrica de AT respecto d plano per¬ 
pendicular a la recta A A' en su punto medio. * ,. 

El plano de la figura OAA MM (fig* 326) es un plano variable (P) 
que pasa por AA f : como la recta AM de dicho plano tiende nacía una 
posición limite AT diferente de OA, el |*l»no <P) tiende liacia una 
posición limite (K) determinada por O, A y T. 

Se ha demostrado cu geometría |t!ana (v. p. 112) que si la recta AM, 
que une un punto lijo A con un punto variable M, tiende hacta una 
posición limite AT, la recta A'M' que une los punios A y M, inversos 
de A y M respectivamente, tiende hacia una posición limite A 1 simé¬ 
trica de AT respecto a la mediatm de AA'; admitiremos que, en el 
espacio, A'M' tiende también hacia tu posición límite Al , que es una 
recta del plano (R) simétrica de AT respecto a la medialm de AA 
situada en dicho plano y por consiguiente simétrica de AT respecto al 
plano perpendicular a AA en su punto medio. 

Si una superficie (S) admite en un pimío A un plano tangente (P), 
la superficie <S'). inversa de (S), admite un plano tangente (P > en el 
punto A* inverso de A. Las planos (P) y (P ) simétricos respecto 

, t f * I / i _ A A ' i*, a-.i n,i ti ».i rn jf eí1 


En la Inversión ios ángulos son constantes. —’ 5i dos curvas 
se cortan en un punto A y tienen en dicho punto dos tangentes AT 
y AL, bis curvas inversas se otjrtan en un punto A inverso de A y 
tienen en el plinto A' las tangentes A'T' y ATI'. La figura formada por 
la& tangentes AT y AU es simétrica de la formad a por AT' y A U res¬ 
pecto al plano perpendicular a AA' en su punto medio (fig. 327). Lue¬ 
go se puede decir que el ángulo 
formado por las dos tangentes en 
A" es igual que el formado por 
Ufe tangentes en A. 

En particular, dos curvas tan¬ 
gentes e/i A son transformadas 
por inversión en dos curvas tan¬ 
gentes en A'; dos curvas ortogona¬ 
les en A son transformadas en dos 
curvas ortogonales en A\ (Se dice 
que dos curvas son ortogonales 



cuando sus tangentes en un pun¬ 
to común son perpendicu lares.) 

Si dos superficies tienen un punto común A y cada una de ellas un 
plano tangente (P) y (Q) en dicho punto, las superficies inversas 
tienen un punto común A inverso de A y en A los planos tangentes 
(P') y (Q J ). Siendo la figura formada por los planoa (P) y (Q) aircié- 
triCii de la que forman los planos (P ) y (Q ) respecto a! plano prrprn- 
dicular a AA' en su punto medio, se puede decir que el ángulo for¬ 
mado por ios planos tangentes en A' es igual que el de los planos tan¬ 
gentes en A. 

En particular, dos superficies tangentes en A ran transformadas por 
inversión en superficies tangentes en AT dm superficies ortogonales en 
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f\ Jrutf. utfu*'íhn tuyas pumos tangentes mui i n tangulates, son Uans- 
formadas *n superficies ortogonales ett A , 

MI ronjimh» Jo cutas propiedades se resume diciendo: en la inver¬ 
sión tos Angulos permanecen constantes. 


Figura Inversa de un plano.-*] ° La inversa de una recta que 
pasa por el centro O de inversión es esa misma recta. 

Por con siguiente, la figura inversa de un cono que tiene por vértice 
el centro de inversión es el mismo cono, 

2° La figura inversa de un plano (P) que pasa por el centro de in¬ 
versión es ese mismo plano . 

3 o La figura inversa de sin plano (P) que no pasa por el centro de 
inversión es una esfera (S) que pasa por el centro 0 de inversión 
y cuyo centro B' es el inverso del simétrico B del centro O de inversión 
respecto al plano (P), 

Sea M un pumo dd plano (P), El plano de la figura (fig. 32R) es 
d que pasa por M y por U perpendicular OA frazada desde O al pla¬ 
no (P). La recia (D) representa ta ínter* 
sección del pía rao de la figura con el plano 
(P). E] punió M\ inverso de M, está en 
d plano de Ja figura en una circunferencia 
de centro B, inverso de B, y de radio B'O, 
siendo B el punto simétrico de 0 respecto al 
plano (P) [v. p. 112], Luego, en el espacio* 
M' está en una esfera (S) de centro R' y de 
radio B 'O. 

El plano tangente en O a la esfera (S) es 
perpendicular a OA y por consiguiente para- 
lelo al plano (P), La recta que une el centro O de inversión con un 
punto cualquiera de la esfera (S) corta el plano {P> en un punto ÍVL 
Luego todos los puntos de esta esfera son inversos de los puntos dd 
plano (P)* 

Por consiguiente, la figura inversa de una esfera (S) que pase por 
el centro O de inversión es el plano perpendicular a OB en su punto 
medio, siendo B el inverso de B' t que es ct centro de ¿a esfera (S), 



M 


tí 


lOj 


Fig. 328 


inversiones que transforman una esfera (S) en un plano 

I rai.'etnos per el centro B de la esfera un plano perpendicular 
al plano (P); dicha plano (fig, 328) corta la esfera (S) según una 
circunferencia (C) y el (P) según una recta (D), Las inversiones con¬ 
sideradas son las que transforman la circunferencia (C) en la recta (L))< 
Luego (v„ p. 113); 

Existen dos inversiones, y solamente <los, </ae transforman la esfe¬ 
ra (S) en el plano O’). Los centros de, estas inversiones son los extre¬ 
mos del diámetro de (S) que sea perpendicular al plano (P). 


Figura inversa de una esfera que no pasa por el centro O 

de inversión. — /,« figura inversa de una esfera (5) que no pasa 
por el centro de inversión O es una esfera (S). 


Si el punto O coincide con el centro E de la esfera (S) la propo¬ 
sición es evidente: (5') eerá una esfera <le centro O. 

Supongamos ahora que O y E son distintos; en este caso el diáme¬ 
tro determinado por OE corta la esfera (S) en A y B. Sean A' y W 
los inversos de A y B respectivamente. Seguiremos la dcmostracitjii en 
la figura .129. (jue representa una sección de la esfera (S) producida por 
un plano ijiie pasa por los puntos O y E, ya citados, y por un punto 
cualquiera M de esta esfera. 


1.a recta OM corla en el punto P la esfera (S) y el producto 

OM , OP, potencia de O, es «na constante. Si p = k, siendo p la po¬ 
tencia de la inversión dada, el punto M' inverso de M coincidirá con 
el punto P, y la inversa de la esfera (S> será ella misma. Si p k, 

se verifica que OM . OM'’ = k y en consecuencia OM í = _—_ . OP, 

P 

El punto M' es el homólogo de IM en la homotecla (O . -) y, por 

P 

consiguiente, el lugar geométrico del punto M' es una esfera (S') de 
diámetro A'B', 


td ten ti o de homot ut d> Itn Jo» esferas. La segunda inversión, que 
en este emo no existe, r.i nrmplu itdtJt por una simetría. 

Esferas tangen tos a otra (S) ya un plano (P) o a dos 
esferas (S) y (8*), Las lio* figuras (S) y (P) f o (S) y (5'), son 
figuras inversas en una irm unión (O . A-)* El enunciado que se expone 
a cara inunción supone que se trata Je dos esferas, pero los resultados 
no se modifican para el raso dr una esfera y un plano. 

Toda esfera (2) que pme por dos puntos inversos M y M' y sea 
tangente en M a una de las esferas (S) será también tangente en M' 
a la esfera (SO- 

La inversión (O * A) que transforma (S) en (SO, transforma también 

M en M/; luego OM * OM' = k; siendo la potencia de la inversión k 
igual a la potencia de O respecto a la esfera (5), la figura inversa de 
(2) es ella misma. La inversa de la figura formada por las esferas (S) 
y (2) tangentes en M, se compone* pues, de las esferas (SO y (2) 
tangentes en M\ 

Figura inversa de una circunferencia {O- — La inversa de 

una circunferencia que pasa por el centro O de inversión es una recta, 

La inversa de una circunferencia (C) que no pasa por el centro O 
de una inversión es otra circunferencia (C0- Las circunferencias (C) 
y (C0 inversas se confunden o están en un mismo plano o están sobre 
una misma esfera. 

Se puede demostrar que dos circunferencias (C) y (C ) de una misma 
esfera son dos circunferencias inversas* 

Distancia entre dos puntos inversos. —La fórmula que se esta¬ 
bleció en geometría plana (v* p, 115): 

. \k\ 

A'B = AR-—-- 

OA - OB 


es ev id ente mente exacta en el espacio* 

Proyección estereográfica.— Sea (S) una esfera, O un punto 

de la misma y (P) un plano paralelo al plano tangente a la esfera 
en el punto (X 

Se llama proyección estereográfica de un punto M de la esfera 
sobre el plano (P) el punto M' en que ta recta OM corta el plano (P), 
Id punto O es tino de los centros de inversión que permiten que h 

esfera (S) se transforme en el plano (P), luego el prod ucto OM - OM' 
es constante y la proyección estereográfica no es, m resumen, más 
que una inversión de centro O. 

Se llama proyección estereográfica de una curva (C) trazada sobre 
la esfera (S) ¿a curva (C0 descrita en el plano (P) por el punto M', 
proyección estereográfica del punto M T cuando M describe la curva (C). 

La proyección estereográfica de una circunferencia (C) e.v otra cir¬ 
cunferencia cuyo centro es el punto A' en que el plano (P) es cortado 
Itor la recta OA, que une el punto O con el polo A del plano a que 
pertenece la circunferencia (C). 

Siendo la proyección estereográfica una inversión, la inversa (C ) 
de la circunferencia (C) es también una circunferencia (fig, 330), 
Los planos que pasan por la recta O A cortan la esfera (S) según 




Fig. 


330 


Fig. 331 


Inversiones que transforman una esfera (S) en una esfe¬ 
ra (S ). Sean E y I 1 los centros <lc estas esferas; consideremos como 
plano de la (¡gura 329 el ijue pasa por la línea de los centros EF. Dicho 
plano corta las dos esferas según dos circunferencias (C) y (C'). Las 

inversiones que transforman (S) 
en (S') transforman también (C) 
en ((;') y recíprocamente Lu^go 
(v, p. 113): 

Si las esferas (S) y (S') tienen 
radios diferentes* existen dos in¬ 
versiones y solamente dos que 
transformen (S) en (S'). Los cen¬ 
tros de inversión O y O' son los 
Centros de hom otéela de las dos 
esferas. 

tus esferas {ÍS} -y LS ) tienen ti mismo radio, existe una inversión 
y solamente una que transforme (S) en (5 ); es una simetría respecto 


las circunferencias (tr) que pasan por el punto O (v, p, 131) y snn 
ortogonales al circulo (Ü). Las proyecciones est creo gráficas de dichas 
circunferencias sobre el plano (P) son las recias que pasan por el 
pumo A, Estas rectas (eoniu en la inversión permanecen constantes 
los ángulos) son ortogonales a la circunferencia (C') y por consiguiente 
srm diámetros de la misma. E! punto A' en que la recta OA curta 
el plano (P) es el centro de la circunferencia (C ). 

Anillo ortogonal. — Se llama anillo ortogonal el conjunto de 
dos circunferencias (C) y (rr) que estando situadas en planos perpen- 
dit olores (fig. djl) tienen por diámetro común la recta de interseca 
ción de estos planos, y los puntos A* B* oq ff^ extremos de tos diá¬ 
metros situados en dicha intersección , son conjugados armónicos. 

Las esferas (S) y (2) que pasan por dos circunferencias que forman 
un anillo ortogonal son también ortogonales. 




























Elipse 


Definiciones y nomenclatura. Segunda definición de la clip»©. Tangente u la elipse en un punto de ésta. Envol¬ 
vente. Condición de tangencia de una recia y mía ellpnc. Tánger den n mui elipse paralelas a una dirección 
dada. Tangentes a una elipse que pasan por un iiuafo l 1 dado. Condición para que un punto P sea exterior 
a una elipse. Teoremas de l'oncelct. Producto de \nn dlshinrln-* de l<is incoa a una tangente. Circunferencia 

or (óptica. Intersección di una rocín (JM con non elipse 


Definiciones y nomenclatura. — Sean F y F' dos puntas lijo* 

cuya distancia es 2c. Se llama elipse el lagar geométrico de tos 
puntos M de un plano jijo que pasa por F y F\ tales que la suma 
de las distancias de cada uno de ellos a los pantos V y F es una 
longitud constante , MF + MF' = 2 a mayor que 2c* 

De un modo aproximado se dibuja una elipse en una hoja de 
papel apoyando sobre éste la punta de un lápiz que mantenga tenso 
un hilo, cuyas extremidades están fijas por dos chínchelas. La punta 
del lápiz dibuja aproximadamente una elipse. 

Puesto que la distancia FF' es menor que 2a por hipótesis, los 

dos círculos de centros F y F' y 
de radio a se cortan (fig. 332) en 
dos puntos B y B', que son puntos 
de la elipse, iíamados vértices del 
eje menor de la elipse. La recta 
my se llama eje menor de La elip¬ 
se; la distancia 2b entre los vérti¬ 
ces B y W es Ja longitud del eje 
menor. La recta FF se llama eje 
mayor o eje focal de la elipse; los 
puntos F y F' son los dos focos y 
su distancia es la distancia focal 
2c de la elipse; el punto O en que 
los dos ejes se cortan es el punto 
medio de FF', y se llama centro 
de la elipse. 

Sean A y A" loa dos puntos del 
eje mayor definidos por O A = OA' — a « Estos puntos pertenecen 
a la elipse; en efecto, siendo () el punto medio de FF\ se tiene 

AF + AJT = 2AO, de donde AF + AF' = 2 a. Estos dos puntos 
son los vértices del eje mayor o eje focal de (u elipse. Su distancia 
es la longitud 2a del eje mayor. 

Se comprueba sin dificultad que los dos ejes son ejes do simetría 
recta para ta elipse y que su centro es un centro de simetría. En fin, 
siendo el triangulo FBÜ rocían guio en 0, existí' cutre )oh Iros ti ú mo¬ 
ros a, b, c la relación 







«y 






n a = b 3 + c®, 

puesto que FB = a, BO s* b, OF = c. 

Se llama circulo principal de la elipse el círculo de centro O y 
de radío o; esto círculo tiene por diámetro AA*. Se llama círculo 
director relativo a un foco F, d círculo de centro F y de radio 2a. 
Se verifica que d homotético dd círculo principal en la homotccia 
(F' - 2) es d círculo director relativo al foco F. 

Segunda definición efe la elipse- —Teorema. La elipse es el 
lugar geométrico de los centros de las circunferencias (C) que pasan 
por un foco F' y son tangentes al círculo director (F) relativo al 
segundo foco F. 

1“ Hipótesis; IV! es un punto de la elipse, luego MF + MF = 2a , 
M es el centro dé una circunferencia (C) que pasa por F': vamos 
a demostrar que (C) es tangente al circulo director (F). 

Se prolonga FM (fig, 333) una longitud MA igual a MF'. El pumo 
A está en la circunferencia dd círculo (C) porque MA = MF'; 
también está en la circunferencia dd círculo (F) porque. FA — MF + 
+ MA = MF + MF' == 2a. Como los radios AM y AF se confunden, 
los círculos (C) y (F) son Langentes en e) punto A. 

2 n Hipótesis: M es el centro de mía circunferencia (C) que pasa 
por F' y es tangente en A al círculo director (F). Vamos a demostrar 
que M pertenece a la elipse. 

Los dos tírenlos (C) y (F) son tangentes por hipótesis; como F' 
es interior al círculo (F), el círculo (C) también lo será y el punto 
M, centro del círculo (F), pertenecerá, por consiguiente, al seg^ 
mentó FA* 

Por tanto, se tiene 


FA = FM + MA. 

Ahora bien, MA = MF', como radios de un mismo círculo (C), 
y FA ~ 2 a. Por consiguiente, se tiene 


MF + MF' = 2a 

v d minio IVI pertenece a la elipse. 


El teorema queda demostrado. Km conveniente conocerlo con el 
t* ti unciado n i guie ule, 
que no difiere dd 
primero más que 
por las notaciones: 

El lugar de los 
centros de los círcu¬ 
los tangentes a otro 
dado (O), de cen¬ 
tro O, y que pasan 
por un punto fijo 
A, inferior al círcu¬ 
lo (O), es una elip¬ 
se cuyos dos focos 
son O y A* siendo 
el círculo (O) un 
circulo director. 

Tangente a la 
elipse en un pun¬ 
to de ésta- — Teo¬ 
rema. En todo punto 
M de una elipse, 
hay una tangente Fig* 333 

MT. La tangente es 

la inedialriz del segmento F A, .tienda A el punto de contacto del 
circulo director (F) con el círculo de centro M y de radio MF'. 

Sea P (fig. 333) un punto de la elipse próximo al punto lijo M, Sea 
(i) el círculo de centro P, de radio PF': este círculo es tangente al 
círculo director (F) cit el pumo B, situado en la prolongación dd seg¬ 
mento FP, Las tangentes al círculo director en Ion puntos A y B se 
cortan en un punto I, polo de la recta AB con relación a este círculo. 
El pumo 1 tiene la misma potencia con respecto a los circuios (C) y 
(i*), puesto que las tangente* IA, IB trazadas desde I al círculo (F) 
son iguales: la rerta IF es, por tanto, eje radical de los círculos (C) 
y (i); por consiguiente, esta recta es perpendicular a la línea de los 
centros MP de estos dos círculos. 

Permaneciendo fijo M, supongamos que P tiende a confundirse con 
M; la semirrecta FP tenderá hacia la posición de FM; el punto B del 
círculo (F) tenderá hacia el punto fijo A de este círculo: por tanto, 
la recta AB tenderá hacia la tangente Ai a este círculo en el punto A. 
Como el punto i es el polo de la recta AB, tenderá, en estas condi¬ 
ciones, hacia el punto A, y la recta FT hacia F'A (fig. 334). La recta MP 
gira alrededor del punto M sin dejar do ser perpendicular a FT: 
tiende, por consiguiente, hacia una posición límite MT, obtenida tra¬ 
zando por M una perpendicular MT a F'A. 

De esta demostración resulta; I", que por el punto M se puede trazar 
una tangente a la elipse; 2”, que esta tangente MT es la medialriz 
de F'A. 

Siendo el triángulo F'MA isósceles, la medíatriz MT es también la 
bisectriz del ángulo F'MA; por tanto, la tangente a la elipse en un 
punto M es la bisectriz exterior del ángulo formado por los radios 
MF y MF'. 

Recíproco, Lm mediatrices de los segmentos F'A , cuyos extremos 
son un foco F de la elipse y un punto cualquiera A del círculo dírec- 
tor (F) relativo al segundo foco , son tangentes a la elipse* 

Sea TT (fíg, 334) una medíatriz del segmento F'A, cuyos extremos 
son un foco F' y un punto A cualquiera del círculo 
director relativo al segundo foco F. Sea (C) la 
circunferencia que pasa por F' y es tangente en A 
al círculo director: el centro M de (C) está en la 
mediairiz TT' de la cuerda AF'; el punto M es 
un plinto de la elipse; en este punto hay una 
tangente que es precisamente TT', medíatriz 
de F'A. 

Es muy importante el siguiente enunciado del 
recíproco, que no difiere del primero más que 
por las notaciones. 

Envolvente. — Se dice que una curva fija es la envolvente de una 
recta variable para expresar que la recta es tangente a la curva fija 
en un punto variable de la misma. Establecido esto: 

La envolvente de las mediatrices de los segmentos AM, de que un 
extremo M describe una circunferencia fija (O), de centro O, y el 
otro extremo A es un punto fijo interior a dicha circunferencia, es 
una elipse de focos O y A, en la que (O) es la circunferencia de uno 
de los círculos directores. 

Condición de tangencia de una recta y una elipse.— 

La condición necesaria y suficiente para que una recta sea tangente a 
una elipse es que el punto simétrico de un foco con relación a dicha 
recta sea un punto de la circunferencia del círculo director relativa al 
otro foco. 

Este enunciado resume la proposición demostrada en el párrafo “tan* 
gente a la elipse en un punto de ésta'* y su recíproca. De él se deduce 
la consecuencia siguiente: 
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GEOMETRIA 


El tugar de la\ punta* tíoirf/ó a* dr un favo con rrhuián n tai tan 
gentes a una elipse n la \ i> i un jet envía dr circulo director relativo ai 
otro f(x o* 

La condición necesaria y suficiente pura que una recta ( 1 )) seo taii' 
gente a una elipse es que la proyección ortogonal H" de un foco V' 
wj hre (ll) este en la circunferencia del circulo principal. 

Sen A (fig. 334) el punto simétrico de E" con relación a la recta (D); 

la igualdad F'A = 2F'H' demuestra que A es el bomotético de H' en 
la homotecia (F' * 2)* homotecia que transforma el circulo principal 
en el circulo director (F)# La condición necesaria y suficiente para 
que (1)) sea tangente a la elipse, es que A esté sobre (F); esta con¬ 
dición es la misma que sí decimos que H' sea un punto de la circun¬ 
ferencia del círculo principal. 

CONSECUENCIA. El lugar de las proyecciones ortogonales de un foco 
sobre las tangentes a una elipse es la circunferencia del circulo prin¬ 
cipal de esta elipse . 


Consecuencia. 


ü 

,4 



La envolvente del segundo lado BC de un ángulo 
recto , cuyo primer lado pasa por un punto fijo A, y 
cuyo vértice B describe una circunferencia (O), de 
centro O, que contiene en su interior el punió A f es 
una elipse (E), de foco A f de centro O y de círculo 
pnncipat (O). 

En efecto, la proyección del foco A de la elipse (E) 
sobre la recta BC cb B f punto del círculo principal 
de esta elipse. Por tanto, BC es una tangente de la 
elipse (E) \fig, 335]* 

Pura hallar el punto M de contacto de la recta BC 
con la elipse se prolonga AB una longitud BD = AB, 
y A O una longitud OF = AO. Se traza FD: la inter¬ 
sección de FD con BC es el punto M buscado. 


Tangentes a una elipse paralelas a una dlrocoíón dada.— 

Ieorema. A una elipse se le pueden trazar dos tangentes y solamente 
dos, paralelas a una dirección dada (A). Los puntos de contacto de 
estas tangentes son simétricos con relación al centro de la elipse , 

La perpendicular ffig. 336) trazada por el foco F' a la dirección 
dada (A) corta en A y B el círculo director (F) relativo al otro foco, 

puesto que F' cató en el interior de 
este círculo. Las mediatricea (D) y (D') 
de los segmentos F'A y FB son tangen¬ 
tes a la elipse y paralelas a la direc¬ 
ción dada (A)* Se comprueba sin difi* 
cuitad que son las únicas tangentes a 
la elipse paralelas a esta dirección* 

F[ punto M donde la recta (D) corta 
el radio FA es también el de contacto 
con la elipse; el punto P donde la 
recta (LV) corta el radio FB es también 
el de contacto con la elipse. La recta 
FA es simétrica de la MF con relación 
a la recta ID), la FB es simétrica de la 
FA con relación a la medialriz de la 
cuerda AB, recta paralela a (D); luego 
se pasará de F'M a FB por el producto 
dé dos simetrías con relación a rectas paralelas, es decir, por una 

traslación; por consiguiente, MF' y FP son paralelas. De igual modo 
se demuestra que i'M y F'P son paralelas* La figura FMF'P es un 
paralclogramo y MP corta FF' en su punto medio 0. Por tanto, 
bis punios de contacto M y P de las dos tangentes paralelas son 
simétricos con relación al centro 0 de la elipse. 




Tangentes a una elipse que pasan por un punto P dado* — 

J eorema. / or un punto P que no este situado sobre una elipse , se pue+ 
den trazar a ésta dos tangentes y solamente dos o ninguna . 

Para trabar por un punto dado P las tangentes a una elipse, hay 


que hallar los simétricos dei foco 
F' con relación a las tangentes 
desconocidas. 

Estos puntos están: l p , sobre 
la circunferencia del círculo direc¬ 
tor (F) relativo al otro foco; 
2 % sobre la circunferencia (C), 
de centro P y de radío PF" t pues 
si A (fig, 337) es simétrico de F' 
con relación a una recta que pasa 
por \\ Jas distancias PA y PF' 
de puntos simétricos son iguales y 
A esta sobre la circunferencia (C)* 
Si (C) y (F) no se cortan, no 
se pueden trazar a la elipse tan¬ 
gentes que pasen por el punto P. 
En este caso P es, por definición, 
un punto interior a la elipse. 
Supongamos por tanto que las 
círcunf eren cías (C) y (F) se cor¬ 
tan en dos puntos A y B. En este 
caso hay dos tangentes a la elipse 
y solamente dos que pasan por el 
punto P: son las mediatriecs PT y PT de los segmentos F'A y F'B 
y se dice que el punto P es exterior a la elipse* 


Fig . 337 


Comtlolón (iiti m «ni» un punto p sea exterior a una 

fillp’iU. ! i mi un panto : sea exterior a una elipse (fig r 338), 

orí f uá i «o v >obi Imii r que se verifique la 

relación FF \ i*b 2a* 

Pues n\ se tiene JT \ PF' * 2a, el punto P 
en un punto de ln «Tipn*, 

Si es PtF d Pi l 1 - 2 u, el punto P está en 

el interior de ln elipse 

Sea JV 1 el punto de encuentro de F'P con 
la elipse. Se tirar: 

F'Pj + PiM + MF = 2 a. 

Como PjM + Mí 1 PiF, se tendrá; 

F'Pi -j- PiF < 2a* j?i Qt 338 



Teoremas de Ponoeiet. -—Teorema, ¿os segmentos PM y PM # 
de tangentes a una elipse^ comprendidos entre el punto exterior P 
y los puntos de contad** M y M' se ven desde un foco cualquiera F 
bajo un mismo ángulo 

Los puntos M y M están (fig* 337) situados sobre los radios FA 
y FB del circulo dirrclm (para la construcción de M ver la figura 333 ): 
siendo los puntos Ay B simétricos con relación a la línea de los 
centros PF, puesto qur A y B están sobre la circunferencia del círculo 
director de centro F y también sobre la circunferencia de centro P y 

radio PF, los ángulos PFA y PFB son iguales. Estos son precisamente 
los ángulos bajo loa cuates se ven desde el punto F los segmentos 
PM y PM'. 

Teorema, Las bisectrices de los ángulos formados por dos tangentes 
PT y Pí a la elipse son también las bisectrices de los ángulos forma¬ 
dos por los radios vectores PF y PF'. 

El punto E (o C) [fig. 337] en que la línea de los centros PF corta 
la circunferencia (C) es el punto medio del arco =: AB, puesto que 
A y B son simétricos con relación a PF. Por tanto, F E es una de las 

bisectrices del ángulo A F'B. Sea P 1 la medial ri?, de F'E, La recta Pí 


es perpendicular a la bisectriz del ángulo AF"B; las rectas PT y PT" 
son perpendiculares a los lados de este ángulo: por consiguiente, Pí 
es una de las bisectrices del ángulo que forman la» tangentes. Eviden¬ 
temente, también es (F'PE es un triangulo isósceles) una de las bisec¬ 


trices del ángulo 



que 


forman los radios vectores. 


Producto dt las distancias de los focos a una tangente» 
Circunferencia ortóptica* — El producto FH - FH' de las distan* 
da i tle los focos F y F" de una elipse n una tortgenfe variable a esta 
elipse es constante e igual a b* (cuadrado 
del semieje menor). 

Los puntos H y H", proyecciones orto¬ 
gonales de los focos sobre una tangente, 
están (v. p. 135) sobre el círculo princi* 
pal (O) [fig. 339], Sea I el segundo punto 
de intersección de la recia F'H' con la 
circunferencia (O); siendo recto el án¬ 
gulo inscrito HH% la recta I ti es un 
diámetro y el punto I el simétrico de H 
con relación al punto O* 

Lomo F' es también el simétrico de F 
con relación al mismo punte, las longitu¬ 
des EH y FT son iguales. 

La potencia de F' con relación al círculo (O) ce FT ■ FTP; también 

es F'G' - F'G* es decir, (c — u) (c + a) = fe 3 — = — ó 3 

(v, p. 134), 

Por consiguiente, en valor absoluto se tiene FH ■ FTl' = FT * FTP = 



Fig * 33 » 


El lugar geométrico de los puntos P,, por donde pasan dos tangentes 
a la eíípse que sean rectangulares* es una círcítn/erencüi que tiene 

por centro el centro 0 de la elipse y *J efi + ó 3 por radio . Esta 
circunferencia se llama drcimfcrencia ©rfóptica de la elipse. 

Sean PT y PT' (fig. 339) dos tangentes rectangulares; las proyec¬ 
ciones ortogonales H y K del foco F sobre estas tangentes y las H' y K" 
del foco I 1 están sobre el círculo principal (QK Las figuras FHPK 
y FH'PK f son, por hipótesis, rectángulos: se tendrá, pues, PH' =5 
= F*K\ PH — FK y, por consiguiente* PH * PH' = fe 3 . De esta 


igualdad se deduce, siendo P exterior al círculo (O), que PH * PH' = 
— feT Ahora bien, la potencia PH - PH" del punto P con relación al 

círculo principal (0) es también igual a OP 2 — a 2 . Por tanto, se tiene 

OF* = ~F h 1 - El punto P está efectivamente sobre la circunferencia 
ortóptica de la elipse. 

Queda por demostrar que si P es un punto de la circunferencia 
ortóptica, por él pasan dos tangentes rectangulares. En primer lugar 
supongamos que P sea exterior a la elipse; en el triángulo FPF" se 
tiene; 


PF a + PF ' 3 = 2PO* + 20F» 

= 2<« 3 4- m + 2c a 


= 4a 3 . 


De la desigualdad (PF + PF ') 2 > PF 2 + PF 3 se deduce que: 

(PF + PF ') 3 > 
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y # en consecuencia, PF + PF' ^ 2a* Luego rlcado V «o pueden trazar 
Jos tangentes a la elipse; sea PT una de ella#; cxi«irn (v* p. 136) dos 
tangentes a la elipse perpendiculares a PT, que cortan esta recta en 
Pi y Pa; calos dos puntos están, según la demostración procedente, 
sobre la circunferencia ortópiiea: el punto V catará, pues, en Pi o en 
Pa, y les tangentes que pasan por cstr punto serán rectangulares. 

Intersección da una raota (O) con una elipse*— * Se buscan 

los punios M comunes a una recta (D.) y a la elipse: estos puntos 
son los centros (v t p. 135 ) de lun circunferencias que pasan por un 
foco F' y son tangentes at círculo director (F) relativo al otro foco. 
La condición necesaria y suficiente para que el centro M de esta cir¬ 
cunferencia sea un punió de la recta (D) es que la circunferencia 


bu tienda pase por G' t punto simétrico de F' con relación a la recta (D). 
El problema queda reducido al siguiente: hallar el centro M de una 
circunferencia que pase por dos puntos F' y G' y sea tangente a un 
circulo dado* Se ha visto (v. p* 100) que este problema admite a lo 
máximo dos «oíliciones. Se puedo por tanta enunciar la consecuencia 
siguiente: 

Una recta caria una elipse a lo máximo en ¿os puntos distintos. 
Se comprobará nm dificultad que la condición necesaria y suficiente 
para que la recta (D) corté la elipse en dos puntos distintos es que 
el punto G' esté en el interior del circulo director (F), Cuando los dos 
puntos se confunden, G' está sobro la circunferencia del círculo director 
y la recta (D) es una tangente n tu elipse. 


Hipérbola 


Definición y nomenclatura. Segunda definición de ln hipérbola. Tangente a la hipérbola en un punto de ésto. 
Asíntotas de la hipérbola. Condición de tangencia de una recta y una hipérbola. Tangentes a una hipérbola 
paralelas u una dirección dada. Tangentes a tina hipérbola trazadas por un punto dado P# Condición para 
que un punto P sea exterior a la hipérbola. Teoremas de Poncelet. Producto de las distancias de los foros « 
una tangente. Tangentes rectangulares n una hipérbola. Circunferencia ortópüen. Intersección de una recta (ü) 

con una hipérbola 


Definición y nomenclatura, —Sean F y F' dos puntos fijos 
cuya distancia es 2c. Se Huma hipérbola eí lugar geométrico de los 
punios M de mi plana fijo que pasa por F y F\ siendo el valor abso¬ 
luto de la diferencia de las distancias de M a los puntos F y F' una 
longitud constante 2a menor que 2c. 

| MF — MF | - 2rt. 

Los puntos F y F f son los dos focos de la hipérbola; el punto 
medio O del segmento FF' es el centro de la hipérbola. La recta FF' 


es el eje mayor, eje transverso 



eje no transverso. Evidentemente 
do sobre este eje. Llamaremos b 
igualdad 


i eje focal de la hipérbola; la dis¬ 
tancia 2c entre estos dos puntos es 
hi distancia focal de la hipérbola. 

Sobre el eje mayor hay (fig , 340) 
dos puntos de la hipérbola y sola¬ 
mente dos, A y A\ definidos por 
O A = OA' =t a. Estos puntos son 
los vértices de la hipérbola; la 
distancia 2 a que separa estos dos 
pimíos os la longitud del eje trans¬ 
verso de la hipérbola. Se verifica 
que AA' es un eje de simetría de 
la hipérbola y que el punto O m 
un centro de simetría de esta curva. 

La perpendicular en O al eje A A' 
es también un eje de simetría de la 
hipérbola y sr llama eje menor o 
no hay ningún punto del lugar sitúa- 
siI numero positivo definido por la 


y por analogía con el coso de la elipse llamaremos al número posi¬ 
tivo 2b longitud del eje menor, si bien éste no existe. 

Se llama círculo principal de la hipérbola el círculo de centro O 
y de radio a; círculo director relativo al foco F, el círculo (F) que 
tiene por centro el foco F y por radio 2a. La homotecia (F * 2) 
transforma el circulo principal en círculo director relativo ai foco F. 

Observación. Los puntos de la figura 340 no están situados como 
los de la figura 332. El círculo principal y los círculos directores son 
secantes. F' es exterior al círculo (F). La hipérbola dibujada se 
compone de dos ramafc; para la rama de la derecha, MF' —- MF = 2a, 
y para la de la izquierda, MF — MF' = 2a . 


Segunda definición de la hipérbola. —Teorema, La hipérbola 

es el fugar de los centros de las circunferencias (C) que pasan por un 
foco V y son tangentes al circulo director (F) relativo al segundo 
foco F. 

1* Hipótesis: M está, por ejemplo, en la rama de la derecha de la 
hipérbola, MF' — MF = 2o. Se prolonga MF (fig. 341) una longitud 
FA — 2a: por consiguiente, A estará sobre la circunferencia del círculo 
director (F) y MA — MF + ,? Á — MF T 2a — MF' t como conse¬ 
cuencia de la hipótesis MF' = MF + 2a. El punto M es, por tanto, 
el centro de una circunferencia (C) de radio MF' que pasa por F' y es 

tangente en A al círculo direc¬ 
tor (F). 

2® H i pól rsis: M es el centro de 
una circunferencia (C) tangente tn 
A a! círculo director (F) y que 
pasa por F\ Vamos « demostrar que 
M pertenece a la hipérbola. 

Puesto que F' es exterior al círcu¬ 
lo (F), son posibles dos casos: e) 
de la figura 341 ( en que estando F 
sobre el segmento MA ee verifica 
MF' = MA - MF F 2a y MF' — 
— MF = 2a; o bien el de la figura 
342, en que estando A sobre el seg¬ 
mento MF se verifica MF' = 



Fia* 341 



= MA = MF — 2 a* y por tanto MF — MF' = 2a, Tanto en un 
caso nomo en otro M es un punto de la hipér¬ 
bola, 

El teorema precedente puede ser enunciado 
del siguiente modo; 

El lugar de los centros de las circunferencias 
tangentes a un circulo dado (O), de centro O, 
que pasan por un punto fijo A exterior al 
circulo (O), es una hipérbola de focos O y A, 
de la que (O) es un círculo director. 

Tangen!© a la hipérbola en un punto de ésta, — Teorema. 

En todo punto M de una hipérbola , hay ana tangente MT. La tangente 
es la mediatriz del segmento F'A, siendo A el punto de contacto del 
circulo director (F) cari el circulo de centro M y de radio MF'. 

Lir demostración es la misma que la expuesta para la elipse en la 
página 135, sustituyendo la palabra elipse por la de hipérbola. Esta 
demostración se puede seguir sobre las figuras 
341 y 343 estableciendo: í" t la existencia de la 
tangente MT en el punto M; 2% la posición 
de esta tangente, mediatriz de F'A. 

Como el triángulo F'MA (fig, 343) es isós¬ 
celes, la mediatriz de F'A es también bisectriz 
de F'MA; por tanto, se puede decir que: 

La tangente a la hipérbola en un pimío M 
de ésta es la bisectriz interior del ángulo qur 
forman tos radios vectores MF y MF\ 

Para el reciproco del tcarama precedente se 
debe hacer un ™ludio aparte. 

Recíproco. Las meiiatriecs de tos segmentos F'A, «no de cuyos 
extremos Y' es un foco de la hipérbola y el otro A un punto cualquiera 
de la circunferencia del circulo director (F) relativo al otro foco , son 
tangentes a tu hipérbola* excepto si la recta F'A es tangente en A al 
circulo director. 

Sea IT' (fig. 343) la mediatriz de un segmento F'A, Existe una 
circunferencia (C) que pasa por F' y es tangente en A al círculo 
director (F), excepto si F'A es tangente en A a este círculo* El centro 
M de dicha circunferencia esta en la mediatriz TT de la cuerda AF'; 
también estará en la hipérbola, luego en este punto hay una tangente 
que es precisamente TT', 



Asíntotas d© la hipérbola* — Desde el punto F exterior al círcu¬ 
lo director (F) se pueden trazar a este círculo dos tangentes, cuyos 
puntos de contacto (fig, 340) son E y E\ Se llaman asíntotas de la 
hipérbola las mtdiat rices de tos segmentos F E y F'E\ La recta F'E 
tangente al círculo director (F) y que pasa por el centro de hontote- 
eia F' de este círculo y del círculo principal es también tangente a este 
último en G, punto medio de F'E. Análogamente, F'E' será tangente 
al círculo principal en G\ punto medio de F'E'; por tanto,' las asínto¬ 
tas son tos radios OG y OG' de cale círculo. Resulta, pues, que las 
asíntotas pasan por el centro de la hipérbola. 

En el triángulo rectángulo F'GG, se verifica que OF' « c y OG = a, 
luego F'G — 6. Tracemos AB perpendicular a la recta AA' en el 
punto A; la perpendicular AB corta en B una de las asíntotas: loyt 


triángulos OAB y OGF r son iguales (0A — OG, AQB = GOF'), por 
consiguiente, AII — GF' = b , Esta propiedad permite 
construir las asíntotas de una hipérbola. Llevando 
(fig, 344) sobre el eje no transverso O fí — Q/F = 
y trazando por fi y ¡3' paralelas a AA' # y por A y A' 
paralelas a (3fí\ se forma un rectángulo cuyas diago¬ 
nales son las asíntotas de la hipérbola. Sea 29 el ángulo 
de las asíntotas que contiene la curva; queda defini¬ 
do por tgfl — ——, 

a 

Se dice que una hipérbola es equilátera para expresar que el ángulo 
de las asíntotas e$ recto , y en este caso t a = b. 
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kri |ii prácti *m ' < íh\ ideran 1 uh anínloia* como las posiciones límites 
Haoin Iíih entile» 11 r in le una tungente cuando id punto de contacto se 
iilrjji indefinidamente: en lo sucesivo designaremos por tangentes a la 
hipérbola tanto las tangentes a esta en un punto M como las asín* 
tolas. Con arreglo u este convenio, la recíproca del párrafo precedente 
se puede enunciar del siguiente modo, modificando las notaciones em¬ 
pleadas. 

La envolvente de las medial rices de los segmentos AJY1, de que un ex* 
tremo M describe una pirca nfe re neta jija (0), de centro O* y el otro 
extremo A es un punto fijó exterior a dicha circunferencia, es ana 
hipérbola de focos 0 y A, en la que (O) es la circunferencia de uno 
de los círculos directores* 



el 1 1 imitfiitbi l'FF' el jado FF' es 
por tanto i tiene; 


menor que la suma de los otros 


2c <r PF + FF\ 

y puesto que 2u < 2¿* 


2a < PF + PF'. 

Las desigualdades | PF' — 2a \ < PF < PF' + 2a se descom- 
ponen en íus tres siguientes: 


Condición de tangencia de una recta y una hipérbola. — 

Si en iu pág. 135 se sustituye la palabra elipse por la de hipérbola* se 
demuestran los enunciados que damos a continuación, 

1* La condición necesaria y suficiente para que una recta sea tan* 
gente a una hipérbola es que el simétrico de un foco con respecto a 
dicha recta esté sobre la circunferencia del circulo director relativo al 
otro j oco , 

2 o La condición necesaria y suficiente para que una recta sea tan* 
gente a una hipérbola es que la proyección ortogonal de un foco sobre 
dicha recta esté sobre la circunferencia del circulo principal , 

Consecuencias. El lugar de los puntos simétricos de un foco con 

relación a las tangentes a una hipérbola es 
la circunferencia del circulo director relati¬ 
vo at otro foco. 

El lugar de las proyecciones ortogonales 
de un foco sobre las tangentes a una hipér* 
bola es la circunferencia del circulo prin¬ 
cipal de esta hipérbola. 

La envolvente de un lado BC (fig. 345) 
de un ángulo recto , cuyo otro lado [tasa por 
un punto fijo A, y el vértice B describe 
una circunferencia (0) T de centro O, es* en 
el caso de que A sea exterior al círculo (0), 
una hipérbola de foco A, de Cintro O y de 

Se construye \fig« 345) el punto M de contacto del lado BC con la 
hipérbola turnando 

BH = BA ÜF = OA. 

Tangentes a una hipérbola paralelas a una dirección 

dada« — Teorema. Se pueden trazar dos tangentes a una hipérbola 
y solamente dos # paralelas a una. dirección duda (A), o ninguna. Los 
puntos de contficto de estas tangentes, cuando existen^ son \tmétricos 
con relación al centro de la hipérbola* 

La perpendicular f fig. 346) a la dirección (A), (razada por el foco 
b , no corta necesariamente el círculo director (F)* Si no lo cotia, no 
rjtisLe ninguna tangente a la hipérbola paralela u la dirección dada 
(A): en efecto, si hay una tangente, el simétrico de P' con relación 
a esta tangente estará en dicha perpendicular y en el círculo direc¬ 
tor (F), Si esta perpendicular corta en A y B el circulo director. Jas 
medial rices (D) y (D') de los segmentos F'A y F'B aun las tangentes 
buscadas. Se termina la demos!cat ión repitiendo palabra por palabra 
el razonamiento hecho en la pagina 136* caminando la palabra elipse 
por la de hipérbola. 

Discusión. Para que existan dos tangentes paralelas a (A) es nece¬ 
sario y suficiente que F'AB corte el círculo director (F ); para esto 
será preciso y bastará que la paralela O A a la dirección (A), trazada 
por el centro 0 de la hipérbola, esté en el ángulo de las asíntotas 
donde no se encuentra la hipérbola. 

Tangentes a una hipérbola trazadas por un punto dado P. 

i eorema. Por un punto P, no .situado sobre una hipérbola, se pueden 
trazar a ésta dos tangentes 
y solamente tíos o ninguna. 


\ 

\ 


St r peí na, palalua por palabra* excepto la de elipse que se sustitui¬ 
rá por la palabra hipérbola* la demostración dada en la página 136 
siguiéndola sobre la figura 347, 

Condición para que un punto P sea exterior a la hipér¬ 
bola. — Para que P sea exterior a la hipérbola, es deeir, para que 
se puedan trabar desde P dos tangentes PT y PT' a esia hipérbola 
es preciso que los círculos (C) y (F) ( l e la figura 347 se corlen, lo 
que exige que 

1 PF' — 2a 1 < PF < PF' + 2a. 




0 



círculo principal (Oh 


PF' — 2n < PF, 2a — PF' < PF, PF < PF' + 2a; 

satisfecha la del centro, quedan las otras dos, que se resumen escri¬ 
biendo 


| PF' — PF I < 2a. 

Por lauto, la condición necesaria y suficiente para que el punto P sea 
exterior a la hipérbola os que se verifique 

| PF' — PF | < 2a, 


Teoremas de Poncelet* — Teorema. Los segmentos PM y PM' 
de tangentes a una hipérbola, comprendidos entre el punto exterior V 
y los puntos de contacto M y M , se ven desde un foco cualquiera F 
bajo ángulos iguales o suplementarios . 

Lcís puntos M y M' están (fig. 347) situados sobre las semirrectas 
FA y FLí o sobre las semirrectas opuestas. Se comprobará examinando 
las construcciones hechas para hallar el punto de contacto M en las 
figuras 342 y 343. Si M y M' están sobre tas semirrectas FA y FB t los 

ángulos ÁFP y BFP son iguales, porque A y B son simétricos con rela¬ 
ción a la recta i l\ La figura 347 está construida en la hipótesis de que 
M está en la semirrecta i A y M' en la opuesta a FB. El ángulo bajo el 


cual se ve el segmento PM es en este caso el l J FA y eí ¿inguío bajo rl que 

se ve el segmento PM es el suplemento del PFB, Estos ángulos son 
por tanto suplementarios. Si M y M estuviesen sobre las semirrectas 
opuestas a FA y FU, los ángulos bajo los cuales se verían los segmentos 


PM y PM' serían suplementarios de los ángulos iguales AFP y BFP: 
por consiguiente, serían iguales, 

St' comprobará fácilmente que los ángulos bajo los cuales se ven los 
dos segmentos son iguales cu a mío los puntos de contacto M y |YT están 
a un mismo lado del eje menor de la hipérbola; en este caso se dice 
que están en una misma rama ele la hipérbola. 


Teorema. Las bisectrices del ángulo formado por las dos tangentes 

PT y PT' a la hipérbola son también bisectrices del ángulo FPF' 
formada par lús radíos vectores PF y PF. 

Se repetirá, palabra por palabra, la demostración dada en la pá¬ 
gina 136 para el segundo teorema de Poneelet, siguiéndola en la 
figura 347. 


Producto de las distancias de los focos a una tangente.— 

El producto FH . FTI' de las distancias de los focos l r y F' de una 
hipérbola^ o una tangente variable a esta hipérbola es constante, e 
igual a b* (cuadrado del semieje menor). 



Las proyecciones ortogonales H y IT 
sobre una tangente PT, están en !a 
circunferencia del círculo principal: 
la recta FH corta esta circunfe¬ 
rencia en 1; H c [ son díamet raí¬ 
mente opuestos y por tanto simétri¬ 
cos con relación al punto 0: las 
longitudes simétricas ÜF, IF' son 
igual es. La potencia de F' con res¬ 
pecto al círculo principal F'I * F H 

es también igual a 0F' a -— ^ 

decir, — í fi ~ ¿A De esto se de¬ 
duce que F1 * l 1 11' =: y, como 

F'I sé FH, FH • F'H' = ó 2 . 


Fig, 348 


Tangentes rectangulares a una hipérbola* Circunferen¬ 
cia ortúptica. —Hemos visto que se pueden trazar a una hipérbola 
dos tangentes paralelas a una dirección OA, con tal que O A esté 
en d ángulo de las asíntotas que no contiene la hipérbola. Por tanto, 
ae podrán trazar a la hipérbola tangentes rectangulares si hay dos 
recias O A y OA* rectangulares que estén en el ángulo de las asín¬ 
totas que no contiene la curva: para ello es preciso y suficiente que 
el ángulo 2/) de las asíntotas (v* p, 137) que contiene la curva sea 
menor que un recto, es decir, que la desigualdad b < a quede satis¬ 
fecha. Supongamos que es así. 

En la hipótesis h <L a el lugar geométrico de las puntos P por las 
que pasan dos tangentes rectangulares a la hipérbola es una circun¬ 
ferencia que tiene, por centro el centro O de la hipérbola y sj 
por radio . Esta circunferencia se llama circunferencia ortóptica de 
la hipérbola. 
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Sean PT y PT' .! os tangente» redan gula res (fig* 348) a hi hipó 
bula; sean H, K las proyecciones de l'\ y H t K las dr F" sobre estas 
tangentes. Estos cuatro puntos están sobre la rin mi tí mida del círcu¬ 
lo principal (O)* Se tiene PH = FK y PIE F r K^| por tanto* 
PH « PH' = FK < FX' = 6 a * según se dice en la página 138; siendo 
P un punto interior del círculo (0), ib? rür.lin i jquild&d se deduce 


que PH ■ PH' = — 6 a y como J‘H - PII OP a — a 3 (potencia de 

P con respecto al círculu principal), s<* tiene 01 >:i — a® — Ifi ; luego 
P esta en la circunferencia ortópUdL 


flntersecctón de una recta (O) con una hipérbola*— Los 

puntos M comunes a una recia (t>) y a una hipérbola son ios centros 
de las circunferencia» (v* p. 138) qüe pasan por F y por G\ simé- 
trico de F' con relación a la recta (D), y son tangentes al círculo 
director (F) relativo ai segundo foco. La construcción de una cir¬ 
cunferencia (C) que cumpla estas condiciones se ha hecho (v* pp. 100 
y 101) en geometría plana; como máximo existen dos soluciones* 
Hemos realizado esta construcción (fig, 349) en la hipótesis de 
que la recta (D) es paralela a una asíntota. En este caso la recta F'G' 
es tangente al círculo director cri K/ y la construcción no proporciona 
más que una sola circunferencia (C) que responda a las condiciones 
impuestas; por consiguiente, la roela (D) fio corta la hipérbola mas 
que en un solo punto. 



Si el puntó G' estuviese en K\ es decir, si la recta (D) fuese la 
misma asíntota, no se encontraría ninguna circunferencia (C) que 
responda a las condiciones impues¬ 
tas* Se comprueba por otra parte 
que haciendo tender el punto G' 
hacia el K", el único punto M si¬ 
tuado sobre la recta (O) tiende a í 
desaparecer alejándose indefinida- : 
mente* La asíntota de una hipér- l 
bola es* por tanto, la posición lími- 1 
te hacia la cual tiende la paralela 
a una cierta dirección fija, trazada 
por un punto M de la hipérbola, 
cuando el punto M se aleja inde¬ 
finidamente sobre la curva. Esta rec¬ 
ta es s pues, una asíntota, en el sen¬ 
tido que se entiende esta palabra 
para una curva cualquiera. 

lies uní i remos estas afirmaciones 

diciendo; 

Una recta (D) corta una hipér* Fig. 349 

bola en don punios distintos como 
rnáxim o; 

Una paralela a una asíntota corta la hipérbola en un solo punto; 

Una asíntota no corta la kipérhtdi t* 



Definiciones y nomenclatura. Segunda definición de Jn parábola. Tangente r* la parábola en un punto de ésta* 
Condición de tangencia de una recta y una parábola. Propiedades de la subnormal y de la subtangrnte a la 
paró bola. Tíingentc a la parábola paralela o una dirección dada* Tangentes a la parábola que pasan por un 
punto dado. Posición de un punto respecto a una parábola. Teoremas de Poncelct. Tangentes rectangulares a ln 

parábola. Intersección de la parábola con uno recta 


Definiciones y nomenclatura* — Sea (D) una recta y F un 

punto situarlo fuera de ella; se liorna parábola el lugar geométrico 
de los puntos M del plano definido por el punto V y lu recta (D) 
que están a igual distancia del punto y de la recta * Sea H la pro¬ 
yección ortogonal riel punto M sobre ía recta (D): se tiene (VI K ~ MH 

(fíg* 350), El punto F se llama foco 
y la recta (D) directriz de la pará¬ 
bola. La perpendicular FA lia jada 
desde el foco a la directriz se llama 
eje de la parabola;, el eje es evi¬ 
dentemente un eje de simetría para 
la parábola. El punto A del eje si¬ 
tuado en la directriz es el pie de la 
misma* Sobre el eje hay un so lo 
punto S de la parábola, el punto 
medio de AF, llamado vértice* 

Sea (A l una perpendicular al eje 
en el punto K; para que hayu sobre 
(A ) un punto M dq la parábola, es 
necesario y suficiente que la r¡retín- 
foronda (fig , 350) de centro F y ra¬ 
dio igual a AK curte esta treta: Ion 
puntos común en M y M' a la e i retín 
Fíff. 350 lerenda y ii la recta, si lo» hay, están 

sobre lu parábola* 

MF = MH = AK 

Para que estos pimíos existan, ob nrccsaiio y suficiente que se veri- 
fique la desigualdad FK < AK; dicho de otro modo, que K esté 
sobre Ui semirrecta de origen S que pasa por el foco. Se llama tan¬ 
gente en el vértice de la parábola la recta (A) que pasando por el 
vértice S es perpendicular al eje. La parábola queda toda ella situa¬ 
da respecto de la tangente (A) en el vértice, en la misma región en 
que se encuentra el foco F* 

La construcción precedente proporciona dos puntos de la parábola, 
B y B, sobre la perpendicular al eje en el puntó F. Lu longitud FB 
es, por definición, el parámetro p de la parábola, Por construcción, 
FB — FA, por tanto, la distancia del foco F n la directriz (D) es 
igual al parámetro p de la parábola. 

Segunda definición de la parábola. — Teoueha. La parábola 

es el lugar geométrico de ¿os centros de ¿as circunferencias (C) que 
pasan por el foco F y que son tangente *j a la directriz (1))* 

Si el puntó M está sobre la parábola, se tiene (fig. 351) MF = MH 
y la circunferencia (C), de centro M y radio MF, es tángeme en H 
¡i la directriz. Si el punto M es el centro de la circunferencia tan¬ 
gente en H a la directriz y pasa por F, se tiene MF — MH; MH es 
la distancia de M u lu directriz, luego M esté en la parábola* El teo¬ 
rema queda, pues, demostrado. He aquí otro enmielado: 

Ll lugar geométrico de los centros de las circunferencias que pasan 
por un punta A y que son tangentes a una recia (D) en un punto 
variable es una parábola de joco A y de directriz (D). 

Tangente a la parábola en un punto de ésta* * 1 1 EOHEMA* 

En todo punto M de una parábola t hay una tangente MT, Esta tan¬ 


gente es la mediatrís del segmento Fll, siendo II el punto de con¬ 
tacto de la circunferencia (G), de centro M y radío MF, con la di¬ 
rectriz. 

Sea V (fig 351) un punto de la parábola próximo al punto M: 
será d centro dé una circunferencia (2) que pasa por F y es tan¬ 
gente en K a ln directriz (D), El punto medio l de HK tiene Ja 

misma potencia 1H 3 = (K 3 con respecto a las circunferencias (2) y 
(C); la recta IF es, por consiguiente, el eje radical de estas circun¬ 
ferencias y la recta PM, que une sus centros, es perpendicular a IF. 

Cuando el punto P se aproxima al M, el plinto K f proyección orto¬ 
gonal de P sobre la recta (D), se aproxima a II, proyección ortogonal 



del punto fijo M sobre la misma recta: I, punto medio de 1IK, tiende, 
por tamo, hacia H, y la recta FI, que gira alrededor de F, tiende 
hacia la FH* La recta PM gira alrededor del punto fijo M, sin dejar 
de ser perpendicular a la FI; PM tiende, por tanto, hacia una posi¬ 
ción límite que es precisamente la perpendicular bajada desde M a 
FH* Resultando: P, que hay una tangente en M, puesto que MT 
tiene una posición limite; 2 Ü , que esta tangente MT es la mediatriz 
de FÍI (fig. 352), puesto que, en el triángulo isósceles IIMF, la altura 
trazada desde M es precisamente la mediatriz del lado opuesto* Como, 

por otra parte, esta abura es bisectriz del ángulo HMF, se puede enun¬ 
ciar el resultado siguiente: 

La tangente a la parábola en un punta M de ésta es la bisectriz 
interior del úngula formado por el radio vector MF y por la semi¬ 
rrecta que tiene pop origen M y corta perpendicular mente la di¬ 
rectriz, 

OnSEHVACJÓN* La tangente en el vértice S (fig. 350) de la parábola 
es la recta (A) perpendicular en 5 al eje y que se ha denominad o 
tangente en el vértice* 

Las tangentes en B y LF (fig, 350) pasan por el pie A de la di¬ 
rectriz* 

Condición de tangencia de una recta y una parábola.— 

l p Lu condición necesaria y suficiente para que una recta TT f sea 
tangente a la parábola es que d punto simétrico ¿el foco respecio a 
esta recta este en la directriz. 

La condición es necesaria (ver teorema anterior); vamos a demos¬ 
trar que es suficiente* Hipótesis: TT es la mediatm de FJI (figu¬ 
ra 352), siendo H un punto cualquiera de la directriz. La perpen¬ 
dicular HM a la directriz en e! punto H corta en M la tangente 
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Ti'; c[ pumo M ch rl centro de uní* circunferencia (C) de radio 
MF; romo (VI oit ri ni Ja medial na, de HF* será MF = Mil, y esta 
circunferencia putiaru por U y será tangente en este punto a la di¬ 
rectriz. El pumo M es, por tanto, un punto de la parábola y la tan- 
genio en M es TT. 

Esta recíproca se enuncia del modo siguiente: La envolvente de la 
rnediittrii de un segmento de que un extremo, A, es fijo y el otro f B, 
describe una recta (D) que no pasa por el punto A , es una parábola 
de foco A y de directriz (D) ; 

2* La condición necesaria y suficiente para que una recta TT sea 
tangente a la parábola es que la proyección ortogonal del foco sobre 
esta recta esté sobre la tangente en el vértice ( fig „ 353). 

1 

La homotética de la directriz, en la homoteria (F- —-—) es la tan- 

2 

gente (A) en el vértice* La condición necesaria y suficiente para que 
TT sea tangente a la parábola es que el punto H simétrico de F 
respecto a TT" esté en la directriz; la proyección ortogonal E de V 

1 

sobre TT" es el punto homotético de H, en 3a homotceia (F. -): 

2 

luego esta condición puede ser sustituida por la condición del 1** 

La condición del 2 0 se enuncia también del siguiente modo; 

El lugar geométrico de las proyecciones ortogonales del foco sobre 
las tangentes a la parábola es la tangente en el vértice, 

Si se relaciona esta proposición con el teorema de Símson, demos¬ 
trado en Geometría plana (v. p. III), se comprueba que: 

La condición necesaria y suficiente para que un punto F sea el 
foco de una parábola tangente a tres recias dadas , es que el punto 
F esté en la circunferencia circunscrita al triángulo formado por 
estas tres recias. 

La proposición de) 2 W se enuncia también del siguiente modo: 

La envolvente del segando lado BC de nn ángulo recto cuyo pri¬ 
mer lado AB pasa por un punto fijo A y cuyo vértice B describe una 
recta fija (A) ana parábola de foco A, en la *fue (A) es la tan - 
gente en el vértice. 

Se ha construido (fig. 354) el punto de contacto M del lado BC 
con su envolvente trazando BA' = BA y A'M perpendicular a (AL 

Propiedades de la subnormal y de la subtangente a la 
parábola* —* Sea G la proyección ortogonal ( fig, 352) del punto M 
sobre el eje de la parábola y T el punto en que la tangente en M 
corta el eje. El segmento G'l es por definición la subían gente q Ja 
parábola* 

Teorema. El vértice S es el punto medio de la subtangente OT 

(fig- 351)* 

La homoteeia (F * 2) transforma el segmento F*S en el segmento 
HA; por consiguiente, HA = 2ES. Siendo la figura IIMCA uit roe- 

_ —- MG 

tan guio, HA r = MG* De estas ¿m igualdades resulta que-— 2 

ES 

Ahora bien, siendo semejantes los triángulos TMG y TES, se tiene 

TM fG _ MG 

TE fs ES 


L« última do estas relaciones es igual a 2 t por consiguiente: 

TG = 2TS y TM “ 2TE, Juego S es el pumo medio de TG y E es 
el punto medio de TM, 

El teorema queda demostrado* Además hemos establecido el resul¬ 
tado siguiente: el punto medio del segmento MT de tangente com* 
prendido entre el punto de contacto M y el punto T p situado sobre 
el efe, pertenece o ¿a tangente vn el vértice. 

Definícíunes. Se llama normal a la parábola en un punto M, la 
perpendicular MN a la tangente. Sea N el puntó de la normal situa¬ 
do sobre d efe: se llama subnormal el segmento GN (fig. 353). 

Teorema» La subnormal de la 
parábola es constante e igual al 
parámetro p (fig* 353). 

La norma I MN es perpendícu- 
kr a la tangente, luego es pa¬ 
rálela a FH, El triángulo MGN 
se obtiene del triángulo HAF, 


por la traslación HM; en efecto, 
esta traslación lleva H a M, A 
a G y sustituye HF por un lado 
paralelo, es decir, por MN, De 

lo que resulta: GN = AF = p. 
De los dos teoremas precedcn- 
Fíq . 353 tes se deduce que: 

El punto medio dd segmento 
TN es el foco F de la paranoia* 

En efecto, hemos establecido las igualdades siguientes: TG * 2TS 

y GN = AF = 2SF* Sumándolas se obtiene 



TG + GÑ = 2TS + 2SF, 

es decir, TN = 2TF. El punto F es el punto medio de TN. 

Tangente a la parábola paralela a una dirección dada. 

- TEOREMA. A una parábola se le puede trazar una tangente y sólo 


una T paralela n ti nú (fir.ri'hm itfi, que no es la dirección dd eje de 
esta parábola. 

Sen <*/í la dirección «lacla (fig, 355), no paralela al eje de la pará¬ 
bola, So halla oí punto H p > iuirtrko de! foco F respecto a la tangen¬ 
te desconocida TI \ Este punto 
está en la perpendicular n Ja di- 
reeeión <xj3 trazada por »d foro 
F; también está en la directriz 
(D) de 3a parábola. Estas dea 
rectas se cortan, puesto que a/3* 
perpendicular a la primera, no 
lo es, por hipótesis, a la segun¬ 
da : H es el punto común a es¬ 
tas dos rectas. La medialra de 
FU es la única tangente a la 
parábola, paralela a la dirección 
dada a/i: M es el punto de contacto de dicha medial riz con la parábola 
[MH es perpendicular a (D)]. 

Observación, No hay ninguna tangente a la parábola paralela 
al eje. 



M 


Tangentes a la parábola que pasan por un punto dado.— 

Teorema* Por un punto F no situado en una parábola t se pueden 
trazar a ésta dos tangentes y solamente dos o ninguna* 

Se determina el punto H simétrico del foco F respecto a una tan¬ 
gente cualquiera PT (fig. 356). Los segmentos PH y PF simétricos 
tienen la misma longitud: por tan¬ 
to, el punió H está en la circun¬ 
ferencia (C) de centro P y radio 
PF; también está en la directriz 
(D) de la parábola. Si la direc¬ 
triz no corta la circunferencia (C), / 

no hay ninguna tangente a la pa- c/ 
rabola que pase por el punto P : j?* t 
en este caso se dice que este pun* 
to es interior a la parábola* Si la rcf\ 
directriz Corta la circunferencia 
(G) en dos puntos H y H', hay 
dos tangentes a la parábola y sola¬ 
mente dos que pasan por el pun¬ 
to P: éstas son las mediatrices do 
loa segmentos HF y H'F. En esto 
caso, se dice que el punto P es Fig. 356 

exterior a la parábola . 

Los punto a de contacto de estas tangentes con la parábola se ha¬ 
llan fácilmente. Basta con trazar por H y H lus perpendiculares 
a la directriz (D), que cortan en M y las tangentes MT y MT. 
Lo?* puntos de contacto serán M y ML 


n 1 


D' 



Posición de un punto respecto a una parábola. —Se dice 

que un pumo P es exterior a una parábola cuando su distancia PK 
a la directriz es menor que su distancia PF al foco* El punto P es 
interior a la parábola cuando su distancia a la directriz es mayor que 
su distancia al foco. 


Teoremas de Poncclot# — Teorema. Los segmentos PM y PM 
de las tangentes a una parábola comprendidos entre un punto F 
exterior a ella y los puntos de contacto M y M* se ven desde el foco 
F bajo un mismo ángulo. 


Los segmentos PM y PM' se ven bajo los ángulos PFM y PFM* 

(fig. 356); los ángulos PFM y PÍIIVÍ son iguales por ser Eimétricos 

respecto a k tangente PM; los ángulos PFM^ y PITM V son iguales 

por ser simétricos respecto a la tangente PM'; los ángulos PHM y 

Pir'M que son simétricos respecto a xx\ medialriz de tUF, son igua* 

les: por tanto, se deduce que los ángulos PFM y PFM" son iguales. 
Teorema. Las bisectrices de los ángulos formadas por dos tangen¬ 


tes PT y PT' a la parábola son también bisectrices del ángulo FPx, 
formado por el radio vector PF y por la paralela Px al eje % traza¬ 
da por d punto P. 

El punto E (o G) en que la mediatriz %% r de HH' corta {fig. 356) 
la circunferencia (G) es el punto medio de uno de los arcos que, 
en esta circunferencia, tiene por extremos H y iV; por tanto, FE es 

una de )as bisectrices del ángulo ÍÍFlf'. La perpendicular PX bajada 
desde el punto P a la bisectriz FE dol ángulo HFH', es una de las 
bisectrices del ángulo formado por las tangentes PT y PT', que son 

perpendiculares a los lados FH y FH' del ángulo'HFH'. Ahora bien, 
la recta PI es la altura del triángulo Ñúsceles FPE: por tanto, es 

también bisectriz del ángulo FPE, y, por consiguiente, de uno de los 
ángulos formados por el radío vector PF y Ja paralela al eje, P*. 

Observación, El punto medio del segmento MM', punto eqtiidis* 
Unte de las dos rectas paralelas HM y H'M', pertenece a la paralela 
xx, que equidista de estas dos rectas. En consecuencia: 

La recta que une un punto exterior P con d punto medio L de la 
cuerda MM", cuyos extremos son los puntos de contacto de las tan¬ 
gentes a la parábola que petsan por P, es paralela al eje * 


Tangentes rectangulares a la parábola. — Teorema, La di* 

rectriz es d lugar geométrico de los puntos por donde pasan dos tan* 
gentes rectangulares a la parábola . 
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La condición necesaria y suficiente para (|ue las tangentes a la pa¬ 
rábola trazadas por un punto exterior P sean rectangulares (/ífl. 357) 

es que el ángulo HFH 7 sea recto, es decir, que HH' sen un diámetro 
de la circunferencia (C). Para qué suceda esto, es preciso y basta 
que el centro P de la circunferencia (0) esté en la directriz de la 
parábola, siendo la recta lltF dicha directriz* iodos los puntos de 
la directriz son exteriores a la parábola: el lugar geométrico do los 
puntos por donde pasan dos tangentes rectangulares a la parábola 
es, por tanto, la directriz. 

Se ha efectuado (fig. 357) la construcción de las tangentes rectan¬ 
gulares a la parábola trazadas por un punto P de la directriz (D): 

los ángulos PFM y PFM* son (primer teorema de Poneelet) iguales 

e (ver la demostración) iguales a los ángulos PHM y PH que, en 
este caso particular, son rectos* Los puntos M, F y M' están, por con¬ 
siguiente, alineados, y F es la proyección ortogonal del punto P 
sobre MM'. 

La recta MM 7 que une los puntos de contacto de dos tangentes 
rectangulares a la parábola pasa por el foco: la proyección ortogonal 
sobre esta recta del punto P de intersección de estas dos tangentes es 
el foco de la parábola * 

Intersección de la parábola con una recta, —Se buscan 

los puntos comunes a una recta (D) y a la parábola* Estos puntos 


mu ii Iom centro» de las circunferencias (C) que pasan (v, P* 139) por 
e| foro V y Hon tangentes a la directriz; por otra parte, para que el 
punto M esté eu la recta (D), es 
necenjniM) y suficiente q 11 e esta A eit- 
cunferruciart pasen por el punto A, 
simétrico do F respecto « la rec¬ 
ta (B% 

En geomrlrfu plana Hé hit etilo- 
diado el modo de bul fin írn eiicuu- 
ferencias que panno por don puní na 
fijos F y A y non tangentes a una 
recta (D) dada : ne fia demolí nido 
que si el punto A r»tá situado is¬ 
péelo a la recta (D), e» decir, cim 
relación a la directriz en rí mi uno 
lado que el foco F, existan don Oí 
cuníerencias que satisfacen nuns ron 
diciones, a las cuales correnpootleu dos pimío» JV1 de intersección ile 
la recta con la parábola* En el cuno de qur lu reriu FA sea paralela 
a la directriz, habrá una sola circunferencia y, por I unto, un solo 
punto ÍVL 

Cuando el punto A y el punto F están a distinto lado de lu direc¬ 
triz no hay ninguna circunferencia que cumpla las condiciones enun¬ 
ciadas, La recta (D) no corta ta parábola. Como resumen podemos 
decir que: 

Una recta que no sea paralela al efe ni tangente a la parábola cor¬ 
ta ésta en dos puntos distintos o no la corta * Una recta paralela al 
eje corta la parábola en un solo punto. 



Definición común de las cónicas 


Definición de la elipse por un foco y una directriz. Definición de la hipérbola por un foco y una directriz. 
Directriz de una elipse o de una hipérbola dada* — Cónicas: Trazado de una elipse definida por sus ejes. Tra¬ 
zado de una hipérbola definida por sus asíntotas y un punto* Teorema de las secciones cónicas 


Definición de la elipse por un foco y una directriz.— 

Sea (D) una recta llamada directriz, y F un punto no situado sobre 
flicba recta. Demostraremos el siguiente teorema: 

Teorema* El lugar geométrico de los puntos M del plano determí* 
nado por un punto F y una recta (D), cuya razón de distancias al 

MF 

punto y a la recta —- es un número e constante, menor que 1, es 

MH 

una elipse de foco F. 

Tracemos desde el punto F la perpendicular FK a la directriz 
(fig * 358). Sea A el punto del segmento FK que divide este segmen- 

AF 



to en la relación e: 


AK 


— c i 


sea A" el segundo punto de la 
recta FK definido por la igual¬ 


dad 


A'F 

AT 


= e. Como e es menor 


que 1, F está en el segmento 
AA 7 . Designaremos por O el 

punto medio de A A t por F el 
simétrico de F con respecto ti 0, 
por (IV) Ja simétrica rl« (D) con 
respecto aI mismo punto, y por 

(A) fii med tutriz de A A'* 

Sea M un punto del lugar* tal 
que, por hipótesis, Mi 1 — e * 
. Mil; tracemos la recta MH, que corta la recta (D) en H 7 , y ob¬ 
tengamos los punios del lugar situados sobre esta recta* Estos punios 
se encuentran sobre HH' y sobre la circunferencia (C), lugar de los 

MF , # 

puntos tales que — = e, siendo F y H fijos. Para construir la cir- 

MH 

conferencia (C), se buscan los puntos B y IT de la misma situados 
sobre FH: estos puntos se encuentran sobre las paralelas AB, Alt 

AF 

a la recia (D), ya que la hipótesis _ — e implica (por semejanza 


AK 


de los triángulos FAB, FKH) 


BF 

BH 


= e, e igualmente la hipó- 


A'F B'F 

tesis —— — e implica ■ - ■ = e. El diámetro del círculo (C) es BIT; 


ATC 


BH 


el centro ai de este círculo es el punto medio de BB': por consiguien¬ 
te, es un punto de (A), recta que equidista de las rectas paralelas 
AB y A'B\ La circunferencia (C) que pasa por M, puesto que, por 

MF 

hipótesis, -- — e, corta la recta MH en un segundo punto M'; 

MH 

este punto es simétrico de M con respecto a la recta (A), ya que MM' 
es la cuerda de un círculo (C) cuyo centro m está situado sobre la 
recta (A)* 


El punto M del lugar está situado al mismo lado que F con respecto 
a la recta (D), ya que de lo contrario MF sería mayor que MH; 
el punto M', simétrico de M con respecto a (A), está también situa¬ 
do al mismo laclo que F con respecto a la recta (D)* Los segmentos 
MF\ MH' son iguales‘ respectivamente a los segmentos simétricos con 
respecto a (A), M 7 F y M'H* Como M' pertenece al lugar, por cons- 

M'F . . MF 7 

micción, tendremos ——■ = e y, por consiguiente, ^ — = e. Esta 

igualdad implica ta desigualdad MF 7 <Z MH', lo que prueba que M y, 
por consiguiente, ¡VI' están ambos situados al mismo lado que F' con 
respecto a la recta (]¡ ')* or consiguiente, M y M" son dos puntos 
del segmento HH 7 , como indica la figura 353* 

MF 

De las igualdades -— — e , que constituye la hipótesis, y 

MH 

MF 7 

- = e» que hemos demostrado* deducimos que 

MH 7 

MF 7 4 MF « e (MH 4- MH 7 ), 

y, cornil M cu un punto del segmento HIT: 

MF + MF 7 = e - HH 7 * 

Como HIT es una cantidad constante (distancia entre dos rectas 
pnrnlriim), W pumo M se encuentra sobre una elipse (E) de focos 
F* F' y fíe eje mayor A A'* 

Oueda por demostrar que, recíprocamente, cualquier punto M situa¬ 
do* por hipótesis, sobre fa elipse (E) es un punto de] lugar. Se tiene, 
por hipótesis: 

MF + MF' = 2a, 

llamando 2a a la longitud A A . Sea P la proyección ortogonal det 
punto M sobre AA'; en d triángulo FMF' se tiene: 

MF' 3 — MF 3 = 2 F F - OP* 

Y reemplazando en esta igualdad MF' por su valor 2a — MF, ob¬ 
tendremos 

4« 3 + MF 2 — f \a • ÍVÍF^ — MF- = 2 FT . OP 
4a 3 — 4a - MF = 2 FT . 5F 
a « MF = a® — OF - 0f\ 

Los puntos A y A f que dividen ul segmento FK en tina relación, 
dada e son conjugados armónicos con respecto a estos dos puntos; 

tendremos* pues: OA® = OP’ . OK. Reemplazando en la igualdad pre¬ 
cedente o 3 por OF * OK, la igualdad se convertirá en 

. MF = "OF - (OK — OP) 

= OF * PK~ 

= OF ■ MH* 

Esta igualdad supone que 

MF 
MH 


a 
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Se verifica fácilmente que ■ c* Por consiguiente, el punto ÍVI de 


tf. 


bi elipse pertenecía iiJ lugar. 


Definición de la hipérbola por un foco y una directriz» — 

I Kíhuma. hí lugar geométrico de los puntos M del plano definido por 
un foro F y una recta (U), cuya razón de distancias al punto y a la 

MF 

recta, —es un número e t constante y mayor que 1, es una hipér - 


Mil 

hola de foco F, 

La demostración de este teorema, completamente análoga a la que 
acabamos dtt dar en el párrafo anterior, construyendo una figura ba¬ 
sada en la figura 358, constituye un excelente ejercicio* Se observará 
que siempre existe un punió A que divide el segmento FK en la 
AF 

igual al numero e, pero corno e es mayor que 1, el punto 


razón 


AK 


A y el punto A están situados a uno y otro lado de la recta (D). Se 

, , , MF 

observara igualmente que como la razón ——- es mayor que I, los 

MH 

puntos IVI y M' están situados en las regiones del plano en donde 
no se encuentra el punto O, y que, por consiguiente, en lugar de 
MH + MIL = HHL se tendrá Mil — MH' - II lL, o bien MIL — 
MH = HIL, igualdades que implican que | MF — MF' | = e - HHL 

Directriz de una elipse o de una hipérbola dada. — Se 

llama directriz de una elipse o de una hipérbola dada, con respecto 
a un foco I*, la polar del foco F con respecta al círculo principal. 

Sra {fig. 358) una elipse de focos !■ y I H , de distancia focal 2c, de 
vértices A y A , y de eje mayor 2a. La polar del foco F con respecto 
al circulo principal es la reda (D), perpendicular en K, conjugado 
armónico de F con respecto a los puntos A y AL en el eje mayor AAL 
Por consiguiente, de la demostración hecha en el párrafo "Definición 
de la elipse por un foco y una directriz”, pág. 141, resulta que si M es 


un punto de la elipse dada, la razón 


MF 

MH 


es igual al valor constan¬ 


te — * De la demostración del teorema enunciado en el párrafo ante¬ 


rior st* deduciría que si M es un punto de una hipérbola cualquiera 

MF c 

de foco F y de directriz (D), la razón - sigue siendo igual a —. 

Mil a 

Por consiguiente: 

MF 

La razón - — de ¿as distancias de un punto M de una elipse o de 
IVIrl - 

una hipérbola a un foco \* y a la directriz correspondiente (D) es un 

, , c 

numero constante igual a —, 


a 


El 


número — es, por definición, la excentricidad de la elipse o de 
a 

la hipérbola* La excentricidad de la elipse es menor que i y la de 
la hipérbola mayor que L 

K.ste resultado se relacionará con eí que vamos a obtener como 
consecuencia de la definición de Ja parábola, 

MF 

de las distancias de un punto M de una parábola 


,a razón 


MH 


ye 


al foco F y a la directriz (D) es tín número constante igual a 1. 

Kste número se denomina también excentricidad. La excentricidad 
de la parábola es igual a I. 

Observación. Las asíntotas OG, QG de una hipérbola se constru- 
n (fig , 359) trazando desde F las tangentes FG, FG" al círculo 

principal (O), La polar de F con respecto al círcu¬ 
lo principal es GG, que es también la directriz 
(D) con respecto al foco Y, 

Por consiguiente: 

I o Las proyecciones ortogonales del foco F so¬ 
bre las asíntotas de una hipérbola están situa¬ 
das en la directriz retal ¿va a este foro ; 

2" En el triángulo OGF p rectángulo cu G, se 



tiene 
De donde 


Fig . 35Í) 


OG = a y OF = c. 
OG a I 


eos 


9 = 


OF 


Cónicas 


Definiciones, Con la sección anterior damos fin al estudio geomé¬ 
trico tradicional de la elipse, la hipérbola y la parábola, consideradas 
como curvas planas estudiadas en su plano. Pero esas tres curvas po 
sccn , íltra f propiedades, muy numerosas e interesantes, cuyo verdadero 
sentido solo puedo apreciarse si se completa el estudio geométrico con 
unas consideraciones de geometría analítica, que exceden el marco de 


esUi obra. Nos limurt remos, pues, a enunciar, sin demostrarlos, algu- 
nos resultados elegido* ruin: ¡os nuis interesantes. 

Cónica es et lugar geométrico de los puntos de un plano cuya razón 
de distancias a un punto fijo (foco) y a una recta fija (directriz) que 
no paso por el ¡oro es una cantidad constante. Si esta constante es 
menor tfue J t [ fí contra se llama elipse ; si es mayor que 1, se llama 
hipérbola^ y s ¿ es igual a 1, se llama parábola. Ó también: pítrd6tf/a 
r.s el lugar geométrico de los puntos de un plano equidistantes de otro 
fija, llamado foco , y de una recta fija, llamada directriz . 

Se demuestra que las seccione» planas producidas en un cono, cuya 
base es una cónica, por plano» que cortan este cono sin ser tangentes 
al mismo, son cónicas. En particular, las secciones de un cono de re¬ 
volución producidas por planos que no pasan por el vértice del coito, 
son cónicas. Se demuestra igualmente que las secciones planas de un 
cilindro, cuya base es una cónica, producida» por planos que no sean 
paralelos a las generatrices, san también cónicas; en particular, las 
secciones planas de un cilindro de revolución son elipses. 


Trazado de una elipse definida por sus «Jes f procedí mien- 
to oe l k bánm oe papel). -— La elipse está definida por sus ejes A'A, 
B B. Se a O su centro (fig, 360)* Se señalan en el borde rectilíneo de 
una cartulina rígida, una tarjeta fie visita por ejemplo, dos longitu¬ 
des: MQ igual al semieje mayor O A, y MF igual al semieje menor, 
ya al mismo lado, ya a distinto lado dé M„ Se desplaza la cartulina 
de forma que el punto P describe la recta AA' y el punto Q la recta 
BB ; el punto M describirá entonces la elipse* Señalando con el lápiz 
por puntos las diversas posiciones del punto M, se obtiene un trazada 
de punto» de la elipse dada. 


wi 








Trazado da una hipérbola definida por sus asíntotas y 

un punto. —Sean (A), (A') las asíntotas, y A un punto de una 
hipérbola dada* Se aplica sobre el papel una regla cuyo borde paso 
por A y curte las rectas (A) y (A') (fig. 361) en Q y P. Se lleva 
«sobre el borde de la regla una longitud QM — AP, de forma que 
M y A se encuentren en el mismo ángulo <h* las asíntotas. Marcando 
t’ini un punid sobre el papel la posición de M y volviendo n rauiriucur 
Lis operaciones para otras posiciones de la regla, sr obtiene un tra¬ 
zado fie lu hipérbola por puntos. 

La proyección ortogonal de una circunferencia sobre un plano es 
una elipse cuyo efe mayor es el diámetro de dicha circunferencia . 


TGOrénift d6 l95 secciones Cónicas. — La sección de. un cono 
de revolución producida por un plano que no pase por el vértice de 
dicho con a es una elipse, una hipérbola o una parábola (fig. 562), 



E! plano de la figura es el que pasa por el eje SX del cono y es 
perpendicular al plano secante. Este plano corta el cono según dos 
gene ral rices SU, SV, y el plano secante según la recta AB. Los dos 
primeros casos son aquellos en que A se encuentra sobre SU, y B 
sobre *SV, Se trazan los dos círculos (fig. 362 y 363), cuyos centros 
están situados en SX y que son tangentes u las rectas SU, SV, AB. 
Estos circuios, al girar alrededor de SX, engendran dos esferas: la 
primera (X es tangente al plano secante en F y al cono en todos los 
puntos de !a circunferencia CC; la segunda (X) es tangente al plano 
si cante en f* y al cono en todos los puntos de la circunferencia DDL 
La generatriz SM del cono corta el plano secante en M y es tangente 
a la esfera (5) en E y a la esfera (ü') en EL 
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l m r.Attn, /m\ puntos A y B están situados a distinto lado del etc 
del cono (fifi* 362). 

El punió M que mi* proyocia ortogoualmenle sobre el plano de h \ 
figuni. al que es, por hipótesis, perpendicular el plano socante mil re 
A y H p es im punto comprendido entre los planos de ios círculos LL' 

y l)P'; luego M es un punto dtd segmento EE\ y, por consiguirnli', 

ME + ME' es una cantidad constante. 

Ahora bien, MF es una tangente a la esfera (S) f puesto que el 
plano secante es tangente en F a la esfera (2), y ME es otra tangente 
a (3 )• por consiguiente, se tendrá MF = ME. Análogamente, MF y 
ME' ( ambas tangentes a (^ ), son iguales, ME — ME', y, por culi- 
siguiente: 

MF + MF' = ME + ME' = EE y 

El punto M pertenece a una elipse de focos F y F y de eje mayor 

A Li, cuyo plano es el plano secante. 

2® CASO* A y B están situados a un mismo lado del efe del cono 
(fig. 363). 

El punto M, que se proyecta ortogonal mente sobre el piano de la 
figura fuera del segmento AB, no está comprendido entre los planos 
de los círculos CC' y DD\ Por consiguiente, dicho punto no se encuen¬ 
tra en el segmento EE', y se tendrá j ME — ME' | — EE\ Esta 
igualdad implica, por las mismas razones que en el primer caso, 
| MF — MF j — EE\ El punto M de la sección plana se encuentra 
situado sobre una hipérbola de focos F, F' y vértices A y B. La razón 
expuesta en el prime'r caso basta para mostrar que cualquier punto de 
rsta hipérbola está situado m el cono, y que, por consiguiente, la 
sección se compone de la hipérbola completa situada en el plano secttn* 
te de ¡oros F y I” y eje mayor AB. 

3 ür caso, La recia AB es paralela a tutu de las generatrices del 
cono, SU por ejemplo ( fig. 364)* 


1 aunó H punto A ya no existe, designa romos por BP la recta de 
inir i cerrión dej plano secante con el plano de la figura* No existe 
«ruin que una sola esfera <S), tangente al plano secante en F y al 
rimo ** n tndos los puntos de 
orí i mnunferenrm ÍX*\ Desig* 
iir’JMo:. pm (A) la intersecciím 
1 1 1 -1 plano sct'untc con id plano dr 
" ¡I' c 11etilo, por H el punto rn 
i|nr rstif recta corla la retía IIP, 
y por m la proyección ortogonal 
del plinto M sobre el plano de 

la figura* El plano que es per 

pendioular al eje y pasa por el 
punto M corta el cono según un 
círculo DD ; este plano corta el 
plano de la figura según la recta 
DD\ que corla ÜF en el pun¬ 

to m. 

Las tangentes MF y ME a la 
esfera (2) son iguales; los seg- 
mcnl os EM y C/D', que pueden 
obtenerse uno de otro por rota¬ 
ción, son iguales; CT) y mil, 

lados paralelos fie un para leí ogra¬ 
mo, son iguales. Estas igualdades 
implican en definitiva que MF = 

= mlL Ahora bien, en el plano secante, la distancia de M a la recta 
(A) es igual a wll, y por consiguiente el plinto equidistante de F y 
la recta (A) se encuentra sobre la parábola de foco F y directriz (A)* 

El razonamiento expuesto en el primer caso permite afirmar que 
todo punto do esta parábola se encuentra en el cono* De donde resul¬ 
ta que la sección del amo se compone de la parábola COtnpletü situa¬ 
da en el plano secante^ de foco F y directriz (A). 

Puede demostrarse que, en los casos primero y segundo, la recta de 
intersección del plano secante con el plano del circulu CC* es la di- 
rectriz de la cónica de sección relativa al foco F* 



Áreas de los polígonos planos 


Área. Area de un rectángulo* Aren riel pnmiel agramo, Area del triángulo. Áren del trapecio. Aren de un polígono. 
Áreas de polígonos homotéticos. Razón de las áreas de dos polígonos planos semejantes. Proyección de un úrea 

plana 


Áreas.— Se llama área de una superficie el numero que mide su 
extensión. Sólo se habla dé área cuando la superficie esta limitada por 
un contorno simple, y cu el lenguaje ordinario se confunde el área 
limitada por un contorno ron el área del contorno. Así, se dice el 
área de un triángulo para designar el área dé la superficie plana in¬ 
ir rior al Triángulo, 

Las áreas de dos superficies que pueden superponerse son, por de¬ 
finición, iguales; si se divide una superficie (2)* trazando una línea 
sobre la misma, rn dos partes (S) y (S')> el área de la superficie (2) 
es, por definición, la suma de las áreas de las superficies (S) y (S ), 

El objeto de este capítulo es bailar la medida de ciertas superficies, 
Se conviene expresamente en; 

i° Que todas las longitudes se miden con la misma unidad ; 

2* Que la unidad do área, superficie cuya área es igual u I, pqr 
definición, es el área del cuadrada cuyo lado tiene como medida la 
unidad de longitud; 

3® Que, con arreglo a lo establecido, cuando no haya confusión po¬ 
sible,, se denominan base, lado y a llura las medidas de la base, del 
lado o de la altura, respectivamente, y área la medida drl área. Así, 
pues, se demostrara que el arca de un triángulo es igual a la mitad 
del producto de la base por la altura: esto quiere decir que el numero 
que mide el arca de un triángulo es igual a la mitad del producto de 
los números que miden su base y su altura. 

Se dice que dos áreas son equivalentes cuando están representadas 
por el mismo número, sin que tengan necesariamente que poder su¬ 
perponerse. 

Área de un rectángulo. — Teorema* El área de un rectángulo es 
igual al producto de sus dos lados no paralelos. 

I a Sean (A y (A') (fig. 365) dos rectas paralelas, a la distancia h: 
se llamará rectángulo correspondiente al segmento A13 de (A) el rec¬ 
tángulo ABBA'. cuyo lado A3V está en (A'), A dos segmentos igua- 

j A1 01 £1 f1 n , les BE y CD corresponden dos rectángulos 

que pueden superponerse medíante la tras- 
—^ 

1 ación BC, y que, por rsta razón, tienen 
a B í c Q úreas iguales. A la suma AE de los segmen- 

Fig. 365 tos AB y CD, obtenida reemplazando CD pnr 

BE, cuya longitud es igual, corresponde un 
rectángulo A FE" A' cuya área es la suma de las ¿reas de los rectángu¬ 
los correspondientes a AB y LD, 

Esto hasta para afirmar que el segmento AB y el rectángulo que le 
corresponde son magnitudes homologas (v, p. 76). De donde resulta 
que la razón de las áreas de los rectángulos AHILA' y GDD'CÓ es igual 
a la dr los lados AB y CD. 

Supuesto esto, compararemos primeramente dos rectángulos ABB'A y 
rQOT\ cuyos lados A A' y PP' son iguales. Por un desplazamiento. 



se puede transportar PQQ'P' a una posición CDD'CX, que sea la de la 
figura 365, Los rectángulos PQQ'P' y CDD'C' tienen áreas iguales, pues¬ 
to que pueden superponerse; por consiguiente, la razón de las áreas 
de los rectángulos ABB A' y PQQ'P' es igual a la de las áreas de los 

AB 

rectángulos ABB'A y ClílLt/; esta razón es igual a la de los lados 


A1Í 

razón que es u su vez igual u --- * De donde se deduce Ja siguiente 

PQ 

regla: 

La rozón dr ¿tts áreas dr dos rectángulos que tienen iguales uno de 
sus todos es igual o lo razón de tos lados desiguales * 

2 o Sea ABH'A/ (fig. 366) un rectángulo: AB = a y AA' = b . Elijamos 
romo unidad de área el área de un cuadrado PQQ'i 1 ', cuyo Jada sea 
la unidad de longitud, y tratemos de medir el área 
X del rectángulo ABB A'; para ello, construya¬ 
mos un rectángulo ABB¡A] de dimensiones AB = jv re 

*= a y A Ai — 1; sea y la medida de su área. 

Los dos rectángulos ABB'Á' y ABBiAi tienen ft+ 
un lado igual (AB común), y por consiguiente ^ 
los números x e y son entre sí como los otros 
lados b y 1; Fig . 306 



x 

-- = b. 

y 

Los dos rectángulos ABBiAi y PQQ'P' tienen un lado igual: 
AAi = PP = 1 ; los números y y 1, que representan sus áreas, 
guardan, pues, cutre sí la misma relación que los otros lados a y 1; 
por consiguiente, y — a, luego x — ah. 

Laso PARTICULAR* El área del cuadrado de lado a es a 2 . 


Área del paralelogramo. — Tsokeau. El área dd paraldogra > 
mo es igual al producto de la base por la altura* 

Sea (fig t 367) un paralelogramo ABB'A'; elijamos arbitrariamente 
como liase id lado AB, Tracemos desde los vértices y las per¬ 
pendiculares A'í! y R'D a hi base: una de estas dos 
recias será la altura drl paralelogramo. 

—y 

La traslación A'lL hace que coincidan los puntos 
A', A y C en B', B y D, respectivamente: las áreas 
de ios triángulos AA'C y BB'D, que pueden super¬ 
ponerse, son iguales por definición. De donde se de¬ 
duce que el área del para lelo gramo es igual al área 
del rectángulo LDB'A\ puesto que se obtiene de ésta suprimiendo en 
el rectángulo id triángulo IÍDB' y añadiéndole el triángulo ACA", que 
son iguales. El área del rectángulo es igual al producto A'B' X A'C 
de dos lados no paralelos. Ahora bien* A'B' = AB y por consiguiente 



Fig. 3t>7 
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c*| j,l i'imi f)i f {mil u lubtgHUiio i'H ÍjlíJíoI JI I pl>idut'tn Alt X A C, dr* I» hftMrt 

A R iihi Jti uh uta A < I, 


Aro* íJol triángula. — Sea el triángulo ABC: olijamuR el lado 
114: (fig ’lfiíl) lamo hu'iv y la altura correspondiente A El corno altura. 

TKfjfifcfHA, El área de un triángulo es igual al serniproducto de un 
lado por lo altura correspondiente. 

Completemos el para lelo gramo ACBD: siendo los 
triángulos ACB y BDA iguales, pueden superponer¬ 
se, y por consiguiente tienen igual área. Sea S el 
¿rea de uno de esos triángulos: la del paralelogra- 
mo será 2S y, aplicando la regla precedente, ten* 
d remos 

2S = BC * AH, 



y, por consiguiente, S 


1 

— « BC * AIL 

2 


Caso partí cu lar, El área de un triángulo rectángulo cuyos catetos 
ab 


son a y b es 



aS */ % 

El área de un triángulo equilátero de lado a es igual, a —- 

4 


Area del trapecio, — Se llaman bases de) trapecio los lados 
(fig. 369) paralelos AB y A'B' t y altura la distancia entre ambos. 

Teorema, Ei área de un trapecio es igual al producto de la semisu - 
ma de las bases por la altura. 

Tracemos la diagonal AB; el área del triángulo 

AA'B r , de base A'B' y altura AH, es — A'B' * AH, y 

2 

la del triángulo B'AB, de base AB, y altura B'K, es 

„„„ “ —• AB • B'K. Como AH = B'K = h, altura del tía- 

Fig. 3fi9 2 

pecio, el área S de éste es la suma de las áreas de los 

dos triángulos* 

1 

S = — (AB + A'B') K 
2 



Area de un polígono» Areas de polígonos homotéticos. *— 

Para hallar el área de un polígono se le descompone en triángulos y 
se hallan las áreas de éstos. 


Hn/ón fio las áreas de dos polígonos planos semejantes. 

í t rniMM ia razón de las áreas de dos polígonos planos semejantes es 
igual ul ttmdrado de la razón k de semejanza. 

Cuando fio» polígonos (P) y (P) son semejantes, uno de ellos (P') 
puede superpone rae a un hoiuotético (Pi) de (P), siendo la razón 
de lioriHiiecía igual a k * que es Ja razón de semejanza. 

M área 5' do (P') será igual, por lo tanto, al área Si de (Pi) t que 
es a su vez igual a tc ¿ S t siendo S el área del polígono (P). Por consi¬ 
guiente, se tendrá: 


S" 

— = ft* 

s 

Proyección de un área plana» — Sea (P) un plano dado 
(lis- 372), (Q) un plano fijo que no sea paralelo ni perpendicular al 
plano (P) elegido como plano de proyección. 

Hagamos corresponder a cada punto M de 
(P) su proyección ortogonal MT sobre el pía- 
(Q) t Se traza la perpendicular MH desde 
el punto M a la recta de intersección (D) de 
los dos planas; en virtud del teorema de las 
tres perpendiculares (v, p* 119), la recta M'H 
es perpendicular a la recta (D); el anguío 

agudo MHAr = 6 es uno de los ángulos del 
diedro formado por (P) y (O): ea f pues, una Eig. 372 

constante de la figura* 

Si ae sitúa e] punto M cu un punto determinado N del plano (P), 
M coincidirá con N' y H con R. Los dos triángulos rectángulos 
MHM\ nrn; que tienen un ángulo agudo igual a 6 f son semejantes, 
de lo que se deduce: 

HM' RN' 

HM "" RN 

t . HM' 

La cantidad es, por consiguiente, una constante, cuyo valor 

no depende del punto M, y que se denomina coseno 0; se la repre¬ 
senta por Ja notación eos &. 

La definición y las propiedades del coseno de un ángulo se estudian 
en trigonometría. Nos limitaremos simplemente a recordar aquí que 
td coseno de cualquier ángulo es siempre igual o menor que 1 y que 
se tiene 




i Ü 


Teorema. La razón de las áreas de dos polígonos homotéticos es 
igual al cuadrado de la razón de honiotecia. 

I a Sea el polígono un triángulo ABC, de base BC y altura AH 

1 

(fig. 370)* El área S de este triángulo es — BC . AH. La homoiccia 

(O * k) transforma A, B, C, H en A', 
B\ C\ H' respectivamente* El ángulo 

A Tris' (o A'H'C) es recto por ser ho- 
moté tico de un ángulo recto: por con* 
siguiente, A H' es la altura del trián¬ 
gulo A'B'C', de base B'CT El área 

S' de este triángulo es S' = — B'C' * 

2 

A'HT Pero los segmentos B'C' y A'H', 
homólogos de BC y AH, son proporcionales a éstos: por consiguiente, 
tendremos B C ^ | k | . BC, A'H' = JA:)* AH, y por lo tanto, 

S' = - S. 

2* Caso de un polígono cualquiera. El área S de este polígono es la 
suma de las áreas Si, Sa de cierto número de triángulos en que se ha 
descompuesto el polígono; el área S' de la figura homolélica es la 
suma de las áreas ST, S'a de los triángulos homotéticos a los prece* 

dentes, Para estos triángulos, tendre¬ 
mos ST = k*S i, Sa - A 3 Sa ... De 
estas igualdades se deduce evidentemen¬ 
te que 

ST + S '2 + ... = k Á (Si + Sa + 
es decir, S' = & 3 . S. 
Aplicación. En la demostración an¬ 
terior no se ha supuesto que la homo- 
tecia sea plana. Por consiguiente, pue* 
de aplicarse a las secciones producidas 
en una pirámide SABCDE ( fig . 371) 
por un plano (Q) paralelo al plano de 
baso (P). La sección es un polígono 
A B C D E', homotétíco de la base, cuya 

razón de honiotecia es ■ Si designamos por <r la medida del 

SA 

área de la base y por c r la de la sección producida por el plano (Q), ten¬ 
dremos 

2 


fr 


V2 


ÍT 


COS 


eos 



<r { SA' \ 

7 “ \ sa" J 


Si H y H' son tos puntos en que la altura SH corta los planos (P) 
y (Q), se tendrá igualmente 

2 


<r 


tr 


■- (í) : 


V 3 



Fig. 373 


tr 

eos — = —— * 

6 2 

1 Bohema. La razón entre el área S' de wra triángulo A'B'CT proyección 
ortogonal de un triángulo ABC, y la del área S de este triángulo es 
igual al coseno del ángulo 0 que forman los planos de esos dos triángu¬ 
los (fig. 373)* 

Sea (P) el plano del triángu¬ 
lo ABC, y (Q') el plano del 
triángulo A'B'C', proyección or¬ 
togonal del triángulo ABC. Trace¬ 
mos por el vértice A del triángulo 
ABC un plano (Q) paralelo al pla¬ 
no (Q') ; sean fiy las proyecciones 
ortogonales sobre este plano de los v 
vértices B y C del triángulo ABC, \ 

Hemos visto que las áreas de los 
triángulos A'B'C' y Ajffy, proyec¬ 
ciones de un mismo polígono sobre 
planos paralelos, eran iguales. 

Supongamos que el lado BC cor¬ 
ta el pkno (Q) en el punto E y 

además que E no se encuentra en el segmento BC. Sean H y K las 
proyecciones ortogonales de B y C sobre la intersección de los planos 
(R) y (Q): BH y CK, por una parte, y /ÍH, yK, por otra, son per¬ 
pendiculares a esta intersección HK, 

El área S del triángulo ABC es la diferencia de las áreas del trian¬ 
gulo ACE, de base AE y altura CK, y del triángulo ABE, de base AE 
y altura BH» 

1 

S — — AE (CK — BH). 

2 

El área S' del triángulo A/3y, igual al área S' del triángulo A'B'C', 
es la diferencia de las áreas del triangulo AyE, de base AE y altura 
yK, y del triángulo A/3E, de base AE y altura /ÍH* 

s' = -i AE (yK — /?H). 

_ yK j3H ^ 

Pero como las razones —— y son iguales a eos se tendrá 


CK BH 


1 


S' = — AE (CK * coa & — BH - eos &) = S eos 6. 
2 


La razón — sera, pues, igual a eos 

S 













































Volumen de los poliedros 


Volumen Volumen del puralHep¡¡»mIo i-reí Angulo» l£(|Utvaleiieln entre im prlsniu oblicuo y otro recto. Vo¬ 
lumen dél pnrultdeplpedo, Volumen del prisma. Volumen de la pirámide, Volumen del tronco de prisma. 

Volumen del tronco de pirámide 


^ OÍ limen. — Se llama volumen limitado par ana determinada su * 
pcrficie (>S) y. abreviando, volumen de (Sí» cuando no hay confusión 
posthh f la porción de espacio limitada por esta utper¡icu M t considera¬ 
da dosd< el punto de vista He m extensión. Nos referimos a volumen 
LUiH'itniente cuando esta porción de espurio está efei tivamenfe limitada* 

(atando ríos superficies se pueden superponer» por definición timi- 
¡an volúmenes iguales* Cuando una superficie divide un volumen en 
dos partes, la suma de los volúmenes Vi y Va ele estas dos partee es* 
por definición, igual al volumen V. 

El objeto de este capitulo es hallar la medida de ciertos volúmenes. 
Se ha convenido expresamente: 

J* Que todas las longitudes son medidas con la misma unidad, y 
todas las superficies con la unidad de superficie correspondiente. 

2" Que la unidad de volumen es el volumen de un cubo cuyo lado es 
]a unidad de longitud, 

3 o Que, siempre que esto no presente inconvenientes, se dirá la pa¬ 
labra volumen en lugar del número que mide el volumen. 

Se dice que dos volúmenes son equivalentes cuando, sin ser obli¬ 
gatoriamente superponibtes, son medidos por el mismo numero* 


Volumen del paralelepípedo rectángulo,— Teorema, El vo¬ 
lumen del paralelepípedo rectángulo es igual til producto de sus tres 
l ditos, 

I o Tracemos (fig* 374) en un plano (P) un rectángulo de lados 
AAj = a , AiA^i = ó, y por los cuatro vórtices de este rectángulo, per* 
pendículares al plano (P), (A), (Ai)* y (AT- 

Los volúmenes de los paralelepípedos cons¬ 
truidos sobre las paralelas (A), (Ai), (As) y 
(A 3 > y que corresponden a segmentos iguales 
son evidentemente iguales. El volumen del pa¬ 
ralelepípedo que corresponde a un segmento 
AC, igual a AB T BC, es igual a la suma de los 
volúmenes de los paralelepípedos que correspon¬ 
den a AB y a B( ,* 

Esto basta para deducir que el volumen de un 
paralelepípedo correspondiente a luí segmento AB 
es una magnitud homologa (v, p, 76) de este 
segmento. Por consiguiente, la razón de los vo¬ 
lúmenes V y V' de paralelepípedos correspon¬ 
dientes a AB y A B , es igual a la razón de es¬ 
tos lados 

V 



AB 




V' 


ATT 


Por tanto: 

La razón de los volúmenes de dos paralele¬ 
pípedos rectángulos que tienen dos latios igua¬ 
les es igual a la razón de los terceros lados* 

T Supuesto oslo* consideremos do© paralelepípedos rectángulo *t los 
lados del primero son a t b y c y su volumen V; los del segundo son 
a t b y l y su volumen Vi; los de! tercero a t 1 y 1 y su volumen Va; los 
del cuarto 1, 1 y 1 y, por definición» su volumen será 1. Comparando el 
volumen de uno de ellos con el siguiente, se verifica, por aplicación do 
la regla establecida antes: 

V Vi Vz 

—— = c, ■ = b y --= ú- 

Vi Va 1 

De estas igualdades se obtiene V = abe . 


Equivalencia entre un prisma oblicuo y otro reoto, — Teo* 

rema. Un prisma oblicuo es equivalente al prfafftfJ recto que tiene por 
base una sección recta y por altura la arista lateral del prisma oblicuo „ 
Sea ABCA'BT Y (fíg. 375) un prisma oblicuo, triangular para mayor 
facilidad de la construcción de la figura, pero que, en realidad, podría 
tener por base Un polígono cualquiera. Sean P y P dos puntos de la 

—> —> 

recta AA\ tales que PP* = AA\ Sean PQR 
y P'QTC dos secciones rectas; se situara P 
sobre AA^ de modo que la sección PQR sea 
exterior al prisma. 

La traslación A A' lleva a A a A\ B a B\ 
C a C\ P a P\ Q a Q' y R a IV: los dos 
volúmenes PQR ABC y P'QTCATTC\ superpo» 
ni bles, son, por tanto, iguales. 5 i se añade al 
Volumen ABCA'B'C' el primero de estos vo- 
lúmenes y se le resta el segundo se obtendrá 
el volumen del prisma PQRI s, Qll , ( de base 
PQR y altura PP, quedando demostrado el 
Fiff. 375 teorema, 



Volumen del paralelepípedo, — Elijamos arbitrariamente una 
do las raras ABCD corno base ( fíg . 376): se llama altura la distancia de 
uno cualquiera de los otros vórtices B\ C\ D al plano de la base, 
Feohewa. El volumen de un paralelepípedo es el producto de. la base 
por la altura. 



1* Sea un paralelepípedo recto (fíg. 376), A A" es, por hipótesis* per¬ 
pendicular al plano de la base ABCI), que es un 
paralelo gramo. Por tanto AA^ e* la altura. 

Siendo las rectas AA* y AB perpendiculares, se 
puede trazar por AA r un plano pcrpriidhuhu m AII* 
que corta las aristas CD y CTV o *u* prolonga- 
c ton es en E y E respectiva mente* 

El paralelepípedo dado os un prisma do base 
A'ADD' y de arista AB: es equivalente :il prisma 
cuya base sea el rectángulo AA'E E, sección ícela 
del prisma antes citado por construcción y cuya 
arista sea AB; este nuevo prisma AEE'A'BFF'B' es uti paralelepípedo 
pcndicular a AB, porque está en un plano perpendicular a AB; es, por 
tanto, la altura del paralelo gramo ABCD, y d producto AH.AE es el 
área S de este parabdograinn. 

El volumen V del prisma dado tiene por medida el producto A A * S, 
es decir, el producto del área S de la base por la altura correspon¬ 
diente A A'. 

2* Sea un paralelepípedo oblicuo (fig, 377). EL paralelepípedo 
ABCDA'B'C'D' tiene por base ABCD y por altura AH, Se traza por 
ti una recta EF perpendicular a AB: el plano AT>F que contiene 
ATI y EF, perpendiculares ambas a la recta AB, es un plano per- 
pendieular a esta recta y por tanto una sección recta del prisma de base 
AA'D'D y de arista Alb El volumen V de este prisma (que es precisa¬ 
mente el paralelepípedo dado) es equiva¬ 
lente al volumen del prisma (P) que tiene 
por base la sección recta A'EFG y por aris¬ 
ta AB: este prisma es un paralelepípedo 
recto; luego, según hemos visto en I ü , su vo¬ 
lumen V es el producto de la altura AB por 
el úrea de la base A'EFG, área igual a 
EF. ATI: 


V = ATI . EF . AB. 



O 1 


Fio. H77 


El producto EF . AB es el área (S) de la 
base ABCD, puesto que, por construcción, 

EF es perpendicular a AB. : 3>r tanto, se tiene V — S - ATi, producto 
de lo base por la altura. 

Volumen del prisma. — Teorema. El volumen de un prisma es 
igual al producto de la base por la altura. 

\ a Supongamos que el prisma tiene por líase un triangulo ABC 
(fig* 378). Su altura es la distancia ATI de uno de los otros vértices* 
A' por ejemplo, al plano ABC. 

Completemos el paralelepípedo cuyos lados non liA, BIS' y ISC: sea 
DD' la cuarta aris¬ 
ta de este paralele¬ 
pípedo paralela a 

A'A. 

IT volumen V de 

ente paralelepípedo 
es igual ni volumen 
Vi dtd prisma dódn 
de base AIIG, a ti¬ 
men Indo en el vo¬ 
lumen V H 3 de! prisma 

de buso ACÍ>. 

Tracemos una sec¬ 
ción recta de estos 
dios prismas, EFG 
para el primero y 

EKG para el segundo. El primer prisma es equivalente a un prisma 
(Pi) de base EFG y arista AA'; el segunda equivale al prisma (Pa) de 
base EKG y arista AA\ Tracemos por O, punto medio de EG, una pa¬ 
ralela (A) a AA'; esta recta es perpendicular al plano de la sección 
recta: un giro de 180" alrededor de (A) llevará E a G, l l a K y G a E 
y bis aristas del prisma (Pi) sobre las del prisma (F*3). Siendo super¬ 
pon ib les estos dos prismas serán equivalentes: Vi — Va y, par tan- 
lo, V - 2Vi. 

El volumen V del paralelepípedo tiene por medida 



ATI > área ABCD; 

pero id área de ABCD es la suma de las áreas de dos triángulos ABC 
y ADG iguales* por tanto, será igual al doble del arca de uno de ellos 
y, por consiguiente* V — A H.2 área ABC y Vi == AH* área ABC. 
El volumen del prisma dado es igual al producto de su base ABC por 
la altura ATI, 

2" Supongamos que el prisma tiene por base un polígono ABC DE 
(fig, 379), Se divide el polígono en los triángulos ABC* ACD y ADE. 
Los prismas de aristas .paralelas a A A* que tienen por bases esos trián¬ 
gulas tienen por volúmenes Vi, Vs y V 3 . 

VT = ATI * ¿rea ABC, 

Vn = ATI * área ACD, 

Va = A'H * área A DE, 


ENtin . sin muir a V. — 10 c 
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GEOMETRÍA 


VA volumen V iJrl juiM^ji 1 1jülo es la numu de los volúmenes Vi, V*z 
y Va, por tunta: 

V = A4I (urea ABC + área ACD + área A DE) 

= A'H * área ABCDE. 

Volumen de la pirámide^ — Teorema, Et volumen de la pirámide 
es igual a un tercio del producto de la base por la altura. 

1° Pirámide triangular SABC. 

Dividamos (fig* 380) uno de los lados, SA por ejemplo, en un núme¬ 
ro entero n de partes iguales; aunque n es arbitrario, en la ligara 380 

se ha tomado n ~ 5* Los puntos de 
división a partir de! vórtice se deno¬ 
minan Ai, As, ... Se traban por es¬ 
tos pantos planos paralelos (Pi), 
ÍPa), ...» que determinan las seccio¬ 
nes AiBiCi, A 2 B 2 C 2 , las cuales 
son hornoiéticas de la base ABC. Es¬ 
tos planos son equidistantes: por 
consiguiente, si A, distancia de S al 
plano ABC, es la altura de la pi¬ 
rámide, Ja distancia entre dos p Li¬ 
li 

nos consecutivos será —, 

n 

Sean rri, era, las áreas de los 
triángulos AiRiCi, AaBaCs, y tr 

d área de ABC. 

La razón de homo teda que permite pasar del triángulo ABC al 
SAi 1 

AiBiCi es — - — , es decir, —; la que permite pasar riel ABC al A 2 R 2 C 2 



SA 


n 


SAa 


es 


así sucesivamente* Siendo las áreas entre sí como 


SA n 

los cuadrado» de sus razones (v, p. 143), se verifica 

1 22 
O"! — <T * -— , lTí = (T ■ 


tv 


n 


ií 


y así sucesivamente. 

Llamemos Vi el volumen de la pirámide SAtBiCi, y Va el volumen dé 
la porción de pirámide comprendida entre los planos (Pi) y (Ps), 
V 3 el volumen comprendido entre (Ps) y (Pal, etc. Conside¬ 
remos uno cualquiera de estos volúmenes distinto del primero, el Va 
por ejemplo. Tracemos por Bz y Ci paralelas a SA; serán rectas situa¬ 
das en las caras ASB y ASC de la pirámide y t por Imito, cortarán el 
plano (Pa) en dos puntos 1) y E situados sobre los segmentos y 

A 3 C 3 . El prisma oblicuo cuya base es A;íDE o A 2 B 2 C 3 y SUS aristas 
A 3 A 2 , DB 2 y ECs, está formado por puntos todos ellos interiores al vo¬ 
lumen V 3 : el volumen de este prisma, que se mide por el producto de 
h 

la altura — [distancia entre los planos (Fa) y (Pa)J por ira, área del 
n 

triángulo AiiBaCü, es inferior al volumen Va. Por tanto, se tendrá 


Del mismo modo 

A 

Va !> — en, 
n 

y, por consiguiente, 

Vi + V 2 + 
Pero Vi + Va + ... 


V 3 Y> — - <ní. 
n 


Vi, > — era 

n 


Vn > — eri 1—1 

n 


+ Vn > — (iri + era + cru-i). 
n 


-f- V n es el volumen V de la pirámide, luego 
A 

V > — ((Ti + ira + + trn-l)* 


n 


Como 


22 


(Ti — (Ti 


ÍT2 


(Ti 


, etc,. 


tv 


TV 


tri + <rj + + trn-i — 


1 + 23 + 32 + + (n — 1)8 


<T. 


rr 


Va se ha calculado en álgebra que la suma de los cuadrados de 

, . n (n + 1) (2 n + 1) 

ios n primero^ números enteros es igual a —----- 

6 

Por consiguiente, 

(n — 1) n {2n — 1) 


OI + <ra + ... -f irn-l = 


6n* 


tr = 


(n — 1) (2n 


1) 


6 n 


tr. 


En cotisecu encía. 


V > 


(n — 1) (2n — 1) 
6n 2 


tr 


/i. 


í racemos ahora por B 3 y C 3 paralelas a SA, que estarán en los planos 
de las caras BSA y (..SA, y cortarán el plano (P 2 ) en F y G, puntos 


situados fuera dr h**» segmentos AsBs y AaGa* El volumen del prisma de 
bases AaliaLj y Aal'G es, esta vez, mayor que el volumen V 3 , y se tiene 

h 

Vh < — (T3. 


n 


La construcción anterior puede ser realizada del mismo modo en la 
pirámide SA 1 B 1 G 1 . Por tanto, se tendrá 

„ h h h 

Vi < --- tn, V 2 <T -— cr2 f Vn < -- <r. 


n 


n 


n 


Por consiguiente, 


V < 


n 


Pero 


(Ti T (T2 + ... + O" = 

n (n + 1) (2 n + I) 
6 


(cri + erg + + cr)* 

1 4* 2= + ... -f n a 


<r — 


rv 


[n + 1) (2 n + 1) 


tr — 


60 


cr; 


luego 


„ (n + 1) (2n + 1) 

V <C —--—-- tr h. 

ón a 


El resultado de este estudio es el siguiente: el volumen V desconocido 
es un número que satisface a la doble desigualdad siguiente: 

(n — 1) (2ra — 1) 


6ii a 


(n + 1 ) ( 2 a + 1 ) 

crA < V < --—— -cr/L 


Ahora bien, los dos números 

(» — 1) C™ 1) 


ón 3 


6 ri¿ 

í n + 1) (2tt + 1) 

ón 3 


1 1 

son, el primero menor que —— y el segundo mayor que -- (porque 

3 3 

n —I < n. 2n — 1< 2n, n+ 1 > n y 2n + 1 >■ 2n): su diferencia 

1 1 

— * Estos son, pues, dos valores aproximados de - en menos 


es 


de 


n 

1 


v como son también, a causa de la desigualdad demostrada, 


n 


V 1 

lores aproximados de ■—— en menos de - 1 cualquiera que aea el 


n 


erh 

V i l 

valor de «, luego ——- = —, y por tanto V = - <rh r El volumen 


i.rll 


3 


de la pirámide será igual a 


3 


3 


del producto del área de la base 


tr por la altura A. 

2 U Pirámide de base poligonal (P). 

Se divide el polígono de la base en triángulos, de modo que el 
área <r del polígono sea igual a la suma de las áreas cr\ cr", 
er"\ etc., de los triángulos así formados. El volumen V de la pirámide 

se puede descomponer en una suma de volúmenes V ( V V . que 

son los volúmenes de las pirámides cuyas bases son los triángulos en 
que se ha descompuesto la base. Siendo triangular cada una de estas 
pirámides, se tiene, según el apartado (I a ), y suponiendo que la altura 
de la pirámide sea A: 


V v = 

y como 


1 

3 


A rr , V" = 


3 


k <r" , 


y"' _ 


cr 


y — y' y" q_ _j_ 

1 


3 


h (tr 7 -f rr" + ir 
A cr. 


ttr 


+ ,.,) 


0 


c 


El teorema queda, pites, demostrado. 

Volumen del tronco de prtsmo.. — Se llama tronco de prisma 

d volumen comprendido entre una superficie prismática y dos planos 
no paralelos . Las denominaciones caras, aristas, caras y aristas late¬ 
rales, son las mismas que las utilizadas para el prisma. Las seccio¬ 
nes producidas por planos no paralelos se llaman bases del tronco. 

IEQREMA. El volumen del tronco de prisma trian¬ 
gular es equivalente a la suma de los volúmenes de 
tres pirámides que tienen por base común una de las 
dos bases ABC del tronco y por vértices los vértices 
A , B y (Y de la otra base. 

Unamos (fig. 381) A' con B y C. El volumen del 
tronco queda dividido por el plano A'RC en dos volú¬ 
menes: 1 % el volumen dé la pirámide (Pi), de base 
ABC y vértice A'; 2 % el volumen de la pirámide (p f ), 
de base BCG'B^ y vértice A\ Siendo la recta A A' pa¬ 
ralela al plano de la base de la pirámide (P ), ésta 
será equivalente a otra pirámide de la misma base, 
pero de vértice A. *ara calcular el volumen de esta última se descom¬ 
pone su lmse en dos triángulos, y, por consiguiente, la pirámide en 
dos pirámides: (P 2 ), de base BB'C y vertiese A, y (P 3 ), de base 
B CC y vértice A. En la pirámide (P 2 ) se puede tomar como base ABC 
y como vértice B\ Queda la pirámide (P 3 ): en ella se puede tomar 



Fig. 381 
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< >.m< |mi o AI i y «MI (fin vi ilií* Ü S irruí o lu recta BB' paralela u < hC / 
ii , . I mhiMm al filmui \I * pUnu lid )u base de la pirámide (l'a); éitt« 
ur |i íi r>u ^|mi J ni' >i iitia |nii»mit|r di- vértice B y base ALC", piré 
t+iid ** t|U» 11 » 111 1 1 (111 * I. ii iu ■! por vértice CT y por base Allí,. 

I , .,.,1 ^i . < liim dincompuesto el volumen V en piré 

itil#h »í|i*h.iI uli i n |in< |nrmuiiirn de base común ABC y do véru- 
ii A , M y * 

Vdimlun lint trun mi ti© pirámide. — Sea (fig. 382) una piré- 
mPld (|*i j, . «M< i ‘ ■, di 1 ' buso im polígono cualquiera ABCDE. Sea 

A IH¡DT una sección de esta pirámide pro* 
díte id a por un plano paralelo al de la base* 
Se Huma tronco de pirámide el volumen de 
i*i pirámide (P) comprendido entre el plano 
de la base y el piano de la sección paralela. 

..Lo La base de la pirámide la base mayor 

del tronco, designaremos por B su medida; 
la sección A'BT^DT/ es la base menor del 
tronco y designaremos b su medida. La dis* 
Lancia h entre los planos de las bases del 
tronco es la altura del tronco. 

Teorema. El volumen del tronco de pirámi¬ 
de de bases R y b É y de altura h, viene dado 
por la fórmula 


/ 



r¡ t ). :m:* 


V = 


3 


(B -p b 4" sf Bó) h„ 


> i S rl vértice de la pirámide (P), Sír) la altura y IT el punto en 
11 u * SIL coi tu «I plano de la base menor (jig. 382}* Se tiene HIT = A, 
|iun S|| no es un dato del problema; por tanto, su pondremos que 
S|l a 4 siendo % una incógnita. Las bases ABCDE y ATVC'l) E y son 
hit Nrrctoncs producidas por planos paralelos en una pirámide: por 
i auto* *nn (v. p* 132) polígonos homotéticos, La razón de las áreas 

B , SH 

fv* n, 144 )- es igual at cuadrado de la razón -— de homotocia. 

h SH 


Ahora lijen. Sil >■ | L y SH' — x, luego 

íi (x + h)Z 

h ' ? * 

Buril muyoi i -imimhihiil InuiiHm sf B = fi y \^b — $, de suerte que 

x + h [i 

x a 

h a 

l)r csIji eolio i u'm fin nhUrur lu incógnita x t x — 


[i <—• a 

El volumen V d< i i.. en la diícreneúi mire el volumen de Ja pirá- 

1 

mulo (P), igual u 11 (x T h) y el volumen de la pirámide de 


Á 


vértice S y base A BC D E, igual 0 


1 


3 


b.t. Por tanto, tendremos 


1 1 

V = --- [P (x + h) — 

3 3 


qPx 


1 1 

- x (/i 2 ~ a 3 ) + - P ¿ K 

3 3 


y sustituyendo x por su valor, 

1 ha 

V = 


1 


- C/3 S — a 3 ) + — 

3 /3 — a 3 

1 


-— Ace (fí T at) + — 
3 3 


m& 


3 


A (afi + a 3 T fP), 


es decir. 


V = 


3 


A (B + b + sf HA). 


Longitud de la circunferencia 

Poli fío no regular inscrito en una circunferencia. Polígonos regulares inscritos de tres, cuatro y seis lados. 

Longitud de la circunferencia. Numero #r. Cálculo de ir. Iladián 


Polígono regular inscrito en una circunferencia, — Se 
llama polígono regular de n lados inscrito en una circunferencia (O), 

de radio R, un polígono cuyos vértices Au A** .... A n son puntos de la 
circunferencia (O) y cuyos lados Al As, A'iAu, .*,* An*lAn, AnAi son 
iguales. La figura 383 representa el polífono regular convexo de cinco 
lados inscrito o pentágono. 

Si un punto móvil M recorre la circunferencia (O) en un sentido de¬ 
terminado, encuentra los vértices del polígono en un orden definido. 
Se comprueba que el polígono regular inscrito es convexo cuando un 
móvil qtie recorra la circunferencia en un sentido definido, encuentra 
los vértices en el orden At, As, As, -.*, Asi-i, An, Ai; por el contrario* 
cuando esta condición no se cumple el polígono no es convexo. Limita¬ 
remos nuestro estudio a los polígonos regulares* inscritos, convexo^ 
que, por consiguiente, cumplen la condición anterior. 

Vamos a demostrar que hay un polígono regular convexo de un nu¬ 
mero cualquiera n de lados, inscrito en una circunferencia (t 1) dada, 
de radio Ií, en el que uno de los vértices es un punto fijo Ai, 

Hagamos girar el punto Ai alrededor del punto O, en un sentido 

2 JT 

elegido arbitrariamente, un ángulo igual a ; sea As el punto oble* 

n 

nido* En el mismo sentido llagamos girar As alrededor del punto O el 
2 tt 

mismo ángulo *- % y sea Aa el punto obtenido, y así sucesivamente, 

n 

Los segmentos AiAa, AaAs, AnAi se obtienen unos de otros median- 
2 jt 

te los giros ——* luego dichos segmentos son iguales, y el polígono 
n 

Ai Ay AnAi es regular, inscrito, convexo y de n lados, 

Reciprocamente* si AiAa AbAi es un polígono regular, inscrito, 

convexo y de n lados, los ángulos AiOAs, AaOAa, AnOÁi aun iguales 

2 n 

entre sí e iguales a -——*. 

n 

Se llama perímetro de un polígono cualquiera* y en particular de 
tos que hemos definido anteriormente, la suma de las longitudes de 
sus lados. 

Se llama apotema (fig. 383) la perpendicular OH trazada desde el 
centro O sobre uno cualquiera de los lados del polígono regular inscrito * 
limitada por el punto O y por el pie ll de la citada perpendicular. 

Como todos los triángulos A 1 OA 2 , AsOAa..* son iguales, todas las 
apotemas son también iguales. 

Polígonos regulares inscritos (fe tres p cuatro y seis lados.— 

El polígono regular inscrito que tiene tres latios es el triángulo equi¬ 
látero. El valor de su lado en función del radio es K%/¡í X el de su 
R 

apotema -. 

2 


Evidentemente este polígono es un triangulo y como sus lados son 
iguales por hipótesis, será equilátero. El centro O de la circunferencia 
circunscrita es el ortucentro; por consiguiente (fig. 384), OAi es una 
altura del triángulo* perpendicular al lado AsAii en el punto 1L Luego 
OH será una apotema. Como el punto 0 es también el centro de gra* 

OAi ' R R 

vedad del triángulo, OH = --— = — y la apotema es igual a —. 

2 2 2 

El lado AiAg es la hipotenusa del triángulo Así!Ai, íSi consideramos 

x 

que AiAa — x* uno de los catetos 11As será igual a 


2 


* y el otro 


HAi aerá igual 


3R 


2 


; por consiguiente, UmiIremos; 


jr a - 




9R 3 


^1 


4 _4 

es decir, x 3 = 3R“, de donde x = R sf 3. 

El polígono regular inscrito de 
cuatro Indos es un cuadrado , El va- 
lor de su lado en función del radio 

— Ks/T 

es Ii\/2 y el de íu apotema ----- 

(fig. 385)* 

Ijos ángulos AiOAa, AüOA 3, etc*, 

2 ir n 

son iguales a —* c& decir, a ——, 

4 2 

Por consiguiente, A 1 OA 3 = ?r y ios puntos Ai, A 3 íson dianieiralmeTite 
opuestos en la circunferencia (O); el cuadrilátero convexo AjA^AsAi, 
cuyos lados son iguales por hipótesis, tiene además todos sus ángulos 
rectos: luego es un cuadrado. En el triángulo AlOAa, rectángulo en O, 

se tiene AiAj¡ 3 = 2R 2 , de donde A 1 A 2 — Rv^2, La apotema OH es 
igual a la mitad del lado, luego 



OH = 


AiAt 


R V 2 


2 

El lado del polígono regular 
in serrín de seis lados , o exágono * 
es igual at radio l\. Su apotema 


a 2 




Fip. 385 


Fia . 388 


ó 


3 
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GEOMETRÍA 


Poi ríi* >ti r »■ I liimigulo A|MA' rMinrrli'.s (O A i OA'tt 'irni ri|mti< 
trro y A|Aj¡ ü. ! Ji U|intrtim Olí rw I.j altura i|r rute 1 rij’i h pjjíi• y m*it\ 


i H < >. 11 ü 


KV^S 


2 


Longitud de la circunferencia. Número n. -— Admitiremos que 
el perímetro del polígono regular convexo de n lados inscrito en lu 
i ircLHiíerenda (O) tiende hacía un límite L, cuando n aumenta inde- 
fin idamente. Este límite es, por definición f Ja longitud de la circun¬ 
ferencia (O). 

Teorema* Eri una circunferencia (O) la razón de aíí longitud L al 
diámetro 2R es un número constante. 

Sean (0) y (0 ) d os circunferencias de radios diferentes II y R/: hay, 

como mínimo, una homotecia de razón —— que transforma la circmi¬ 
li 

fcrencia (0) en (0')* Esta homotecia transforma también un polígono 
AtA.aA3.., AnAi, regular, convexo, inscrito en Ja circunferencia (O), 
en otro polígono Ai'Aa'Aa' --- A i/A ó, regular, convexo e inscrito en la 
circunferencia (O'). Se tendrá 

A'iA'i AW'í R' 


AiAa AaAa R 

Por consiguiente, si í es el perímetro del polígono AiAV,. AhiAh* 

R' 

y l el del polígono Ai As... AnAi t tendremos V — - /* 

K 

Cuando el número n aumenta indefinidamente, V tiende, por hipóte¬ 
sis, hacia la longitud de la circunferencia {0') y l tiende, al mismo 
tiempo, hacia la longitud de la circunferencia (0); puesto que 

r R' 

i* = - - /, tendremos 


R 


R' V 

V = - L ó 


R 


2R' 


2R 


La razón 


2R 


de la longitud de la circunferencia al diámetro es 


un número constante que se representa por el símbolo ir, 

Corolario, La longitud de una circunferencia de centro 0 y radio R 
es 2 rr R. 


CAI Otilo tío rr-—-El problema del cálculo del número rr y el cono- 

'■un! .. miíi propiedades han sido objeto de prolongados estudios 

li im c. o niel rus. Esperaban hallar valores muy aproximados de n 
piiFi ufjuido J.r, longitudes de los perímetros de los polígonos regulares 
insr r 11 oh, ninvexoa, de un gran número de lados, y duplicando índefi- 
riiiin iucmI< el numero de lados de un polígono inicial, un cuadrado, 
por ejemplo. Hoy día estos procedimientos no se utilizan; el cálculo 
do jr y el estudio de sus propiedades se lleva a cabo por medio del 
algebra superior. El número rr es conocido con muchos decimales, pero, 
corrientemente, para su empleo, basta saber que está comprendido 
entre S, 14159 y 3 f 1416. 

Radián. — Se llama radián una unidad de ángulo elegida de forma 
que la medida del ángulo llano sea igual a n, razón de la circunferencia 
a su diámetro. 

Sea AB un arco de la circunferencia (O) de centro O y radio R; ¿la 

longitud del arco AR, 0 la medida en radianes del ángulo AOB. Fu esto 
que en una circunferencia los arcos y los ángulos centrales correspon- 

arco AB 

dientes son magnitudes homologas, la razón —-- (irR es la Ion- 


ttR 


gil Lid de la semicircunferencia) es igual u la razón 


6 


de los ángulos 


7T 


centrales correspondientes; por consiguiente, tendremos 

arco AB “ O * R, 

Y en el caso de que O = I, arco AB = K. 

Luego el radián es un ángulo igual que el ángulo central aU/i corres¬ 
pondiente a un arco a/3 de longitud igual que el radio R de la circun* 
lerenda a que pertenece. 

La medida de un arco AD de una circunferencia de radio R es igual 

n R0, siendo O la medida en radianes del ángulo central AOB corres¬ 
pondiente al arco AlL 

Siendo la medida del ángulo llano 180 grados sexagesimales ó 200 
grados centesimales, tendremos 

ir radianes = 180 grados sexagesimales = 200 grados centesimales, 

1 radián = 57 grados sexagésima les — 63 grados centesimales. 
Con menor error que una unidad. 


Áreas de las superficies de revolución 


Area lateral de una 
cono de revolución. 


pirámide regular. Área lateral de 
Area lateral de 


, l *n cono de revolución, 
un prisma- Área lateral de nii cilindro 

por una recta que gira alrededor de un eje. Área 


de la zona. Área de 


Arca lateral de un tronco de 
de revolución. Área engendrada 
la superficie esférica 


Area lateral de una pirámide regular. — Se itama pirámide 

regular (fig. 387) una pirámide cuya base es un polígono regular con¬ 
vexo A 1 A 2 ., > AnAi de n lados, inscrito en una circunferencia (O) de 
radio R t y cuyo vértice S es un punto del eje del círculo (O). 

Se llama apotema de una pirámide regular la perpendicular Sil tra¬ 
zada desde el vértice S a uno cualquiera de los 
lados Ai As del polígono que constituye la base 
de la pirámide* 

Se llama área lateral de la pirámide la suma 
de las áreas de los triángulos AiSAa, AaSAn, 
etcétera, que constituyen las caras laterales de 
la pirámide regular * 

Fe orema. El área lateral de una pirámide re¬ 
gular es igual al semiproducto de la apotema 
SH por el perímetro de la base* 

En efecto, sea (A) el eje del circulo (O); 

2?r 

medíante un giro de una amplitud igual a-- 

n 

alrededor de (¿i) en un sentido conveniente, ha¬ 
ríamos coincidir Ai con Aa, Az con Aa, etc, ; por consiguiente, coincidí* 
rían el triángulo SA 1 A 2 con el SAzAa, etc. De donde se deduce que estos 
triángulos son iguales, así como las apotemas. 

Ll área de uno de estos n triángulos, A 1 SA 2 por ejemplo, es igual 

a ■ SH - AiAa; en consecuencia, el área lateral de la pirámide 

I 

será igual a ^ ^ * SH ■ Ai As * n. Ahora bien, n * A] As es el perímetro 

M 

de la base de la pirámide, luego el teorema queda demostrado. 

Area lateral de un cono de revolución- —Sea (fig. 387) un 

cono de revolución de vórtice S y que tenga por base un círculo (O). 
Inscribamos en (O) un polígono regular convexo de n lados AiAz... 
AnAt. La pirámide de vértice S y de base AtAa^AnAj es una pirámide 
regular cuya área lateral es igual a la mitad del producto de Ja apote¬ 
ma SH por el perímetro del polígono AiA* ... AnAi, 

Supongamos que n aumenta indefinidamente; el perímetro del polí¬ 
gono AiAa ... AnAi tiende, por hipótesis, hacia un límite que es por defi¬ 


nición la longitud 2 ttR de la circunferencia ÍO). La apotema SH, 
altura de un triángulo isósceles, es tin segmento en el que uno de sus 
extremos S es fijo y el otro H, punto medio de A 1 A 2 , tiende a confun¬ 
dirse con Ai cuando n aumente indefinidamente y, por lo lauto, .A*¿ tien¬ 
da a coincidir con Ai, Luego Ja longitud de SU tenderá a confundirse 
con la longitud a de la apotema del cono de revolución. 

El área latera) de la pirámide, producto de dos fe clores que tienen 
mus límites respectivos, tenderá hacia un límite igual al producto 

a 

de los límites, es decir, a --- 2 ítIL Este límite es el área lateral 

2 

del cono de revolución, que se define diciendo; 

El área lateral de un cono de revolución ea igual a la mitad del pro¬ 
ducto de la apotema por la longitud de la circunferencia de la base* 

S — jr Ka. 

Area lateral de un tronco de cono de revolución- — Se llama 

tronco de cono de revolución la parte de cono comprendida entre la 
base (O) y una sección (0*) producida en el cono por un plano paralelo 
a la base. Esta sección recite el nombre de base menor del tronco de 
cono* Se llama altura del tronco ítr distancia entre los planos de las 
dos bases* Se llama apotema del tronco la parte AB de ana arista del 
cono comprendida entre los planos de las dos bases (fig. 388). 

Teorema. El área lateral de un tronco de cono de revolución de bases 
paralelas es igual al producto de la semisuma de las longitudes de las 
circunferencias de las bases por su apotema* 

Viene dada por la fórmula 

7T (R + R') a, 

en que R y R' son los radios de las bases y a la longitud de la apotema. 

Sea x la longitud desconocida de la apotema SA de un cono de ver- 
tice S que tiene por base el círculo (00* base menor del tronco 
(fig* 388): el área lateral tri de este cono es rr R' x* La longitud de Ja 
apotema SB del cono de vértice S que tiene por base el círculo (0). 
báse del tronco, es x -f- a: el área lateral ira de este cono es 
ít K (x + a). El área lateral <r del tronco de cono será la diferencia 
0*2 — (Ti de las áreos laterales de estos conos: 

ir = ttR(x F a) — jrU'x. 
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I n «hiti rínuloi (O) y (U) sc*n hunuvlrl irou ni tina Imifltlh'rí|L di' 
rrnüj ' po. rigiiirntc, tendremos 


i «t drrii , 


Stt R 

■ - f 

SA R' 

x + a R 

x " ir 


lie rhU igualdad se 


deduce el valor de x: 


aR* 

R — R 7 ' 


cr 



TtW 


aR* 

R^ir 


= ■- K — [RaR r + oR(E — R') — aR^J, 

R — IV 

= -— l — ( ff R a — oR' a ) f 
R — R 

\\ Á _ i V2 

= m --— - ira (R + R')- 

R —R 


I* 1 * i aho. Sm AH puní 1c ht u (D) \fig. 391]. La superficie engendrada 
I hm A II rn i ni cilimlm de i evolución Cilya 
■ iltoru i i Alt ah y el nidio de Lu base 
rt\ iKiiJi 1 a 1M, |im lunlo, tí área lateral 

de cuín i il.1 1 n ir i íi 2 n * IM ♦ l»6* 

I !' 1 a:io Su pon. t\ ipir Alt enría en S 

la nrHii <«>) | fif 3'H ) 1 ii MUjte i lioiü cn- 

gcmdmdu jen AH es, o un CcmO Ht Cl 
punto A r ti» uilmtdi' en i ll), o un ironco 
de cono de iilumi ah v < oym banca ten¬ 
gan por radón An y Hh l'.n !•>■* don i jimuh la superficie engendrada tiene 
por medida rr (Aa \ \ih) . AH. 

Aff + B b 

Siendo M el plinto medio dii Alt, tw tiene Mm — -■—“ y 

2 

consecuencia 



<r = n (Aíi | HA) Alt 2/r ■ Mm * AB. 

Tracemos por A una pura lela AH u ah ÍH punto B es el de inter¬ 
sección fie AB' con B(); Ion do» iimngulos rectángulos AB B y Mml 
tienen sus lados perpendiculares, luego mía ángulos son iguales y por 
lo tanto los triángulos smj semejantes, !l*or consiguiente, se tiene 

- — -- y como AB' = ah resulta que AB * Mm = IM * ab. 

MI Mm 

De todo ello se deduce que u = 2ar ■ IM * ab f igualdad que justifica 
el enunciado. 


Area lateral de un prisma, —Se llama área lateral de un pris¬ 
ma la suma de las áreas de los par alelo gramas AA'BB', BBCC 'etc-, que 
son las caras laterales del prisma . 

Teorema, El área lateral de un prisma es igual al producto del perí¬ 
metro de una sección recta por la longitud de la arista lateral. 

Sea af$y una sección recta del prisma ABCAB (Y (fig. 389); siendo, 
por hipótesis, el plano de la sección recta perpendicular a las aristas 
del prisma, las rectas ol(Í, fíy, ya de dicho plano serán perpendiculares 
a las aristas; por consiguiente, a/i es la altura de un paralclogra- 




Aí A} 

Fiq. 390 


tno AA'BB' cuya base es AA'; por idéntica razón j3y es la altura del 
paralelogramo BB'CC' cuya base B1V es igual que A A', etc. De donde 
se deduce que el área lateral rr del prisma será igual a 

(a[i ~V fiy + ya) * AA , 

producto dd perímetro de la sección recta por la longitud de la arista. 


Area lateral de un cilindro de rewolucidn, — inscribamos en 

un circulo (O) de radio li, base de un cilindro de revolución (fig* 390), 
un polígono regular convexo A 1 A 2 AnAi de n lados, El prisma que 
tiene por base este polígono y cuyas aristas AlA'i, etc., son paralelas 
e iguales a las generatrices del cilindro, es rector el área lateral de 
dicho prisma es, por consiguiente, igual al producto de la arista h del 
prisma, que es también la altura del cilindra, por el perímetro 
AlAa + A 2 A 3 + ... + AnAj de la sección recia AiAa ... AnAi, 

Cuando n aumenta indefinidamente, h permanece constante y el perí¬ 
metro del polígono regular inscrito AiAa... AnAi tiende, por hipótesis, 
hacia un límite 2n*R, longitud de Ja circunferencia de la base del cilin¬ 
dro. Luego el área lateral del prisma A 1 A 2 ... Ai'A'a*». tenderá hacia 
el límite 2?rRA. Liste limite se llama área lateral del cilindro y se defi¬ 
ne diciendo: 

El área lateral de un cilindro de revolución es igual al producto 
2jrKh de la longitud de la circunferencia de la base por la altura del 
cilindro. 

Area engendrada por una recta que gira alrededor de un 

eje. — £/ área engendrada por un segmento de recta AB que. gira 
alrededor de un efe (D) que no lo atraviesa y que está situado con él 
en un mismo plano, tiene por medida el producto de la proyección orto¬ 
gonal ab del segmento AB sobre la recta (D) por la longitud de una 
circunferencia que tenga por radio el segmento IM de la mediatriz 
de AB, limitado en M, punto medio de AB, y en el punió I de stt in¬ 
tersección con el eje (D). 


Area de la zona* — Se llama zona esférica la porción de superficie 
esjerica comprendida entre dos planos paralelos. Los dos planos parale¬ 
los cortan la superficie esférica según dos circunferencias llamadas 
bases de la tona. La distancia entre estas dos planos es la altura h de 
la zona (hg. 392), 

Sea AB un arco de la circunferencia (O) de radio R, y (D) uno de 
rus diámetros que no corte el arco AB {/íg- 393). Sea 0 el ángulo 

central A Olí correspondiente a] arco AB. Inscribamos en la circunferen¬ 
cia (O) un polígono regular, convexo, de forma que el primer vértice 
Ai coincida con el punto A, que el segundo Aa esté 

situado en el arco AB, y que el ángulo A 2 OA 1 = 


— —, El vértice (n 4- 1) de dicho polígono coin- 
n 

cid irá con el punió LL Al girar alrededor de la 
recta (D) la línea quebrada A 1 A 2 ... AnB engendrará 
una superficie (S); uno cualquiera de los lados 
A 1 A 2 , AaAa, etc., de la linca quebrada satisface las 
condiciones impuestas anteriormente al segmento Fig, 392 
AB. El segmento de la mediairíz de uno cualquiera 
de estos lados, limitado como indica el enunciado del párrafo prece¬ 
dente, es una apotema OH igual a cualquiera de las demás, Llamemos 
ai, m. ai, las proyecciones ortogonales de los vértices A], Aa, Aa, 
sobre la recta (D), a y 6 las de los puntos A y B (m y a coinciden). 
El área engendrada por el Indo A 1 A 2 será igual a 2^ * OH . 121112 ; 
el área engendrada por A 2 A 3 será 2n • OH * ¿ 12 ^ 3 , y asi sucesivamente. 
El área S, engendrada por la línea poligonal A\Az ... AnB, sera la suma 
de esas áreas parciales. Sea S = 2 tt • OH (gi aa + osaa + , 

La suma «102 + GSríJ + ... es precisamente igual a ab y, por consi¬ 
guiente, S = 2 jt - OH - ab. 

Cuando n aumenta indefinidamente, el punto H (medio de Ai As) 
tiende a confundirse con el punto 
fijo Ai y OH tiende hacia O Ai. 

La longitud OH tiende bacia un li¬ 
míte R y el área S tiende hacia 
un límite cuyo valor es 2n •> R * ab. 

Este límite es, por definición, el 
área de la zona, cuyas bases son 
Jas circunferencias engendradas por 
los extremos A y B del arco AB y 
cuya altura es ah. 

El área de una zona es igual al 
producto 2 jt Rh de la longitud 
2 77 R de una circunferencia máxi¬ 
ma de la esfera por la altura h de. 
la zona . 

Área de la superficie esférica.— La superficie esférica es una 
zona que tiene por altura 2R. Por consiguiente, el área de la superficie 
esférica de radio R será 4 irH 3 . 

Se llama huso esférico la porción de superficie esférica comprendida 
entre dos semiplanos diametrales. Si 0 es la medida en radianes del 
ángulo plano correspondiente al diedro formado por estos dos semi- 
planos, el área del huso esférico será 2 & R a * 



Fíff, 393 































Área del círculo 


Área del circulo. — Inscribamos en un círculo (O), fie centro O y 
radio R ( fig , 394), un polígono regular convexo de n lados, AiAü, 

AnAt. Los n triángulos que pode¬ 
mos considerar con uno de sus 
vértices en O y que tienen por 
bases los lados Ai As, AüAa, ..., 
AjiAi, son triángulos isósceles 
iguales y por consiguiente ten¬ 
drán todos igual área; el área de 
uno de ellos, el OÁlAs, por ejem¬ 
plo, es el sem i producto de A] Ai 
por la apotema OH del polígono 
inscrito. El área de dicho poligo- 


- . n * AiAa • OH. 

2 

Cuando n aumenta indefinidamente, n * Ai As, que es el numero que 
mide el perímetro del polígono inscrito, tiende por hipótesis hacia la 
longitud 2 jr R de la circunferencia; como la apotema OH tiende enton¬ 
ces hacia R, el área del polígono inscrito tenderá por consiguiente hacia 
un límite que es rr R 2 . 

Este límite es lo que se llama área del círculo (O), 

El área de un círculo de radio R es n R 2 , 




no será, por consiguiente, igual a 


Area del sector circular. — Sea AüB (fig, 395) un sector det 
círculo (O), A cada ángulo central AOB corresponde un sector determi¬ 
nado dei círculo (O); a dos ángulos iguales AOB, A'QB' corresponden 
dos sectores iguales cuyas áreas son, por consiguiente, iguales; a la 


suma AOC de dos ángulos AOB y BOC corresponde un sector cuya 
área es la suma de las áreas de los sectores correspondientes a los 

ángulos AÜB y BOC. De donde se deduce que el área de un sector 

AOB de un círculo (O) y el ángulo central AOB son magnitudes homo¬ 
logas: por consiguiente, la razón de las áreas de dos sectores es igual 
a la razón de sus ángulos centrales. 

Comparando entre sí el área S del sector AOB t cuyo ángulo central 
mide $ radianes, y el área del círculo considerado como un sector cuyo 
ángulo central, evaluado también en radianes, tiene por medida 2 it, 
Lend remos 

S 9 

2n 


y por consiguiente: 


ít R 2 


S - 




2 


El área de un sector circular de radio K cuyo ángulo central vate 0 
radianes es 

R 2 . 0 


En el caso de que la medida del ángulo fuese ciada en grados sexage¬ 
simales o centesimales recordemos que 1 grado sexagesimal vale 


IBO 


radianes y 1 grado centesimal vale 


ÍT 


2UÜ 


Volumen de los 


cuerpos redondos 


Volumen de un cilindro. Volumen de un cono. Volumen de un tronco de cono. Volumen engendrado por un trián¬ 
gulo que gira alrededor de unii recia. Volunten del sector esférico. Volumen de la esfera. Volumen del anillo 

esférico. Volumen del segmento esférico. Fórmula de los tres niveles 


Volumen de un cilindro.— Un Cilindro de altura h (fig. 396) 
tiene por base un círculo (O) de radio IL Inscribamos ni dicho circulo 
un polígono regular convexo Ai Ai ... AnAi de n lados. 

El prisma cuya base es AiA¿ ... AnAi y cuyas aristas laterales AlA'i, 
AaA'i, etc., son iguales y paralelas, tiene por volumen el producto de la 
altura h del prisma, que es también la altura del cilindro, por el área B 
de la base del prisma. 

Cuando el número ri aumente indefinidamente, el área B de un polí¬ 
gono regular convexo inscrito en el círculo (O) tenderá hacia el área 
ít R 2 de dicho círculo. Por consiguiente, el volumen del prisma, B . h t 
tenderá hacia un límite igual a tt K~A. Este límite es el volumen del 
cilindro. Luego: 

El volumen de un cilindro cuya base sea un círculo de radio R 
y cuya altura sea h, es igual al producto n R“h del área de la base tt R :í 
por la altura h. 

Volumen de un cono,— 'Un cono de vértice S (fig. 397) tiene 
por base un círculo (O) de radio R, Inscribamos en dicho círculo un 
polígono regular convexo AjAsAs ... AnAi de n lados; el volumen 
de la pirámide de vértice S que tenga dicho polígono por base es 
igual al tercio del producto del área de esta base B por la altura h 
de la pirámide, que es también la altura del cono. 

Cuando n aumente indefinidamente, B tenderá hacia jr K 2 , área de 
la base del cono, y el volumen de la pirámide tenderá hacia un límite 

1 

que es -—— k R 8 A. Este límite es el volumen dql cono; luego: 

3 

El volumen de un cono que tenga por base un círculo de radio R 

1 

y por altura h viene dado por la fórmula —— tt R%, tercera parte det 
producto del área de la base n R s por la altura li. 




En un cuno de vértice S cuya base es un círculo (O) de radio R 
(fig. 398) se obtiene un tronco de cono trazando uu plano paralelo ai 
plano de la base y que corte el cono según 

un círculo (O') de radio R\ La altura SH s 

del Cono corta en H el plano de la base t -vi 

mayor y en H' d de la base menor: HH" 
es una de las alturas dei tronco de cono y 
su medida es A. 

Llamaremos x la longitud desconocida del 
segmento SIL. 

El volumen del tronco es la diferencia de 
los volúmenes de dos conos: uno de ellos. 



de vértice S y base (O), tiene por volumen 


n R 3 (x + A), pues 


su altura es Sil = x + h\ el otro cono, de vértice S y base (CL), tiene 
por volumen —— jr R^x. Por consiguiente, el volumen V viene dado 


por la fórmula 


1 1 

V = — TT R 3 (x + A)- 

3 3 


w R' 2 x. 


Sólo falta calcular x. Como las bases (O) y (O ) son homotétieas 


y la razón de la homotecia es 


SH 


SH' 
x + h 


, tendremos 


R 

De esta proporción se obtiene: 

x = ir 

y en consecuencia 

V = 

y puesto que 
se tendrá 


R' 


7T 


R — R' 

R3 — R'3 
”R — ii r 


A, 


R3 — R'3 = {R — R') . {R2 + R'a + Rin, 


V = 


i 


3 


n (R 2 + IV a + RR')A. 


Volumen de un tronco de cono * — El volumen de un tronco 
de cono cuyas bases irrigan por radios R y R' y cuya altura sea h, es 
sr (R 2 + R' 2 + RR') h. 


Volumen engendrado por un triángulo que gira alrededor 
de Una recta, —‘Sea PQR un triángulo [fig. 3993. (D) una recta 
que estando situada en su plano pasa por uno de sus vértices P y no 
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ii^i dr vértice R, engendrado 


,/r jrí'fMí/jji ¿fin dr vértice P, engendrado 
por tti recta ril; 

V* Por ín superficie lateral de un tronco 
tIr amo dr revolución* o de un cilindro 
tir revolución engendrado por la recta QIC 
[j\ fi k ura 399 y Los razonamientos que 
t'M \ BV He exponen it continuación suponen que la 

prolongación del lado Qll del triangulo 
■Vn corta en S la recta (D). En el caso par- 
t irular de que QR fuese paralela a (D) 
habría que hacer ligeras modifica* iones* 
Inserí hamos en la circunferencia (O) des¬ 
crita por el punto R una línea poligonal 
regular convexa, AiA j ¿A:i ,Ah A] de n 
ai • |ii . I • bi pirámide de vértice S, que tiene dicho polí gono 
A"j ( A '2 A n, AT la circunferencia (0 ) en gen* 

| f hii I pimío H; estos puntos son los n vórtices de un polígono 
iiHi'fhn en la circunferencia (O')* 

V i i limitado por las superficies sigaíentes: 
iiIir iIh ic lateral <le una pirámide regular de vértice V y de 

lateral de una pirámide regular de vórtice P y 

Ah Ai; 

l¡i<r r) i único ilo pirámide A 1 A 3 *,, AnA lAa *,. A'n, 

I.t> 1 iMiudu n aumenta indefinidamente, hacia el volumen V engen¬ 

drado |u 1 f Ja superficie del triángulo PQH cuando gira alrededor de la 
i,,m (D), porque cada una de las tres superficies citadas tiende, en 
n-p i,i-ín, liíicin una de las tres superficies que limitan el volumen V. 

Muirá bien, el volumen (Vi) puede ser descompuesto en n pirámides 
■ Ir ti ltil c V y cuyas bases sean los trapecios AiAaA^A'i* AaAaA'aA'a* 
r 11 r ir ni 'todas estas pirámides son iguales y se obtienen de la primera 

2 ir 

mcdinutr giros de - de amplitud alrededor de la recta (D). Por 

n 

rnrinigiiintir. la medida del volumen Yd será n voces el producto dH ter* 
mi dv la altura PH ríe tina cualquiera de dichas pirámides por el ¿rea 
dn h\ íia ir AiAsA^A^l. 



t i 0 

Pili 


11 * ' t M * 

1 i 

II * A 

1 1 4 » 1. i 

<b 

l'O* 1 


* | 1' 

■ 11 111 

í'i* 

• h mb 

1 |Pp 

II 1 

1 | • MU 1 

1 11 

• + |i ul 

1 11 

i + -I 

1V' 'i tu 

m 

í 1 

. ,1 

O 1II 

III 1 1 

1» 

:r 

|lU1 

hi 

II | H 1 

lie 1 

Iht 1 

A i 

A » 

A 

»A 


pul 

lit 

»i IÍJ. 1# 4 1 

1 fu' 

d r li 

11 n> 

Ai 

Ai .** 

A 

J' 

IIPM 

* €11 

11 1 mr 

O i 


Vi = — PH - n - área AiAsA'aA 1 . 

3 

Ahora bien, el producto n • área AlAsA^A'i es precisamente el área 
lateral del tronco de pirámide AjAü ,,* AnA iA a A a. Cuando n 

aumente indefinidamente, dicha área ten¬ 
dera hacía el área del tronco de cono cu¬ 
yas bases son los círculos (O) y (0')- Por 
otra parte, la altura PH es la distancia 
del punto P al plano AiAaA^A'i; pode¬ 
mos suponer que los puntos Al* A t son 
fijos y que As y A \ son variables y tien¬ 
den a confundirse con Ai y A l respecti¬ 
va me ule, Ptir consi guíente, cuando n an¬ 
úlenle indefinidamente, el plano A 1 A 2 A a 
A'¡ tenderá hacia uno de los planos tan¬ 
gentes al tronco de cono y la altura PH 
tenderá hacia un limite que es la distan¬ 
cia del punto P a dicho plano; este limi¬ 
te es igual a la altura PK riel triángulo PQR. 

De todo ello se deduce que 

El volumen engendrada por un triángulo PQR que gira alrededor 
de una recta que pasa por el vértice P y no corta el lado QR. eí igual 
al producto del dren engendrada por el lado QR» en su giro alrededor 
del ej t\ multiplicada por el tercio de la altura PK del triángulo PQH, 



Fig. 400 


Volumen dei sector esférico. —Se llama sector esférico el 

volumen engendrado por un sector circular A 00 (fjg. 400) que gira 
alrededor de un diámetro (D) que no corta el arco AB. Dicho volumen 
está limitado por la zona engendrada por el arco AB en m giro alrede¬ 
dor de (O) y por los dos conos de vértice O y cuyas bases están doler- 
minadas por las circunferencias (O y (€') engendradas por los pun¬ 
tos A y B en su giro alrededor de la recia (D). 

inscribamos en el arco AB una línea poligonal regular, convexa, 
AiAí ... An-bi (obtenida de igual forma que en la página Í49) cuyo pri¬ 
mero y última vértices coincidan con los punios A y B respectivamente* 
El volumen Vi, engendrado por el trian galo GA 1 A 2 en su giro alre¬ 
dedor de la recta (D), es igual al producto del área Si de la superficie 
engendrada por A 1 A 2 por el lercio de la altura OH del triángulo QAjAa* 
que es la apotema de la línea poligonal. El volumen Va, engendrado por 
rl triángulo OA 2 A 3 , es igual ul producto de! área S 3 de la superficie en¬ 
gendrada por AüAiq en su giro alrededor de la recta (D), multiplicada 
por el lercio de la altura OH' de dicho triángulo, que es igual a OH, 
y así sucesivamente. 

La suma Vi + Va + + Vn de los volúmenes engendrados por los 

triángulos OAiAa, OAjAü, etc., es Igual, por consiguiente, al produc- 

1 

to —— OH * (Si + Sa + ... + Su)* Se comprueba en primer lugar 

3 

que dicho producto tiene un límite cuando n aumenta indefinidamente; 
cu efecto, en ese caso OH tiende hacia R, radio del circulo (O), la 
suma Si + S 2 + ... + Sn tiende (v, p* 149) hacia el área de la zona 
engendrada por el arco AB, y por tanto la suma Vi + V* + ... + Va, 


que en igimt ü un producto dr números que tienen sus límites respec¬ 
tivos, inulta un IMinie igual al producto de la tercera parte del radio 
por el áren dr la /una engeudnula por el aren Aii. Dicho límite es él 
volumen dr) lector iRÍnico, Por consiguiente,, diremos que: 

El volumen de un \eciftr esférico de r mu esfera (0), de radío R, 
igual ul producto del titea de la :on<t que limita el sector por el tercio 
del radio . 

Vol timón tío la «Afora,. El volumen del sector esférico en gen* 
drado por una scmicircunferiwíii AOB que gira alrededor del diáme¬ 
tro AB es iguul ul volumen de |n «videra, En este caso* la zona que 
limita el rector eafcTico en la Mjprrhen Ae toda la esfera y au área 

4 

es 4 ít R 3 * Por consiguiente, el volumen de la esfera es igual a —— ttR 3 . 


Volumen del Anillo esférico. Se llama anillo esférico el vo¬ 
lumen engendrado por un segmento AMR de un círculo (0), de radio R, 
que gira alrededor de uno de los diámetros (D) de dicho circulo que 
no cortan el arco AB (fig, 401). Este volumen esta limitado por la zona 
engendrada por el arco AB y por 
el tronco de cono o el cilindro en¬ 
gendrado por la cuerda AB* Su for¬ 
ma es aproximadamente la de una 
mondadura de fruta. 

Se llama altura del anillo la altu¬ 
ra. A B' del tronco de cono o de la 
zona que lo limitan. 

Teorema. El volumen del anillo 
esférico de altura A'B" engendrado 
por un segmento circular AMB es 

igual a —— n AÍH - 



FÍq> 401 


El volumen del anillo es igual a la diferencia entre el sector esférico 
engendrado por el sector circular AOB y el volumen engendrado por 
el triángulo AOB en su giro alrededor de (D), 

El volumen del sector esférico es igual al producto dei área de la 

2 

zona 2 jt R * A B" por el tercio dd radio, luego acra —— n R 2 * A'B'; 

3 

el volumen engendrado poi el triángulo AOB es igual al producto dd 
área engendrada por el giro del segmento AB, es decir, 2 ir * Olí • AB 
por el tercio de OH, que es la distancia del punto O al lado AB; luego 

2 _ 

este volumen será - n A B' - Olí 3 . 

3 

Por consiguiente, ei volumen del sector esférico es 


V = - ^ ATT <R3 _ OH 3 ). 

3 

En el triángulo rectángulo O AH* se tiene que O A " R y 


Ó A 3 = OlE 3 + AH 2 ; 


por consiguiente, AH 2 = R 2 — OH 2 , y como AH 3 “ 

1 


V = 


n A B' . AB 3 . 


— AB 3 


, tendremos 


Volumen del segmento esférico* —Se llama segmento esférico 

¿a porción de esfera comprendida entre dos planos paralelos. Las seccio¬ 
nes producidas en la esfera por estos planos paralelos son dos círculos 
(C) y (CT) de radios r y r respectivamente, que se llaman bases del 
segmento . ¿a distancia entre los planos de las bases es la altiva 
del segmento. El segmento esférico es el volumen engendrado por un 
segmento de círculo cuando gira alrededor de su efe de simetría A"B\ 
Se llama casquete esférico la porción de esfera comprendida entre 
la superficie de la esfera y un plano. Se considera el casquete esférico 
como un segmento esférico en que el plano de una base es tangente 
a la esfera. 

Teorema. El volumen de un segmento esférico de altura h cuyas 
bases son dos circulas de radios r y / es 

V = — ít (r 3 + r' 2 ) k + — m h\ 

2 6 

Corlemos (fig. 402) el segmento esférico por un plano diametral per¬ 
pendicular a las dos bases, La sección produci¬ 
da es un segmento circular; el diámetro per¬ 
pendicular u las bases de dicho segmento, las 
corta en fus puntos A' y B'. Se puede obtener 
id segmento esférico añadiendo al tronco de 
cono, cuya sección es A 1 B 1 BA y cuyo volumen 
1 , 

e& --- n (r 2 + r ' 2 +■ rr )h t el anillo esférico 

3 

cuya sección se compone de las dos partes raya¬ 
das en la figura 402 y cuyo volumen es 

——- ir AB 3 * A'B'. Para medir AB en Eunción 

6 

de 1 % r* y h se traza por A una recta AC para- 
lela a A'B"; en el triangulo ACB, rectángulo en L, tenemos AC = A'B' 
~ /i, y BC = r — r \ por consígüiente, AB 2 == á 3 + (r — r ) 2 * El vo¬ 
lumen V del segmento esférico se expresa por la fórmula 


B 


A 
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GEOMETRÍA 


i i 

V = - JT (r 2 -f r'* + rr') t> + -ir (A 2 + r 2 — 2 rr + r' 2 ) h, 

3 6 

es decir» 

1 

V = -- rr (3 r 2 + 3 k 

6 


-{r !1 + r 2 ) k + —— A 3 . 

2 ó 


En todos Ií>h que, como en el ejemplo precedente, '■ ? n>■ ■. • <' 

calcular el área S de la sección producida en el sólido Ci) por ei 

plano (IV) y q ue c ¡ resultado de este cálculo nos lleve a una igualad 
de la forma 

S =* az 2 + (iz + y, 

siendo a, (3 t y números cuyo valor no depende de z, la porción Je 
volumen del sólido (5) comprendida entre los dos planos (Pi) y {Pa l se 
expresará por i a fórmula llamada de los tres niveles 


Fórmula de los tres niveles- —Consideremos un sólido CS) y un 
eje orientado O z cualquiera. Sea (P) un plano variable perpendicular 
a Oz t definido por el punto M de intersección de (P) con O z* Supondre¬ 
mos OM = z y liaremos variar z , aumentando desde un valor inicial 

z i, ul que corresponde un pla¬ 
no (Pi), basta un valor za, al que 
corresponde un plano (Pg), Estos 
valores deberán ser elegidos de 
forma que al variar z desde z\ 
hasta Z2> el plano (P) corte el 
sólido (S) según un. área plana 
cuya medida será el número posi¬ 
tivo 5. 

El lector podrá seguir estas ope¬ 
raciones en la figura 403; hemos 
elegido como sólido {]£) el sólido 
limitado por un cono de vértice 
(O) que tenga por base una curva 
plana (C) situada en un plano 
(Q), Se lia elegido Oz perpen¬ 
dicular al plano Q: la semirrecta 
Oz corta el plano Q cu un punto H, Su pondremos OH — a . En este 
ejemplo el plano (P) variable es paralelo al plano (Q) y corta el sólido 
{^) t si M es un punto del segmento OH, según un área plana limitada 
por una curva homoictica (v. ¡k 132) de la curva <C) en la homotecia 
i 

{() .-): por consiguiente, esta área viene expresada por la fónnu- 

a 

(generalización del resultado obtenido en la pági- 

é! número positivo que mide el área de la base del 
la curva (C). 


la S = B -- 

a 2 

na 144), siendo ii 
cono, limitada por 



h 

V = —— (ó + B d" 4 rn). 
ó 

En esta fórmula, h representa la distancia entre los planos paralelos 
(Pi) y (Pa) ; ^ ] u medida del área de la sección producida en (Ü,) por 
el plano (P]); B, la medida del área de la sección producida por el 
plano (Pa); tti 7 la medida del área de la sección producida por un plano 
equidistante de (Pi) y (Pa), 

Imi el ejemplo considerado en que (^x) es un cono, tendremos 
B h 2 

ü — o t rn — - . -— y k = a; la fórmula de ios tres niveles dará 

a 2 4 

h ( 

V = - B 

6 \ 


i; 


+ 4 


4 


BA 


f^ra obtener el volunten de una esfera de radio R, elegiremos como 
planos (Pi) y (Pa), dos planos paralelos tangentes a la esfera; en este 
caso tendremos tí = b ~ o, m ~ tiR'K h = 2R y, por consb 

. v R 

guíente, V = _ . 4 w R3, 

3 


R. Dontot, J. Daluanne y L. Lobo 
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Construcción linearla en el 


espacia por Nnum Gabo (Fot, Girumión) 


jreometna 


FLUOS hist tríeos.— Las primeras ideas sobre geometría descrip- 
m\t las rl'-heniii'íi al matemático francés Monge (17464818)* Antes 
(|¡ ur i j l „ Iei.h pieíipE d irros, carpidteros y arquitectos debían poseer me- 
./f». irrsfjjuile para hacer los diseños o planos que les servirían de 
v u 4 p,ira li ejet mridn de sus obras, Pero fue Monge el primero 
, 11 j. (,eupó de rt-UTiir rH is métodos, más o menos empíricos, y edificó 
un i ladera < 6 tu a con reglas y métodos que sustituyeron a loa an- 
t¡gin ^L ieedimienlos, murhoft de los cuales eran tenidos en secreto. 

¡- i r'.* ru\D un precursor Des argües ( 15934662) t que había dado mé- 
í ■ -¡t.-n os par’. d <‘m rl• de las piedras (1640)* Dcsargues se ganó 
1 tul o dr la.s ^entr-i Jtl oficio y el grabador Bosse, que quiso enseñar 
.h' métodos, fue perseguido por este motivo* 

C! primer tratado de geometría descriptiva de Monge no apareció 
hasta el uño 1799. De la geometría descriptiva de Monge se deducen 
la geometría perspectiva y la estática gráfica, debida u Culmann (1821- 
Líífrlí y perfeccionada por M. Lcvy (1838-1910), 

1' ntemos citar también les métodos de cálculos gráficos debidos a 
Lalurtne (1811-1892) y desarrollados por M, d* O cague (18624938), 


Objeto i; métodos 

La geometría descriptiva tiene por objeto el representar, en un dibujo 
hecho .-obre un plano, una figura del espacio cuyos elementos no están 
todos sobre un mismo plano. Nos permite resolver por medio de cons¬ 
trucciones geomet ricas, hechas con la regla y el compás, los problemas 
relativos a bis formas y dimensiones d- ios cuerpos en el espacio, con 
el objeto de construirlos o reproducirlos en otro lugar o posteriormente. 
No se puede estudiar con fruto esta ciencia si antes no se tienen los 
debidos conocimientos de las construcciones en geometría plana y del 
espacio. En efecto, los objetos que vamos a representar no existen fre- 
ruenteixunló más que -*n nuestro pensamiento y debemos conocer bien 
las propiedades que los definen, para su acertada representación. 
Así, por ejemplo, para hallar la distancia de un punto a un plano, 
es preciso saber: 


descriipti va 


V Que dicha distancia es la medida dd segmento de perpendicular 
bajada dd punto al plano; 

2 n Que la perpendicular al plano es perpendicular a todas las rectas 
dd plano» y para que esto se cumpla, es suficiente con que día sea 
perpendicular a dos rectas dd plano; 

3" Que en un pimío siempre se puede trazar una recta paralela a otro 
plano; 

4* Que la proyección ortogonal de un ángulo recto sobre un plano 
paralelo a uno de sus lados, no perpendicular al atro, es un ángulo 
recio, etc. 

Los instrumentos que se utilicen en las construcciones gráficas deben 
ser debidamente comprobados y cuidados. 

En la resolución ele un problema de geometría descriptiva tenemos, 
primeramente, una parte matemática puramente cualitativa, sobre una 
figura del espacio que se representa generalmente en perspectiva, pero 
que puede ser interesante tenerla en cartón, madera o yeso (csterco- 
tornía). Otra parle consiste en ejecutar en verdadera magnitud, o a una 
escala determinada, una serie de construcciones sobre un plano, que 
nos conducen a una figura perfectamente determinada en d dibujo* 

En este dibujo existen dos clases de líneas: 

I a Los diversas construcciones hechas con vistas a llegar al resultado 
apetecido. 

Estas construcciones pueden variar, en un mismo problema, según 
el método empleado para resolverlo. Conviene repasarlas con el tira¬ 
líneas con tinta roja, haciendo los trazos lo más fino posible, para 
determinar con la máxima precisión todos los puntos que se van obte¬ 
niendo y también para no sobrecargar d dibujo, en detrimento de su 
claridad. Corrientemente, las construcciones más elementales se dejan 
en lápiz; pero las que se refieren más especialmente a los métodos de 
la geometría descriptiva se deben dejar en trazo fino rojo (o en rayas 
en negro, si sólo se emplea un solo color de tinta, como en imprenta, 
por ejemplo); 

2* El resultado buscado se debe poner en tinta negra, en trazo Heno, 
y bien diferenciado de todas las demás líneas. 

Ciertas líneas del resultado que representan aristas ocultas se dibu¬ 
jan en puntos, para distinguirlas de las rayas y del trazo continuo. 



























Representación del punto 

l leproso ri t nc t o ti gráfica* Linea íle 1 cfcr^nci li« Cota y n Íííjíiniií'nlo tiii Ponto Pos l('i (ines rplíiti Vñs eje nti pu ti tu 

Distancia de un punto a la línea de tierra* Distancia entre dos Plintos. Cambio del plano vertical 


Definiciones* Se llama proyección ¿1 de un panto A, sobre un pla¬ 
no P f el punto de intersección de este piano con una recta que pasa 
por A* llamada proyectante. Esta recta se determina por una segunda 
condición, que puede ser: 

I a Que pase por un punto fijo S (jig . 1). Entonces, el lugar genmé- 
trico de las proyectantes de tos distintos puntos de una linea es una 
superficie cónica, cuyo vértice es el plinto S; la línea es la directriz 
del cono y las proyectantes de cada punto son las generatrices* La m* 
terseccion de esa superficie cónica con el plano P es !a proyección 
cónica de la línea considerada* Se llama perspectiva a una proyección 
cónica de los objetos sobre un plano, considerando el ojo reducido 
a un punto, que es el vértice del cono; 

2 o Que sea paralela a una dirección fija A (fig. 2). El lugar geomé¬ 
trico de las proyectantes de los distintos puntos de una línea es una 
superficie cilindrica paralela a la dirección A; la directriz del cilin¬ 
dro es la línea y las generatrices son las proyectantes do cada punto* 
La intersección do esa superficie cilindrica con el plano P es la pro¬ 
yección cilindrica cíe la línea considerada* Si la dirección fija A es 
perpendicular al plano P, la proyección se llama ortogonal* En otro 
caso, se llama perspectiva caballera* 

La perspectiva y, en menor grado, la perspectiva caballera, nos da 
una Imagen del objeto que nos hace conocer sus formas y la disposi¬ 
ción de sus diversas partes* Pero su representación gráfica resulta com¬ 
plicada y la deformación de las longitudes relativas no permite prác¬ 
ticamente encontrar las dimensiones reales* 

La proyección ortogonal, que nos proporciona menor idea del objeto 
real, tiene, en cambio, la ventaja de ser más fácil en su representa¬ 
ción y, sobre todo, nos permite hallar las verdaderas magnitudes de 
distancias y ángulos, por procedimientos relativamente sencillos. 




1 



Flp* 2 

La posición de un punto A no queda detrrrniimda únicamente ¡mr su 
proyección ortogonal a sobre un solo plano P (fig* 3), En efecto, a 
es también la proyección de cualquier otro punió, tal como el M, pro 
tenemente a la perpendicular Án sobre t\ 

Esta posición de A puede determinarse dando la dista nebí a A del 
punto ai plano. Ñus encontramos entonces en el sistema fie represen¬ 
tación de Planos acatados, llamado así por su empleo en topografía, 
donde los terrenos se representan por su proyección sobre el plano 
horizontal y la altura o cola de los puntos notables sobre este plano, 
En la geometría descriptiva propiamente dicha, la posición del pun- 
to A queda determinada por su proyección sobre un segundo plano, 
perpendicular al primero. Así queda definido el sistema diédrico o 
de Monge, 

Los dos planos tic proyección son el horizontíd 11 y el vertical V. 
Sobre éstos se bucen, en los planos de edificios, las proyecciones corres¬ 
pondientes que se llaman planta y alzad o ¡ respectivamente* 

¡Teorema* Un punto A está determinado por sus proyecciones sobre 
dos planos perpendiculares H y V (fig. 4), 

En efecto, las dos proyectantes, Aa y A a\ determinan un plano per* 
pemlicular a cada uno de los dos primeros H y V (que se corlan según 
una recta xy llamada línea de tierra)* Este plano, Mamado de perfil* 
contiene las perpendiculares aa y a a, bajadas desde las proyecciones 
u y a a la línea de tierra. 

Estas dos perpendiculares son los lados del rectilíneo del diedro for¬ 
mado por los planos II y V, que es un ángulo recto, y forman con las 
proyectantes un rectángulo A aaa\ Por consiguiente, las perpendiculares 
a A y a A a los planos 11 y V están en un mismo plano y concurren en A* 




Fig, 5 

Representación gráfica. — Para representar las dos proyecciones 
de un objeto sobre una misma hoja de papel, se hace girar la parle 


delantera del plano II alrededor de la línea de tierra xy, en el sentido 
de la flecha, hasta i^ e coincida con la parte inferior del plano V* A esta 
operación se le llama abatimiento . Después dd abatimiento, la proyec¬ 
ción horizontal a de ljn p Uril0 \ situado por delante del plano V, 
queda por debajo de xy; la proyección vertical a* de un punto A si¬ 
tuado por encima h, queda por encima de xy, 

Lfnoá de referencia. En el dibujo, las dos proyecciones de un 
punto están sobre n na misma perpendicular a la línea de tierra, que 
hc llama linea de referencia (fig* 5), 

Ln efecto, el plano Aaaa, perpendicular a H y V, es perpendicular 
a su intersección xy } y T por tanto, esta recta es perpendicular a todas 
las rectas de aquel plano y, en particular, a las aa y a a, Como en un 
punto a sobre xy no se puede levantar mas que una sola perpendicular 
a esta recta, se dedn ce que «a y a a tienen !a misma dirección* 

Keciproco* Dqk pumos en el plano del dibujo, situados sobre una 

misma linea de ref ere ncia T determinan la posición de un punto del 
espacio. 

Cota y alejamiento de un punto. — La distancia de un punto 
A al plano horizontal de proyección se llama cota* Es positiva o nega¬ 
tiva, según que A esté por encima o por debajo de H. Sobre el plano 
d*-Í dibujo, la cota se mide por la distancia de la proyección vertical 

— > 

a la línea de tierra, e3 decir, aa. 

.V llama alejamiento de un punto A su distancia al plano vertical 

i. - “> 

LI °7 cc< : ton ' 0 «A en el espacio o aa en el plano del dibujo* 
El alejamiento es positivo o negativo, según que el punto A esté por 

delante o por detrás del plano V. Al alejamiento también se le llama 
distancia, 

t Observación, El punto en el espacio o en perspectiva caballera se de¬ 
signa por A. oobre el plano del dibujo, las proyecciones horizontal y 
vertical se designa^ respectivamente, por a y a\ 

Posiciones relativas de un punto* — Conociendo las proyeccio¬ 
nes de un punto, podemos saber su posición en el espacio con respecto 

a los planos de proyección y a sus biseciures (fig. ó). El punto A, 
cuya cota aa es ma¬ 


yor que su ah.j a * 
miento aü, está situa¬ 
do cu el primor dic* 

d \rt¡ 10 por dr-ba jo ,j,.| 

primer biscctor. 

El punto 1), cuya t0 . 
fa fib* es menor que su 
alejamiento /?/>. está 
situado en el primer 
diedro por debajo tj e ] 
primer biscctor. 

El punto C, cuya 
cota ye es igual a su 
alejamiento ye, está 
situado en el primer 
b i sector* 

El punto D, cuy a 
cota es negativa y 
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mayoi cu valor absoluto que su alejamiento S d, positivo, está situado 
'Vi licflru T por de bajo del segundo biscctor* 

L1 punto b, cuyo alejamiento, negativo, es menor en valor absoluto 
que su cota, |>c>s¿t¡va, está situado en el segundo diedro, por encima 
del segundo Disector 
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I I |itioiM I- r uyu m iiítmi al alejamiento en valor absoluto v ni 

1111 r jí i ivo, r*tá militado en el tercer diedro* sobre el primer hi 

HPlflOK 

El ... K de iuIíi nula y alejamiento negativo, esta situado noUto 

rl plano 11, por detrás de] plano V. 

Kl pumo II, dr alejamiento nulo y cota positiva, está situado rn 
rt plano vertirá! V, por encima de! plano horizontal IL 

Kl pimío 1, de proyecciones confundidas y cota negativa* está sluifi¬ 
jo hoÍm'( H segundo biscetor, en el cuarto diedro. 

VA punto J, de proyecciones confundidas y alejamiento negativo, está 
niHHido moble el segundo hiscctor, en el segundo diedro. 

Kl punto K, de cota y alejamiento nulos* está situado sobre la línea 

E! punto L, de aleja* 
miento mayor que la cota, 
en valor absoluto, pero 
ambos negativos, está si* 
tuado en el tercer diedro, 
por encima del primer bi¬ 
se ctor* 

El punto M f de aleja¬ 
miento negativo y de ma¬ 
yor valor absoluto que fa 
cota, positiva, está situa¬ 
do en el segundo diedro, 
por debajo del segundo In¬ 
yector. 

Estos resultados pueden 
deducirse de la íigura 7* 
suponiendo todos los pun¬ 
tos situados en un mismo plano perpendicular a xy* llamado de perfil. 

Distancia de un punto a la línea de tierra, — La distancia 
D de un punto a una recta es la longitud de la perpendicular bajada 

desde este punto a la 
recta. En la íigura 4* la 
distancia de A a xy es 
lu diagonal Aa del rec¬ 
tángulo cuyos lados 
tienen por medidas Lu 
cota c y el alejamiento 
d del punió A, El va¬ 
lor de esta distancia 
es: 

D - s/ c a + d“, 

Lu diagonal Act es 
igual a la na. Gráfica¬ 
mente., podemos hallar 
esta distancia abatien¬ 
do a sobre el plano 
horizontal de proyec¬ 
ción, girando el plano 
proyectante Aúna al¬ 
rededor de aa como 
charnela; a vendrá 
sobre xy en ai y la 

Nosotros aplicamos este procedimiento a los punios C, E c T de la 
íig. 6 y al ptinto M, Este ultimo lo abatirnos sobre el plano vertical de 
proyección, girando su plano proyectante alrededor de pin como char¬ 
nela {/¿¿\ 8), 



distancia buscada es tt\a — D {fig. 4). 



instancia ontro dos puntos. — Para encontrar la distancia entre 
don j mui oh, definidos poi sus proyecciones, abatimos sobre el plano ho- 
dr proyección pfuno determinado por las proyectantes Ee 
r |i dr bn jíimtóH rtuiviflr'i.i dos t iniciándolo girar alrededor de Ja recta 
H (fifi. D)* 

1 ,ii distancia lnr>embr rs el lado oblicuo de ün trapecio rectángulo que 
time por basen Jan proyectante* Er e lt y por altura el segmento ei. 
Si I;lh cotas de Ion puntos druhw whi de signo contrario, el trapecio es 
■rectángulo de aegiinda especie, dr lado* cruzados. 

EJ valor de ti e» el dr la b i pul en um de un triángulo cuyos catetos 
son: la distancia ai entre las linean dr referencia y la diferencia de 
alejamientos ot: 

ei = + oe» - SltiT+Tv - 88,2. 

La distancia pedida El es la hipotemm» de otro triángulo rectángulo 
EPL cuyos catetos son la distancia ei y la diferencia do cotas; si estas 
cotas son de signo contrario, su diferencia es la suma de siin valores abso¬ 
lutos, En nuestro caso es: 40 — (— 44) ÍJ4* Por tanto es* 

El = s/I& + 74 a + 843 - 121,8. 


Cambio del plano vertical. — Dadas 

punto sobre H y V, se trata de determinar 
las proyecciones de este punto sobre otro sis¬ 
tema de planos, formado por el mismo plano 
horizontal II y por un nuevo plano verti¬ 
cal Vi (fig. 10), 

La proyección horizontal del punto es la 
misma y la cota no varía tampoco. Siendo la 
nueva línea de tierra xiyi t la nueva linca de 
referencia se obtiene trazando la perpendicu¬ 
lar üxxi a ella y tomando lu cota aia\ — aa . 

Observación. Si tomamos como nuevo pla¬ 
no vertical el que pasa por dos puntos A y B, 
la nueva linca de tierra pasa por a y ¿p. l^ia 
a y 1/ coinciden con los puntos del espacio y 


las proyecciones de un 



!í 


Si 


proyecciones verticales 
la distancia AB, en su 


verdadera magnitud, es igual a ab' en el dibujo. 



Sombro ni sol. Figura tomada de la Perspectiva práctica (lt>42) 


Representación de la recta 

Trazas de una rectas Traza horizontal. Traza vertical o frontal. Puntuación* — Rectas concurrentes; Construc¬ 
ción de rectas concurrentes. — Reotas paralelas: Caso de dos rectas de perfil. Trazar una recta paralela q una 
dirección dada. Trazar una recta P paralela a otra recta a (de perfil o no) dada, apoyándose en otras dos 
rectas dadas, una de las cuales es vertical V'V (o de punta ITB) y la otra es una recto cualquiera D, D*. 

Problema de aplicación. 


Definición. Se llama proyección de una linca recta A sobre 

un plano P el lugar geométrico de. las proyecciones de todos 
sus puntos sobre este pin tía. 

Teorema fundamental. La proyección de una linea recta 
(A) sobre un plano P es otra línea recta (flg, 11), 



En efecto, consideremos la recta (A) oblicua al plano P y la pro¬ 
yectante Aa de uno de sus puntos, A. Estas dos rectas determinan un 


plano Q, perpendicular al P, al que corta según una Tecta 8. Todas 
jas perpendiculares a P bajadas desde cualquier punto de Q están 
situadas en este plano, luego cortan P en puntos de la recta 8, 
En particular, las proyecciones ortogonales de ios puntos de (A) sobre 
P están en la recta S. Luego queda demostrado el teorema* 

Sí (A) es perpendicular a P, su proyección sobre este plano se redu¬ 
ce a un punto. Así, la proyección de la recta Aa es el punto a. 

El plano Q se llama plano proyectante de la recta (A); si el piano 
es el horizontal de proyección, II, el plano Q se Llama vertical; si el 
plano P es el vertical de proyección, V, el plano Q se dice que es 
de canto» 

Teohema. Las longitudes de varios segmentos de una misma recta 
son proporcionales a las longitudes de sus proyecciones sobre un mis¬ 
mo plano. 

AB AC BC 

" m 

ab ac be 

Esto se demuestra fácilmente, trazando una paralela por A a ac. 

Teohema. Una recia , no perpendicular a la línea de tierra xy, que- 
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da pt*rfer tatúente determinad *i por sus proyecciones sobre lo* planos 

(II) y (V ), 

En cícírHJ (figs - 12 y 13 i, ;i su proyección vertical corresponde un 
pinito proyectan!* 1 de canto; a su proyección horizontal corresponde 
un plano proyectante vertical, Estos dos planos proyectantes no pueden 
ron fu mi irse ni ser paralelos. Su intersección es la recta considerada AB. 

Caso de una retía de perfil perpendicular a xy. Los planos proyec- 
tatúes se <!Einfanden. Para determinar la recta, se necesitan las proyec¬ 
ciones de dos de sus puntos (fig* 14). 

Cusa de una recia perpendicular a un plano de proyección. Sobre 
este píaoo se proyecta según un punto. Sobre el otro plano de pro¬ 
yección se proyecta, en verdadera magnitud, perpendiculamiente a la 
línea de tierra. Cuando lu recta es perpendicular al plano (H) 
se llama recia vertical. Cuando es perpendicular al plano (V) se 
llama recta de punía (íigs. 15 y 16). Una recia paralela al plano 
(H) se llama horizontal. Sobre este plano se proyecta en verdadera 
magnitud. Sobre el plano (V) se proyerta paralelamente a xy ( fig . 17), 
Una recta paralela al plano (V) se llama frontal. Sobre este plano 
se proyecta en verdadera magnitud. Sobre (11) se proyecta paralela¬ 
mente a xy (fig . 18). 

Una recta paraMor a la línea de tierra tiene sus dos proyecciones 
paralelas a la línea de tierra y en verdadera magnitud (fig. 19), 



Fias. 14, 15 y 16 Fig . 17 Fig, 18 Fig. 19 

Una recta contenida en el primer bisector tiene sus dos proyeccio¬ 
nes simétricas respecto de la línea de tierra, pues la cola y el aleja¬ 
miento <1 e cada uno de sus puntos son iguales en valor absoluto y signo. 

Una recta contenida en el segundo bisector tiene sus dos proyec¬ 
ciones confundidas, pues lodos sus puntos son como el 1 o el i de 
las íigs. 6 y 7. 

Teorema, Lu condición necesaria y suficiente para que un punto 
esté sitando sobre ana recta es que cada una de sus proyecciones esté 
situada sobre la proyección correspondiente de la recta, Dicha de otro 
modo, tas proyecciones del punto han de estar situadas en tas inter¬ 
secciones de las proyecciones de la recta con una misma tinca de refe¬ 
rencia. Por ejemplo, el punto m, rn do las figs, 13, 17, 18 y 19, 

Esta condición no os Suficiente en el cuso de una recta do perfil. 

En efecto, si el punto está sobre la recta, las proyecciones de culo 
punto están sobre las proyecciones de la recta, y sí esta ultima condi¬ 
ción es satisfecha, el pumo en el espacio cata sobre lu intersección de 
los planos proyecta ni t s, y éstos ae confunden. 

Corola uto. La posición de un punto situado sobre una recia (A) 
queda determinada: 

P Por una de sus proyecciones. La otra estará sobre la misma línea 
de referencia; 

2" Por su alejamiento o por su vota. La otra proyección queda per¬ 
fectamente determinarla; 

3 a Por su distancia a otro punto de la recta (A) orientada. Se hace 
un cambio de plano verilea!* de modo que el nuevo (Vi) sea paralelo 
a la recta (A). Los segmentos de la recta se proyectan en (Vi) en 
verdadera magnitud; se toma, sobre la nueva proyección vertical y a 
partir del punto dado, la distancia dada y se vuelve al sistema primi¬ 
tivo de planos de proyección. Sí no se fija el sentido de lu distancia 
dada, hay dos soluciones a! problema. También se puede cambiar el 
plano horizontal, poniendo el nuevo (Hi), paralelo a (A), y se procede 
de la misma manera. 


Trazas de una recta 

Definición. Se flama traza de una iccta sobre un plano el punto 
de intersección de la recta y el plano (fig, 20), 

Traza horizontal. — La traía horizontal es ia intersección (A, ti) 
de la recia con el plano horizontal de proyección; su cota es nula; eu 
proyección vertical se encuentra sobre la línea de tierra. 

Traza vertical o frontal. —La traza vertical o frontal es la in¬ 
tersección (/, /') de la recta con el plano vertical de proyección; su 
alejamiento es nulo; su proyección horizontal se encuentra sobre la 
línea de tierra. 

Puntuación. — Para facilitar la interpretación del dibujo, se dis¬ 
tinguen las partes vista» que se ponen en 
trazo lleno de las partes ocultas que se 
ponen de puntos* 

Se supone el ojo del observador en el 
infinito, {leíante del plano vertical de pro¬ 
yección] y por encima del plano horizontal* 

Por tanto, el observador sólo ve lo que hay 
en el primer diedro. El segmento fh t f*tí se 
dibuja de trazo lleno. El resto es oculto 
en la recta de la bg. 20. 

OllSERVACIONES. I a Toda recta paralela a 
un plano de proyección no tiene traza so¬ 



lee i*htr plano , íii i m i i ,i jm i i* h L i ji la linca de tierra carecen de 
a inhim ii'íuiis, 

2 JI Una reda que («uta b< lima do tierra en un punto a, tiene 
sus dos trazas unid undulas nn ene pimío 


Rectas concurrentes 


Dad as las proyecciones de dos redas (D) y (A), tratemos de coAn¬ 
cor su posición relativa, rs decir, si son concurrentes, paralelas o no 
cqpknarias. Veamos primero los casos particulares siguientes: 

l e Las proyecciones respectivas de ambas rectas sobre uno de los 
planos de proyec¬ 
ción están confun¬ 
didas. Tienen enton¬ 
ces un mismo plano 
proyectante. Son 
concurrentes para¬ 
lelas o están con¬ 
fundidas, según lo 
sean u lo estén sus 
proyecciones so¬ 
bre el segundo pla¬ 
no de proyección. 

En la fig. 21* (L) y 
(D) son paralelas; 

(l>) y (A) son con¬ 
currentes en M; (L) 
y (A) concurren en N; 

2 n Una de las rectas es perpendicular a uno de los planos {le pro¬ 
yección, sobre el que se proyecta en tm punto; sea la recta ÍA) t cuya 
proyección vertical es el punto m\ Para que la recia (D) corte (A) 
es preciso que su proyección vertical pase por tn {fig, 22). 

Caso general. La condición necesaria y suficiente para que dos 
rectas (no de perfil) sean concurrentes C5 que sus proyecciones ha* 
móntinas se corten en dos puntos que se encuentren sobre una misma 
linca de referencia (fig. 23). 

Puede comprobarse si dos rectas son concurrentes o no, aunque no 
se corten dentro de los límites <1 el dibujo {fig. 24), 

En efecto, si las dos rectas AH y CD se cortan, ambas forman un 
plano. Tomemos dos rectas AD y BC que He apoyen en ellas y veremos 
que las intersecciones de sus proyecciones del mismo nombre se en¬ 
cuentran sobre una misma línea de referencia. Esto mismo ocurrirá 
si las rectas dadas son paralelas, pero esto se ve en seguida, pues en 
este caso, bis proyecciones homónimas lian de set paralelas también, 
domo se verá más udelante* 




Caso en que una dé las rectas es j>e perfil (sin ser perpendicular 
vi V ni H). Se Imee un cambio de] plano vertical de proyección; con¬ 
viene que el nuevo sea el plano de perfil de la recta, y de esta forma 
queda el problema como en el caso general. 

Caso en que las dos rectas son de i*erfil, Sí sus proyecciones son 
distintas, las rectas no son eoplanarias; si sus proyecciones están con¬ 
fundidas, están en un mismo plano y, por tanto, son concurrentes 
o paralelas. Esto se distingue haciendo un cambio del plano vertical 
de proyección; el nuevo plano (Vi) será el de perfil de las rectas, para 
mayor facilidad. 



Construcción de rectas concurrentes. — La construcción de 
rectas concurrentes resulta inmediatamente de las propiedades que 
hemos estudiado. Por ejemplo: 

I o Por un pimío A, trazar una horizontal AH o una frontal AF que 
se apoyen en una recta dada A (fig. 25). 

proyecciones rs paralela a xy; 


En ambos casos, 
2 Ü Por un punto 
A, trazar una rec¬ 
ta que se apoye en 
otras dos rectas 
dadas, una de las 
cuales es perpen¬ 
dicular a uno de 
los planos de pro¬ 
yección, por ejem¬ 
plo, de p u nta 
(fig. 2b). La pro¬ 
yección vertical de 
la recta ha de pa- 


Fig. 26 


Fig. 27 


sar por d\ con lo 

que se determina el punto mrn de apoyo en A; 

.T 1 La solución es idéntica cuando la recta pedida es frontal y ha 
de apoyarse sobre otras tres rectas, dos de las cuales son de punta 
(Has. 27 y 28). 

La proyección vertical (F") de la recta frontal que se busca {fig. 27), 
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|l,|' i'l III | II 11 1.1 JH I' L >11111 

.. til" iln i ni f » ¡n iif’in 



t * n v , ,|i(jÍ<H di V d'¿ iU Ion i< et u dn poiiln 
m* iU ( K i y (A ) ñus pminmúimü m t i^lnr 
(Ab fiU paralela ti ay por m en la jpniyie 
éíón horizontal (F) de la frontal jiril mL« 

11r una numera análoga rcHolvnim H pn» 
blema cuando la recia por construir cft una 
horizontal que hv apoya en oirán lie* rn i r. 
dos de las cuales son verticales (¡ttf* ; 

4° Fura trazar una recia vertir ¿d que 
apoye en dos rectas dadas, se o toará rmim 
pinyf'({ (un hnrkoniul <1 ptliih 1 de iiitc,*’n»-c 
i »ínn . 1 1 - las proyecciones h o ti/t minies de 
dichas re el us. 1 -.-j, p royecemn vertical de ln 
recta piilida coincidí; con la línea de rch*. 
rene i a de ene punto* 

A indo pumente se construye ima recta dé 
punta que se apoye en dos rectas dad as. 


Rectas paralelas 


Teohkma. La condición nvetsat.** y suficiente pora que das rectas 
(fio de perfil) sean paralelas es yac sus pt ay rea finen hoinániituts sean 
paralelas 29 y 30), 

Si las rectas paralelas tienen un mismo plano proyectante h^rizim- 
1 ;d Q vertical, sus proyecciones horizontales o ve nica les están cun tun¬ 
did as* 

Si las rectas AH y i D de! « spicio son v iraL-Ias, sus planos pr 1 ► ven¬ 
tantes sobre un plano (Pi son los planos de los ángulos «Ali y c(,L>, 
que tienen sus lados paralelo dos a des, Luego estos planos son parale 
los y sus intersecciones tib y r d con un tenar plano lP) h>d tuii'oirn 
paralelas* Hemos demostrado con esto que la condición es nccc^tMn 

Demostremos que es laminen suficiente. 



Fig. 2ít y 30 Fig. 31 


En efecto, el plano proyectante horizontal de ab es paralelo al plano 
proyectante horizontal de cd* Lo mismo puede decirse de los planos 
proyectantes verticales de ab* y cd*. 

Cada uno de los dos planos proyectantes horizontales corla los otros 
dos planos proyectantes verticales según dos rectas para Idus, En re¬ 
sumen, resultan cuatro rectas de intersección, todas ellas paralelas: 
en particular, la intersección del plano vertical que pasa por ab con 
el plano de canto que pasa por ab\ que es la recta AB; y la ínter* 
sección del plano vertical que pasa por cd con el plano fie canto que 
pasa por cd\ que es la recta CD. Luego AB y CD son rectas paralelas, 
como queríamos demostrar. 


Caso de dos rectas de perfil.— (Fig 31). Las proyecciones de 
dos rectas de perfil son siempre paralelas, pero eso no significa que 
lo sean también las rectas en el espacio. En electo, el plano proyec¬ 
tante horizontal se confunde con el plano proyectante vertical en cual¬ 
quier recta de perfil* luego la intersección de estos planos no está 
determinada. Si una recta de perfil no está determinada por sus pro- 
y ficciones, tampoco podemos saber su posición relativa con respecto 
a otra recta de perfil. Para esto, es preciso hacer un cambio de planos. 
Cambiemos, por ejemplo, el vertical de proyección, que lo pondre¬ 
mos paralelo a las rectas dadas. Si, después del cambio, las proyec¬ 
ciones eifii y cidi son paralelas, también lo serán AB y CD. 

Si AB = CD (en valor absoluto y signo), también son paralelas 
AC y BD ? pues ABCD es entonces un paralelogramo. 

Trazar una recta paralela a una dirección dada.™ Sea 

LL' la dirección dada y A un punió por el que queremos trazar una 
paralela a esa dirección (fig. 32). Basta con trazar por aya Jas 
paralelas a las proyecciones de la dirección dada. Si LL' es la direo 


. n M I. I .,L l pimío o es h sombra del 
i. \ ’.uIjií r! plano vertical de proyec¬ 

ta SI ente plano fuera transparente. Ja 
n ubi a ib \ ir pioyretíii ía en el plano hori¬ 
zontal i ri punió ni 
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Trazar una recta P paralela a otra recta A (de perfil o 
nu dada, apoyándose en otras dos rectas dadas, una de 
fa;j cuales es vertical V'V (o de punta B'B) y la otra es una 
reota cualquiera D, D\ — Si tu recta (A) e» de perfil, se buce un 
cambio de plano vertical de proyección (fig. 33), 

Ouisidcremos el caso en que las rectas de apoyo tsean una vertical 
y otra cualquiera, y sea P la paralela buscada a (A). La proyección 
horizontal (P) pasa por la traza V de la vertical y es paralela a la pro* 
ycición horizontal de (A)- Luego es VI 1 , que corla en m ía proyec¬ 
ción horizontal dé la tercera recta dada (D). Obtenida la proyección 
vertical m basta con trazar (P ) paralela a (A )- 


Problema de aplicación* — Construir las proyecciones de un 

paratilograma qu* tiene un lado AB s¡ 6 cm., horizontal y formando 
tai ángulo de 30° can el pinna vertical* siendo A eí punta más cercano 
a este plano. A (c = 5 era.: d = 3,2 nn.) El lado AD - 3,ó cm. 
es tic punta, 

¡fallar la sombra de este paralelogrtimo sobre tos planos de ¡iroyeo 
< m (limitado *i rif primer diedro)* pf alucida por un haz de rayos laml- 
ti\*sos paralelos, cuya dirección se proyecta formando ángulos tic 4o" con 

xy (fig. 34). 




Fig. M 


Situado el punto aa , tomamos ad = 3,6 cm. en la normal a xy . 

Cortamos la recta ab (siendo dab ~ 60°) en b por la circunferencia 
de centro a y radio ai — 6 cm. Trazando paralelas, tenemos la pro¬ 
yección horizontal abed del paralelo gramo. La proyección vertical es, 
ya, fácil de obtener. 

La sombra del punto A sobre (II) es la traza de la paralela al rayo 
luminoso (A) que pasa por A, o sea el punto oculto m, m\ La sombra 
de D es el punto r, r (r se confunde con m). La sombra de B es 
el punto n t n. La sombra de C es el punto p, p (p se confunde Con 
rP). Luego la sombra sobre el plano (H) es el paralelogramo mtipr. 

Análogamente, la sombra de ABCD sobre el plano (V) es el parale* 
lógrame py n*p\ 

Las dos sombras se cortan sobre la línea de tierra y, prescindiendo 
de las sombras ocultas, la sombra real sobre los planos de proyección 
es d área rayada de la figura. 






























Representación del plano 


Determinación Hcl plano. Punto de un plano. Posición de un punto con relación a un plano. Línea de má¬ 
xima pendiente de un plano. Angulo de un plano con el horizontal de proyección. Pendiente de un plano..— 

Trazas de un plano; Traza horizontal. Traza vertical. Plano definido por sus trazas. Determinación de un 
punto M de un plano definido por sus trazas. Determinación de una recta de un plano definido por sus 
trazas. — Planos notables; Plano vertical. Plano frontal* Plano de canto* Plano horizontal, l laño de perfil. 

Plano paralelo a la linea de tierra. Plano que pasa por la 

proyección* — Rectas y planos paralelos. — Problemas, — 
de un piano cualquiera con uno vertical- Intersección de un 
eiún de un plano vertical con una recta. Intersección de dos 
paralelos n la línea de tierra. Intersección de una recta con 
cada tino de ellos por dos rectas paralelas o concurrentes, 
perpendiculares: Distancia de un punto M a un plano P. Distancia 
M trazar un piano perpendicular a una recta A* Trazar por un 


linca de tierra. Cambio del plano vertical de 
Intersecciones de rectas y planos: Intersección 
pl ano cualquiera con uno de canto, Intersec- 
pl&nos cualesquiera. Intersección de dos planos 
un plano. Intersección ele dos planos definidos 
Intersección de tres planos. — Rectas y planos 
entre dos planos paralelos. Por un punto 
punto M una recta D perpendicular a 


otra recta A- Trazar la perpendicular común MN a dos recta» l> y A 



Determinación del plano*" Un plano queda determinado por 
tres puntos no alineados, por ana 
recta y un punto, por dos rectas 
concurrentes o por dos rectas pa¬ 
ralelas (D) y (A), 

La intersección de un plano 
cualquiera con un plano hori¬ 
zontal es una recta horizontal. 

Esta recta queda determinada 
por su cota (fig. 35), En electo, 
supongamos el plano definido por 
dos rectas (D) y (A), paralelas. 

La proyección vertical de la hori¬ 
zontal será paralela a xy . a una 
distancia dada por su cota. Sus 
intersecciones con (D) y (AO 
nos dan los punios h f y k\ que, 
referidos a (D) y (A), nos pro- , 

porcionan la recta kk r que es la proyección horizontal de la horizontal 

de que se trata. 

Todas las horizontales de un plano son paralelas, pues corresponden 
a la» intersecciones del plano con planos horizontales, paralelos entre sí. 
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La intersección de un plano con un plano frontal es una recta fron¬ 
tal, Toda» las frontales del plano son paralelas entre sí, Una frontal 

viene determinada por su alejamien¬ 
to, que nos proporciona su proyec¬ 
ción horizontal paralela a xy , Para 
hallar la proyección ve ni cu!, se pro¬ 
cede de modo análogo n como he 
rama hecho con la proyección horí 
/milal de una horizontal. 

Punta da un plana. 

— Un punto de un plano 
esta definido si se conoce: 

U Su cota y su aleja- 
miento. Basta trazar la 
horizontal y la frontal co¬ 
rrespondientes a esa cota y 
a esc alejamiento, respec¬ 
tivamente, y en su inter¬ 
sección está el punto; 

2 U Una de sus proyecciones. Por 
esta proyección se hace pasar una 
recta cualquiera perteneciente al 
plano, que nos determinará la otra 
proyección, Para mayor facilidad, 
esta recia auxiliar será una horizon¬ 
tal o una frontal del plano (fig. 36). 

Sea c| plano formado por las reo 
las (D) y (A)- Se traza la horizon¬ 
tal (ah\ ah) de cota dada y la frontal (cd f cd*) de alejamiento dado, 
Estas dos recias se cortan en el punto que se busca, mrn\ Estas dos 
proyecciones han de encontrarse sobre una misma linca de referencia, 
lo que nos servirá de comprobación. 


Fig . 36 


Posición de un punto con relación a un plano. — Este pro- 

blema se reduce a buscar la intersección de un plano, determinado por 
do» rectas concurrentes o paralelas, con: 

1° Una vertical: iv % ¿V (fig. 36), 

Se traza la frontal cd, c'd* del plano, que se apoya en la vertical, y 
se halla la intersección de estas dos rectas. De esto forma sabemos si 
un punto de la vertical está por encima o por debajo del plano; 

2S Una recta de punta , 

Se traza la horizontal del plano, que se apoya cu la recta de punta, 
y se halla la intersección de estas do» Teclas. De esta forma venios si 
un punto de la recta de punta está por delante o por detrás del plano. 


Linea de máxima pendiente de un plano. — Se llama línea 

de máxima pendiente de un plano a una recta contenida en el, per¬ 
pendicular a la intersección del plano con el horizontal de proyección 
( fig. 37). 

i .a proyección horizontal, P, de una línea de máxima pendiente, es 
perpendicular a la proyección homónima de una horizontal cualquie¬ 
ra, H, del plano, pues la proyección de un ángulo recto sobre un plano 


paralelo a uno de bus lados es otro 
ángulo recto. Todas las líneas de 
máxima pendiente de un plano son 
paralelas. 

Observaciones. I a En la fig, 37 
se ha suprimido la linca de i ierra 
por no ser necesaria; 

2 a Una linea de máxima pen¬ 
diente es suficiente para determinar 
un plano. 

En efecto, puede trazarse por un 
plinto ile ella una horizontal del 
plano, cuya proyección horizontal 
será normal a 3a proyección corres¬ 
pondiente de la línea de máxima 



Fig. 37 

o por una horizontal 
1 íquido 


pendiente. La proyección vertical es 
paralela a la línea de tierra. Puede 
Considerarse el plano definido por dos horizontales 
y otro punto cualquiera de la línea ile máxima pendiente. 

Si derramáramos un recipiente de agua sobre un plano, el 
resbalaría por él para lelamente a la línea de máxima pendiente. 


Angulo de un plano con e! horizontal de proyección. Pen¬ 
diente de Uñ plano. — El ángulo que forma un plano con el hori¬ 
zontal de proyección es el ángulo que forma una línea de máxima pen¬ 
diente con ¡oj proyección horizontal. 

En la lig. 37, siendo el segmento óBi normal a P y de valor igual a 
hi abura de It sobre A, el ángulo de que se trata, en veri ladera mag¬ 


nitud, ch r l ófliti* 

La tangente IrigGTiom ¿trica de este ángulo, 
drl plano. 



es la pendiente 


Trazas de un plano 


Traza horizontal* —La traza horizottttd otP de un plano (D.A) 
es la intersección de este plano con el horizontal de proyección (liga¬ 
ra 38). 



Esta traza es una 
recta horizontal de 
cota nula. Es, por 
tanto, paralela a to¬ 
da» la» horizontales 
(11) del plano y per¬ 
pendicular a su lí¬ 
nea de máxima pen¬ 
diente MN. Se la 
determina en el di¬ 
luí jo uniendo las 
trazas horizontales 
hfi y kk de las rec¬ 
tas D y A, Su pro¬ 
yección horizontal 
es, por tanto, hk . Su 
proyección vertical 
fie confunde con la 
línea de tierra. 

Traza vertical* 

" Se llama traza 
vertical o frontal de 
im plano (D, A) 
su intersección aQ 
con el plano vertical 
de proyección Uigu- 
ra 38). F '0- :í!í 

La traza vertical 

de un plano os tina recta frontal de alejamiento nulo. Es, por tanto, 
paralela a todas las frontales (F) del plano. Se la determina en el dibu¬ 
jo uniendo la» trazas verticales u*u y v v de las rectas D y A. Su pro¬ 
yección vertical es uv\ Su proyección horizontal, uv , se confunde con 
la línea de tierra. 

























REPRESENTACIÓN DEL PLANO 


159 


I*IamO (IctMnklo pOF 8(18 tra/áS- — Podemos determinar un plano 
ii..r h i, , i miImt Itm plano* ¡le proyección. Cada una de estas trazas 
lo n. ni' r i|« M i'Mivm'mni'íi sobre la línea de tierra, y F por tamo, con 
l,i jh i.vei i Ion lion/mitul de mu Unza, horizontal y 1a proyección verti- 
, 1 1 í\í mi lililí v. Moni tenemos la manera mas fácil de definir un 
iiIIhimi Kn|o m d<r iniíin se corlan sobre la línea de tierra en un punto a, 
h¡ ni H punin común a los tres planos: el plano de que se trata y los 
din, de |¡n¡y ere mui. 

Üoterminación do un punto M de un plano definido por 

Hlifi tru/iis. (Fig, 39). I a Se da la cota c y ej alejamiento d del 
punto VL I razamos la proyección horizontal (F), de la frontal de 
iil> pumeriio d ¡lado, que curta en a la traza horizontal del plano. 
I ,¡ proyección vertical de esta frontal es (FQ, paralela a la traza ver¬ 
tical del plano, qeQ. 

Análogamente, trazamos la proyección vertical (FU) de la horizontal 
■ Ir cota v dada, que corta en b f la traza vertical del plano. Refiriendo 
h a b, trazamos (H) paralela a «P. Las proyecciones m, m del 
i mi rilo qun I tuneamos se encuentra n, sobre una misma línea de referen¬ 
cia en las intersecciones de (F) con (H) y de (FQ con (H .), respec- 
1 1 víi im f ntr, 

2" Se da tina tic las proyecciones m del punto M. Por esta proyec¬ 
ción hc trazo ma, paralela a xy, Se reherí 1 a a a' y por este ultimo 
punto se traza am\ paralela a aQ. Sobre esta recta, y en la intersec- 
? ióii con la línea de referencia que pasa por m, se encontrará la pro* 
y cecina vertical, m\ del punto M. 

PodtnmOft también haber trazado mi paralela a aP y por b' la para* 
Jrlu a xy, sobre la que se encontraría ni . 

Determinación de una recta de un plano definido por sus 
trazas. (Fifi r. 40). Pueden darnos una proyección de rafia uno de 
luí dos punios que definirían la recta. Hallamos la otra proyección de 
cada uno de estos puntos, como en el caso precedente, y tenemos el 
problema resuelto. 




Supongamos que nos dan una proyección de la recta. Sea, por ejem¬ 
plo, (D') la proyección vertical. 

Hallamos las proyecciones verticales a y b* de las intersecciones de 
D con la trazas del plano. Referimos estas proyecciones a sus corres¬ 
pondientes a y h horizontales. La proyección horizontal de la recta 
I) es ab. 

Caso de una recta de perfil. Si nos dan k situación ele su plano 
proyectante, la recta queda determinada inmediatamente por sus tra¬ 
zas: vertical f j y horizontal h\ h ( fig * 40). 

Planos notables 

Las posiciones que consideramos notables para un plano, con resper* 
to a los planos de proyección, son aquellas en que el plano es pura* 
lelo o perpendicular a ellos o a Ja línea de tierra. 

Plano vertícaL — Plano vertical es todo plano perpendicular al 

horizontal de proyección. Goza de las propieda¬ 
des siguientes: 

1" Su traza vertical aQ es perpendicular a xy. 
En efecto, <%Q y xy son las proyecciones verticales 
del ángulo QaP del espacio, que es recto. Por 
tanto, su proyección sobre el plano vertical de 
proyección, que contiene un lado aQ, es otro án¬ 
gulo recta ( fig , 41); 

2" El ángulo de sti traza horizontal aP con xy 
es el rectilíneo del diedro que forma el plano con el vertical de 
proyección; 

3* Todos los punios del plano se proyectan horizontalmente sobre la 
traza horizontal aP; 

4 fl Un plano vertical queda definido por su traza horizontal oP, Su 
traza vertical aQ es la perpendicular a xy por a. 

Plano frontal* — El plano frontal es un plano vertical paralelo 
al vertical do proyección: 

1° Su traza horizontal aP es paralela a xy, No tiene traza vertical, 
por ser paralelo al plano vertical de proyección 
(/fe- 42); 

2® Toda figura de un plano frontal se proyecta ir-) ^ 

horizüíitalmente sobre la traza horizontal del plano. p 

Vertical mente, se proyecta en su verdadera mag- Fig. 42 
nilud ; 

3 o Por medio de un cambio del plano vertical de proyección, un 



plano frontal nc puede Irán aformar en un plano vertical, y recíproca* 
me ul e. 


PlailO (tu canto.*—Sr Huma plano de canto todo plano perpen* 


ilieuki id vriliifil df pínyrrctóti; 

l r+ Su tía/.a btni/.otihil ai* n perpendicular 
a xy ifigr 43); 

2 l> El ángulo do ru Iraza vertical aQ con xy 
es el rectilíneo d<4 diedro que forma el plano 
COn el bíin/íoit il ile pinycreNni ; 

3* Todos Io« pimi oft Ai l ]i|n m 11 un proyectan 
veri i cal mente aobm hu irn/a veiiicnl nQ; 

4° Un plano dr <umlo queda T'buido por iii 
traza vertical aQ. Su traza luoiAooial uP m la 
trazada por a. 



perpendicular a xy. 


Plano horizontal* “ Él plano hüfÍMOñtiil es un Cliso particular 
del plano de canto, en que éste ri paralelo ni horizontal de proyección: 

1° Su traza vertical aQ es paralela .■< ¡y INn time traza horizontal 
(/fe* 44); 

2 o Toda figura de un plano horizontal m pro* ot_q 

y ceta vertical mente sobre sti traza vertical. Hort- 

zontalmente, se proyecta en su verdadera mag- x _ v 

nitud; 9 

En Ja fig, 45 tenemos las proyecciones de un Fig. 44 

triángulo equilátero, de un cuadrado, de un círcu¬ 
lo y de un exágono regular, situados en un plano horizontal. 



Fig, 45 


p 



!f 


0 

Fig. 4fi 


Plano de perfil. — Se llama plano de perjil a todo plano parpen* 
d[otilar a los dos de proyección. Es, por tanto, perpendicular a la línea 
de tierra: 

I o Sus dos trazas dtP y c¡Q se confunden, y son perpendiculares 
a xy (fig, 4ó); 

2 o Toda figura de un plano de perfil se proyecta sobre las trazas del 
mismo nombre. Por tanto, una figura contenida en un plano de perfil 
sólo queda determinada cuando se conocen las proyecciones de un 
número suficiente de puntos pertenecientes a ella. Tal es el caso de la 
figura ABCDEF (/fe. 47). Mediante un cambio del plano ver¬ 
tical de proyección por el de 
perfil de la figura, se obtiene 
la nueva proyección de ésta, que 
corresponde a la figura en su 
verdadera magnitud; 

3 o La proyección de los pun* 
tos de una figura contenida en 
un plano de perfil se obtiene 
por el camino inverso. Se dibu¬ 
jan los puntos sobre la nueva 
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Fig. 48 


proyección vertical y se deshace el cambio de plano vertical, volviendo 
al primitivo sistema de planos de proyección. 

Plano paralelo a la Hnea de tierra* — i fl Las dos trazas de este 

plano, (FQ y (H), son paralelas a xy. Lo mismo ocurre con las dos 
proyecciones de las horizontales y frontales del plano (fig, 48). 

2 tt Para determinar una horizontal de cota dada, o una frontal de 
alejamiento dado, nos auxiliamos de un plano de perfil, con el que 
hallamos su intersección, y que nos servirá de nuevo plano vertical de 
proyección. Situamos la horizontal o frontal en la nueva proyección 
vertical y deshacemos el cambio. 

Podemos, también, situar una recta MW del plano apoyándose en sus 
dos trazas (F ) y (H). Por el punto de esta recta de cota o alejamiento 
dados, trazamos la horizontal o la frontal, respectivamente, 

3° Un punto no queda determinado por su cota y su alejamiento* 
Se precisa para ello una de sus proyecciones. 

4® Una recia queda determinada por una de sus proyecciones, 

5* Una línea de máxima pendiente de este plano es una recta do 
perfil. 

Plano que pasa por la linea de tierra*— i * Este plano no 
queda definirlo por sus trazas, que se confunden con la línea de tierra; 

2" Para definirlo necesitamos uno de sus puntos, situado fuera de xy , 

Todos los problemas referentes a estos planos se resuelven con el 
auxilio de un abatimiento, como veremos más afielante. 
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Cambio del plano vertical de proyección. — Sen un plano 

PoiQ, dudo por sus trazan (fig. 49). Cambiemos el plano vertical de 
proyección. Queremos hallar la nueva 
traza vertical £fR del plano dado, sien- 
do a ijrj Ja nueva línea de tierra. El pun¬ 
to ii\ intersección de la nueva línea de 
tierra con la primitiva, pertenece a 
nueva traza vertical que bus¬ 
camos, Basta con hallar ta 
nueva proyección ti. Sobre !a 
perpendicular por i a xiyi lle¬ 
vamos u i — U\ Uniendo j8 
con i 1 obtenemos la solución 
pedida. 

Si queremos hallar la nue¬ 
va proyección vertical (H'i) 
ríe una horizontal, basta con 
hallar la nueva proyección 
vertical c i de un punto de 
ella, pues la cota de la ho¬ 
rizontal no varía y su proyección horizontal tampoco; la nueva pro¬ 
yección vertical sería la paralela a x\y\ trazada por c\. 

{ 'opjsecuenc i as. Con auxilio de un nuevo plano vertical de proyec¬ 
ción, un plano cualquiera o un plano vertical pueden transformarse, 
respectivamente, en un plano de canto o en un plano frontal. La nueva 
línea de tierra lia de ser perpendicular a la traza horizontal del plano 
en el primer caso, y paralela, en el segundo. 

Con estos cambios de planos se simplifican notablemente las cons¬ 
trucciones, pues se opera con verdaderas magnitudes de ángulos y 
distancias, 



Rectas y planos paralelos 

Definí c iones, Una recta es paralela a un plano cuando lo es a una 
recta cualquiera de este plano. Por un punto situado fuera de un 
plano, pueden trazarse infinitas rectas paralelas al plano , El lugar geo+ 
métrico de estas rectas es un plano paralelo al primero , 

"Ieoííema, Para que dos planos sean paralelos , es condición necesa¬ 
ria y suficiente qu.e uno de ellos contenga dos rectas concurrentes 
paralelas al otro . 

Dos rectas concurrentes y otras dos rectas, también concurrentes y 
paralelas a las primeras, determinan dos planos paralelos (figs. 50 
y 51) * 

Dos líneas de máxima pendiente, paralelas, definen dos planos para¬ 
lelos. 

Tod os los planos de perfil son pura Icios, 

Si un plano contiene dos rectas paralelas, y otro plano contiene otras 
dos rectas paralelas a las primeras, no puede asegurarse que aquellos 
dos planos sean paralelos, Para que esto ue cumpla, es preciso que, si 
trazamos una recta que se apoya en las dos primeras paralelas, poda¬ 
mos trazar otra recta paralela a ésta y que se apoye en el otro par 
de paralelas. 




En particular, es interesante reconocer si dos planos (H, V) y 
<Hi, Vi), paralelos a la línea de tierra, son paralelos entre sí. 

hn ta fig. 52, los planos dados son paralelos, pues trazando (D) 
y (A), paralelas, también lo son (D 7 ) y (A'). 



En el caso de la fig, 53, siendo (D) y (A) paralelas, resultan (D') y 
ÍA ) concurrentes. Luego los planos dados no son paralelos. 


que piouiii pío t i punto dado. Sus trazas R y S pueden hallarse fá< i) 
mente {fig. 54). 




Fig. 54 Fig. 55 

Por una recta dada, trazar un plano paralela a otra recta dada , 

Se traza por un punto de la primera recta una paralela a la segunda, 
Esta recta trazada y la primera determinan el plano pedido. 

Por un punto dado, trazar un plano paralelo a dos rectas dadas 
(fig. 55). Por las proyecciones m t m riel punto se trazan paralelas a 
las proyecciones homónimas de las rectas dadas. El plano queda defi¬ 
nido por las rectas concurrentes OM y MA. Fácilmente se deducen sus 
trazas ab y ¡xa\ 


Intersecciones de rectas y planos 

Intersección de un plano cualquiera con uno vertical.— 

La traza horizontal del plano vertical es la proyección del mismo nom¬ 
bre de la intersección buscada. La proyección vertical de osla inter¬ 
sección se obtiene, inmediatamente, con k ayuda de las líneas de refe¬ 
rencia que pasan por las proyecciones a y b (fig. 56). 

El plano cualquiera puede estar definido; 

1° Por sus trazas PaQ (fig. 56); 

2 o Por dos rectas concurrentes MA, MB (fig. 57); 

,T‘ Por dos rectas paralelas, como en el caso de las trazas de un 
plano paralelo a xy (fig. 58)* 




Intersección de un plano cualquiera con uno de canto.— 

bu traza vertical deí plano de canto es la proyección del mismo nombre 
de la intersección buscada. La proyección horizontal de csLa interserí 
eión se obtiene con la ayuda de las tincas de referencia (figs, 59, 60 
y 61). 

La intersección de dos planos verticales es una recta vertical; la de 
dos planos de canto es una recta de punta. 

Para hallar la intersección de un plano de perfil con otro cualquiera, 
basta considerar que aquél os un caso particular del plano vertical 
o del plano de canto. 



Problemas 

Por un punto A, dado, trazar un plano paralelo a otro P*0, también 
dado. El plano queda definido por la frontal AF y la horizontal AH, 


Intersección de un plano vertical con una recta. — Es el 

punto L Su proyección horizontal i es la intersección de P y D. Sobre 
Ja línea de referencia que pasa por i obtenemos, en D\ la proyección 
vertical t (/ ¿g . 62). 
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Fig , 63 



IntorsoGGián de dos planos cualesquiera. — 1° Se corlan los 



Fig. 65 


dos planos por un tercer plano auxiliar (hori¬ 
zontal, vertical, de canto o frontal)* Las dos 
rectas obtenidas se cortan en un punto, que per¬ 
tenece a la intersección que se busca. Repitien¬ 
do la misma operación con otro plano auxiliar, 
obtenemos un segundo punto de la recta de in¬ 
tersección buscada. 

2° Se baila la intersección de una recta de 
uno de los dos planos fiados con el otro plano. 
Repitiendo la operación se obtiene otro punto 
de la intersección* 

En particular, cuando los dos planos están 
definidos por sus trazas, la solución es in¬ 


mediata (figs , 64'y 65), 

Si uno de los planos está definido por dos rectas D y A, concurrentes 
en M, y el otro por dos rectas paralelas. Di y Al (.fig* 66), podernos 



Fia . 66 


auxiliarnos de dos planos huri/.mi laica, 
I h y H, El primero non proporciona el 
punto de intersección aa y el seguí ido, 
el bb\ La recta de intersección de los 
planos dados es, por tanto, nb , ab\ 
Observación* Teniendo en cuenta el gran número de lineas que ho 
trazan para resolver un problema tic geometría descriptiva, es indispen¬ 
sable un gran cuidado y limpieza en el dibujo. Con el uso de las tintan 
de colorea podemos facilitar enormemente la comprensión del dibujo, 
La solución obtenida en la figura 66 se podría haber conseguido 
igualmente utilizando, como auxiliares, dos planos frontales. También 
se pueden emplear un plano horizontal y otro frontal. En cada cuso, 
la disposición de las rectas dadas aconsejará la elección de los planos 
auxiliares. 


K 


Intersección de dos planos paralelos a la línea de tierra. 

(fig* 67)* — Se toma como nuevo plano vertical de proyección un pía 

no auxiliar de perfil. 
Este plano auxiliar 
corta cada uno de 
los dos planos dados 
según una linca de 
máxima pendiente* Es¬ 
tas líneas de máxima 
pendiente se cortan en 
un punto i. La recta 
de intersección busca- 
tía pasará por este 
punto y debe ser para¬ 
lela a xy , luego queda 
determinada por sus 
proyecciones ah, ab\ 
Como se ve, solo nece¬ 
sitamos hallar un pun¬ 
to de la intersección. 



REPRESENTACION DEL PLANO 




Esta observación es aplica Mr tumbo n rn él cuno de querer hallar la 
intersección de dos planos, uno dr Iuh * iluten i.tiene una recta para¬ 

lela al otro. La intersección es paralela a miu rceln y basta un solo 
punto para determinarla. 

Consideremos el caso particular (figs. íiH y o'D ni que hm planos están 
dados por sus trazas. Si las trazas homonuiira (o ver tica les) son para¬ 
lelas entre sí, la intersección de los planos cm paralela q estas trazas* 

Intersección de una recta Gon un plano* Mktodo general* 

Para determinar la intersección de una recta A con un plano, so 

hace pasar por la recta un plano auxiliar (de canto o vertical) y se 

halla la intersección de este plano auxiliar con el dado. El punto M, 
donde esta recta de intersección corta la recta dada, es el punto de 
intersección de la recta y el plano dados. 

El plano está definido por dos rectas AB y CI), concurrentes en 1 

(fig* 70). 

El plano vertical que pasa por A corta AB en R y CD en S* 
La recta RS, perten ienle al plano (AB, CD), corla A en M, que 
es el punto buscado. 

FU plano está definido por sus trazas (fig* 71)* 

El plano de canto, proyectante vertical de la recia A, corta el plano 

dado según vh, vh'\ la intersección de esta recta con A es el punto M 

buscado. 

Intersección de dos planos definidos cada tino de ellos 
por dos rectas paralelas o concurrentes- ~(fig. 72), Suponga* 

moa que se trata de bailar la intersección del plano (D, A) con el 
[daño (AB, CD), alendo la recta I) paralela a la recia AB. Con el auxi¬ 
lio del plano de canto que pasa por A, obtenemos la intersección M 
de (A) con el plano (AB, CD). La recta pedida será la MN, paralela 
a AB. 





Intersección de tres planos- — El punto común a tres planos P, 
i) y R, pertenece a las dos rectas de intersección de uno de esos pía- 
non, 1 J , con tos otros dos. Halladas estas dos rectas, su Intersección 
es ¡.i tuducióii buscada. De una manera análoga .se resuelven los siguien¬ 
tes problemas; 

I'* Por un punto dado, M, trazar una recta que se apoye en otras dos 
(D) y (A), copian arias. 

El punto M y la recta (D) 
determinan un plano, que cor- 
tu en N la recta (Ah La 
rcitn MN es la solución del 
|HH Mema; 

2 r “ l razar una recta parale¬ 
la a una dirección ciada (L), 
qué m apoye cu otras dos rec¬ 
ias dudas (I>) y (A). 

Se traza por (D) un plano 
paralelo a (L), que corta (A) 
en M. 

La recta MN, paralela a 
(L) es la solución buscada; 

S" Por un punto dado, M f 
trazar una recta paralela a un 
plano dado, P, y que *sc apo¬ 
ye en una recta A* no perte- 72 

n ocíente a P* 

Se traza por M un plano Q paralelo a P. Este plano corta en N la 
recta A- La solución pedida es la recta MN. 


Rectas y planos perpendiculares 

Definición* Una recta es perpendicular a un pimío si ella es ortogo¬ 
nal a todas las rectas del plano * 

Ieurema, La condición necesaria y suficiente para que una recia 
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GEOMETRÍA DESCRIPTIVA 










'•* uhr » un ulano tt «m sea ortogonal a dos rectas eoneu 

rrrñt?* iWhneciintM til ¡daño. u 

Ikomkma. U 0f " y acción de un ángulo recto sobre un plano parala 

" un» de *us Indos es un ángulo recto (o una recta, si el otro lado cs 
perpendicular ní planaJ. es 

IhoitkWA. Las proyecciones de una recta perpendicular a un vían» 
son perpendiculares a las trazas homónimas del plano. 

IvMnx teoremas se demuestran en geometría. 

Distancia de un punto M a un plano P .-{Fig. 73). s¡ e i 

plano esta dado por sus trazas, se bajan las perpendiculares a ellJ 

desde m y m ¡ si no se conocen las trazas, se determinarán Ja 3 diree 

enmes de una horizontal y una frontal del plano, y se trazan esas per 
pendí cu la res, ,tr * 

El pie N de la perpendicular sobre el plano se obtiene hallando 1» 
intersección de esa recia y e I plano. La distancia pedida es l a verdi 
aera magnitud de MN, raa 

a) El plano está definido por sus trazas. La intersección N de 1„ 
perpendicular y el plano se ha obtenido hallando las intersecciones 
del plano vertical proyectante de mi con dos horizontales AiA', v 
, i del plano 1 aQ, Estas intersecciones son los puntos it y e J 
La roela 1E corta en N la recta MN. La verdadera magnitud de 1:1 
distancia MN se ha obtenido abatiendo alrededor de m„. 


m* 


n 


73 


m 
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^ J phma es pa /, fl 5¡? a la íínea de tierra. La perpendicular MN 
es una recta de perfil {fig. 74). Se determina su verdadera magnitud 
proyectándola sobre un plano de perfil xiyi, que corla el piano dado 
según la recta viki. La verdadera magnitud que se busca es MiNi. 

Distancia entre dos planos paralelos. — Por un pumo cual 

quiera se traza una perpendicular a uno de los planos, que también 
o sera al otro, he hallan los pies de estas perpendiculares sobre Ion 
Planos, y la distancta entre estos puntea nos da la solución pedida 
I ara mayor sencillez, se toma el punto M sohrc una horizontal o i m » 
frontal de una de los planos dados. 
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Fig. 7íi 

recta a"- sSÍ/ M -[ a « u " , p,ano Perpendicular a una 

A. htan (m, mJyfUJ el punto y la recta dados (fig. 75). 

Trabarnos por m n 
m' la horizontal 
(,h 3 h ) y la fron¬ 
tal (/, A Ules 
que A sea perpen¬ 
dicular a S y f 

perpendicular 
a Ó * Estas dos rec¬ 
tas determinan un 
plano, cuyas tra* 
zas horizontal v 
vertical son 
pendil clares, 
pectivainente, 
y 8. Este pía 
no, que contiene 
el punto M, es 
el plano pedido 

P*Q. 


per- 

res- 
a 


Trazar por un 
punto M una 

f«TS™f 0,r * rcc,a *- v — j- *«£.'£. 


i t i reda A es paralela a uno de los planos de proyección la 
Perpciiihiular trazada a su proyección sobre este plano, desde la pro- 
> « Ion coi respondiente del punto, nos determina la recta buscada. En 

m. « a-.,,, » puede convenir la recta A en una frontal, mediante un 

(/ * 76) - ° en ,ma h °“* 

o p 2 °. fl? *f“ 2a Cl Pla ”? P * Qque pasa p0T M y es Perpendicular a A- 
MN (Jij 7 7 1 ) I>t,!rSCCCU ' n N ' lc esle plall ° con A - La r «ta pedida es la 

Trazar la perpendicular común MN a dos rectas D y A.— 

, ,aso , gene ™ i - i 1810 perpendicular común puede determinarse 
por dos métodos {fig. 78); 

I o Por un punto A de la recta D trazamos una paralela At a la otra 
recta dada A, y, peipcndicularmenlc ul plano determinado por Dy Ai 
Tazamos la recia A 7,. La dirección de la perpendicular común pedida 

El problema queda ahora reducido a trazar una recta paralela a una 
dirección dada AZ y que se apoye en dos recias 1) y A. 

busca la intersección de A con el plano determinado por D y 

AZ, que estará sobre la intersección 
de este plano con el plano de canto, 
proyectante de la recta A. Esta úl¬ 
tima intersección es ZT f que corta 
A en el punto M. 

Por último, trazamos por M la pa¬ 
ralela a AZ que cortará en N la 
recta D, Como com¬ 
probación, las pro¬ 
yecciones n y n han 
de estar sobre una 
misma línea de re¬ 
ferencia. 

La verdadera 
magnitud del seg¬ 
mento MN (mínima 
distancia entre las 
rectas D y A) se ob¬ 
tiene del modo ya 
conocido; 

2“ Se trazan dos 
planos cualesquiera 
1 J y Qi perpendicu¬ 
lares, respectiva¬ 
mente, a D y A- Su 
intersección n nos 
da la dirección de 
la perpendicular co¬ 
mún. Por un punto 
de D trazamos la pa¬ 
ralela a ít, que nos determina con D un plano que corta A en M, Como 

en ^ ca9 ° anterior, ya sólo queda trazar por M la paralela a fr, para 
determinar el punto N sobre D. 

Casos particulahf.s. 1» Las dos rectas son paralelas a ano de los 
pianos de proyección, por ejemplo, al horizontal {fig. 79). 

U distancia se proyecta en verdadera magnitud sobre el plano ver- 
' dfi Proyección, y í,ene por valor la diferencia de cotas entre las 

menr; D' . a !". dM Perpendiculares respcctiia! 

v rrical y SOri ambos verticales; su intersección es una recta 

La proyección horizon- 
es un punto, que es 
precisamente d onde se 
(íJ i"tan I a s proyecciones 
horizontales de D y i. \ 

s i ías dos rectas son 
paralelas a la línea de tie¬ 
rra, no es cierto lo que 
hemos dicho, pues la per¬ 
pendicular común no es 
entonces perpendicular a 
ninguno de los planos de Fig. 7S 

Proyección, sino que es 

“na recta de perfil. Obtendríamos su verdadera magnitud por un cam- 
»<> tlcj plano vertical u horizontal, para conseguir que esta recta sea 
pit ra lela al nuevo plano de proyección. 


Fig. 78 


o ¡ prayacdiA ¿ 
horizontal 4 


tir 


Fig . 80 


8 2 " Una de l,U rect,K eS Perpendicular a un plano de proyección . 

r±r,:r. D ’ t PU,,ta U J 8 - TodaS las P«P^dic U lar« a esta 
■ s«b frontales. La perpendicular común a D y A lo es también y 

Í ™?T vertlcaI es Ia , Perpandicuhr «V a la pnoyección homó 

r ,í ;• "T P r I,0 I J , a ,raM dc la recta de punta. Esta pro- 
J' ( ‘ rt . lco1 ** ,a verdadera magnitud de la distancia MN. I^t pro- 
• “>n horizontal se dibuja con cl auxilio de las líneas de referencia. 

i" La perpendicular^ común a dos rectas de perfil, no paralelas, es 
j 1 L ‘ , P ,' lra e a ;l la Lnea de tierra. Cambiamos el plano vertical 
P° r otro a exiliar de perfil y reducimos el problema al 







































ibios de planos 


(IfllliflICJH il<i planos. Yii conocemos un procedimiento pan* oblo- 

hl 1 1i,KI . .. Hiiplnnimlnria de una figura, que consiste en oam- 

hl*M 'I \i 11 íciiI dr proyección. 

( 11 <ll(i l«d. tu ha servido para obtener una proyección más útil 

l M "" llÉ de los problemas presentados, especialmente para 

11,111,1 * Iji verdadera magnitud de las figuras que están en un plano de 
I" ,r, i transformar una recta cualquiera en frontal, poniendo 

K imrn do tierra paralela a su proyección horizontal* 


pixlamoi cambiar el plano horizontal de proyección 
por otro cualquiera, que drbr cumplir, nnlu mímente, la condición de 
ser perpendicular il vertical, que queda fijo. p ara transformar una 
recia cualquier» en horizontal, huta colocar la nueva línea de tierra 
paralela a «| proyección vertical. Con la ayuda de los cambios de 
planos, podemos colocar un plano cualquiera en la situación que 

deseemos con respecto a lo» .vos ,danos de proyección, dejándolo 

horizontal, vertical, frontal, de ... o de perfil. Para conseguir esto 

serán precisos, en algunos cauris, tina cambios de planos sucesivos. 


Giros 


i 

de 


«no. Curo de un punto. Giro de unn recta. Transformar una recta en una paralela o perDcndimUr .. .... 
le Proyección. Giro de un plano. Transformar un plano cualquiera en otro perpendicular a uno de lm nh.ños 

de proyección. Giro de un sólido ' pimíos 


”* r0, Lon <*] auxilio de un giro, podemos obtener las mismas 
V *'»I J »Í«» l l«» con los cambios de planos. Cuando una figura gira ulre- 
..I» un eje Au (jig. 81), resulta: 

I" lodos sus puntos describen circunferencias, cuyos centros A y B 
e .nin ni el eje y situadas en los planos que pasan por dichos puntos 
y non perpendiculares ¿$l eje; 

IOlios los arcos descritos en el giro tienen el mismo valor; 

M A ¡Mi " NBNi — mami = natn; 

H 1 ' Su proyección sobre un plano perpendicular al eje describe un 
Wtú del mismo ángulo alrededor del pie de] eje sobre dicho plano; 

4° Las distancias de cada uno de sus puntos a un plano parpen» 
dirular al eje permanecen invariables en cada posición del giro: 

Mm - M1/711 - Aa; Nn = Nmi - Bu* 

Giro de un punto»—I o Sea el eje una recta vertical (fig. Í12L 
La proyección horizontal a del punto describe un arco de eircuníc* 
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Fig. 83 


re n cía alrededor de la traza o del eje, cuyo ángulo es igual til del 
giro, a. La proyección horizontal después del giro cu au Lu proyección 
vt rtu.ii] ít i Sí* encuentra sobre la línea de referencia corren pon dienta 
y en la paralela a xy que pasa por a\ pues la cola del punto tío ha 
cambiado durante el giro* 

ií 1 Sea ci eje de giro unu recia de punta (fig, fíü). La proyección 
vertical a describe un arco de circunferencia alrededor de la troza o 
del eje de giro, cuyo ángulo a es el de giro, La nueva proyección ver¬ 
tical de A es a i. La proyección horizontal «i se nne.iirntra en la inter¬ 
sección de la linca de referencia que jju.su por <f \ oun lu pitriihln 
por a a la línea de tierra, pues el alejamiento del punto A permanece 
constante durante el giro. 

Giro de una recta. — Para girar una recta alrededor de un rio 

basta con girar dos puntos de ella, y, uniéndolos, . .. la recta 

girada, r.n la figura 84, <■! eje <lc giro es una recta vertical. La |ier* 
pcndicular común :i la recta Alí y al eje O/ Rs la recta OA. Si utia- 

■vt _ ^ 

niOH el punto A, 
su proyección lio. 
rizontíil 4i «Iescri¬ 
be un arco ríe cir¬ 
cunferencia de ra* 
di o on * La recta, 
// ¡ “en cualquier posi- 

ti i chin del giro, per¬ 
manece tangente 
al arco descrito 
por «* Detengamos 
id giro de a en ai* 
La proyección ver- 
Lff 7 . N5 tical a\ se obtiene 

1 . i . ,, , * corno ya sabemos* 

a segundo punto bb de la recta describirá, en proyección horizon- 

d . ’ *' arco circunferencia de radio ob. Cortando cala dreunferen- 
<: , :i ron otra de centro < n y radio ab obtenemos Ja nueva proyección 
horizontal lu del punto U. 

. 7!ü an f forrT l? r una re( ? ta en una Paralela o perpendicular 

a un plano de proyección, — I" Una recta cualquiera ai convierte 
en horizontal naciéndola girar alrededor de una recia de punta (jig. 85). 






Par “ elb ’ fl « iro st * <I, ' tien0 cuando la nueva proyección vertical de la 
recia es pura fe la a xy. 

La™ transformar una recta cualquiera en frontal, se la hace 

giiar alrededor de un eje vertical hasta que la proyección horizontal 
queda paralela a xy. 

3“ Una recta horizontal puede invertirse en recta de punta «irán- 
< ola alrededor de un eje vertical (jig. 86). ]> ara transformar en TecIa 

de punta una recta cualquiera, es preciso, en primer lugar, convertirla 
e» horizontal por un giro o un cambio de plano. Con auxilio de un se¬ 
gundo giro u otro cambio de plano, se transforma esa horizontal en 
recta de puma* 

De esta manera, con dos operaciones puede dejarse vertical o de 
punta unu linea determinada de un poliedro* 

4* Análogamente, una recta frontal se transforma en vertical hacién¬ 
dola girar alrede¬ 
dor de un eje de 
punía* Como en 
el caso anterior, 
para convertir una 
recia cualquiera 
en frontal, se ne¬ 
cesitan dos opera¬ 
ciones* 

Giro de un 

plftDOj —- Ha si a Fig* Hfi 

con girar tres pun- 

ms (le él o una recta y un pumo. Es interesante considerar ei punto don¬ 
de el eje de giro corla al plano, pues esc punto no cambia durante el 
giro. Como recta que se gira, para determinar c] plano en su posición 
giruda juntamente con el punto anterior, es interesante tomar una hori¬ 
zontal, si el eje de giro es vertical, o una frontal, si el eje de giro es de 
punta (jig. Hi). La traza vertical aO seguirá siendo traza vertical des¬ 
pués de! giro, pues su alejamiento permanece constantemente nulo du¬ 
rante Ja rotación. La nueva posición de la traza vertical es des- 

pii<V. de girar un ángulo iVi'i. El punto oo' donde el eje corta 
el plano no muevo en el giro. La traza horizontal fiibi es. ya, fácil 
de hallar. Observemos que la traza vertical del plano girado es la 
primitiva traza vertical, pues ésta en su rotación permanece contenida 
en el plano vertical y es tangente a la circunferencia de radio o'i' = 

* 1 1 l. ^in i mboigo, (¡nini las liazas horizontales del plano, antes y 
después del giro, no existe ninguna relación, siendo dos rectus distin- 
Iíih f‘N H rspario. 

Transformar un plano cualquiera en otro perpendicular 

a uno de los planos de proyección —í'ara transformar un plan» 
njiiiquirru en plano de canto , la giramos alrededor de un eit- ví'rti- 
cal f fig. 88)* 

14i traza horizontal del plano dado 
HH’ftdo ira/a horiKonlal dtd jiliino dt’sjjuós df*l 
KÍro. El punió a) uh la nut*vu proyección de a. 
l.íf rmewa horizontal en at/Su 

Í-Li tra^a vortÍi:ai nueva ha de pa^ar por ¡i\ m 
Ll punto oo t donde el eje de giro torta el 
plano* permanece invariable* Luego la traza 
ver lí cal del plano después del giro es fi\o\ 

Análoga metí n\ un plano cualquiera puede 
transí orina rae en vertical girándolo alrededor 
de un eje de punta. 

I'o plano de canto puede transformarse 
un horizontal, kí el eje de giro es de punta. 

Del mismo modo, un plano vertical se 

cunvictc m, frontal, si ae gira alrededor rte un eje ven.caí. 

lesarnoJ tTvl\Z k'T, c,lilIl l llltr:i en hDrinmtal o frontal puede inte- 
r -arma, para que las figuras se proyecten en su verdadera magnitud en 

UM ! 1,,s lU - proyección. Para ello, necesitamos dos giros. Sin 

embargo, por el método de los abatimientos, sólo necesitamos una o pe- 
ración para conseguir el mismo resultado* * 

n,.r G fi!? Un só,i ^°* ~ c] de los giros, podemos oblc- 

mimda asTcom’"? f,t ' “ n .P oIiedro “«f Posición particular deter¬ 
minada, asi como la verdadera magnitud de determinadas lineas 
































Abatimientos 

Método para abatir irn pimío M* Desaba t i miento de un pimío abatido* Regla del triángulo rectángulo. Ángulo 
de abatimiento* Des abatimiento de un punto m,. Abatimiento de los puntos de una frontal 


[tan NIC ion. Abatir un plano Q sobre otro plano P, es hacer girar 
ti primero hasta que se confunda con 
ti segundo, tornando corno eje de giro 
la recta de intersección AB d e los dos 
planos (fig. 89)* 

Al eje de giro A El se le llama char¬ 
nela * 

Todos los puntos del plano Q están 
conten idos en el plano P, después de 
abatir Q sobre P. Si este último plano 
es paralelo a uno de los planos de pro¬ 
yección, el horizontal, por ejemplo, la 
nueva proyección horizontal de una fi¬ 
gura contenida en el plano Q sera la 
verdadera magnitud de la misma, y so* 
bre ella pueden hacerse lorias las cons¬ 
trucciones de geometría plana que de¬ 
seemos. 


de máxima pendiente del plano P«Q; y be su verdadera magnitud, 
siendo ac la altura de C sobre A, resulta que el ángulo ta es la ver^ 
dadera magnitud del ángulo que forma el plano PaQ con el horizon* 
tal de proyección, 

Pam mayor claridad del dibujo, nosotros hemos abatido un ángulo 
rr — ít>* El ángulo de abatimiento es el mismo para cualquier punto del 
plano PaQ. Conocido el abatimiento del primer punto A, los demás 
puntos abatidos se obtienen inmediatamente: 

Para m y situado sobre ab r se encuentra mi* 

Para n ¥ situado fuera tle ab y se trazan laa paralelas al primer trián¬ 
gulo rectángulo* Más fácil es encontrar los abatimientos tle los puntos 
m, r, s, situados sobro una horizontal, que, abatida, será paralela a la 
charnela* 

Análogamente, una frontal quedará abatida según una paralela 
a fltQl* 

Por último, la proyección horizontal mn de una recia y su abati¬ 
miento mi ai se cortan sobre un punto i de la charnela* 



Fig t 80 


Método para abatir un punto M.— Tracemos desde este punto 
la perpendicular Mí a la charneta de giro ffig. 89)* Su proyección im 
sobre un plano li paralelo a la chamela permanece perpendicular 
a la proyección ah de ella durante el abatimiento de Q sobre P* En la 
posición final, ími, tenemos la verdadera magnitud de IM* 

Desabatimiento de un punto abatido*— Después de haber 

hecho las construcciones deseadas sobre et plano de abatimiento, es 
necesario hallar las proyecciones de los puntos obtenidos* Es el pro¬ 
blema inverso al anterior. 

Regla del triángulo rectángulo. — En d abatimiento de un 
punto A alrededor de una horizontal (fig. 90) se verifica: 

a) Su proyección horizontal a se desplaza sobre la perpendicular aai 
a la charnela; 

b) La distancia del punto a la charnela no varía durante el abati¬ 
miento, y T al final de éste, la te¬ 
nemos en verdadera magnitud; su 



la; 2* La diferencia de cotas, ac ~ aa , entre el punto A y la char¬ 
nela aP. 

El punto a, perteneciente a la charnela, no se mueve en eí abati¬ 
miento. El punto aa de la traza vertical del plano PaQ queda abatido 
en au Luego la traza vertical aQ queda abatida en aQu La verdadera 

magnitud del ángulo PaQ es PaQi* Todos los puntos del piano PaQ 
contenidos en el primer diedro quedarán contenidos, después del aba¬ 
timiento, en el interior del ángulo PaQi. 


Angulo de abatimiento* — Es el ángulo <*> = abe (fig. 90). Por 
ser bac un triángulo rectángulo eri que ab es la proyección de una línea 


Desabatí miento de un punto mi. — Se trata de encontrar las 
proyecciones del punto M, sabiendo que pertenece al plano abatido. 
5i se conoce el ángulo de abatimiento, puede encontrarse la proyec¬ 
ción m con la ayuda de la horizontal que pasa por M* Si sólo cono¬ 
cemos un punto abatido m f correspondiente al punto N dd espacio, de 
proyecciones nn conocidas, trazamos mim que corta la charnela en L 
Ea proyección m ha de encontrarse sobre in y sobre la perpendicular 
mía a la charnela. La proyección vertical m se encontrará sobre 
i'a (jig . 91)* 


Abatimiento de los puntos de una frontal* —Se trata de aba- 





m 


i¿ 

h 


íir d punto rn, situado sobre la fron¬ 
tal mf t m'f\ Un punto del abati¬ 
miento es el / de la chamela* La ver¬ 
dadera magnitud /mi es igual a la 
proyección vertical fm\ Luego mi es 
id punto de intersección de la perpen¬ 
dicular ma a la charnela con la cir¬ 
cunferencia de centro / y de radío la 
verdadera magnitud citada (jig, 91)* 

El deGabatimiento del punto abati¬ 
do ni se hace con la ayuda de la rec* 
ta mim o de la horizontal mn* 

Observación, E) objeto del abati¬ 
miento de un plano es dejarlo hori¬ 
zontal, para hacer las construcciones 
geométricas necesarias en su verda¬ 
dera magnitud* El mismo fin pode¬ 
mos conseguirlo mediante un cambio 
de plano vertical, que deje de canto 
el plano dado* En esta posición, giran¬ 
do el plano alrededor de su tra¬ 
za horizontal, que es de pun¬ 
ta, podemos hacerlo 
coincidir con el hori¬ 
zontal de proyección. 

Aplicación* En la 
figura 92 se ha aba¬ 
tido el triángulo ABC. 

Para abatir el punto 
A, se han utilizado los 
dos métodos: el de la 
linea de máxima pen¬ 
diente y el de la frontal* 

* V 

En el abatimiento a\b\c te- \ 

ncnins las verdaderas magnitu- \ 

des de los lados y ángulos. El cen¬ 
tro oí del círculo circunscrito se ha 
dibujado en el abatimiento y se ha 
desabatido en oo. Análogamente hubié¬ 
ramos obtenido el centro del círculo 
inscrito. En cuanto al centro de grave¬ 
dad, podemos obtener sus proyecciones 
del mismo modo. Sin embargo, si scSlo 
nos interesa este punto, no es necesario 
abatir el plano del triángulo, pues la 
proyección del centro de gravedad do 
un triángulo coincide con el centro de gravedad del triángulo proyectado. 


i 
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Distancias y ángulos 

Distancia tle un punto M a una recta A* Distancia de mi punto M a un plano P. Distancias entre dos puntos, 
tíos rectas paralelas y dos rectas no coplan¡irías. Angulo de dos rectas* Angulo de una recta A Y un plano l\ 

Problema inverso* Ángulo de dos planos. Plano blsector de un diedro 


El método de Ins abatimientos nos permite hacer toda clase de cons¬ 
trucciones sobre la figura abatida y después obtenemos las proyecciones 


correspondientes al deshacer el abatimiento. Este método se aplica para 
encontrar las verdaderas magnitudes de ángulos y distancias. 
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Dlstnncln do un punto M a una recta A* — Si* niuu. d pimío 

tliiri minado |u>r M y A alrededor <lc la horizontal MU e¡ur \mm jnu 




M- La recta abatida es aibu Trazando la perpendicular mni a esta 
recta, tenemos la verdadera magnitud mui de la distancia pedida, 
SI queremos las proyección es de MN, basta con desabatir el punto 
n i (¡ig* 93), 

{[orno se ve t no utilizamos en este caso la línea de tierra. 

Distancia de un punto M a un plano P. — Este problema ya 
lo hemos resuelto con un cambio de plano (fig. 73.) La mísmu solu¬ 
ción se obtiene abatiendo en n\ el punto n (pie de la perpendicular 
de ¡Ví al plano P), tomando como charnela la horizontal MU. Ilesul* 
ta mtt i igual y paralela a Mi Ni. 

Distancias entre dos puntos, dos rectas paralelas y dos 
rectas no Gúplanarias»^ —Después de la determinación de los dos 
puntos qtie nos proporcionan la distancia, se obtiene esta por un aba* 
tí tu lento o ti n giro que nos sitúen los puntos en un plano frontal, o 
par un cambio de plano vertical, según hemos explicado anteriormente. 

Angulo de dos rectas. —Si las recua SA y SH son concurren¬ 
tes, se abate su punto de intersección S alrededor de una horizontal 
AH (fig. 94). 

Si las rectas L) y A no son concurrentes, por un punto S de una 
de ellas, L), trazamos la paralela SU u la otra recta A, y se procede 
como anteriormente: el ángulo <p es, en verdadera magnitud, el que 
forman D y A. 

Si una de Us rectas, AH t es horizontal, se abate alrededor de ella 
como charnela. El ángulo 0 es el que forman Aíl y AS, 

Si una recta fuera frontal, se abatiría alrededor de ella, sobre un 
plano frontal. 

Si una recta fuera vertical o las dos proyecciones horizontales cstu* 
vieran confundidas, se abatiría el plano vertical proyectante* Este es el 
caso del ángulo que forma una recta con su proyección horizontal. Si esa 
recta es la línea tic máxima pendiente de un plano, el ángulo de que se 
Lrata es el que forma dicho plano con el horizontal de proyección. 

De una manera análoga se resuelve este problema sí una recta es 
de punta o si las dos rectas tienen sus proyecciones verticales confun¬ 
didas. 



Angulo da una recta A y un plano P 

d* 


\ 

Eíff. 95 


«— El ángulo que forma 
una recta A con un [da¬ 
ño P p es d mismo que 
el formado por dicha 
recta emi su proyección 
sobre el plano, el cual 
es complementario del 
que forma con una rec¬ 
ta D, normal al plano. 

No es necesario, por 
tanto, hallar la proyec¬ 
ción de A. Si el plano 
P (fíg. 95) está definido 
por dos rectas AD y BC, 
concurrentes en O, se 
determinan una horizon¬ 
tal Aü y una frontal 
CD, Por un punto M de 
A se traza la perpen¬ 
dicular MP al plano, 
cuyas proyecciones hori¬ 
zontal y vertical son, 
respectivamente, las per¬ 
pendiculares mp a ab y 
mp a cd\ Se abate. 


..¿Fumo, d ángulo PMN alrededor de la horizontal pn y se obtiene 

d áii, gal o ptMi/f, que es, en verdadera magnitud, complementario del 
ungid" hincado. 


erí ángulo rn mi Ai. Observemos 

.- 11 "' 




¿kh 


Problema Inverso. Trazar por un punto M una recta qttt ¡ar¬ 
me unguío* dados* a y />,. con tos ¡danos de proyección (íig- 96). 

llíigjimoH ].i riHinhuccii'm pura la proyección vertical m de M f cuya 
proyección horizontal es m i. lInstam dcapuer* con trazar por M la para- 
ida a la recta hallada. 

Consideremos d problema icMirhn y senil aifln y am las proyec¬ 
ciones que buscamo*. El plano vertical proyerianir de Ai Mi lo aba¬ 
timos sobre V, y resulta el titán guio 
que de este triángulo conocemos el 
cateto m\ni y el ángulo a. Luego po¬ 
demos construirlo y tendremos Ja Ion 
gitud flwAi = fliifij. Giramos el plano 
ile canto, proyectante de Ai Mi, alre¬ 
dedor de la recta de punta mm i, m 
hasta ponerlo horizontal, en cuyo mo¬ 
mento obtenemos sobre II el triángu¬ 
lo rectángulo m i/aAz- De este trián¬ 
gulo conocemos la hipotenusa miAa, 
igual en magnitud a la del triángulo 
pi'ffitAi construido antes, y el ángu» 
lo /3, Luego construyendo este trián¬ 
gulo tendremos el alejamiento /tAz del punto A. De aquí se deduce esta 
construcción: se traza la paralela Á 2 «i a la línea de tierra a una distan¬ 
cia pA& Con centro en mi y radio mi Ai se corta esta [jara lela y se 
obtiene la proyección m; u está en la línea de tierra. Por rn se traza la 
paralela u mir/l. La recta pedida es la am, am\ El problema tiene cua¬ 
tro soluciones, en general. 
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Angulo de dos planos*— Es el rectilíneo del diedro formado 
por dios. Se obtiene trazando por luí punto de la intersección I H las 
perpendiculares a esta recta, contenidas en cada tino de los planos, las 
cuales determinan un plano perpendicular a dicha intersección ijig. 97). 
Las trazas de este 
plano son perpen¬ 
diculares a las pro¬ 
yecciones homónimas 
de la recia. Tome¬ 
mos como plano del 
rectiIíneo aquel cu* 
ya traza horizontal 
es ah. 

El plano vertical t 
proyectante de FU ¡ 
corta esta traza en / 

G. Abatiendo este 
plano sobre él hori¬ 
zontal de proyección 
ob f tenemos en Fi/i 
el abatimiento de 
FHi El punto C 
queda abatido en su 
m i s ni a proyección 
horizontal c. La per- 
j> o n di i c tilnr em a 
Fiá nos determina el 
vértice oí det recti- 
I írico del diedro que 
con ti ene l;r bo ri¬ 
zón tal ab. Sus proyecciones, deshaciendo el abatimiento, serian o,o. £>t 
a lia limos este vértice oo sobre H, alrededor de ab como charnela, se ob¬ 
tiene su abatimiento 03 . El ángulo pedido, en verdadera magnitud, es 

aozb. Si no necesitamos las proyecciones o y o del vértice del rectilíneo 
del diedro, lio es preciso deshacer el primer abatimiento, pues 02 se 
puede obtener directamente, ya que co 2 = coi. 

Plano bísector da un diedro. — * Después del abatimiento del rec¬ 
tilíneo, se puede trazar la bisectriz 02 E, que en proyección es la recta 
oe, oV. Esta recta y la intersección FU nos determinan el plano oi- 
sector drl diedro. 

El ángulo que un plano forma con el horizontal de proyección pue¬ 
de hallarse con ayuda de la línea de máxima pendiente. El ángulo que 
un plano forma con eí vertical de proyección puede encontrarse de 
una manera análoga. 

Mbruno DEL suplemento. También puede hallarse el ángulo entre 
dos planos trazando por un punto M, interior al diedro, las perpendicu¬ 
lares MA y MB a dios. El ángulo formado por estas dos recias es el 
suplementario del pedido* 

Este método es muy útil para determinadas posiciones notables de 
los planos. 



Representación de figuras planas 


Método. 

vertical, 

quiera. 


Cuadrado y octógono regular, situados en un plano de canto. Circunferencia situada cu un plano 
que forma un ángulo dé tillo con el vertical de proyección. Circunferencia situada en un plano cual- 
Método. Procedimiento rápido para determinar loa eje» menores de las proyecciones de una circunferencia 


Método. — Si una figura está situada sobre un plano paralelo a uno 
dt Uva plano» de proyección, su proyección sobre este es su verdadera 


magnitud. Sobre el otro plano, se proyecta según una linca recta para¬ 
lela a la línea de tierra. 










166 


GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


Si )n ib *\\U ".r f ■ . 1 1 j n i'M/’i hÍMlmhl ni Un pliiivo rlhib| tíiC i .1. 1 .1 í n +1 > 

, t > pLrio 1 Jim un plano hon/miial. no hace la iCprrHrnlut 'nm di* hi 
fipuTá 1 1 > 11 <] a hfll utiir ni * + y mí* vuelvii 1 í a 8 tl jmsuiuií muía!, 

y mu ■ I, ñuto- Jo*í [Minina di* la figura. Veamos alguno» L*j rtn jilos. 



Cuadrado y octógono regular, situados en un plano de 

canto* —Sea el cuadrado ABCD ffig. 9B), uno de cuyos lados, AR, 

es di* ¡ninfa, y otro, BU, 
es frontal; el plano del 
cuadrado forma m¡ ángu¬ 
lo de 4Ü 4 * con el horizon¬ 
tal de proyección* 

Supongamos el piano 
del cuadrado abatido so¬ 
bre un plano horizontal, 
alrededor de la charne¬ 
la Alb 

El cuadrado se pro¬ 
yecta ró horizo 1 italmeme, 
entonces, en su verda¬ 
dera magnitud ABCD. 

Si queremos transfor¬ 
mar este cuadrado en 
un octógono regular, Ira¬ 
cemos los arcos de cir¬ 
cunferencia de la figu¬ 
ra, con centros en cada 
uno de los vértices del 
cuadrado y radio la mi¬ 
tad de su diagonal. Re¬ 
sulta así el octógono 
numpufi nsifnn. P a r a 
deshacer el abatimien¬ 
to, giremos el plano dr la figura, alrededor de la recia de punta AB, 
hasta que su traza vertical forme un ángulo de 4(P con xy. Los aleja¬ 
mientos de los puntos no cambian durante esta operación. Las perpen¬ 
diculares a la chamela permanecen paralelas a la línea de tierra. 

Las proyecciones verticales de los vértices estarán sobre ia traza 
vertical del plano. La distancia de ellos a la charnela de giro es cons¬ 
tante, luego la proyección vertical ni n p f q'r'sít u del octógono t.e obtie¬ 
ne trazando ln» arcos de ht figura. La proyección horizontal mnpqrstu 
se obtiene en la intersección de cada línea de referencia con la frontal 
correspondiente. 


H * % 
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Circunferencia situada en un plano vertical, que forma 
un ángulo de 60 “ con el vertical de proyección, — Supongamos 

el plano de! circulo abatido sobre el plano vertical de proyección. La 
circunferencia se proyecta en verdadera magnitud sobre él y podemos 

dibujarla. Su proyección horizontal se¬ 
rá un segmento cd i t igual al dia* 
metro y situado sobre xy. Giremos 
aliora el plano, alrededor de la ver¬ 
tical que pasa por c, hasta que su tra¬ 
za horizontal forme un ángulo de bí) & 
con xy p 

El ángulo dex es el rectilíneo del 
diedro considerado; cd es la proyec¬ 
ción horizontal de la circunferencia 
y su magnitud es un diámetro. 

La proyección vertical es una elip¬ 
se, cuyo eje mayor es la proyección 
ti b' del diámetro paralelo a la char¬ 
nela y cuyo eje menor es la proyección 
cd' del diámetro normal a ella. 

Circunferencia situada en un 



y 


plano cualquiera (fig. 100)- —Este 
caso general es muy importante para ia representación de los cuerpos 
redondos y sus secciones planas. 

Las dos proyecciones son elipses en las que el eje mayor es lo pro¬ 
yección del diámetro parulelo al plano de. proyección considerado, Esté 
es el unten diámetro que se proyecta en verdadera magnitud. Determi¬ 
nado este diámetro, sólo falla determinar la proyección del diámetro 
correspondiente al eje menor de la elipse. Conocidos los ejes de ésta, 
se puede dibujar por el método de la tira de papel. 

Conviene observar que, para cada proyección de la circunferencia, 
tenemos que buscar jos ejes de la elipse correspondiente, pues tos 
ejes de una elipse no se corresponden en proyección con los de la oirá. 
Las segundas proyecciones de los ejes de una de las elipses son diá¬ 
metros conjugarlos en la erra elipse. 


Método* —La circunferencia queda definida por su centro oo\ su 
radío y una recta cualquiera de su plano que no pase por ou'. Sea, por 
ejemplo, la horizontal hk* 

Abatimos el plano alrededor tic hk como charnela. El centro oo viene 
abatido en ni. 

Con el radio dado dibujamos la circunferencia y, a continuación, 
deshacemos el abatimiento. Conviene obtener los ejes de ta elipse 
como hemos dicho ya. Es interesante saber hacer el d esa batimiento 
de cualquier punto de la circunferencia y trazar la tangente en él. 
En especial, deben hallarse los siguientes puntos de la elipse: 

El más alto y el más bajo, en los cuales la tangente es horizontal; 

El más cercano y el más lejano, en los cuales la tangente os frontal; 

El más a la derecha y el más a la izquierda* en los cuales la tan¬ 
gente es de perfil, 



Umtunirnto dr! *rntrm íSi la recta dada, A, del plano no es hfflri- 
/oui-il t wr ibiiMMÍni pin mediación de ella y el centro, una horizon¬ 
tal hk. El cniííii m<* lo abatimos en o; con ayuda de la frontal of, o'f ; 

también pod>. abatirlo enn ayuda del triángulo 

h'je mayor ith dr l¡t proyección horizontal. Es 1 a proyección horizontal 
Aid diámetro horizontal AR, paralelo a la chamela. Su abatimiento 
es fjjól* Desn bal ido, es a b* Su centro oró es el 
de la ri reuní eren riu ni ambas proyec¬ 
ciones. Su proyección vertical 
aló es paralela u % y. 


m: 


Fi(f. HUÍ 


Eje menor cd de la proyección horizontal* Es la proyección hori¬ 
zontal del diámetro CD, perpendicular al AB, que es línea de máxi¬ 
ma pendiente del plano. Abatido, es cidl. Lo hemos desabatido en cd 
con ayuda de las frontales ciS y d]ú. No hemos hallado la proyección 
vertical cd para no sobrecargar el dibujo. Las proyecciones c y d' 
corresponden a los puntos mas alto y más bajo de la proyección verti¬ 
cal. En esta proyección, aló y cd' serán diámetros conjugados. 

Eje mayor c i de la proyección vertical* Es !u proyección vertirá! del 
diámetro frontal EL La ¡jaralela a xy por o corta en / ia charnela 
y este punto, unido con o\, nos proporciona su abatimiento eiri. Des¬ 
hecho r! abatimiento, tenemos la proyección vertical eV, No es preciso 
hallar ei* Basta con hallar /T y llevar /V = /el y j i' = fiu 
Eje menor rV de la proyección vertical. Es la proyección vertical 
del diámetro RS, perpendicular al EL Su abatimiento es tim, perpen¬ 
dicular a eui. Deshecho el abatimiento, resultan sus proyecciones r,t, 
rV. La proyección rV es el eje menor de la elipse, proyección vertical. 

Las proyecciones horizontales rs y ei son diá¬ 
metros conjugados de la elipse, proyección ho¬ 
rizontal. En esta proyección, el punto r es el más 
cercano y el punto s es el más alejado. 

El desabatimiento de risi lo hemos hecho con 
la ayuda del centro o y el punto p, de encuen¬ 
tro con la chamela. 

Punió cualquiera ranri y tangente en él. El 
punto m\ lo tiesa ha limos con la ayuda de la 
frontal mift ; la normal por mi a fa charnela 
(que no se ha dibujado), corta en rn la para¬ 
lela a xy trazada por p. 

La tangente a la elipse en rn pasa por t, pun¬ 
ió de intersección de la charnela con la tangen¬ 
te a la circunferencia en mi. 

En proyección vertical, mí está sobre la fron¬ 
tal p\ y la tangente en m pasa por t\ 

Diámetro de perfil. En proyección horizontal, 
es la perpendicular orí a la línea de tierra. 

Abatido, es «oí. Los extremos de este diámetro 
nos proporcionan, al debatir, el diámetro de 
perfil. 

Si trazamos el diámetro perpendicular a noi en el abatimiento, ten- 
dremos los puntos más a te izquierda y más a la derecha. 

Tangente a la elipse, paralela a un recta A o que pasa por un. pan¬ 
to G. Abatimos la recta A* Un punto del abatimiento es el le, perte¬ 
neciente a la charnela. Abatimos otro potito gg\ con ayuda de la fron¬ 
tal gf , gf\ en gi* El diámetro perpendicular ti kgi nos proporciona los 
puntos ¿i y ej, que* desabatidos, son n y et*\ Las paralelas por estos 
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I . . u lux proyecciones A t A' de la recta, ríos proporcionan las tan- 

gentci* pedidas. 

Si i¡ijf rrniCHt trazar la tangente desde un panto G a la circunfc- 
íniriji, ubatimos este punto en gu Desde gi trazamos Jas tangentes a lu 
i m unfcrcneu* y tiesa bal irnos los puntos de contacto. Uniendo las pro* 
yrcrkmrB de éstos con g y g\ respectivamente, tenemos la solución. 

Procedimiento rápido para determinar tos ejes menores 
tío las proyecciones de una circunferencia (fig, íoi). — Se tra- 

n_t deÍ caso en que la circunferencia está determinada por un diámetro 


frontal . r f v ■ < i mi liori/ontnl ab* Los semieje» mayores son: oa = 
r=¡ úh (If t* ií taf R. 

{’ipji mi EJiiJm lt > centro a’ describirnos un a'co que corta la direc¬ 
ción ti» I . |. inriirK i» I Uniendo a con / obtenemos el punto e sobre 
cd': nV e* II.i fmij diNl del M-miejr menor, en ía proyección vertical; 

# _ t 4 4 4 

a e <* r tí * , 

Análoga no oh , . anillo i r» i y ludiu R describimos un arco que 

corta [a ilnn i ión i|H t jr .mi mi g. llmerido c con g obtenemos el 

punto t »r>br- nh rr > T Ion y i Uní drl tk iiurj^ menor, en la proyección 
horizontal; ci «w on* 


Representación de poliedros 


Prisma con tina base en un plano de proyección. Prisma con la base en un pimío cuubjulnn Puntuación de 
un prisma (o de un poliedro) convexo. Paralelepípedo y cubo. Cubo con una diagonal vertical, Sección recta y 
desarrollo de la superficie lateral. Intersección de una recta y un prisma. Pirámide, Pirámide de Vértice dad© 
y base situada sobre el plano horizontal. Pirámide ron La base en un plano cualquiera, Hallar las proyeccio¬ 
nes de una pirámide dadas la base y la verdadera magnitud de las aristas laterales. Tetraedro regular con urm 
arista horizontal y otra de punta situada sobre el plano horizontal. Intersección de tina recta A cun llím Pi¬ 
rámide SABCD 


Definiciones, Se llama superficie prismática la superficie engendra* 
da por la trasladan de un polígono plano paralelamente a una recta fija* 

Se llama prisma el sólido interior a una superficie prismática y limi¬ 
tado por esta y dos planos páratelos, que cortan dicha superficie según 
dos polígonos iguales, llamados bases del prisma. 

Los coras laterales de! prisma son parale logramos. Las aristas lato 
rales son todas paralelas. 

La sección que produce en la superficie prismática un plano perpen¬ 
dicular a sus aristas , je llama sección recta. 

Prisma con una base en un plano de proyección.— Para 

representarlo por sus proyecciones dibujamos, primeramente, la base 
en su verdadera magnitud sobre el plano dado. La segunda proyección 
de la base se encontrará en la linea de tierra. Trazamos, después, lan 
paralelas por los vértices de la base a la dirección dada de las aristas. 
La segunda base tiene tas mismas proyecciones, trasladadas una mag¬ 
nitud igual a In longitud de las aristas laterales. 

Prisma con la base en un plano cualquiera. — a) Se conoce 

una de las proyecciones de la base. Sea la vertical* Se trata de hallar 
las proyecciones horizontales de cada uno de los vórtices di la baso, 
conociendo el plano PaQ tic esta y las proyecciones verticales de dichos 
vórtices (fig, 11)2)* 



Basta para ello con hacer pasar por cada vórtice una recta del plano 
y sobre ella se hallará la proyección horizontal buscada. Esta recta 
auxiliar, pan mayor facilidad, será un lado del polígono de la base, 
o bien una horizontal o unu frontal del plano. 

Si el plano de la base es vertical, las proyecciones horizontales de los 
vórtices se encontrarán en bis intersecciones de las líneas de referencia 
con ía traza horizontal del plano. 

Las proyecciones de la segunda base se hallarán como en el caso 
anterior. 

b) Se conoce la verdadera magnitud de la base y su plano. Este es 
el caso más frecuente. 

Si el plano de la hase es de canto, se toma este plano como nuevo 
plano horizontal de proyección, lín la nueva proyección horizontal, la 
base estará en verdadera magnitud y puede dibujarse. 

La proyección vertical correspondiente estará sobre la línea de tierra* 
Volviendo a los primitivos planos de proyección, tendremos la base 



t\ 

situada en el dibujo. El resto es igual que untes. Tu miñón podíamos 
haber abatido el plano de la base sobre el horizontal, girándolo alre¬ 
dedor de su traza con este plano* 

Dibujamos el polígono, y deshace¬ 
mos el abatimiento. Así liemos 
hecho con el prisma recto de base 
exagonal de la fig* 103. Las a ríalas 
laterales de este prisma se proyectan 
vertical mente en verdadera magni¬ 
tud, por ser rectas frontales. 

Si el plano de la base es vertical, 
tomamos este cotilo nuevo plano ver- 
i ical de proyección* En este nuevo 
plano vertical, la base se proyectará 
en verdadera magnitud y podemos 
dibujarla. El resto es igual que an¬ 
tes, También podíamos haber girado 
el plano, como en el caso anterior* 
alrededor de su traza vertical, etc. 

Si la base esta sobre un plano de 
perfil, consideremos este como un 
caso particular del plano vertical, 
laminen puede abatirse la base so¬ 
bre cualquiera de los planos de Fiq, 103 

proyección. 

SÍ la base está situada en un plano cualquiera, este plano puede 
transformarse en plano de cunto poi un cambio de plano vertical de 
proyección, tomando la nueva linca de tierra perpendicular a su traza 
horizontal i entonces, tenemos el problema reducido a un caso ya estu¬ 
diado. Sin embargo, por tin abatimiento del plano sobre cualquiera de 
los planos de proyección obtenemos la solución más rápida y sencilla¬ 


mente. 


Puntuación de un prisma (o do un poliedro) convexo.— 

1* Los contornos aparentes* ahepm y a*tícpfti\ de cada proyección, se 
ven total mente {fig> 11)2). 

2” Si dos aristas m cortan en tina cualquiera de sus proyecciones, 
dentro del contorno aparente, una de ellas es vísta y la otra está oculta. 
Por ejemplo, ac y btt* 

3* -Si ni una proyección, un vértice está situado en el interior del 
contorno aparente, las arista» que salen de él mjm todas vistas o están todas 
ocultan. En la figura 102, las aristas ttft» np y nm, que salen de n , están 
tudas ocultas* En Ift figura 103, las uríalas ir, tí, e it, que salen de i , 
?»c>n todas v ihIus. 

V En !u íig* 102, veamos cual de las dos proyecciones que se cortan* 
, IC y es vista* Consideremos las proyecciones verticales u y v 

del punto de cruce, sobre cada una de las rectas AC y 0N. El punto 
r;, v tiene mayor cota que c! u t u . luego AC se cruza con I3N por 
encima de ella* Así, pues, ac es vista y bu esta oculta. 

5 fl Análogamente, veamos cuál de lus ríos proyecciones verticales, 
ac y b*n, CS vista. El punto z, z sobre UN tiene mayor alejamiento 
que el punto y, y' sobre AC* Luego AV se ve y ac está oculta. 

tf Todo punto interior al contorno aparente y perteneciente n una 
arista oculta, está oculto. Asi, la proyección n está oculta {fig, 1D2), 

7" Toda arista que sale de un vértice oculto, está oculta. 

8° Todas las mistas tic una cara vísta son también vistas. 


Paralelepípedo y cubo. -Son casos particulares dd prisma, Tie¬ 
nen ocho vértices, doce aristas y seis caras. Las doce aristas son para¬ 
lelas entre si en tres grupos de cuatro aristas eada uno. 

En el cubo, la>i seis caras son cuadrados iguales* cuyo ludo es la 
arista del cubo. 


Cubo con una diagonal vertical. — El cubo en esta posición es 
mi caso muy interesante. Sus proyecciones se obtienen rápidamente, 
teniendo en cuenta las propiedades siguientes í/ig. 104): 

I a La proyección horizontal es, en contorno aparente» un exágono 
regular. Los lados del exágono y los radios correspondientes de su cir¬ 
cunferencia circunscrita forman seis rombos, tres vistos y tres ocultos, 
que son las proyecciones de fas seis caras del cubo; 

2 4 Sí coloramos cuatro aristas paralelas al plano vertical de pro¬ 
yección, la proyección del cubo sobre este plano ea, en contorno apa¬ 
rente. un rectángulo inscrito en una circunferencia* cuyo diámetro 
es la diagonal dada. 

Si nos dan la arista, lu diagonal de una cara es 8 = 0 ^ 2 , La dia- 
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giviiii! del * uJn* <*m : t¡ sf fE I í'í" *t sí d Halan magnitudes pueden 
hn llwrar grilló amenté* 





Esto rectángulo se descompone en oíros 
ilos rectángulos iguales, cuyas diagonales ho¬ 
rizontales dividen la diagonal vertical del 
I) cobo en tres segmentos iguales. 

Sección recta y desarrollo de la 
superficie lateral- — Se olí tico en rápida* 
inerile, con la ayuda de un abatimiento. I*) 
mismo puede decirse en el caso de troncos 
de prisma. 

Si el prisma es recio y tiene su base sobre 
uno de los planos di* proyección, su sección 
recta se confunde sobre este plano con la 
proyección de ta base, que se proyecta en 
su verdadera magnitud, 

intersección de una recta y un 
prisma, - Se buce pasar por la recta un 
plano paralelo a las aristas laterales del 
prisma. Este plano corla la liase en dos 
puntos. Trazando las paralelas por éstos n 
las aristas del prisma* leñemos las dos rec¬ 
tas ríe intersección de dicho plano con él. Estas recias cortan la dada 
(por ser explanarías las tres) en dos puntos, que son la solución del 
problema. 

En lugar del plano utilizado, podíamos haber escogido como auxiliar 

otro plano cualquiera* y t en particular, 
uno de ios planos proyectantes de la 
recta dada. Pero, normal mente, el pri¬ 
mer procedimiento explicado es el más 
corto. 

Pirámide. — Es el sólido interior a 
u ti ángulo [iolledro y limitado por mi 
plano que corta todas las aristas de 
aquél. La intersección del plano con 
9, las aristas es un polígono, llamado 
base fie la pirámide. Las aristas que 
van desde el vértice a la base se lla¬ 
man aristas laterales. 
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Fig. 11)5 


Pirámide de vértice dado y 
base situada sobre el plano 
horizontal (fig 105), — La re- 
presentación es mimóla tu lia linca 
de fierra se ha dibujado oblicua 
a Jas dos direcciones del papel). 
La sección por un plano de canto 
o vertical se balín fácilmente, 
, La sección por el plano de Cfim- 
\ ío aQ coincide con esta traza 

en la proyección vertical. La 
! proyección horizontal se obtie¬ 

ne con ayuda de las líneas de 
[ referencia. 

¡ La verdadera magnitud de 

y nna arista SE puede obtenerse 

por el método del triángulo 
rectángulo o, también, hacien¬ 
do un cambio de plano ver¬ 
ilea] para poner la recia SE 
de frente; para ello. Loma¬ 


mos la nueva linca de tierra Jtiyi, paralela a la proyección horizontal se* 



Fig, 106 


Es preferible, sin embargo, girar la 
arista SE alrededor de la vertical 
que pase por uno de sus puntas, por 
ejemplo, la que pasa por ss\ Enton¬ 
ces, la proyección se viene a ocupar 
la posición jci, paralela a xy f sin 
cambiar de longitud; e viene a e'i; 

la verdadera magnitud de SE es el 

segmento s't'i. 

Análogamente, se obtendrían las 
verdaderas magnitudes de las demás 
aristas. Sobre ellas, pueden hallarse 
las distancias del vértice S de la pirá¬ 
mide a cada uno de los vértices de 
la sección plana MN01*Q* Así, la 
distancia, en verdadera magnitud, de 

SQ es &q*i m 

Con las verdaderas magnitudes de 
fus aristas podemos hacer el des¬ 
arrollo de la superficie lateral (fig, 
106). liste se obtiene construyen¬ 
do una sucesión de triángulos que 
tienen dos a dos un lado común. 

La verdadera magnitud de la sec¬ 
ción plana se suele hallar abatiendo 
el plano secante, alrededor de su 
traza, sobre el horizontal de proyec¬ 
ción* 


l*n<h litnN barvi un cambio de pía tío horizontal de proyección tomando 
un niirvu pluno de canto paralelo a] dado. Para ello, se coloca la 
..* di i ierra x¿y2 pa ralela a aQ. La nueva proyección hori¬ 
zontal MvN'.d hsl'iiQ es la verdadera magnitud de la sección MNOPQ* 

Píránildo con la base en un plano cualquiera. — Si una de 

las proyecciones de la base es conocida, determinamos la otra, sabiendo 
que perimece a un plano dado, como hemos visto con el prisma* Se 
unen las proyecciones del vértice a las proyecciones homónimas de cada 
uno de los vértices de la base, y tenemos representada la pirámide. 

Si conocemos ía verdadera magnitud de la base, hacemos un cambio 
de plano para transformar td plano de la base en vertical o de canto* 

Más rápido que esto es auxiliarnos con un abatimiento del plano 
de la base sobre cualquiera de les planos de proyección. 


Hallar las proyecciones de una pirámide, dadas la base y 
la verdadera magnitud de las aristas laterales. — Este pro¬ 


blema es posible en dos casos: 

l n En las pirámides regulares: 
En efecto, situada la base* traza¬ 
mos por su centro la perpendicu¬ 
lar a kü plano. Sobre esta per¬ 
pendicular, siempre habrá un ptiri¬ 
lo cuya distancia a los vértices 
de la base sea la dada* Sólo en 
el caso en que esta distancia sea 
menor que el radio del círculo 
circunscrito a la base, carecerá 
de solución el problema; 

2 o En los tetraedros o pirámi¬ 
des irla lígula res cualesquiera {fi¬ 
gura 107). Si una cara está sobre 
el plano horizontal de proyección, 
abatimos las otras caras sobre 
diehu plano, alrededor de sus tra¬ 
zas AC, AH y BC Obtenemos asi 
los puntos Si, Sa y 5a* Desabatien- 
do estos puntos, las normales por 
ellos a las charnelas se cortarán 
de! vértice S del 
la línea 
el cateto 
verdadera 
a la proyección 


¡i* 



Ffff. 107 

pnvyacción horízonta 1 
se obtiene sobre 
Esta magnitud rS 
cuya hipotenusa S(I es la 
cateto Gil es igual 


en s, que es la 

tetraedro* 1.a segunda proyección 
ríe referencia sh\ conociendo su cota s h\ 
SH de un triángulo rectángulo 5HL 
magnitud de una arista lateral, y rl otro 
horizontal se de la misma arista. 



Si la base del tetraedro está sobre un plano de canto (o vertical), se 
reduce al caso anterior por medio de un cambio del plano horizontal 


3US^ ^ 


(o vertical) de proyección. 

En <d caso general de 
una pirámide regular, 
cuya base está situada 
sobre un plano de canto 
(o vertical), se abate 
también dicha base so¬ 
bre »?1 plano horizontal 
(o vertical), donde pue¬ 
da dibujarse. Se des¬ 
hace id abatimiento, y 
tenemos sus dos proyec¬ 
ciones (fig, 108). En ta 
pirámide de la fig* 108, 
la altura es una recta 
frontal, luego se pro¬ 
yectará vertí cal mente en 
sir verdadera magnitud. 


Tetraedro regular 
con una arista hori¬ 
zontal y otra de 
punta situada sobre 
el plano horizontal 
< fig. 109). — S a p o n e- 
tnos d tetraedro apoya¬ 
do en el plano horizon¬ 
tal sobre una cara ABO, 
siendo BC perpendicular 
a Jty* El cuarto vértice I) 
se proyectará horizontal- Fífjf, 108 

mente en el centro Di 

del triángulo ABC. La proyección vertical d” de Di se encuentra sobre 
la línea de referencia correspondiente y a una distancia de a igual 
a la verdadera magnitud de la arista, por 3er A Di &'d" una retía 
frontal. Tenemos así el tetraedro de proyecciones ABCDi, a*b*cd'\ apo¬ 
yado sobre H. 


Giramos esta posición del tetraedro un ángulo, dado por el arco m*m\ 
hasta colocar horizontal la arista frontal AD. Las proyecciones a' y d' 
vienen a a y d\ respectivamente. Las proyecciones horizontales A y Di 
se desplazan paralelamente a xy¡ basta ocupar las posiciones a y d. Los 
puntos B y C no se mueven, por pertenecer a la charnela de giro. Tene¬ 
mos así las proyecciones buscadas, «BCd, ah'cd\ 

Observación importante* Un tetraedro regular, con una arista situada 
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i n nn plano *tf proyección. y perpendicular a xy, y la ¿t tinta opurMa pn 

MI Irla n ente plano, SC proyecta sobre 
r| un los tailos de un cuadrado 


11" 


9 


Fig. Hiy 


i y 


U-- 


Fío. 110 


y mi m diíi^mmlr-. llini de «■■-.lo i ir presenta la arista contenida en el plano, 
ijiir < 1 >41 ii im olio, y I é oits representa la arista paralela a dicho plano 
y cu v i si i Lim MMh» huhm del cuadrado representan las otras aristas, 
jur non v('rin i, [mií ir i i | contorno aparente de la proyección del te¬ 
tra rd:m, 

lntur*naolón de una recta A con una pirámi- 

d» LAUCO i/rv. 110)* — Unimos S con mi punto cual- 
i|iiirm I riii Iji recta A. La recta SI t que pertenece al 

idi.i (S r Ai, 1 ih |jt H plano horizontal en kk\ La recta 

A ' oh ii i ih" mÍHiim ¡daño en hh\ La recta (kfi t k'h f ) * 
n-jiMi )m i i/imii a I drl plunci (S,A)í corta en p y q la 
Jnimc de lo pii ii 111 i i le* l.JiM r reías SP y SQ cortan A en 
mrn y nn\ que son los puntos de intersección 
buscados. 

En lugar d>d plano (S,A) podemos utilizar otro pla¬ 
no cualquiera que pase por A- Aparte de] utilizado por nosotros, es 
conveniente» otras veces, uno ríe los plano» proyectantes (vertical o de 
canto) de la recta A* 

El segmento mn, interior al sólido, esta ocu lio. Lo mismo puede decirse 
de rnn\ 

Aunque las proyecciones mi y sV se cortan, ambas son vistas, pues 
una recta MI no tiene espesor. 


Intersección de poliedros 


Motado 
y defg 


general de determinación. Penetración de un prisma recto por un prisma oblicuo. Las dos bases abe 
están sobre un plano de proyección, intersección de dos prismas oblicuos* Mordedura* Intersección de 

ilos pirámides. Intersección de un prisma con una pirámide 


Definiciones. Se dice que dos poliedros tienen intersección cuan¬ 
do sus superficies exteriores tienen puntos comunes. 

Si uno de los poliedros atraviesa totalmente el otro w tenemos un caso 
de penetración. La intersección se compone, entonces, de dos polígonos 
¡llanos o alabeados, llamados de entrada y de salida. 

Si cada uno de los dos poliedros tiene aristas no cortadas por el 
otro, se trata de una mordedura* Sólo hay un polígono de inter¬ 
sección. 

Existe mi caso intermedio en el que dos líneas de intersección (de en¬ 
trada y salida) tienen un plinto común. 

Se llama sólido común la parte de un poliedro contenida totalmente 
en el otro. 


Método general de determinación* —Para encontrar la inter¬ 
sección de dos poliedros nos servimos de planos auxiliares. Estos 
cortan cada poliedro, en general, según dos polígonos. Los puntos 
comunes í\ estos polígonos son plintos de la intersección buscada. 
Planos que producen fácil intersección en cada uno de los poliedros, 
son los paralelas a los de proyección y los perpendiculares a ellos. 



Se repite la operación de los planos 
auxiliares tantas veces como sea necesa¬ 
rio. De la elección de estos planos auxi¬ 
liares depende la mayor o menor sim¬ 
plicidad de las construcciones, frecuen¬ 
temente muy complica das. 

En particular, cuando uno de los só¬ 
lidos es un prisma» conviene tomar como 
planos auxiliares 
los paralelos a sus 
aristas laterales. 

La intersección de 
estos planos con 
el prisma son rec¬ 
tas paralelas a di¬ 
chas aristas. 

Si uno de los 
sólidos es una pi¬ 
rámide, los planos 
auxiliares deben 
pasar por su ver* 
tice; las intersec¬ 
ciones con ella son 
dos rectas que pa¬ 
san por dicho vér- Fig, 111 

tice; una de ellas 

puede ser una arista lateral de la pirámide* 


Penetración de un prisma recto por un prisma oblicuo* 
Las dos bases abe y defg están sobre un plano de proyec¬ 
ción*— Sea este plano el horizontal, por ejemplo ( fig . 111). 

Tomamos como auxiliares los planos verticales cuyas trazas hori¬ 
zontales son paralelas a las proyecciones homónimas de las aristas late* 
rales dtd prisma oblicuo* Tres de estos planos son los proyectantes de 
dichas aristas, que cortan el otro prisma en los puntos p y r/, m y n t 
r y s. Los dos últimos son los planos límites. 

La arista g del prisma recto corta el oblicuo en los puntos ¿tí y g% 
£» la única arista de aquel prisma que corta este* 


El orden de unión de los puntos obtenidos lo lia llamos considerando 
sucesivamente los polígonas de entrada y de salida. Se encuentran así 
los polígonos pm'r* y q'n'g'i sVa. 


En la representación del conjunto de los dos 
poliedros, las rectas q'g% g*2$\ s'g'i y r p están 
ocultas, ¡mr pertenecer a caras ocultas de uno 
u otro poliedro. 


Los segmentos de ansias de un poliedro den¬ 
tro del otro, tules como US, MN, Pl) y GiGs, Be 
representan con huras de puntos. 

En la representación del prisma penetrado 
(fig, 112), el vértice s' es el único oculto de la 
intersección, pues las dos aristas que Balen de 
el, sVi y están ocultas. 

En La representación del sólido común (figu¬ 
ra 113) la única recta oculta es sgl. 

El desarrollo lateral del prisma recto (figura 
114) se obtiene rápida mente, pues sus aristas 



Fig, 112 


laterales se proyectan en verdadera magnitud en el |duno vertical y eu 
base se proyecta hori/.on talmente también en su verdadera magnitud. 


Intersección de dos prismas oblicuos. Mordedura (fig, 115)* 

Se toman como planos auxiliares los que pasan por una 

arista (al eral de uno de Ioh prismas, ABC, y son paralelos $* _ 

ii Iuh niifitJiH del otro, MN1 J , 

iln phum de estos es el de traza horizontal 
A-VI!-VIH que corta MN en VII y NP en Vlíf, 
y Iiis caras correspondientes del prisma MNP se¬ 
gún las para lelas VIL7 y VITI-8 a sus aristas la¬ 
terales. Estas últimas rectas cortan la arista A 
del prisma ABC en los puntos 7 y 8. 

Otro plano auxiliar es el paralelo al anterior y que contiene la arista C. 
Su traza horizontal es C-V-VI» que corta MN y PN en los puntos V y VI, 
respectivamente* y las caras correspondientes según las paralelas V~í> y 
VT-6 a las aristas laterales. Estas rectas cortan la arista C en los pun¬ 
tos 5 y 6. 



p* Fig , 113 



Análogamente, el plano paralelo a los anteriores, que contiene la 
arista P, nos proporciona los puntos 1 y 3 de intersección de esta 
arista con las caras AB y BC, respectivamente. El plano paralelo al 
anterior, que contiene la arista M, nos proporciona los pumos 2 y 4 de 
intersección de esta arista con las caras AB y BC. 
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f |,i mi 1 mu lili r 11 i ‘ir u htrnil iíun lujo* 3 f»a plinto! d e Ir» inm »1 í *i I u r ji „ 

que se unen cu <4 orden tí, 
l, 2, 7, 5, 4, ,i, ti, Habiendo 
qüc dos puntos eonHCCUti- 
vos han de pertenecer simul¬ 
táneamente a una misma 
cara del prisma ABC y a 
una misma cara del prisma 
MNP. 




Fig , 115 


Intersección de dos pirámides. — Consideremos dos pirámides 

SABC y SiDEF, con sus bases en dos planos cualesquiera (fig. 116), 
Tomamos como planos auxiliares los que pasan por ambos vértices 
y contienen una arista lateral de una de las pirámides. Designemos 
por rr y ít] las trazas de la recia SSi con los planos P y Pt de las 
bases. 

Nosotros sólo vamos a manejar las proyecciones horizontales de las 
pirámides. Las proyecciones verticales únicamente nos servirán para 
determinar los puntos <r y en y la intersección UV de los planos P 

y Pi* 

Los planos auxiliares corlarán P y Pi según tíos rectas que se cortarán 
en un punto ele la recta UV, 

Consideremos el piano que pasa por asi y la arista sij; su traza 
sobre Pi es cri/, que nos proporciona 8 sobre uv, luego la traza de 
este plano secante sobre P es tr8, que corta en /] y /'» los lados bc 
y ab de la base de la pirámide s; por tanto, el plano secante cortil 
esta pirámide según las rectas sfi y sfz , que nos proporcionan, al 
cortarse con sif, los puntos de intersección p y q de esta arista con 
la pirámide s. 

Análogamente, el plano cuya traza sobre Pi es trie nos proporciona 
las rectas sdi y sdz sobre 3a pirámide s; estas rectas cortan en t y r 
Al d; es decir, í y r son los puntos de intersección de la arista sid con 
la pirámide s. 

El plano de traza crie sobre Pi nos da el pumo tp sobre uv; la recta 
iT<p no coila la base abe; esto significa que la arista Jie no corta ía 
pirámide s. 

Operamos del mismo modo sobre el plano P; la recta eró es ia traza 
sobre él de un plano secante que corta la pirámide si según las rectas 
ai6i y sifcj; estas rectas cortan sb en los puntos l y m; estos son, por 
tanto, los puntos de intersección de la arista sb con la pirámide sp 


La 11 > ri >t es la traza sohre P de un plano secante que corta la 
pirámide q negún las rectas Jici y síóz; estas rectas cortan se eti 
g y h t que inri los puntos de intersección de dicha arista con la pirá¬ 
mide ;V j, 


V 



/ 

o 
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esta forma podemos hallar el 


El plano de 
traza tra sobre 
P nos propor¬ 
ciona el punto ge 
sobre uv; ta rec¬ 
ta cna no cor¬ 
ta la base def 
de la pirámide s\: esto sig¬ 
nifica que esta pirámide no 
tiene ningún punto común 
con la arista sa r 

Orden de unión de los 
puntas. A un punto q del 
polígono de intersección co¬ 
rresponden dos puntos / y /a, uno so¬ 
bre cada base, y un punto 3 sobre nu. 

Supongamos que un punto móvil 
recorre el polígono de intersección. 
A este punto móvil corresponden otros 
dos puntos móviles, uno sobre cada 
una de las bases. Reciprocamente, si 
las bases son recorridas simultánea¬ 
mente en un sentido por dichos pun¬ 
tos móviles, a cada par de posiciones 
de estos corresponde un solo punto 
sobre el polígono de intersección. De 
orden de unión de los puntos de inter¬ 




sección como sigue: 

Partimos de un pumo r;, por ejemplo. Desplacemos el punto móvil 
sobre abe, en el sentido f t ¿b % y sobre jde f en el sentido fd. 

La pareja de puntos /, /a nos proporciona el vértice q\ d y da nos 
proporcionan el vértice r; 6 y ót nos dan L 

En ói ya no podemos 
seguir en el mismo sen¬ 
tido, pues la porción 
b\ebz no corresponde a 
ningún punto de inter¬ 
sección; por tanto, el 
móvil que recorre fde 
cambiará de sentido y 
retrocede hacia d> Sin 
embargo, el móvil que 
recorre abe sigue su ca¬ 
mino. 

El plano auxiliar em¬ 
pleado trtriy, que pasa 
por b> se llama plano lí¬ 
mite. 

Al seguir de b hacia 
di y retroceder de ói 
hacia d> la pareja de 
puntos d s di nos da el 
vértice í; c, ci nos pro¬ 
porcionan g; fu f nos 
proporcionan p. 

En /1 ya no podemos 
seguir el recorrido ha¬ 
cia i % pues la porción 
f\uf*¿ no corresponde a 
ningún punto de inter¬ 
sección; por tanto, el móvil que recorre abe cambia de sentido y re¬ 
trocede hacia t\ El móvil que recorre fde sigue su camino hacia C2. El 
plano trcriá es otro plano límite. 

La pareja de puntos cv ci nos da el vértice h; b t te nos proporcionan 
el vértice m. En tenemos que retroceder otra vez sobre la base def; 
los puntos /, nns proporcionan el punto q, de donde salimos; luego 
la intersección la hemos recorrido totalmente y es un polígono cerrado. 

En un taso de mordedura como éste que hemos tratado, debemos 
pasar en el recorrido hecho por todos los vértices de la intersección. 
.Si no es así, la intersección hallada será falsa. 
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Fig. 1 IB 


Representación del conjunta de las dos pirámides . Pura la debida 
representación deí conjunto, con sus partes vistas y ocultas, hay que 
tener en cuenta: 

1° Un lado del polígono de intersección es visto si las dos caras 
de las pirámides a las que pertenece son vistas: rí, lt, mq y mh son 
vistos, los demás lados están ocultos; 

2 o Las porciones de aristas de una de las pirámides contenidas en 
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Ja otra se representan con linean de puntos: éal t* cu el ruin de rt> 
gh> pq y Itn ; 

3 a Toda arista vista que va hacia un punió visto de La intersección Q| 
vista hasta este punto; si una arista vista va hacia un punto oculto 
de la intersección, dicha arista es oculta antes de llegar a esc punto; 
así, di es totalmente vísta JiasLa £; sin embargo, fp se oculta ante» 
de llegar a p. 

La arista no curta la pirámide s; el plano auxiliar que 

pasa por ella está por delante del plano límite rrcriy, luego sie es 
completamente vista. En cambio, la arista sa, que no corta la pirá¬ 
mide si, está por detrás del plano limite <rcrtS; luego dicha arista está 
oculta en el segmento correspondiente al contorno aparente de la pirá¬ 
mide si. 

Representación de una de lús pirámides^ S, mordida por la otra 
(fig, 117). I o Se dibuja el polígono de intersección con sus partes vistas 
y ocultas, como si La pirámide S estuviera entera; 

2 á Se suprimen las partes de las aristas de S contenidas en Si; es 
decir, Im y gh; 

3 b Se trazan ías líneas rt y pq, porciones de aristas de Si contenidas 
en S t observando su visibilidad; 

4 o De las lineas anteriores, se observará sí alguna forma parte del 
contorno aparente que queremos representar y se dibujará de trasto 
lleno; tal es id caso del segmento ga. 

Sólido común (fig. llíl). La única arista oculta es la gp , Las demás 
son todas vistas: unas, según el apartado I a del párrafo anterior; las 
otras, por ser del contorno apúrente del sólido común. 


pirámide y son pnmirlos a las aristas laterales del prisma. Consideremos 
Lo» tío k m'iIíiIu» rmi mi base sobre el plano horizontal de proyección. 

I rucrmuH hi recta ao\ s\r\ paralela a las aristas laterales dei prisma. 
Su iruza 1 1 up i/ 1 h 11 r 1 1 m tr. Todos los planos que pasen por esta recta 

loiiiráik la i. mí lo «t-gún dos rectas que pasan por el vértice, y eí 

pr ínula .tiran dos rrctiiH, paralelas a sus aristas laterales. Nos- 

o1nr r r 1111 h . un lo» planos que contengan una arista, bien sea de la 

pirámide o del primini Smi rl plano que contiene la arista ÍVL del 

pus , hu lu/ti hiui/oiiial es o7D t que corla en O c 1 los lados de 

la ha n de l.i pii limidr y Jas cnnin laterales de ésta según las rectas 
SU y SI. l.o» plinto» do inirrsecnón o « i de estas rectas con la aris¬ 
ta M non don | > 11111 opí tU' 13i ínterHccción buscada. .Son puntos de retro¬ 
ceso pm hci un plano limite rl auxiliar irnpirado. 

Se opera dtd nii^ino modo um todo» bu planos auxiliares. Así, el 
plano que puna por oS y contiene La arista ¡SU de la pirámide tiene 
por traza horizontal (>■(,; esta traza corta mi o y x los lados de la 
base del prisma; Ion paral.rbis por cutos puntos a bis aristas latera¬ 
les del prisma nos dan, al cortarse con Sído» nuevo» puntos de la 
intersección. 

Se ve fácilmente que se trata de un caso de mordedura. Para la 
unión ordenada de los puntos obtenidos de la intersección, ae procede 
como czi el cuso anteriormente estudiado de las ríos pirámides. 


S 


si 

/ i 


Se 



Intersección de un prisma con una pirámide (/£#. 119).— 

Lomarán como planos auxiliares los que pasan por el vórtice de la 
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Representación de cuerpos redondos 


Cilindro fllrciilm- redo. Cono circular recto* lisie ni. Superficie» reglado», 
lio tiiugente* Cilindro do revolución. Seccione» plana»* Parte» vklu» y 
circular recta. Cono circular oblicuo. Esfera. Aplicación: Intersección 

« tange ote a su» aristas 


Superficies regladas desarrollo bles. H¡i- 
ocuUn». Tangen tes a las curvas. Cono 
d *' un tetraedro regular con la esfera 


Hkf iniciones. Lm cuerpos redondos más usuales { cilindro, cono y 
esfera) son sólidos limitados, al menos parcialmente, por una super¬ 
ficie geométrica curva. 

Uno superficie geométrica puede ser definida como engendrada por 
el desplazamiento de una línea según una ley matemática* 

Esta línea que se desplaza se denomina generatriz. 

Las superficies de revolución son engendradas por el gira de una 
generatriz alrededor de un eje . 

Cilindro circular recto. —Es engendrado por ni giro de una 
recta (generatriz) alrededor de un eje paralelo a ella; el sólido es 
limitado por dos planos normales al eje que cortan la superficie cilin¬ 
drica según dos circunferencias iguales, bases del cilindro* 

Cono circular recto, — Es engendrado por el giro de una recta 
(generatriz) alrededor de un eje que la corta; el punto común al eje 
y a la generatriz es el vértice del cono; el sólido está limitado por un 
plano normal al eje, que corla la superficie cónica según una cir¬ 
cunferencia, llamada base del cono. 

Eslora, — Es engendrada por el giro de una semicircunferencia 
alrededor de su diámetro. 

So llama meridiano o sección meridiana de un cuerpo de revolución 
la sección producida en él por un plano que pasa por el eje. La sec¬ 
ción meridiana de un cilindro es uu rectángulo; la de un cono es 
un triángulo isósceles; la de una esfera es una circunferencia máxima; 
la de un loro es otra circunferencia. La sección meridiana de un 
elipsoide, hiperboloide o paraboloide ck la cónica correspondiente. 

'iodos los meridianos de un mismo cuerpo de revolución son iguales* 

Se llama paralelo de un cuerpo de revolución la sección producida 
en el por un plano normal al eje, Esta sección en siempre una circun¬ 
ferencia. 


Superficies regladas, — Se llaman superficies regladas, las engen¬ 
dradas por el desplazamiento de una recta: el plano, el cilindro, el 
cono* el hiperboloide. Pueden considerarse también como superficies 
engendradas por una rectu \(generatriz) al desplazarse guiada por una 
linea (directriz). 

El cilindro es engendrado por una recta que ae desplaza paralela¬ 
mente a una dirección dada y apoyándose constan ten ir ntr sobre la direc¬ 
triz. En su caso más general, esta directriz es una curva cualquiera; 
si la directriz es una recta, la superficie engendrada en un plano; ú la 
directriz es una circunferencia* ej cilindro engendrado es circular; 
si la directriz es una circunferencia situada sobre im plano perpen¬ 
dicular a la generatriz, «e engendra un cilindro circular recto o de 
revolución* 

El cono es engendrado por una recta que se desplaza, pasando por 
un punto fijo {vértice) y apoyándose sobre la directriz. En su caso más 
general, Ja directriz es una curva cualquiera; si es una recta, la super¬ 
ficie engendrada es un plano; si es una circunferencia, se engendra 
un cono circular; por último, si la directriz es una circunferencia, 
cuyo centro es el pie de la perpendicular bajada del vértice a su plano, 
el cono engendrado es circular, recto o de revolución. 

Superficies regladas desarroIIables* —Una superficie reglada 
es desaíro Hable si puede hacerse coincidir sobre un plano sin ninguna 
deformación ni rotura. Puede demostrarse que sua generatrices están, 
dos a dos , situadas en un mismo plano. Tal es el caso del cilindro y 
el cono. 


Plano tangente. —* El plano tangente a uno superficie curva en 
un punto dado es el lugar geométrico de las tangentes en dicho plinto 
a las líneas que pasan por él, trazadas sobre la superficie* En general, 
este plano existe (fig. 120), 

En efecto, consideremos la generatriz GM y dos líneas planas cuales¬ 
quiera MA y MB que pasan por ¡VI; los puntos Ay B son las intersec¬ 
ciones de estas líneas con una segunda posición G' de la generatriz. 

Las tangentes MS y MT a las curvas MB y MA, respectivamente, 
determinan un plano, que es el limite del plano formado por las cuer¬ 
das MA y MB cuando los puntos A y B se acercan al punto M* Pero 
en el momento de confundirse A y B con M, la recta AB, pertene¬ 
ciente al plano MAB, se transforma en la tangente MI a la genera¬ 
triz C; por tanto, esta tangente pertenece al plano de las otras dos 
tangentes. 



Fig. 120 



Luego el plano forma¬ 
do por MI y MT con¬ 
tiene la tangente MS a 
otra línea cualquiera 
MB que pasa por M. 

Teorema. El plano 
tangente en un punto a 
una superficie reglada 
desarr ollable con tic n e 
la generatriz que pasa 
por dicho punto y la 
tangente a la directriz , 
en su punto de intersec¬ 
ción con la generatriz. 


Dicho de otro modo* tos planos tangentes en un punta a una super¬ 
ficie reglada desoír ollable. están confundidos para todos los puntos 
de una misma generatriz , Ésta recibe el nombre de generatriz de con¬ 
tacto (fig, 121). 

En primer lugar, el plano tangente a una superficie reglada en un 
punto A contiene la generatriz que pasa por dicho punta, pues la 
tangente en él a la generatriz considerada es esta misma generatriz. 
Otra recta del plano es la tángeme AE en e] punto A a una curva 
cualquiera (C), trazada sobre la superficie. Este plano puede consi¬ 
derarse como la posición límite del plano SAB, secante a la superfi¬ 
cie, al girar alrededor de SA hasta que la cuerda AB se confunda con 
la tangente AE a la curva (C). 

El jila no secante SAB corta la directriz (D) según una secante 
MV, uno de cuyos puntos, (Vi, está situado sobre la generatriz SM> 
Al girar d plano alrededor de SM, el punto V se aproxima al M, al 
mismo tiempo que el B se aproxima al A. En el límite* las generatri¬ 
ces SV y SM se confunden y; entonces, igual que AE es tangente a 
la directriz (C), resulta MT tangente a la directriz (D), 

El plano tangente está definido, por tanto, por la generatriz SM y 
la tangente MT a la directriz (D) en el punto de intersección de ésta 
con la generatriz considerada. Este plano tangente es el mismo para 
cualquier punto de dicha generatriz. 

En el easo de la figura, la superficie desarrolla ble es un cono, por 
pasar las dos generatrices por un punto S. Si las generatrices fueran 
paralelas, la superficie sería un cilindro, que puede considerarse como 
Caso particular de un cono, con el vértice en el infinito. 

Gonor.AH til», 1° Todos los planos tangentes a un cono pasan por d 
vértice; todas los planos tan gruta a un cilindro son paralelos a los 
generatrices. 

2" En un cono o en un cilindro de revolución, el plano tangente es 
perpendicular al plano determinado por el efe y la generatriz de 
contacto , 

Las generatrices de los contornos aparentes del cono y el cilin- 
dr o swi las trazas de los {danos tangentes limites. 



Cilindro de revolu¬ 
ción * — Consideremos un 
cilindro de revolución de eje 
oblicuo AB, ¡imitado por el 
plano horizontal de proyec¬ 
ción y por el plano de la 
sección recia que pasa por 
B </¿g. 122). 

Si cortamos la sección 
recta de centro B por uu 
piano frontal y otro horizon¬ 
tal, obtenemos dos diáme¬ 
tros que se proyectan en su 
verdadera magnitud: uno es 
frontal, cd\ y el otro 
es horizontal, ef . 

Las genera¬ 
trices del 


contorno aparente son paralelas 
a las proyecciones del eje y 
están limitadas, por un Judo, 
X por los extremos del diá- 
X metro de la sección ree- 


proyeeta 




FÍO. 122 


en verdadera mag¬ 
nitud ; y por el otro 
lado, por gh r sobre 
xy t para la proyección 
vertical^ y por el diámetro 
que pasa por a t parale* 
j lo al «/, para k pro¬ 
yección horizontal. 
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Secciones planas. — Líi sección horizontal fifi una elipse, que fi'- 
proyecta vert¡cálmente sobre xy , según la recia gh L La proyección 
horizontal es» naturalmente» la verdadera magnitud de dicha sección. 
El eje menor de esta elipse es el diámetro ij normal al eje. Para deter¬ 
minar el eje mayor, giremos el plano vertical que contiene al eje del 
cilindro, alrededor de un eje vertical, hasta ponerlo en posición fron¬ 
tal; las nuevas generatrices del contorno aparente de! cilindro sobre el 
plano vertical de proyección nos proporcionan la verdadera magnitud 
que buscamos del eje mayor de la elipse* Esta construcción no está 
hecha en la figura para no sobrecargarla. Volvemos a la posición inicial 
del cilindro y dibujamos la elipse* 

Sobre esta elipse se determinan las proyecciones g y h de los puntos 
toas a la izquierda y más a la derecha, teniendo en cuenta que las 
generatrices que pasan por estos dos puntos encuentran la sección 
recta de centro B en los extremos c y tí de su diámetro frontal. Luego 
g estará en La intersección de la generatriz que pasa por c con la línea 
de referencia trazada por g\ Ana loga mente se obtendría A* 

ha sección recta es una circunferencia de diámetro 2R. Construimos 
su proyección vertical, sabiendo que es una elipse de eje mayor 
ci' — 2 EL El eje menor puede obtenerse por intersección del plano 
con las dos generatrices que se proyectan vert ¡cálmente en ab. Puede 
hallarse su verdadera magnitud por un giro que lo deje horizontal 
o frontal. 

De una manera análoga se obtendrá el eje menor de la elipse proyec¬ 
ción horizontal. Lo» puntos c t d y </, f nos servirán tic comprobación 
pura el dibujo de las elipses. 


Partes vistas y 



ocultas* — En proyección vertical, tu parle de 
sección recta cV¿\ situada por detrás del eontor* 
no aparente, está oculta; todo lo demás es visto. 

En proyección horizontal» toda la sección recta 
es vista. El arco igj de la base, que forma parto 
del contorno apa rente» es visto; el otra arco, ihj, 
está bajo el cilindro, que lo suponemos opaco, 
luego está oculto. 

Tangentes a las curvas.— Para las tres 
elipse», las tangentes en sus vórtices son perpen¬ 
diculares, respectivamente, n los ejes que pasan 
por elloa. 

En la base, las tangentes en g y h son perpen¬ 
diculares a la línea de tierra. En efecto, estas per¬ 
pendiculares son las trazas horizontales de los pía- 



l'ig m É23 nos de canto, tangente» al cilindro según Jas ge¬ 
neratrices ge y h'd\ 

Para obtener la tangente en un punto cualquiera m de una elipse, 
trazala circunferencia sobre uno de los ejes como diámetro (en 
nuestro caso, sobre ij); se traza la tangente n clin cu el punto M co¬ 
rrespondiente al rn t que cortará on T el eje ij. La tangente pedida se 
obtiene uniendo T con m. Esta construcción so debe a una relación 
de afinidad ex la¬ 
tente entre la cir¬ 
cunferencia y la 
elipse, que no pro¬ 
cede tratar aquí* 

Cono circular 
rOCtO. — Si la ba¬ 
se está situada so¬ 
bre el plano hori¬ 
zontal» él contor¬ 
no aparente sobre 
este plano se re¬ 
duce aí círculo de 
la base. El contor¬ 
no aparente ver- 
rica 1 está limitado 
por un segmento 
ab* de la linca 
de tierra y por 
las trazas íV y 
í b* de los planos 
de canto tangen¬ 
tes al cono en los 
puntos de la base 
más a la izquier¬ 
da y más a la de¬ 
recha {fig> 123). 

Si queremos si¬ 
tuar este cono con 
la base sobre un 
plano de canto y 
apoyado por una 

generatriz sobre el plano horizontal, bas¬ 
ta con hacer un giro alrededor dé un eje 
de punía mí\ el ángulo del giro será s*dx+ 

La proyección vertical no cambiará de 
forma, solo de posición; en la proyección 
horizontal, la base se proyectará según 
una elipse, cuyo eje menor será la nueva 
proyección horizontal del diámetro AB (A 
no varía en el giro), y el eje mayor igual 
al diámetro de la circunferencia. Esta elip¬ 
se y las tangente» trazadas a ella desde la nueva proyección áí del vór¬ 
tice ñus proporcionan el contorno aparente del cono, 
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Por medio de don giros podríamos situar un cono de dimensiones 

1 1 mían tu lina posición cualquiera. 

Sección plana (iig* 124b Sea un cono de revolución de eje vertical, 
cuyo vórtice i está situado en el plano horizontal de proyección. 

La sección producida en i-ní>- cono por un plano horizontal se pro¬ 
yecta horizontal lítenle * n veidúdriü magnitud. Si ab' es la traza del 
plano secante, cuta proyección en lu circunferencia de centro s y din- 
metro ab — ab'. 

La sección producida cu ci.tr cano por un plano de canto de traza 
vertical cd es una cliprc cuyo rjr mayor es el segmento cd*. El eje 
menor de esta elipse esta rotundo • n >1 plano secante y es perpendicular 
al eje mayor en su punto medio r ; es, por tanto» una recta de punta 
cuya proyección horizontal, cu ver dude ri magnitud, es e/* Para deter¬ 
minar esta proyección, observe moa que dicho eje ruta situado en el 
plano horizontal de traza mV, que produce en el cono una sección 
circular de diámetro mn\ que ae proyecta horizontal mente en verda¬ 
dera mugiriiud según una circunferencia de mitro s y diámetro mn — 
mV, Por tanto, el eje menor que buscamos ex la cuerda EF de 
esta circunferencia, cuya proyección horizontal cu <■/* 

La proyección horizontal de Ja sección es otra elipse, cuyos ejes son 
los segmentos cd y ef r Según la pendiente del plano «cunte, ef será 
el eje mayor o el eje menor; si cd y ef son iguales, la proyección es 
una circunferencia. 

Verdadera magnitud de la sección elíptica. Se obtiene abatiendo el 
plano sobre el horizontal o el vertical de proyección. En nuestro caso, 
hemos abatido sobre el vertical: el eje mayor CD se conserva paralelo 
a cd' y el eje menor FE = ef lo situamos perpendíeu! ármente a él. 
A continuación, dibujamos la elipse con el auxilio de una tira de 
papel. Como se observa, no es necesario abatir un cierto número de 
puntos pertenecientes u k elipse, pues esto sería un procedimiento muy 
engorroso y lento. 

Desarrolla de la superficie lateral (hg. 124). SÍ el cono está limitado 
por una sección recta, todas las generatrices tienen lo misma longi¬ 
tud y el desarrollo de su superficie lateral acrá un sector circular de 
radio igual u la generatriz y cuyo ángulo, en grado» sexagesimales, 
vale: 

R 

a 360° * ——i 
G 

siendo: R — radio de Iji sección recta; G = generatriz del cono. 

Si el plano limite es el horizontal fie traza dh\ el desarrollo del 
cono es el sector sb'hi; análogamente, el sector circular sd'di es el 
desarrollo del cono limitado por el plano horizontal que pasa por d\ 
La diferencia entre fistos sectores es el desarrollo de un tronco de 
cono de base» paralelas. 

Fura dibujar d desarrollo de la sección oblicua, consideremos un 
cierto número de generatrices, ocho por ejemplo, que divide la cir¬ 
cunferencia de una sección recta nín en cae mismo número de partes 
iguales. Esta» generatrices cortan el piano socante en los punios corres¬ 
pondiente» de su traza y podemos obtener su verdadera magnitud gi¬ 
rándolas alrededor del eje vertical del rom» hasta ponerlas én posición 
frontal sobre $d\ Estas generatrices, iguales entre st dos a dos, son 
trasladadas en su verdadera magnitud por medio de los arcos de cen¬ 
tro % hasta los radío» coi respondientes del sector, que dividen éste en 
ocho parte» igualen. 

El desarrollo do la superficie cónica limitada por el plano de canto 
cd* y el plano horizontal tí tí es k superficie plana b f d'd2i76Sdib\b\ 


a' 


Cono circular oblicuo (fig. 125)* —Sea un cono de directriz 
circular de diámetro ab , situada sobre el plano horizontal. El vértice ¿/ 
está situado en e! plano de 
perfil que pasa por el centro y 
por delante de aquella. 

El contorno aparente se ob¬ 
tiene, en proyección horizon¬ 
tal, trazando por s las tangen¬ 
tes sd y se ni círculo de la 
directriz. Estas rectas son las 
trazas horizontales de los pla¬ 
nos tangentes límites. En pro¬ 
yección vertical, el contorno 
aparente está Limitado por las 
generatrices íf\ jV y la recta 
fc\ proyección de la directriz. 

liemos limitado este cono 
por un plano frontal, cuya sec¬ 
ción es, en general, una elip¬ 
se; en nuestro caso, sin em¬ 
bargo, los ejes fie la sección 
son iguales, luego se trata de 
una circunferencia. 

Si abatimos el plano de per¬ 
fil que pasa por el vértice, so¬ 
bre el horizontal, obtenemos 
en verdadera magnitud Ju seo 
ción si ab que dicho plano pro¬ 
duce en el cono. 



Sombra propia del cono , 

Suponemos el cono iluminado por rayos lu minases paralelos, horizon¬ 
tales, dirigidos de izquierda a derecha y formando un ángulo de 45° 
con el plano vertical ele proyección. 

Rara determinar la sombra, tracemos por el vértice ss* una paralela 
a la dirección de la luz, que corta el plano frontal de la base en el 
punto a, a. Lo» ¡danos tangentes al cono que pasan por la recia 
va, s*a cortan el plano de Ja base según ks rectas a m y es n\ tan- 
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GEOMETRIA DESCRIPltVA 


nilKn * clin ÍV’lim Iji n geni cu «c éhlímcii di recia mente nobr© ©I plano 
í ti tntn I 


Li «uperlkm d«I conn can nombra propia está limitada por las gene* 
HiiMi .íi %m > \ n\ pera rn proyección vertical sólo vemos tu parte 
liitmiml/i |k»i \ t y análogamente, en proyección horizontal sólo 

vemos la purtf dr sombra smh. 

Sombra proyectada del cano* Veamos tu sombra que proyecta el cono 
«obre rl plano frontal de traza je, que pasa por el punto medio v 
de o Al 


Erna sombra estará limitada por las planos tangentes al cono y para¬ 
lelos a los rayos luminosos* 

Determínenlo» la traza <r<r' que produce en el plano frontal el rayo 
luminoso que pasa por el vértice* La paralela a los rayos luminosos que 
pasa por el centro ai f w' de la base corta el mismo plano en et punto 
v>'¿ f «/a. Este punto será el centro de la sombra proyectada por la base, 
que es un círculo de igual radío, por tratarse de las intersecciones 
de una superficie cilindrica con dos planos paralelos. 


«*[ rj 
\¡\ 


0' | 1 1 J 

: A'fi 

■\:\ 
ti i rk 

y i/¡ 


Esfera •—-Una esfera se proyecta sobre los planos de proyección 
según dos círculos máximos, que son las intersecciones con dichos 
planos, de los cilindros circunscritos a Ja esfera y perpendiculares a 
ellos. 

Dada una proyección de un punto de la 
esfera, podemos hallar la otra, Sea, por ejem¬ 
plo, la proyección horizontal ni (fig t 126), 

Hacemos pasar por este punto un plano fron¬ 
tal, de traza crf, que corta la esfera según 
una circunferencia que se proyecta vertical¬ 
mente en verdadera magnitud. La proyección 
vertical del punto M se encuentra sobre dicha 
circunferencia* Existen dos soluciones, m y 
n . Estas dos soluciones son válidas también 
para la proyección horizontal n f situada sobre 
la circunferencia que se proyecta en ef t sien- <£. 
do ef = cd. 

Fod ionios haber considerado, también, el 
plano horizontal que pasa por m t que curta 
la esfera según una circunferencia dé radio 
om t cuya proyección vertical es gh\ 

Sobre está recta y en su intersección con 
k línea de referencia que pasa por m t encon¬ 
tramos ía segunda proyección, m\ 

Plano tangente en un punto de la esfera 
(íig* 126)* El plano ha de ser perpendicular al diámetro que pasa por 
el punto de contacto. Si este punto es el m, m\ una horizontal del 
[daño es mk t m k , siendo mk perpendicular a am\ una frontal del 
plano es m$\ mV, siendo my perpendicular a o'm\ Luego el plano 
tan gente a la esfera en M viene determinado por las rectas MK y Mty* 
Sección plana de la esfera. Consideremos dos casos: 
l' 1 Por un plano paralelo a uno de los de proyección ( fig * 126)* Sobre 
este [daño se proyecta en verdadera magnitud; sobre el otro, según 
una recta* La sección producida por el piano horizontal k'h* es Ja recta 
gA\ rn proyección vertical; en proyección horizontal, es el círculo 
de diámetro gh = gh\ 

Ea sección producida por el plano frontal md es, en proyección hori¬ 
zontal, la recta cd, y en proyección vertical, el círculo de diámetro 
c d — cd; 



Fig * 126 


2 1 * Por un plano perpendicular a un plano de proyección. Sea un 
plano de canto (fig, 127)* La proyección vertical de la sección es el 
segmento cd. El problema consiste en hallar la proyección horizontal 
del círculo, que ac proyecta verticalmente según el diámetro c¿\ Esta 
proyección es unü elipse, cuyo centro es la proyección i del punto 
medio de dicho diámetro; el cjr mayor es la recta de punta ató = c'd'; 
el eje menor cd es paralelo a xy, y está limitado por las líneas de refe¬ 
rencia que pasan por c y d\ 

Determinada la elipse por sus dos ejes, es Fácil dibujarla por cual- 
t|uier procedimiento, 



Si queremos hallar la proyección m de 
un punto de la elipse cuya oira proyec¬ 
ción rn es conocida, trazamos el plano 
horizontal que pasa por rrL. La sección 
en la esfera es una circunferencia, y so¬ 
bre ésta se encontrarán las doy solucio¬ 
nes, m y n, que satisfacen al problema* 



E« interesante determinar los puntos de contacto de Ja elipse con el 
contorno aparente de la esfera* Estos puntos se encontraran sobre el 
criMilct u v de la esfera. El punto de intersección, e\ con la traza aQ 



*M plano, non úm la» notaciones e y /. La tangente a la elipse en el 
punto / es Ja recta sft, tángeme 
dr la esfera. 


Si queremos hallar la tangente 
a la elipse en un punto M cual* 
quiera, basta con hallar el plano 
tangente a la esfera en esc punto. 
La intersección de este plano y el 
secante es la recta pedida. 

Sí el plano secante fuera vertí* 
cal, la proyección horizontal de 
la sección sería un segmento; la 


en ese punto al contorno aparente 
e* 

i. 

V 

\ 


Pig * 129 


Fig * 130 



Pig. 


i;n 


terminado los pun¬ 
tos mi y m de in¬ 
tersección de la 
recta con la cir¬ 
cunferencia* Deshecho el 
abatimiento, tenemos las 
proyecciones de los puntos 
pedidos, m, m y n , n\ 
También puede emplear¬ 
se como plano auxiliar el 
determinado por la recta 
y el centro de la esfera 
Uig* 129). Abatimos este plano alrededor de la horizontal «o que pasa 
por el centro. La circunferencia sección queda confundida en el abatí- 
míenlo con el contorno aparente de la esfera* La recta ah, ab' queda 
abatida m abi (el punto a no se mueve, por ser de la charnela). Los 
puntos de intersección son m\ y ni, que desabatidos quedan en m, m 


proyección vertical se obtendría de un modo análogo al estudiado. 

Intersección de una esfera con una recta (fig. 128), Se hace pasar un 
plano por la recta, que produce una sección circular en Ja esfera. Los 
puntos comunes a la recta y a esta circunferencia son la solución pedida. 

Lomo plano auxiliar, podemos tomar uno de Jos planos proyectantes 
de la recta dada. Si la recta es horizontal o frontal (la cd, cd* de la figu¬ 
ra Í27), la solución es inmediata: loa puntos pedidos son c* c y d d* 

# Si la recta es una cualquie¬ 

ra, la intersección de ella con 
la elipse es sólo aproximada, 
n menos de hacer una cons¬ 
trucción geométrica para de¬ 
terminar los focos. Resulta 
rnás rápido abatir el plano 
proyectante de la recta sobre 
un plano frontal (si 
es vertical) o sobre 
un plano horizontal 
(si es de canto, 
fig. >28). En el a ba¬ 
timiento, hemos de- 


y a, n * 
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Sección de la esfera por un plano cualquiera (íig. 130). Podemos 
de terminar el plano por la horizontal AB y la frontal A O que pasan 
por las proyecciones o y o dej centro de la esfera, es decir, que tienen 
la misma cota y el mismo alejamiento, respectivamente, que dicho 
centro. Desde el centro O trazamos la perpendicular OE sobre el plano, 
cuyo pie es el centro I de la sección. Podemos abatir el plano y dibu* 
iiif la circunferencia de la sección, y, luego, deshacer el abatimiento. 
En el caso de la figura, hemos hallado los ejes de las elipses en cada 
proyección y los punios de contacto con el contorno aparente de la 
esfera. 

Las puntos de contacto con el contorno apúrente horizontal están sobro 
la horizontal AB del plano, en h y k; los del contorno aparente vertical 
sqil /' y g\ sobre la frontal AD, 

El eje mayor de la proyección horizontal es la proyección riel diá¬ 
metro horizontal de la sección. El «-je mayor de la proyección vertical 
ca la proyección del diámetro frontal de la sección. Para hallar la ver¬ 
dadera magnitud de estos ejes, abatimos los planos perpendiculares a 
AB y Alt, respectiva mente, que pasan por O, 

En el abatimiento de estos planos, la recta 01 resulta abatida en oi i 
y úh t respectivamente* La verdadera magnitud buscada es mtni = 
= ¡nq\, siendo estos segmentos las perpendiculares en h c ía a oii y oi\ 
respectivamente. 

Llevando esta magnitud a rs y ul\ tenemos los ejes mayores de 
las elipses. 

Loa ejes menores se obtienen al deshacer el abatí minio de los dió- 
metros mim y piqu en mn y pq\ respectivamente. Estos diámetros 
son perpendiculares, uno de ellos, a las horizontales, y el otro, a las 
frontales del plano. 

APLICACIÓN 

Intersección de un tetraedro regular con la esfera tan¬ 
gente a SUS aristas (fia. 131).— Sea un tetraedro regular, apoya¬ 
do por una cara ABC en el plano horizontal de proyección, siendo k 
arista BC una recía de punta. Dibujada esta cura, d cuarto vórtice* S f 


coincidirá con el centro de olla en la proyección horizontal. La pro* 
yeCCÍún vrrtiCíi I dr ABC está sobre la línea de tierra. Por ser $A para¬ 
lela h \y, su proyección vertical sUi es k verdadera magnitud de la 
urihiu. El i co hit d# la redera tangente a las aristas del tetraedro coin¬ 
cide con el crol i o de este. El radío se obtiene por una sencilla cons- 
i ru cotón geomét m:a. 

Las MCf ( iiMicc pfoduciihiu en la esfera por las caras del tetraedro son 
cuatro círeuloM tginiíi^ lino do ellos esta situado en el plano horizontal 
de proyección l »u proyección horizontal es ól mismo; su proyección 
vertical cu el diámetro h ¡ . 

La mci -i ■ i cu } que produce el plano de canto ,*BC se proyecta vertical- 
fuente según h d y horizontal tilinte según una elipse cuyos ejes te y lid 
se obtienen considerando el plano abatido sobre el horizontal; el aba* 
timó'uto coincidirá con el círculo de Lu cara ABC y al deshacer el 
abatimiento encontramos dirima ejes te y HíL 

Las sceniones producidas por las carea *AR y ,tAC se proyectan 
imrizon talmente según dos elipses igualen ¡i k avtiníor. Ver ti cal mente 
se proyectan ambas sección es según una mfo«m elipse. Su eje mayor 
es el diámetro frontal /V» paralelo a la» frontales de dichas caras. 
El eje menor m'n rs la proyección del diámetro perpendicular al ante¬ 
rior, limitado por el punto medio m de s'a y el punto n\ ainictrico 
del anterior con respecto al centro de la esfera. 

Si quitamos la esfera* la huella dejada por ella en el tetraedro está 
limitada por tres arcos de circuios máximos, que quedan ocultos en 
ambas proyecciones. La sección circular de la cara ABC queda oculta 
también; las otras tres secciones circulares son vistas en proyección 
horizontal. 

En proyección vertical, se ve k cara sAB superpuesta a la jAC; las 
otras dos caras* slíC y ABC, se reducen a sus trazas respectivas, AV y 
/rV; la elipse de k cara sAB es vísta, y la Je la cara sAC, que está 
detrás de ella, queda oculta. 

BIBLIOGRAFÍA* — GIMÉNEZ Auunus: Estudio de los Sistemas 
de Representación. - A, Taiiio: Geometría Descriptiva y sus 
a pticacitmes. 


Planos acotados 


Representación tle In Unen recto* Rectas concurrentes. Rectas paralelas, i roble mu. — El plano; 
del plano. Horizontales de un plano, Unen de máxima pendiente de un plano, i roMenws. — 

Intersección de rectas y planos; Intersección de dos planos. Intersección de una 
de tres planos. — Rectas y planos perpendiculares i Problemas, — SupcrH- 

Dctcrminar la cola de un punto M, conocida su pro- 

Sccción plana 


Línea recta; 

Representación del plano. Horizontales <ie un 

Rectas y planos paralelos, — Intersección de 

recta con un plano. Intersección de tres planos. 

cíes toooKrá ticas; Perfil de una superficie topogrótica, -— - , , . _ , n ._ 

yección m. Sección plana de una superficie topográfica. Intersección de una recta con una superficie topográfica. 


Linea recta 


Representación de la linea recta- — En d sistema de represen¬ 
tación de Planos acotados, una recta viene definida por m proyección 
sobre d plano horizontal (H) de comparación y k cota de dos de sus 
puntos, a (2) t b (5) (fig. 132), 

La distancia horizontal entre dos puntos Ay Bes la longitud ab - d* 

La distancia vertical entre dos puntos Ay B es Ja diferencia aritmé¬ 
tica de sus cotas, c — c\ 

Rara abatir una recta sobre d plano de comparación, se hace girar 
sü plano proyectante alrededor de la traza ab, hasta hacerlo coincidir 
con d plano (H). A la recta ab se le llama charneta de giro , En el 
gir<\ las proyectantes Aa y B£> se mantienen perpendículo rea « la char¬ 
nela. El abatimiento de ÁB sobre (II) es AiBi y au verdadera magni¬ 
tud es 


AB " AjBi = sf d a + (c — t 

Se llama pendiente de una recta k relación entre las dÍHianeias 

vertical y horizontal <1 e dos punios A y B de dicha recta: 

c — c Bil>i 

p = --* s= -——- — Ig a* 

i AiUi 

Es decir, la pendiente de una recta queda definida por la tangente 
trigonométrica del ángulo que forma con el plano tle proyección. 

Se llama modal o o intervalo de* una recta k distancia horizontal de 
dos de sus punios cuya distancia vertical es la unidad. EL modulo es k 
inversa de fu pendiente: 

d d 

= - = = COlg s* 


1 


m — 


c — c 


se conoce (fig, 132). 


V 

Hallar la cota de un punto cuya proyección 
Se abare el plano proyectante dr k rec¬ 
ta sobre el plano de proyección, alre¬ 
dedor de su traza ah ; el punto dado 
por su proyección m quedará en Mi y 
su cota vendrá dada por el segmento 
mlVL. 

A la inversa, que reuma bailar k pro¬ 
yección de un punto M, cuya cota co¬ 
nocemos, Sobre una perpendicular óBi 
a la proyección de la recta llevamos un 
segmento ¿>Ei igual a dicha cota. Por 
El trazamos la paralela a ab que en¬ 
cuentra en MiAiBi. Se refiere este punto a m, que es la proyección 
buscada, según una perpendicular a la charnela ab. 



Fi{t. 132 


Graduación de una recta. Se hace mareando sobre el abatimiento de 
la recta los puntos de cota redonda 3, 4, etc., y refiriéndolos a k pro¬ 
yección, Pero, en el caso de la fig- 132, se hace más fácilmente dividiendo 
¡a proyección ab en tres partes iguales y acolando los puntos m (3) y 
n (4), 

Rectas concurrentes. Tmmíkma. La condición necesaria y sufi¬ 
ciente para que das rectas definidas por tut proyecciones acotadas sean 
concurrentes es que el punto común a sus proyecciones tenga la misma 
cota segíift las graduaciones de ambas rectas (fig. 133). 

1* SI la» recia» son concurrenteH en el espacio en M, k proyección 
íP’ i \< punió estará mbre las proyecciones do ambas rectas y será, por 
tanto, mi irifí i Hetrioh rfl ; 

2* Si se cumple cela condición, las dos rectas pasan en el espacio por 
un mismo punto Mi es decir, son concurrentes, 

OnsF.nvAc ión,— (‘liando las proyecciones de dos rectas se cortan fuera 
de In* limites ilel dibujo, se puede ver si esas rectas son concurrentes: 

I 1 Tm/ando drm rf-ctns que se apoyen sobre las dadas y viendo si éstas 
«oí! concurren I cb, porque en este caso ks dadas también lo son por 
rjqjif todas ellas contenidas en un mismo plano (fig, 134), 

2" Uniendo pimíos de la misma cota en ambas recias, obtendremos 
rectas paralelas que serán la» horizontales del plano formado por ks 
rectas dadas (fig, I3S). 

Si las proyecciones de dos rectas están confundidas, estas recta» son 
concurrentes; también pueden ser paralelas, y ello se vera abatiendo el 
plano proyectante. 



Rectas paralelas. - Teorema. La condición necesaria y sujicicnte 
fiara que dos rectas sean par aletas es que. sus proyecciones horizontales 
sean pándelas y sus pendientes t o sus intervalos , sean iguales y deí 
mismo sentido (fig, 135), Veámoaln: 

I" Si dos rectas son paralelas* sus planos proyectan tes y, por tanto* 
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HI|H (Hoy írriiPNr*! Ui rublí fj \n HOíl* J .OH »n|Ull(H liinilCI* I poi í'amIíi IJIIJI 

dr mlAH ifiniM y ln verhrol qtir proyecta mío di* niih pimiON non igiiaLw 
pm ti'm i Utu Indos pjirulrlo*, Por consiguiente, liiH tuilgrntrn i\v e ritos 
j i tirulo* «mi igualcH y también lo SOI! loa intervalos de Iris rectas, 

2" L« condición expuesta es suficiente, pues, si esta se cumple, loa 
planos proyecto mes son paralelos* así como los ángulos formados con 
una horizontal o una vertical del plano. Por otra parle* la igualdad 
de los intervalos supone el paralelismo de las recias 3-3* 4*4, 5-5, 
que determinan un plano, y las rectas AB y CD serán las interseccio¬ 
nes de este plano con los planos proyectantes de ab y cd, que son para¬ 
lelos. Por tamo* también serán paralelas AB y CJX 



Problema- — Trazar por uri punto dado A una paralela a otra recta 
dada CD (fig* 137). 

Por la proyección a del punto, se traza una recta ax paralela a la pro¬ 
yección cd de la recta y se une a con el punto e f de igual cota, de la 
recta cd. La paralela a ae trabada por un segundo punto d de cd per* 
ni ite determinar la recta buscada ah por la cota de dos de sus puntos. 

Si la recta cd dada es una horizontal* basta con trazar otra horizon¬ 
tal por a, paralela a la dada. 


El plano 

Representación dd plano* ^—Un plano puede estar definido; 

1* Por las proyecciones acotadas de un punto y una rectas 

2° Por d us rectas concurrentes; 

3* Por dos rectas paralelas. 

Un plano vertical queda determinado por su traza, o intersección con 
el plano (H) de comparación* Un plano horizontal queda determinado 
por su cota sobre (H)* 

Horizontales de un plano (fig. 138). —Las horizontales CD, EF 

de un plano (P) son las intersecciones de este plano con Heridos planos 
horizontales; stm paralelas ai plano de comparación y están definidas por 
sus cotas, siendo paralelas entre sí. La horizontal HK de cota cero es la 
traza horizontal del plano* 

Línea de máxima pendiente de un piano (fig. i:un.— 

Se llama línea de máxima pendiente 
de un plano cualquier recta conte¬ 
nida en el plano y que sea perpen¬ 
dicular a sus horizontales* 

1" Por un punto A de un plano 
pasa siempre una línea de máxima 
pendiente de dicho plano y sólo una* 
Se la distingue por un trazo doble* 

2° Todas las líneas de máxima pen¬ 
diente de un pía mi son paralelad 
entre sí en el espacio* Por tanto, también lo serán sus proyecciones sobre 
un mismo plano de comparación. 

3* Las proyecciones de una línea de máxima pendiente y de una hori¬ 
zontal del plano son perpendiculares entre sí, por tratarse de la proyec¬ 
ción de un ángulo recto sohre un plano paralelo a uno de sus lados. 

4 a Un plano horizontal tiene todas sus rectas con pendiente nula, 
luego en este caso no puede hablarse de línea de máxima pendiente* 

5" Un plano queda determinado por una línea de máxima pendiente, 
pues la perpendicular trazada a su proyección, por un punto de cota 
dada, es una horizontal del plano* concurrente con la línea de máxima 
pendiente* Para definir un plano vertical, no basta con la linca de 
máxima pendiente, pues ésta queda en proyección reducida a un punto* 
Se necesita otra recta, generalmente su traza horizontal* 

PROBLEMAS 

T P or un punto dado a de un plano definido por este punto y una 
recta CD, trazar las horizontales y la línea de máxima pendiente de 
este plano {fig, 139). 

Se une el punto dado a con el punto e de la mienta cola en la recta 
cd. Las paralelas a ae nos dan las diferentes horizontales del plano. 


/ 



Fig. 139 Fig . 140 


[ razando una perpendicular ab por a a estas horizontales, tendremos 
una linea de máxima pendiente* La horizontal que pasa por el punto i. 



1 < i.i rrm di Li i ría ni, vh la traza con cd plano de comparación* 
Km la ligiHJj ♦ ijiu ron t tuzo discontinuo las horizontales de cota re¬ 
donda 

2" tStUlar la cota de un punto de un plano dado por sil proyección m. 

Si H plano rato definido por dos rectas concurrentes (o paralelas), 
«e traza en pimin lugar una horizontal, uniendo dos puntos de igual 
cota de catín una de las teclas ai t bi dadas; se traza luego la horizon¬ 
tal hk % que pasa poi m, y se lee la cota 4,1 en cualquiera de las dos 
rectas iludas, graduadas, que definen el plano (fig. 140)* 

Si el plano está definido por su línea de máxima pendiente graduada, 
la horizontal que pasa por el punto m dado sera perpendicular a ella 
y la solución es inmediata (fig. 141). 

3 o Determinar si un punto está por encima o por debajo de un 
plano. 

So procede como en el caso anterior, y según que la cota del punto 
sea superior o inferior a la de k horizontal que pasa por su proyec¬ 
ción, el punto estará por encima o por debajo del plano. 

4 o Graduar una recta de un plano , conociendo su proyección pq (figu¬ 
ra 141), 

Se trazan Lis horizontales, perpendiculares a la línea de máxima pen¬ 
diente, y en sus intersecciones con la recta dada en p y q ponemos las 
cotas correspondientes, 6 y 1, respectivamente. 

5° Determinar si una recta pertenece a un plano dado (fig, 141), 

Se busca la cota de dos pumos de la rec¬ 
ta del plano que tiene por proyección la 
misma recta dada pq. Si estas dos cotas 
coinciden con las correspomliente.s de la 
recta dada, ésta 
pertenece al pla¬ 
no* Sí resultan ks 
colas p (8) y q 
(12), por ejemplo, 
la recta pq estará 
fuera del plano de¬ 
finido por la línea 
de máxima pen¬ 
diente 0-6- 

6 o Por un punto 
m de un plano 
definido por su lí¬ 
nea de. máxima pendiente, trazar una recta de pendiente dada en el 
plano (fig. 142), 

Sea a (4) el punto dado y, suponiendo el problema resuelto, sea 
ahí la recta buscada* Se observa que el segmento ab de esta recta, 
comprendido entre dos horizontales consecutivas* es igual al intervalo 
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p 2 

Un segundo punto 
horizontal de cota 

5 

« 

£ = . 


siendo, por ejemplo, la pendiente dada, p — 


2 


5 


b de la recta está situado en la intersección de la 
4 + 1 con la circunferencia de centro a y radio 


2 


Si este 
horizontal 


punto h queda 
de cola 4 + 2, 


muy cerca del primero, se considera lina 
4 + 3, 4 ± 4, etc., y se halla la inter¬ 
sección con la circunferencia de radio 2¿, 3¿, 4t, etc. En particular, 
cuando la pendiente viene expresada por un número fraccionario, en 

2 

nuestro caso, p = —— f se tomará para radío el denominador de 

5 


1 s 

i = ■ - —- =-es decir, ahí = 2 i y como horizontal la óta, de 

P 2 

cota 4 + 2. 

Observación. Este problema tiene dos soluciones, una o ninguna, 
según que la pendiente dada sea menor, igual o mayor que la del 
plano. 

Sí el punto dado fuera el m (3,8), fuera de la línea de máxima pen¬ 
diente dada, se trazan las paralelas mn y mq u las ahí y un* o bien 
puede cortarse la horizontal de cota 3,8 ± 2 con la circunferencia de 
centro m y radio 2 L 

7* Por una recta dada ab, hacer pasar un plano de pendiente dada 
(fig- 143), 

Supongamos el problema resuel¬ 
to y sea (P) el plano buscado, de¬ 



bí abrá dos soluciones, una o ninguna, según que la pendiente de la 
recta sea menor, igual o mayor que lu duda del plano; o, lo que es 
lo mismo, según que el intervalo de hi recta sea mayor, igual o menor 
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,| Ml ,<J ,j, | | >[ j 1 1 1 m . En nurntro cuan liii^ dos HolunotiCH . . hr. iiLmuh 

\\*) \ |(i) ( r.uyji nit* nH-oeión oh nattil’UImcnh la rretu dada ah 
ti 1 II ttlia t W fin guio */ue ¡arman tíos r titas concurre tiles <ii«. 144), 

Sr Hhan* H punto enm ún a a las dos rectas ah y tu sobre un pía mi 
huí i/uiii¡ti. H (2), haciéndole girar alrededor d« la hm turnia I de 
.nú (2 ) h El punto « queda abatido en A y la verdadera magnitud 
del Hrgmriltn in es 

¿a “ *J d' Á + — £A- 

Uniendo A con ó y c, el ángulo HAT en el espacio será igual al 

Ur - Íi4°* 


Rectas y planos paralelos 


í> 


Tisorema. La condición necesaria y suficiente para que una recta 
vvi paralela a un plano es que esta reda sea paralela a una recta 
del plano, 

Píir un punto dado pasan infinitas rectas paralelas a un plano dado 
y, recíprocamente, (tay infinidad de planos paralelos a una recta dada* 

Pnr una recta dada ab, se puede hacer pasar un plano paralelo a 
urui recta dada cd (fig, 115), En efecto, basta trazar por un punto a 
dr la primera una paralela ae a la segunda, y graduarla con el mismo 
intervalo e igual sentido que ella* Las rectas ab y ae determinan el 

plano buscado, que pasa por ab y 
es paralelo a cd. 

La recta efu obtenida uniendo 
dos puntos de igual cota (9), en 
ab y al y es una horizontal dd pla¬ 
no y la perpendicular ap será una 
línea de máxima pendiente. 

Las dos rectas paralelas ae y bd 
determinan otro plano, en el cual 
ej es una horizontal, y la perpen¬ 
dicular aq } una línea de máxima 
pendiente. 

Teorema, La condición necesaria 
y suficiente para que dos planos 
sean paralelas es que uno de ellos 
Contenga dos rectas concurrentes paralelas al otro . 

En particular, dos planos son paralelos cuando sus líneas de máxima 
pendiente son paralelas y sus graduaciones están en el misma sentido 
y con igual intervalo. 

Problema. Por un punto dado a, hacer pasar un plano paralelo a 
otro dudo ffig, 146), 

Si la linca de máxima pendiente di 1 plano dado es la rnp, la del 

plano buscado será la ah, paralela 
a ta primera, con igual intervalo 
que ella y graduada en el mismo 
sentido. 

Si el primer plano viene definido 
por dos rectas concurrentes mp y 
rnn t se i razan ab y ad paralelas a 
ellas y el plano pedido será el for¬ 
ma* lo por estas rectas. Sus horizon- 
^9 tales serán pamielas a las del pri¬ 
mer plano. 

Si el plano eslá definido por riera 
rectas paralelas, se puede sustituir una de ellas por una recta que no 
apoya en ellas y se procede como se ha descrito. 




Intersección de rectas y planos 

Intersección da dos planos, — Se cortan los planos dados por 
otros dos planas auxiliares cuya intersección sea fácil de hallar y ten¬ 
dremos dos pares de rectas que se cortarán y los dos puntos obtenidos 
nos fijan la recta intersección buscada. Los planos auxiliares mas útiles 
generalmente sarán horizontales y verticales 

Problema. Intersección de dos planos definidos por sus líneas de 
máxima pendían Fe ab y rnn (íig, 147 L 



Por dos puntos de igual cota (3), a y rn , trazamos las horizontales 
que hc cortan en £. Del mismo modo, las lio rizón tales de cota (8) por 
b y n no-» proporcionan el punto L Loa puní oh i y l son comunes a los 
don plamiH dad oí y al tercero lumlnii, rl lim izrmtal (3) y el horizon¬ 


tal <IU t nvqiet t iva me tile: luego pertenecen a los dos primeros. Unién¬ 
dolo 1 Iriiíl |-r muís l.i inte i Ht'trióu buscada if. 

Fura comprobar « I resuliado, hallemos un tercer punto, /, de la inler- 

nru'i'iíin |m■ i mi d> irn-u d< I pI.. U <5 ( y que luí de entro turarse en la recta 

tt bailada. 

* .a ui i 1 a iix m mi u\ Ui," l lflf. Ln, Unem de máxima pendiente de los 
platí os dad r>^ (P) y (Q I n i * ti pantleltis. 

Lie. lien i/ont a h h d* lunbun i -1 ji i i ► • • ne uin paralelas mire sí y la inter¬ 
ne i'i'inu de f lina i.fino lo i i Ihnta bulloi un punió de ésta. Para 

rilo, cortumoa pm mi gibmo auxiliar vniieaL ¡Míratelo u las líneas de 
máxima pendiente (bulas, y lux InturxeceioneH con (F) y (Q) son dos 
lineas dr máxima penda ule. A bal irndo ■mhrr el plano horizontal II (3), 

estas intcrseccioiuís son 1ÍE y <IL Kl ..tu Imirado es rl M, que nos 

proporciona la rrrtu Holmión tttn de enilu I 

Se abrevia el procrdimirrilo utilizando lits ImnzontiileN c (3) y b (5) 
que se apoyan en bis líneas t\t- rmicmni prnthi'iitr de los píanos (P) y 
(Q). Por sn tule mrocióu irüzamn>L I. p* i pr miieul.i > rnn a las 1 incas de 
máxima pendiente, que vb la solución Inntt’.uU. 


Intersección de una recta con un plano. Para obtener el 
punto 1 de intersección de una recta (D) y un plano (P), ae hace iiusar 
pnv la recta un plano auxiliar (Q) que cortara d plano dado sí^gún una 
recta (AL El punto de intersección de (A) y (D) sníi d pumo l 
buscado. Si (A) y (D) san paralelas, será porque la recta (A) ew para¬ 
lela al plano (P> y no existe intersección. Si (A) be confunde con (l>), 
es que la recia (D) darla está contenida en el plano (P) dado, 

En la fig. 149, ae toma como plano auxiliar d formado jn^r Iuíí hori¬ 
zontales ac y hd f arbitrarias, La intersección con el plano (P) es hi roela 
cd que encuentra la ab en el punto m buscado. 

Casos r articulare5. 

1 IJ La recta dada es una horizontal^ por ejemplo bd (fig, 149). La in- 
lersección buscada es d punto de encuentro con la horizontal de igual 
cola f> del plano, i 
2 o La recta da¬ 
da es una vertical 
v (fig. 149). EJ 
punto buscado tie¬ 
ne la misma pro¬ 
yección tí que Lfi 
recta. La cota co¬ 
rrespondiente s o 
baila trazando por 
t> una paralela a 
1 a s horizontales 
del plano dado y 
en la línea de 
máxima pendiente 
graduada se lee 

su valor (3). , „ 

La proyección de lu recta paralela o la linea dt máximo pt ti- 

diente del plano (fig* 150), ( 

Tomamos como plano auxiliar el que tiene por linea de muxnna P^ n ‘ 




Intersección de tres planas, — Se halla la intersección de la 
recta común a d*ís dt* ellos con el tercero (/í¿>. L r >l ) * ah es la inter¬ 
sección de (P) y (Q), Ésta déterrainü con una horizontal cualquiera 
ad un plano auxiliar que corta al tercer plana (R) según la recta cd , 
El punto de intersección i de ab y cd es el punto buscado, corríiin a 
los tres planos dados (P) t (Q) y (R). Su cota, leída en cualquiera 
do esas rectas o en una de las lineas de máxima pendiente de los 
planos, es 5 t 3. 


Rectas y planos perpendiculares 

Teorema, Las condiciones necesarias y suficientes para que una recta 
sea perpendicular a un plano son: 

1" La proyección de la recta ha de ser paralela a la línea de máxima 
pendiente del plano; 

2" Su intervalo ha de ser el inverso del correspondiente al plano; 
3 a Su graduación debe ser en sentido inverso a la del plano (íigiL 
ra 152), 


i m u i , mi iíu>u \ V. 


12 4 
























mi 


l’LANOS ACOTADOS 


Ltr , nfultt ii uui rí'( r tntt¡\ '■'( ]ji n‘t' 1,1 AH rn per pcridü ubi i ni 
(ll«> fM* 1 * 1 I"' wr i ti n luilfiM Inri i r ( ■ |; i ■ i ijr r*Bte pin Un y Hi' proyocia JMt 

K'lnr MI) rv|'nii Liii.i pn ]M*nt|»rtiUr ¡J Jii tm/.n MN fie- (I 1 )* igual qiio 
Hi 1 ' linr +i <l( mui ni nui pr lidíenle, fuego será paralela u rutilé 

reír i*l pie II dr Iji peí pemhrular AB a (P) tracemos la ¡incu de má¬ 
xima pe mi lente Bl). J aí mia DA es proyección común a DB y BA. 
El mundillo DBA c» rectángulo. 


La pendiente del plano es p = tg a = 


AB 

DB 



f DB 

La pendiente de la recia AB es - 

AB 


1 

COtg a — - = i t 

p 


La graduación de AB crece de A hacia b t siguiendo el sentido AD; 
la graduación de la linea de máxima pendiente DB crece de D hacia b r 
según el sentido DA, que es el sentido inverso. 

Las condiciones son suficientes. Si la proyección de AB es paralela a 

una línea de máxima pendiente, esta si¬ 
tuada en un plano perpendicular a las 
horizontales del plano considerado y 
la intersección de estos planos es una 
línea de máxima pendiente BD. Si, 
además, el intervalo de AB es el in¬ 
verso del de DB, se tiene 


Fia. 152 *' = cot B fi = — = P = tg a. 



Luego los ángulos a y ft son complementarios; además, tienen sus 
lados DB y AB que se dirigen en sentido contrario, por ser sus gra¬ 
duaciones inversas; luego el ángulo DBA es recio* La recia conside¬ 
rada es ortogonal a Jas dos rectas DB y MN del plano (P) t luego es 
perpendicular a este plano. 


PROBLEMAS 


P Trazar la jjerpejidicü/tfr desde un punto dudo A a un plano (P) 
y determinar la distancia del punto al plano (fig, 153). 

Por la proyección a trazamos una paralela ab a la línea de máxima 
pendiente del plano y Ja graduamos en sentido contrario a ésta y con 
el intervalo inverso. Para determinar éste, se construye el triángulo 
rectángulo oue t llevando ol igual a la unidad y siendo ni = i, con 
lo que el = t es el intervalo buscado. Esta recta ab es la proyección 
do la perpendicular buscada. Hallemos su traza con el plano (P), Abati¬ 
mos el plano proyectante de ab sobre el de proyección, girándolo alre¬ 
dedor de su traza ah 
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fi|4) B y queda la recta aba- 

4 r "]7 tida en aB* La línea 

/ de máxima pendiente 

^ de (P), que pasa por 

IIÁ.U \ v x ¿pt b t queda abatida en 

ÓD y su intersección 
con aii nos da el pun¬ 
to M, que, referido a 
’\p su proyección m T nos 

da el punto buscado, 
pie de la perpendicu- 
Fig . 153 lar trazada desde el 

punto a al plano (P), 
El valor de lu distancia nos lo da, en el abatimiento, el segmento cM, 
en verdadera magnitud. 

Se abrevia el procedimiento uniendo los puntos 2-2 y 0-0, que nos 
dan el punto n t y la normal por éste a ai nos da el punto m, Sobre la 
recta graduada, leemos la distancia am = 1 ( 6« 

2 fl Por un punto dado a, tratar «n plano 
perpendicular a una recta dada cd y hallar 
la distancia del punto a la recta (fig. 154), 

Se traza por a una paralela a cd, gra¬ 
duada en sentirlo contrario a ella y con el 
intervalo inverso, que será la línea de má¬ 
xima pendiente del plano pedido. Para ha¬ 
llar ese intervalo, se construye el triángulo 
rectángulo luí, siendo u-2 = 1 (unidad). 

El segmento ¿-2 es ei intervalo i' del plano. 

Con este intervalo, dibujamos la línea de 
máxima pendiente de (P)* 

Con ayuda de las horizontales 4-4 y 2-2, 
obtenemos el punto m t intersección de (P) 
con cd. La distancia, en verdadera magni¬ 
tud, de am r la tendremos en aM, abatiendo 
sobre el plano horizontal de cota 2, para 
lo que se ha trazado la perpendicular rraM 

y Por una recta dada ab, trazar un plano (P) perpendicular a otro 
plano dado (Q), 



Por nti punto cualquiera a de la recta se traza la perpendicular al 
plano (Q)* Esta perpendicular, junto con la recta dada, determinan un 
plano, que es el buscado. 

4.° Trazar la perpendicular común a dos recias ab y cd y determinar 
la mínima distancia entre estas (fig. 155). 

Por un punto e de ab. trazamos ef , paralela a de. La línea de máxi¬ 
ma pendiente del plano formado por las rectas ab y ej nos da la díreo 


• h-n fie Ja perpendicular común que buscamos. El intervalo del plano 
11 pt\ la unidad pu y d intervalo de la recta es pi t siendo ui perpen- 
ilo u 1 u r a cu, 

Tof uji punto c de de, trazamos una paralela ch a la dirección de la 
perpendicular común. Las rectas de y ch determinan un plano que 
miirirne la perpendicular común y que eortu ab en el punto n, hallado 
«on d auxilio de las horizontales de los [llanos de A y aef, lja perpendicu¬ 
lar común pasa por n y sera nk, paralela a la dirección primeramente 
hallada. (El punto A: no tiene por qué estar sobre hl; es coincidencia 
casual*) 

5 o Hallar el ángulo de dos planos (fig, 156), 

Con auxilio de las horizontales (2) y (4) hallamos la intersección 






Fig. 155 


Fig. 156 


ab de los planos (P) 
y (O)- Por un pun¬ 
to c de esta inter¬ 
sección, arista del 
diedro cuyo ángulo 
buscamos, trazamos 
el plano (R) per¬ 
pendicular a esta 
arista. Este plano 
tiene su línea de 
máxima pendiente 
paralela a ab, su in¬ 
tervalo es d inverso 
dd d e esta recta, y 
esta graduada en 
se n i ido contrario* 
En el dibujo es cb 
el intervalo de la 
recta ab, cu la uni¬ 
dad y ci el interva¬ 


lo del plano (R), siendo ui perpendicular a íui* 

Las intersecciones de (P) y (Q) con (R) son cd y ce, respectiva¬ 
mente, siendo c el punto común a los tres planos, y d y c se han obteni¬ 
do con auxilio de las horizontales de cota 5 de dichos planos. 


El ángulo rectilíneo del diedro (P), (Q) es en el espacio DCÉ y en 

proyección dce. Se abate éste alrededor de la horizontal die de cota 5. 
Para ello, se traza la perpendicular cu, igual a la unidad (diferencia 
de cotas 5*4), y el punto c viene abatido en C, haciendo centro en 
i con radio iu t que es la verdadera magnitud del segmento ic , El ángu¬ 
lo pedido es dCe — 110 9 , 


Superficies topográficas 

Definiciones, Se conoce con el nombre de superficie topográfica 
la superficie de un terreno que no es po- 
sible definir por propiedades geométricas 
rigurosas , Se la représenla poi la proyec¬ 
ción, sobre un plano horizontal de compa¬ 
ración, de sus líneas de intersección con 
diversos planos horizontales, generalmente 
equidistantes. Estas líneas de intersección 
se llaman curvas de nivel y se determi¬ 
nan por la nivelación del terreno. 

La superficie de terreno comprendida 
entre dos curvas de nivel se considera en¬ 
gendrada por una recta que se mueve 
apoyándose en las dos curvas de nivel y 
siendo norma) a una de ellas (será tatn- 
bien casi normal a la otra si la diferen¬ 
cia dé nivel entre las dos es suficientemen¬ 
te pequeña). Es evidente que el terreno 
real estará más fie!mente representado por 
sus curvas de nivel cuando la equidistan¬ 
cia entre ellas sea mas pequeña. 

Perfil de una superficie topográ- Fig * t&7 

tica ( fig , 157), — 5e llama perfil de una 

superficie topográfica su intersección con un plano vertical. Este 
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plrmo está detona inado por su traza a-85 coa el plano lint izonlul dn 

oomptiruoiiRi, l'or Ion 
punios de iíih'isrcriim 
de esta fínen ron 3nn 
curvas de nivel se i nt 
zan las pcrpendictlhi 
res aA t &U t c(.1» ... 853 
y sobre calas se llevan, 
a la escala adoptada 
(1 mm por metro), 
las cotas de los pun¬ 
tos en A, R, C, ... 3, 
obteniéndose así el 
abatimiento del perfil, 
que puede construirse 
aparte para no sobre* 
cargar el dibujo. 

Determinar la 
cota de un punto 
M f c o n o c i da su 
proyección m (figu¬ 
ra 157). — Por la pro¬ 
yección m se hace 
pasar un plano verti¬ 
cal a-85 y se abate el 
perfil correspondiente. Se traza la perpendicular por m a «-85 haara en¬ 
contrar en M el perfil abatido. La cota viene determinada, en la es¬ 
cala adoptada por el seg¬ 
mento mM = 25 m. 
Observaciones. I a El 

problema inverso es in¬ 
determinado. El lugar 
de los puntos de una 
cota dada sobre una su¬ 
perficie topográfica es 
una curva interpolada 
entre dos curves de nb 
Fiti* 158 vel, a una distancia de 


f Ila m |m• >i.umid ¡i huí dib ff netas de cotas entre la dada para el punto 

\ J i ■ utiM |Hn i m1 1 < iih ' i* bih doM curvas de nivel consideradas. 

2* Se 11 ii c i Ir df'i ii mi mi i también el perfil de un terreno segóii una 
Imi- ■ mu \ a AJVtt HH ifi/ l y\\). rara ello, se halla la intersección de la 

mi|u‘i-|iric del ..m la hupcrlicie cilindrica de directriz AMCNB. 

linio en r] iin hi- i de .. iJiii-icni, ferrocarril, canal, etc. El perfil se 

dibuja df’iuii i-dl i mi. I n cu i vii de que sí- trata y llevando sobre los puntos 
A, M, ( N, II, bih ... y cobre ellas Jas colas correspondientes. 

Sección plañía «le una fíuporflclo topográfica (/¿g. 160)* — 

Se halla la inln mci ■<-tón di > adn 
curva de nivel del irnrno mu la 
correspondiente de igual rula 
del plano y se oblienmi los puu 
tos o, b f c, *.*, ni, t ó, 
a\ que unidos nos dan lu aección 
buscada. Esta sección puede ser 
el límite de una plataforma pla¬ 
na de pendiente determinada es¬ 
tablecida sobre el terreno* 


Intersección de una recta 
con una superficie topográ" 
fica { fig « 1<Í0). —■ Sea la recta 
rj. Hacemos pasar por ella un 
plano (P), trazando por sus pun¬ 
tos de cota redonda unas parale¬ 
las cualesquiera. La intersección 
de este plano con el terreno es 
la curva abe ... m ... cb'a y 
la intersección de esta curva con 
la recta dada nos da los puntos t y soluciones del problema. 


BIBLIOGRAFIA* —- A. Taiüo : Geometría Descriptiva ¡j sus api f- 
caciones. — J* Giménez Abiubas : Estudia de los sistemas de 
Re presen tac i ón . 
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Cálculo trigonométrico en el siglo xvi. Determinación de la latitud de un lugar por medio de la ballesta o «palo de Jacob» 

(Doc. Biblioteca Nacional^ París) [Fot. Giran don] 


urigonometiría 


Datos históricos- — La trigonometría fue inventada por Hiparen 
(hacia 190-125 a. de J, C.), pero el primer tratado, “De triangulis*\ 
sobre esta ciencia fue escrito en el año 1464 por Regioniontano (1436-' 
1476). Esta obra, que se imprimió en Nuremberg el ano 1533, com¬ 
prende las trigonometrías plana y esférica, empleando sólo el seno 
y el coseno como funciones trigonométricas» 

Objeto de la trigonometría- —El téi-mino “trigonometría” pro¬ 
viene del griego ( trígonos r triangulo, y metron* medida). Como su nom¬ 
bre expresa, esta ciencia se ocupa del calculo de todos los elementos 


del triángulo (lados, alturas, medianas, bisectrices, radios de círculos 
notables, superficies y ángulos). La trigonometría, al incorporar los 
ángulos a los cálculos relativas al triángulo complementan la geome¬ 
tría, que establece sus teorías en función solamente de las longitudes 
de los diversos elementos del triángulo, sin considerar los ángulos» 
Este primer objeto de la trigonometría ha sido ampliamente rebasado 
y hoy su uso se hace imprescindible para comprender las matemáticas 
más simples. Además de esta trigonometría plana, existe una trigono¬ 
metría esférica que permite resolver los problemas de triedros en el 
espacio. 


Funciones circulares 


Vectores; Suma vectorial. Proyecciones sobre una recta. Proyecciones de dos vectores situados en un mismo 
soporte o en soportes paralelos. Proyecciones ortogonales, — Araos y ángulos orientados; Unidades de ángu¬ 
los. Angulos de dos semirrectas en un plana orientado. Areos orientados sobre un círculo. Observaciones apli¬ 
cables a arcos de circulo con un origen común. ■— Definición de las funciones circulares: Circulo trigono¬ 
métrico, Funciones seno y coseno. Relación fundamental. Valores notables de las funciones coseno, seno y 
tangente. — Variaciones de las funciones circulares: Variación del coseno. Cosenoidc, Variación del seno. 
Se no i de. Relación entre el seno y el coseno. Variación de la tangente. Tangen lo id e. Variación de la cotangen¬ 
te. Lotangentojde. — Cálculo de tas funciones circulares: Relaciones entre las funciones circulares de un arco, 

W (I ff 

Reducción tic un arco al primer cuadrante. Cálculo de las líneas trigonométricas de los arcos —, —, —. 

_ r . 6 4 3 

Funciones circulares inversas : Inversión del seno. Inversión del coseno. Inversión de la tangente. Simpli¬ 
ficación de expresiones. Formas útiles* Cálculos prácticos. Uso de las tablas trigonométricas. — Adición y 
multiplicación de arcos; Adición de arcos. Multiplicación de ios arcos por 2. Fórmulas que dan las fun¬ 
ciones circulares de un arco en función de la tangente del arco mitad. Multiplicación de los arcos por 3, 
División de los arcos por 2. Transformación en producto de una suma o diferencia de funciones circulares. 

Empleo de ángulos auxiliares en los cálenlos» 


Vectores 


» 


> 


> 


Suma vectorial. — Consideremos n vectores AiBi, Aalfc, AsBg, 

—> 

An Rn (fig. 1). 

Se llama suma vectorial de estos vectores, en el arden dado, el 
vecLor obtenido asi: Por un punto O cualquiera del espacio se traza el 

— > . — > 

vector Oai* equipolente al vector AiBi; por a¡ se traza el vector 

—> . —> — > 

aur> equipolente a AüLfc; por m, el vector tr>ü\u equipolente a A 3 B 1 y así 

sucesivamente, hasta trazar el vector an —1 an equipolente al vector 

r )■ 

AnBn, El vector O fin es la suma de los vectores dados, 


Ibni — A1B1 + A2R2 Hh ... + AiiBn. 

En virtud de las propiedades con¬ 
mutativa y asociativa de los vectores, 
la suma de éstos no cambia si se altera 
el orden de los sumandos o se sustituye 
cada uno de ellos por un vector equi¬ 
polente. 

En eFecto, se puede cambiar el orden 

_ J —> 
de dos vectores consecutivos A 2 B 2 y 

— y 

A 3 B 3 ( ver en la figura 1 las poligonales 
Oflioaia y OoiÓBfó cuya suma es el vec- 

- y 

tor Oécí), y por tanto también se puede a f ]l¿ 
cambiar el orden de dos vectores cua¬ 
lesquiera. 


Bi A 2 




/ \ B 3 

14. Y* 


a. 


Fig t 1 
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Si todos los vedo res tienen el misino origen, O f puede hallarse su 
suma construyendo una poligonal turnando 0 como origen* Al vector 
obtenido se le Huma resultante de los vectores dados* 

Proyecciones sobre una recta.— Sea una recta (A) y un (lla¬ 
no (P) no paralelo a ella* Se llama proyección de un punto A del es¬ 
pacio sobre la recta (A)* paralelamente al plano (P)> la traza u, so 
hre (A), del piano que es paralelo a (P) y pasa por A (fig, 2)* Las 

proyecciones a y h dan 
—> 

la proyección ah del vm 

—y 

tor Alí sobre la rrcin 
(A), parale lame ule al 
plano (P)i 

Dos vectores 1:4 u ipo¬ 
tentes se proyectan en 
otros dos vectores tam¬ 
bién equipolentes. Si eli¬ 
do a, b, c % d f e las proyecciones de los puntos de la poligonal ABC DE 
sobre la recta (A) [fig. 3] f se puede escribir 

—y —y —y — y y 

AE = AB + BC + CD + DE 

—> —> > > - » 

at ~ ab + be T cd f de, 

de donde resulta el teorema siguiente; 

Teorema. La proyección de la suma vectorial de varios vectores sobre 
una recta* paralelamente a un plano, es la suma vectorial de las pro¬ 
yecciones de los vectores dados, 

g Si orientamos ta recta 

D (A)t podemos enunciar 

p 1 AX \ / el teorema siguiente: 

Teorema, El valor til¬ 
ico de la proyec¬ 
ción de la suma vecto¬ 
rial de varios vectores 
sobre un eje es la suma 
algebraica de los valores 
algebraicos de las pro¬ 
yecciones de esos vectores (fig. 3): 

■—y — -y —y —y y 

ae = ab + be + cd + de. 

Proyecciones de dos vectores situados 



en un 


mismo 

» —> 

soporte o en soportes paralelos, — Sean loa vectores AB y CD, 

situados sobre un mismo soporte 

—> 



(fig. *>, 

—y 

y cd* Según el 
les 

u 

AB 


que se proyectan en al> 
teorema de Ttm- 


-y 

ab 


sobre so [Kiries 
según vectores 


CD cd 

y cata propiedad subsiste ai los 

■—y —y 

vectores CD y AB están situados 
paralelos, pues los vectores equipolentes se proyectan 
equipolentes. 

Teorema. La relación entre dos vectores paralelos se conserva en pro* 
yeccián, 

Proyecciones ortogonales. — Si el plano (P) de proyección es 
perpendicular a la recta (A), la proyección a de A sobre (AK para¬ 
lelamente a (P), se denomina proyección ortogonal y es p en este caso, 
el pie de la perpendicular trazada desde A sobre (A). 

Arcos y ángulos orientados 

Unidades de ángulos. — Para medir ángulos se usan tres clases 
de unidades: 

El grado sexagesimal, que es la noventaava partí' de un ángulo recto. 
La sesentaava parte del grado sexagesimal es el minuto sexagesimal 
y la sesentaava parte de éste es el segundo sexagesimal. 

El grado centesimal, centésima parte del ángulo recio. Comprende cien 
minutos centesimales, y éstos, a su vez, tienen cien segundos centesimales. 

El radián, medida del ángulo central de un círculo, cuya longitud de 
arco es el radio de ese círculo. 

En grados sexagesimales, el círculo tiene 360*, que corresponden en 
centesimales a 40ü e ; en radianes su medida es 2?r. Siendo R el radio, 
el perímetro de la circunferencia es 2?rR. Según esto, la longitud de 
un arco de circunferencia se obtiene multiplicando el número que mide 
su radio por el número que mide en radianes su ángulo central corres¬ 
pondiente. 

Angulos de dos semirrectas en un plano orientado. — Para 

operar con loa arcos y ángulos alge¬ 
braicamente, tomamos en el plano un 
sentido positivo de rotación. Es co¬ 
rriente Lomar como sentido positivo d 
contrarío ai del movimiento de las 
agujas de un reloj, 

El ángulo que forma la semirrecta 
0 _t con la semirrecta Oy (fig. 5) vie¬ 
ne medido por el giro que hay que llar a la primera para que coincida 



con la segunda. Según que el giro sea en sentido positivo o negativo, 
jim sera el ángulo* Sí para hacer coincidir 0* con Oy se ha girado la 
primera semirrecta a radianes en sentido positivo, un giro posterior 
de 2jf radianes (en cualquier sentido) hará coincidir de nuevo Ox 
can Oy, pues 

0r t Oy — a T 2kn. 

Evidentemente, 

Oy, Ojt =? — a -T 21c n. 

A los ángulos que forman n 
neniir rectas de un mismo ori 
gen O en un plano, se les pue¬ 
de aplicar lo fórmula de Chas- 
Ies, Blindar a la utilizada an¬ 
tes para los vectores (fig, 6): 

ODÍToDÍ + OD¡7oD3 + ... + 

-4 0Dn, ODi = 2kn* 

donde cada ángulo del primer 
miembro puede tener infinitos 
valores, diferenciados entre sí 
en un múltiplo de 2ir. 
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Arcos orientados sobre un circulo {fig, 7), — Sea una circun¬ 
ferencia de centro 0 y dos pimíos en ella, A y B, y fijado el sentido 

positivo fie rotación* Consideremos todos los arcos 
que tienen por origen A y por extremo B* Eviden¬ 
temente hay una infinidad de arcos que cumplen 
esta condición según sea el sentido tic giro y según 
el número de veces que describimos d círculo de 
A a B, antes de detenernos en este último punto* 
Como a cada arco corresponde un ángulo central, 
en la fórmula 

QA, OB = a + 2kn 

podemos expresar los arcos en radianes y repre¬ 
sentarlos algebraicamente por la expresión: 

AB = a + 2 /cjt. 

Los arous BA podemos representarlos por la fórmula 

üA =2 — a H- 2 h*x. 

Aplicando la fórmula de Chasles a los arcos orientados {fig. ó) se 
tiene, 

AB+BC + CD+... + LA = 2/cít, 

pudtundo cada arco estar definido por infinitos valores que difieren 
enLre si en un múltiplo de 2?r. 

Observaciones aplicables a arcos de círculo con un origen 

Común (fig. tfh—I a Dos arcos que difieren en un múltiplo par de n 
tienen sus extremos confundi¬ 
dos, y recíprocamente* 

2 11 Dos arcos que difieren en 
un múltiplo impar de n tienen 
sus extremos M y Mi diametral- 
mente opuestos, y recíproca¬ 
mente* 

3 a Dos arcos opuestos tienen 
sus extremos M y Mí simétricos 
con relación al diámetro que 
pasa por el origen A, y recípro- '**- 
cántente (lo mismo puede de¬ 
cirse de los arcos cuya suma 
es 2/¿7 t). 

4 n Deis arcos suplementarios 
(cuya suma es tt) tienen sus ex¬ 
tremos M y Mi sobre una pa¬ 
ralela al diámetro que pasa por 
el origen de áreos, y recíproca¬ 
mente [aplicable esto u dos ar¬ 
cos cuya suma sea (2A; + l)?r], 

71 

5* Dos aréis complementarios (cuya suma es -) tienen sus ex- 

2 

tremes M y Mt simétricos con relación a la bisectriz del primer cua- 

7r 

dranle (también es aplicable esto a lee arcos cuya suma es — + 2&;r)* 

2 

Definición de las funciones circulares 

Circulo trigonométrico. ’— Se llama circulo trigonométrico un 
circulo de radio igual a la unidad y orientado en sentido contrario al 
movimiento de las agujas de un reloj. 

A partir del punto A, como origen (fig. 9), marquemos los puntos 
B, A', B\ tales que, 

^ n ^ ^ ;itr 

AB - — AAé = 0-, AB =- 



A HÍ,' 


2 


2 
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TRIGONOMETRÍA 


I 1 -1 ( ¿M ulo 11 igninmiér i h'q rjintihi ird dividido m 1‘uniiu rundí ji iif < 1 n : 

rl primero Alt, ni uegmidu II A\ el tercero A IT y rl ruarlo H A 

Sen M un fitiiilo cualquiera riel círculo. El ángulo formado pm Ln h 
M cmimHUttN O A y OM se llama ángulo polar del punto M y vulr 

üX OM = 0 + 2/ctt. 

Como se ve, hay infinitos ángulos polares que satisfacen esta fórmu¬ 
la y se diferencian dos de ellos entre sí en un múltiplo par de n*. 

En el caso inverso, dado un ángulo polar, sólo hay un punto M del 
círculo que tenga ese ángulo polar. 

Funciones seno y coseno,— Los diámetros rectangulares A'QA 
y B'OB (fig. 9) nos definen unos ejes de coordenadas cartesianas, don¬ 
de el punto M, de ángulo polar 9 % tiene por abscisa el valor algebraico 

~> —■^ 

del vector OP, proyección de ÜM sobre x'x,, y por ordenada el valor 

-> 4 —► 

algebraico del vector QQ, proyección de OM sobre y* y. 

La abscisa de M se llama coseno del ángulo 0 o del arco 0. La orde¬ 
nada de M se llama seno del mismo ángulo o arco #, y se escribe 
así 

—> —> 

eos 9 — OP, sen 9 ~ OQ, 

Existen, además del seno y el coseno, otras dos funciones circulares: 
La tangente, que es el cociente del seno por el coseno; 

La cotangente, que es la inversa de la tangente, 

sen 9 eos 6 

tg ¿) = —-— , colg 9 = - • - ■ 

eos tí sen tí 

Relación fundamental. —Aplicando el teorema de Pitagoras al 


triangulo OPM ( fig , 9) f se tiene: QF ¿ + PM 2 = 0M 2 o, empleando 

los valores antes definidos, 
(eos 8)* + (sen #) 2 = 1, 
que se escribe para más 
facilidad así: eos 2 # + 
+ sen 2 # — L 
Observación: El cose¬ 
no del ángulo 9 que for¬ 
ma la dirección positiva 
del eje xx con la direc¬ 
ción del vector unitario 

OM, es igual al valor de 
la proyección ortogonal de 
este vector sobre el eje* 
De aquí se deduce: 

El valor algebraico de 
la proyección ortogonal 
de un vector sobre un eje 
es el producto del valor 
algebraico del vector por 
el coseno del ángulo que 
forman las direcciones po- 
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sitivas deí vector y del eje de proyección . 

AB 

En efecto, la relación ——— {fig. 10), que mide el valor algebraico 

oU 

—> —> 

de AB (siendo wli el vector unidad), se conserva en proyección, luego 

se puede eeribir: 

B 



-> 

AB = 


-> 

ab 


eos i) 


de donde, 


> —> 

ab = AB eos 8 , 
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Í CÜS (7T - X ) — - COS X , 

sen {xr —■ jr) = sen x f 

tg Í3T — x) = — tg x. 


En arcos complementarios 




sen x, 


eos x* 

I 

tg x 


eotg x. 


Variaciones de las funciones circulares 


Variación del coseno* Cosenoide. — En el círculo trigonomé- 

Er ico f fig. 11) puede observarse la variación del vector «P, re prese n- 
Eii tivo del coseno al moverse el punto M sobre la circunferencia. Los va- 
Wes que toma se resumen en el esquema siguiente: 


X 

0 

'K 

2 

X 


cosx 

1 

0 " 

^-1 

-r r 



Pasemos estos valores a un sistema de coordenadas cartesianas Ox, Gy, 
ndo los valorea del ángulo sobre el eje de abscisas y los del coseno 
STJ hre el de ordenadas. Como el período del coseno es 2?r, basta llevar 
Para le lame rite un número indefinido de veces la curva representativa 
del período 2?r para tener la curva ilimitada, llamada cosenoide, que 
n °s proporciona todos los valores del coseno de un ángulo (en el eje 
de ordenadas) entrando en el eje de abscisas con el valor de dicho 
a ngnIo, Los puntos de encuentro de la cosenoide con el eje de abscisas 
centros de simetría. Todas las rectas x = krr t son ejes de simetría 
de k curva. 



Variación del seno. Senolde*— Las variaciones del vector PM, 
apresen tat i yo fiel seno, al moverse el punto M sobre la circunferencia, 
'lUedan resumidas en el cuadro: 


X 

0 

JT 

2 

1 C 

3 

2 

2 TL 

sen x 

0 - 

1 " 

O'- 


^ 0 


La curva representativa de estos valores se deduce de la cosenoide 
la fig, 11, trasladando el eje Oy paralelamente a sí mismo a una 

A- 3ít 

distancia -. La curva obtenida así se llama senoide (fig. 12) y 

2 

Sü s intersecciones con el eje de abscisas son centros <\e simetría de 
^ curva. Los ejes de simetría vienen representados por las rectas 


Valores notables de las funciones coseno, seno y tan¬ 
gente. — Utilizando como medida de ángulos el radián, se pueden 
deducir los valores siguientes: 


I 

t 


eos 

o = 

i, 

sen 

o = 

0, 

tg 

0 — 

Oí 


7f 



JT 

1. 


71 


eos 

■-S= 


sen 

- = 

tg - 

— ^ 

OQ . 


2 



2 


2 


eos 

n = 

-1. 

sen 

17 = 

Ó t 

tg 

71 — 

o. 

eos 

3rr 

= o, 

sen 

3tt 

= -1, 

3jt 


tg 

2 

2 

2 



El seno y el coseno .son funciones periódicas, cuyo período es 2rr. 
La tangente es una función periódica de período jt. En efecto, 

eos x — eos (x + 2?r) = eos (x + 2A?r) t 

sen x — sen (x 4- 2 k) = sen (x + 2 ¿jt), 

I eos x = — eos (i + ít) = — eos [x + ( 2 k + I)jtJ 

) sen x = — sen (x + sr) = — sen {x + (2k + 

tg * = tg U + tt) = tg [x + (2 k + 1)ttL 


( eos (— x) ~ eos x t 
sen (— x ) = — sen x , 
tg (— x) = - tg r. 


n 


x = 


2 


-V kit - ( 2 k + 1 ) 


7T 


2 



Fig, 12 


Relación entre el seno y el coseno.— Tomemos un punto M 
Sf Jbrc el círculo trigonométrico. Tendremos (fig. 13 ), 

— —> 

AM = x, OP = eos x . 


























































eos (x +--) == sen {x 4 r n - ) 

2 


De la relación 

ír 

eos x = sen (x -f -— 

2 


Si luitmnion como ori¬ 
gen de los areo» el pun¬ 
to B J en lugar de A t es¬ 
taría OX sobro OB' y 
O Y sobro O A* Enton¬ 
ces, sería 

ITM = ITA + AiVI + 

7T 

+ 2kn = - + x + 

2 

+ 2 kw, 

y de aquí se deduce, 

7T 

eos x = sen (x + —■). 

2 

Sustituyendo x p o r 
n 

x + -- en esta fór- 

2 

muía, queda 
- — sen x. 


) 


se deduce que la cosenoide se obtiene efectuando una traslación para 

7T 

lela de la senoide hacia el eje Ox negativo en una magnitud —-— 


Variación de la tangente. Tangentoide. —Aplicando el teo¬ 
rema de Thalcs, en La fig, 14 t 

—y —~y 

sen x PM OT > 

tg x =-- = —— - -— - OT, 

eos x — > y 

UlP (1)0 

luego la tangente la representamos por tas variaciones de OT al mo¬ 
verse M y podemos deducir el siguiente cuadro de valores: 


X 

X 

0 2 71 

l s 

x 

^ + OC 

O,-"'''" 

0 

— CC ^ — 


Con estos valores y otros intermedios construimos la curva de la 
¡ig 14 (en trazo lleno) llamada tan genio ide. Los puntos donde corta el 
eje do abscisas son centros de simetría de la curva. El período es tt. 
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Cálculo de las funciones circulares 


Rotaciones entro las funciones circulares de un arco.— 

Las relaciones 

coa 2 x + sen 2 x - L, 
sen x 

!g x = - - 1 

CON X 

indican que las funciones circulares no son independientes, sino que 
conocido el valor de una de ellas pueden deducirse los valores de las 
otras. Se pueden presentar dos problemas: 

1" Dado el valor de una función circular, encontrar «1 arco corres¬ 
pondiente. En general, hay varias soluciones. 

2° Dado un arco y una de sus funciones circulares, encontrar los 
valores de las otras líneas trigonométricas. Este problema sólo tiene 
una solución. 

Pkgblemas, 1° Conociendo sen x, calcular cas x y tg x (íig. 15). 

Sea sen % — h un número comprendido entre — 1 y + L Las solu¬ 
ciones pedidas son: 


coa x = 


= ± sí l — b\ 


tg x 


i 1 


6 a 


Como se ve, hay dos soluciones para o] coseno y otras dos para la 
tangente. En efecto, al dato sen x = b r corresponden una doble infi¬ 
nidad de arcos de las formas a + 2kn, w — a + 2/cVr t que tienen dos 
valores opuestos para el coseno y otros 
dos valores opuestos para la tangente. 

Si se hubiese determinado el arco x, 
que corresponde al valor dado del seno, 
solo habría mía solución para el coseno y 
otra para la tangente, cuyo signo, posi- 


el cuadrante donde se encuentre el extre¬ 
mo del arco. 

2 o Conocido eos x, hallar sen x y tg x 
(fig- 16 ). 

Rí valor eos x — /j, estará comprendido 
entre —- 1 y H- l. Las soluciones pedidas 
son 


sen x 


= ± s/ 1. — ó 3 , tgx = ± 
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De las relaciones 
los valores: 


x 


Estas dos soluciones se comprenden por el hecho de que el dato 

eos x = b lo satisfacen un doble núme¬ 
ro de infinitos valores de arcos a + 2An-, 
— a + 2An\ a los cuales corresponden 
dos valores opuestos para el seno y otros 
dos valores opuestos para la tangente. 

Si se hubiese determinado el arco x 
correspondiente al valor dado del coseno, 
sólo habría una solución para el seno y 
otra para la tangente, cuyo signo será el 
que corresponda según el cuadrante donde 
se encuentre el extremo del arco. 

3 a Conociendo tg x, hallar jen x y eos x 
(fig. 17). 

Sea tg x = ó un número cualquiera. 



sen x 


eos x 


= b, sen“ x + COR® x — i, se obtienen 


1 


CO N X — i 


sj 1 + tr 


Variación de la cotangente. Cotangentoide. — Con análogu 
demostración a la utilizada para la tangente se deduce que la cotan¬ 
gente viene definida en cada situación de M por el vector U) , 

— x) = sen *, 


TT 


Antes hemos deducido que 


eos (- 
sen (- 


2 

TT 


2 


X ) = eos x t 


luego dividiendo miembro a miembro estas igualdades se tiene, 


3T 

colg x = tg (—— — x); 

de esta relación resulta que la curva representativa de la cotangente, 
la cotangentoide, es simétrica de la tangen tolde con respecto a la recta, 

t r 

x = -——, En la misma 
2 

fig. 14 se ha representa¬ 
do la cotangentoide en 
trazo discontinuo. 

Éste es el resumen esquemático de los valores de la cotangente. 


sen x =t ± 


%/ 1 + Ir 


Luego hay dos soluciones al problema. Esto se explica por el hecho 
de que al dato tg x = b corresponde una doble infinidad de arcos, 
dados por las fórmulas a + 2A7r, a + (2 k + 1 )ír. A estos dos grupos 
de arcos les corresponden dos grupos de 
valores opuestos para el seno y otros dos 
grupos de valores apuestos para el coseno. 

Si se hubiese determinado el arco corres¬ 
pondiente al valor dado de la tangente, 
sólo habría una solución para el seno y 
otra para el coseno, cuyo signo queda de¬ 
terminado por el cuadrante rionde se en¬ 
cuentre el extremo del arco. 

Reducción de un arco al primer 
cuadrante. — Sea un arco cualquiera a. 

Siempre existe un número entero A tal 
que 2 Ajt ^ ge ■< 2 (k -i - 1 )ttí luego se Fiq. 1/ 

puede poner O ^ a — 2/c?r <Z 2nr. (consi¬ 
deremos el arco /? = a — 2Att, tal que esté comprendido entre O y 


/ 0 

y 

1 

A 


3Q. 
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TRIGONOMETRIA 


2n. Tendrá (un minuifi líneas trigonométricas qur rl ¿(ICO r, |*mnh n 
pre^entai nc ru»|ro centrn: 

I a El arco fí tiene su extremo en <*1 i>i i 

mer cuadrante. No hay problema culi.en; 

2° El arco (i termina en el segundo 
cuadrante* Consideraremos su suplemento 
¡t — fí , que termina en el primer cua¬ 
drante. Sus senos son iguales y sus cosenos, 
opuestos ( fig , 15); 

3 Ü El arco fí termina en el tercer cua¬ 
drante. Se considerará el arco ¡í — tt, que 
tiene su extremo en el primer cuadrante* 
Sus senos y cosenos son opuestos a los cíe fí 
(fig- 17); 

4 U El arco fí tiene su extremo en el cuar¬ 
to cuadrante. Tomaremos el arco 2tí — /í, 
que está comprendido en el primer cuadrante y tiene su coseno igual 
que el del arco dado. Sus senos son opuestos (fig. 18), 

í: rr 

Cálculo de las líneas trigonométricas de los arcos —", ——, 



Fíg. 18 


Tí 


3 


— Observemos que: 


El seno de un arco comprendido entre 0 y 


JT 


2 

cuerda del arco doble en el círculo trigonométrico. 


es la mitad de la 


El seno de 


7T 


es la mitad del lado del polígono regular convexo 


n 


de n lados inscrito en el círculo trigonométrico. 

jt h 

- t siendo h el lado del triángulo equilá^ 


Si n — 3, ¿sen 


3 


2 


tero inscrito en el círculo trigonométrico; luego sen 


tí 


Si n — 4, sen 


Tt 


U 


3 


V 3 
~ 


2 


t siendo U el lado del cuadrado inscrito 


en el círculo trigonométrico; luego sen 


te 


V 2 
2 


i 


Si n — 6, sen 


ir 


U 


V 2 


2 


t siendo h el lado del exágono regular ins¬ 


crito en el círculo trigonométrico; luego sen 


Tt 


\ 


men, tenemos: 


7T 


sen 


sen 


sen 


3 

tí 


\/ 3 ?r 

eos - 


2 ' 

1 

= —— f eos 
*/ 2 


3 

Tt 


1 Tí 

'I t« 


2 
7T 


JT 


1 


ST 


2 


eos 


2 
1 

= * ig 

V 2 


V 3 rr 

~T ’ 16 T 


2 

* VT 

= i. 

i 


% En resu- 


V 3 


Es necesario saber cíe memoria estos valores. Observemos que siendo 
complementarios, resulta en efecto: 


3 

sen 


JT 


n 


— coy 


eos 


— sen 


3 6 3 6 ’ 3 

Ejercicio. Hallar las funciones circulares del arco a 


Tí 7T 

tg —r— = cotg — 

6 

27*r 


fí — a —- 6 jt — 


6jt < a <Z 8jt 
0 <T ce -— Cm <i 2st 

3tt n 

(ángulo suplementario de -), 


4 


Tí 


1 


sen a =¡ sen 


rr 


1 


4 V 2 

tg a = — tg 


eos a — — eos 


V 2 


Tí 


= —*L 


Funciones circulares inversas 

Inversión del SCilO*^—El problema de la inversión del seno con¬ 
siste cu bailar los arcos o ángulos que tengan por seno un valor dado x. 
Estos arcos se representan por la notación y = arco sen que signi¬ 
fica que y es el arco cuyo seno vale x , o bien, % = sen y . 

Hay una doble infinidad de estos arcos y; en efecto, estando x com¬ 
prendido entre — 1 y + 1» siempre hay un arco y sólo uno que estando 

comprendido entre ■ — y ——* tiene por seno el valor x {fig. 19), 

A esLe arco se le llama Arco sen X, Los demás arcos son los que expre¬ 
san las fórmulas: 

Are sen x + 2kx t 

tí — Arco sen * + = — Arco sen x + (2 k' + 1)?:. 


Invortlón tlol 0080110.“ Los arcos y 
qm i oíir Hpornlrn al valor dado x del eosc- 
ihi, íi*’ onjuvHíiri por la fórmula y — Arco 
cm i tii hcIik i comprendido entre —1 y 
I I I, K 11 1 ir estos arcos hay uno solo com¬ 
prendido entro 0 y tt, que se denomina 
Arco rcm i. !,os demás arcos son los expresa* 
ib m por las fórmulas: 

Arco eos x 4- 2A??r T — Arco eos x T 2 kn. 

Inversión de la tangente.— Loa 

arcos y correspondientes a una tangente de 
valor dado x se representan por la fórmula 
y = arco tg x , Siempre hay un arco y uno 





3C \ 


~T\ 
/ \ 

í > 

/ 1 

AT 

o “L 




Fig . 19 


sólo comprendido entre 


Tí TT 

1 —— y —— v llamado Arco tg % r que satisface 
2 2 

esta fórmula. Los demás arcos que tienen por tangente el valor dado, x r 
se obtienen por la fórmula: 

y ~ Arco tg x + kn. 

Ejemplos numéricos, 

1 

l ü Buscar los arcos sen —-, 

2 


TT 


Arco sen 


JT 


2 


y — — —— + 2/ctt, 
ó 

7ir 

y = — 2 ftV. 


2* Hallar los arcos eos 


V 2 


Tí 


Arco eos 


s/2 


3“ Encontrar los arcos tg 3 
Arco tg *¡ 3 = 


Tí 

\ } 4 

- + 

4 

\*= ■ 

Tí 

4 

VT 



Tí 

Tí 

y - ^ 

- + 


3 


3 


Aplicación a la resolución de ecuaciones. 
I a Sea la ecuación eos 3x = sen 5x. 


eos 3x — sen 


■) 


— sen 


de donde 


5x = 


rr 


2 


*— 3x + 2/iTTr 


Sx — 


(f-> 


■T (2k “E 1 )rr. 


De estas relaciones se obtienen 
las siguientes: 


8* = 


¡T 


2 


+ 2¡tWi 


Tí 


2x =--4- (2 k f + l)ff, 

2 


JT 


de donde deducimos los dos grupos de soluciones 


Las soluciones del primer 
grupo (fig. 20) son los arcos 
cuyos extremos coinciden con 
ios vértices del octógono re¬ 
gular inscrito en el círculo 
trigonométrico, uno de cuyos 
vértices coincide con el ex- 


x = 


X = 


ló 

Tí 


kíí 

"T - -1 

4 

+ 


2 / 


tremo del arco 


Tí 


16 


as- 


Las soluciones del segundo 
grupo son los arcos cuyos ex* 
iremos son los de un diáme* 
tro, uno de cuyos extremos es 
el punto de la circunferencia 


correspondiente al arco 

2 o Sen la ecuación 
tg x • tg 3x = — i. 


K 



¡T 


tg* = — cotg 3x = — tg (-— — 3*) = tg ($x — 

2 2 


IT 


), 


luego 3x — 


JT 


“ x + ájT f de donde 2x — kn -f 


K 


2 


2 
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Tocias las soluciones vienen cx- 

kn n 

presadas por x = - 4 -- 

2 4 

Gráfica [nenie vienen expresadas 
por los arcos cuyos extremos son 
los vértices riel cuadrado inscrito 
en el círculo trigonométrico* uno 
de cuyos vértices es el extremo 

del arco —— (/¿£* 21)* 

4 

Simplificación de expre¬ 
siones. — Con auxilio de la reía* 
cien sen 3 * 4 cus 3 * = 1 podemos 
simplificar algunas expresiones al* 
gebraieas donde entren estas fun¬ 
ciones circulares. Por ejemplo: 

sen% 4 eos 6 * + 3 sen 3 * eos 3 * = sen% 4 eos% 4 3 sen 2 * eos 3 * . 
, (sen 2 * 4 catPx) = sen** 4- 3 sen 4 * cob% 4 3 sen 2 * eos 4 * 4 

4 cos ti x = (sen 2 * 4 eos 3 *) 3 = 1, 

SI una expresión es simétrica en sen x y eos x, es posible muchas 
veces simplificarla, análogamente a como lo hemos hecho en este 
ejemplo. 

Fórmulas útiles. 







i. - 

V 

v 

\ 



7 

Nj 

Fia . 

21 

N4 


i 4 tg 2 * = 14 
eos 2 * 4 sen 2 * 


sen 2 * 


COS“* 

1 


eos 2 * 


eos 2 * 


1 4 cotg 3 * = 
Ig* 4 cotg* = 


l 


sen^x 

1 


sen * eos * 

tg * 


sen * eos * = 


eos 2 * — sen 3 x = 


1 4 tg 3 * 

1 — tg 3 * 


1 4 tg 2 * 


Cálculos prácticos. Uso de las tablas trigonométricas.— 

Laa líneas trigonométricas de los arcos comprendidos entre 0 a y 90° 
(o 0 g y 100 g) pueden deducirse: 

I o De las» tablas de valores naturales. Éstas constan de seis colum¬ 
nas. La primera contiene los valores del arco de grado en grado (se¬ 
xagesimal o centesimal) y con subdivisiones de minuto o de diez mi* 
nulos, desde 0° a 45“ (o 0 g a 50 g), Las columnas 2‘ a 5 a contienen 
en la línea horizontal de cada arco el valor correspondiente de las 
funciones seno, tangente, cotangente y coseno. La sexta columna con¬ 
tiene de ahajo hacia arriba lo» valores de los arcos de 45° a 94 (o de 
50 g a 100 g), de tal forma que lo» valores de las columnas l 1 y ó 1 
que coinciden sobre una línea horizontal son los de dos arcos comple¬ 
mentarios. Por debajo de las columnas 2" a 5* están escritas las abre¬ 
viaturas eos, cotg, tg, sen; 

2 & De las tablas de logaritmos* oeme jantes a las precedentes y que 
ya se han descrito en el Álgebra* 


Adición y multiplicación de arcos 

Adición de arCOS.—-Conociendo las líneas trigonométricas de dos 
arcos a y h, se trata de calcular las correspondientes ul arco (ü 4 ¿0* 
' Sea el círculo trigonométrico y los dos arcos { fig , 22): 

A M = a, MN = L 


Giremos el radio OM en el sentido po¬ 
sitivo 90° y proyectemos N sobre él, antea 
y después del giro, en P y Q, Será, 

OP = eos />, OQ — sen b * 

Proyectemos sobre el eje O* la rela¬ 
ción vectorial, 



> > 


ON = OP 4 PN 

y podremos escribir; 

eos (a 4 b) = eos /; eos (O*, OM) 4 sen b eos (Ó*, OQ) 
“ eos b eos a 4 sen b eos I a 4 


(•• + -f) 


— eos a eos b —* sen a sen b , 
de donde tenemos la fórmula fundamental; 

(I) eos (a 4 b) — eos a eos b — sen a sen b. 

Cambiando de signo el arco ó y teniendo en cuenta que 
eos (— b ) = eos b f sen (— b ) — — sen ¿i, 
tenemos la relación, 


(2) eos (a — ó) — eos a cus b 4 sen a sen ó. 

Vamos a calcular sen (« 4 b)i 

7T 

sen (a 4 ó) — eos I —— — (« 4 b) 


2 


= eos 


44 


= eos 


— a I eos h 4 sen 



a 


) 


~b 


) 


-— íi I sen b 


= sen a eos b 4 eos a sen b. 

(3) sen ( a 4 ó ) 5® sen a eos b 4 eos a sen ó, 
y cambiando b por — ó; 

(4) sen {« — b) — sen « eos b — sen b eos a* 

De las formulas (1) y (3) se deduce: 

sen a eos b cus a sen b 
-- —. - -- 

sen a eos b + eos a sen b eos a eos ó eos a eos b 

tg (« 4 b) = 


(5) 


eos u eos b — sen a sen b 
tg a 4 tg b 

* 

| 

tg a 4 tg b 


1 — 


sen a sen b 
eos n eos b 


1 — tg a tg b 
tg (a 4 b) = 


1 — tg o ig b 
Cambiando b por — b, tenemos: 

tg a — tg h 


( 6 ) 


tg (a — h) = 


1 4 tg a Ig b 

Conociendo la» funciones circulare» de dos arcos, podemos calcular 
media ule la» sois fórmula» precedentes las líneas trigonométricas de 
lo» arco» que son Hianii o diferencia di- rilo». Si se presenta el caso tam¬ 
bién pueden calcularse las funciones circulare» de un arco, suma de 
otros varios: 

coa (a 4 b 4 c} — eos { a 4 b) eos c — sen (a 4 b) sen c 

— (eos a eos b — sen a sen b) eos c 

— (sen a eos b 4 sen b eos a) sen c. 

= eos a eos t eos c — eos a sen h sen c 

— eos b sen c sen a — eos c sen a sen b . 

Multiplicación de los arcos por 2. — Si hacemos a = ó en las 

fórmula» (1), (3) y (5), obtenemos; 


C7) 

eos 2a = 

eos 2 U — sen 2 

C8) 

sen 2a = 

2 sen a eos a; 
2 tg a 

(9) 

it; 2d = 

1 — tg 2 a 


De la fórmula (7) se puede obtener: 


eos 2tt — 2 eos 2 # — 1 


o 


eos 2n = 1—2 sen 2 #, 


de donde 


í 1 4 coa 1 
i 1 — eos 1 


2d — 2 eos 2 a, 

2# ~ 2 sen 3 a * 


Fórmulas que dan las funciones circulares de un arco en 
función de la tangente del arco mitad. 

Se puede escribir 

a a 


cos¬ 


eos a = eos* 


a 


2 


sen 


a 

2 __ — 


2 


— sen 3 


a 


tg - 


a a 

eos-- 4 sen 2 - 

2 2 


I 4 tg 3 


o 


2 sen 


a 


a a 

sen a — 2 sen — eos — 

2 2 


2 


eos 


2 


2 

a 

2tg - 

2 


eos 


a 


a v a 

4 sen 2 


2 


2 


1 4 tg* 


a 


2 


2 tg 


a 


2 


tg a - — - 

1 — tg 2 

Suponiendo tg 


a 


2 

a 


2 


= f, se tienen las expresiones de eos a, sen a 


y tg a en función de í: 

1 — í 2 
ros a — - 

1 4 


2f 


2t 


sen a — 


1 4 í 2 


tg a = 


1 — i 2 


Multiplicación de los arcos por 3. 

eos 3a = coa (2# 4 «) = eos 2« eos a — sen 2a sen a 
= (eos 3 a — seii- a) vos a — 2 sen- a eos a — eos 3 a ~ 3 sen 2 a cog a 
— eos 3 a —- 3 (1 — eos? a) eos a ss 4 eos 3 a — 3 eos a, 

eos 3# “ 4 eos 3 a — 3 eos a. 

sen 3# = sen (2« 4 a) = sen 2a eos a 4 sen a cm 2a = 2 sen a eos 2 # 
4 sen a (eos 3 a — sen 2 a) = 3 sen a eos® a — sen 3 a 
~ 3 sen a (1 — sen 2 a) — sen 3 a — 3 sen a — 4 sen 3 «* 
sen 3a = 3 sen a — 4 sen 3 a. 
sen 3a 3 sen íí eos 2 a —- sen 3 os Siga— tg 3 a 

tg 3a = 


eos 3a eos 3 a — 3 sen 2 a eos a 

3 tg « —- tg 3 a 

tg 3« = ■ 


1— 3tg*a 


1 — 3 tg 2 a 
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TRIGONOMETRÍA 


División do los Arcos por 2.— Este problrtn i i.I .t« en liliLlur 

JflM huoii ‘1 t [ i gimo tur t ricas del arco , conociendo ln h «Ic-I uno o. 

2 

(lonfihlrivinoa las formulas obtenidas anteriormente: 

a 


2 COS 2 

2 sen 2 


2 


— 14- eos a > 


= 1-COS íj£. 


Con ayuda de estas expresiones podemos obtener los valores de 


a 


a 


eos 


2 


y sen 


2 


en función de eos a: 


cos — « + I / 1 + cos 

2 - v r 


a « 

—, sen ■— 
2 


= 4 


V I — cos a 

—i— 


de donde, 




tg 


2 


= ± 


V4 


COS tf 


4 cos a 

Explicación del dable signo. Vemos que en todas estas fórmulas 

sólo figura una función circular, que es 
el coseno del arco dado; luego podemos 
suponer el arco dado por su coseno. 

—y 

Tod os los arcos a cuyo coseno OP es 
conocido están contenidos en una de las 
fórmulas 



a 4 2Ií7t 


lodos los arcos 


a 4 2 fe'ir* 


a 


2 


vendrán, pues. 


Fia. 23 


dados por las fórmulas 
a 

4 A'ir, — 


a 


4 k*jr. 


2 2 
es decir, estos arcos tendrán sus extremidades en los puntos N, ti\ N'\ 

N" # (jig* 23) que son los puntos medios de los arcos ÁM y AM', Los 
valores posibles ¡jara el seno, el coseno y Ja tangente de todos los áreos 
a 

' son siempre dos, iguales en valor absoluto y de signo contrario* 
Pero si fijamos el arco a, sólo habrá un valur pura el seno, el coseno 


y la tangente del arco 


, cuyo signo único determinaremos según 


el cuadrante en que se encuentre el extremo del arco de que se trata, 

ar 

Ejercicio* Hallar las líneas trigonométricas del arco 
Si suponemos 


a 


7T 


JT 


7 r 


8 

\f 2 


cos 


2 


8 


a — 


t eos a — cos 


sen 


.--V 

■V 


1 + 


»/ 2 


2 


1 — 


V 2 


2 


-r-Vr 


✓ 2 


V- 

■V- 

V- 


2 + SÍ 2 1 __ 

4 2 ' 2 + V 2 


2 — >J 2 


\/ 2 — V 


2 


(2 — 2)2 


J 2 


+V2 V 4 — 2 
= \/ 2 — 1 . 


</ 2 


Transformación en producto de una suma o diferencia 
de funciones circulares. — El objeto de esta transformación es faci¬ 
litar el cálculo logarítmico; en efecto, el logaritmo de un producto de 
funciones circulares se calcula inmediatamente* Si se utilizaran los 
logaritmos separadamente para cada sumando, e] cálculo sería más la- 
borioso. 

Tomemos las fórmulas ya conocidas: 

sen (n + b) = sen a cos b + sen b cos a, 

sen (a b) — sen u cos b •— sen b cos a, 

cos (a + b) = cos a cos b — sen <i sen b, 
cos (« — h) — cos a cos b 4- sen a sen b , 
sumándolas y restándolas miembro a miembro: 

sen (a + b) + sen (a — 6) = 2 sen a cos ¿, 
sen (a + b) — sen (a — b) = 2 sen b cos a, 

cos (ri + b) + cos <« — i) = 2 cos # cos ó, 

cos (« + b) — cos (a — b) = — 2 sen a sen b. 
Suponiendo: a + b ~ p, a — b - q, se tiene: 

OO) sen p + sen q — 2 sen - P + ? - eos —- — 


OI) 

( 12 ) 

(13) 


p — q p + q 

sen p — sen q = 2 sen-cos 


2 2 

p + q p — q 

COS p 4 COS q — l eos --COS -- 


p + q 

cos p — cos q =— 2 sen - — sen 


2 

p — q 


2 2 

Estas fórmulas, que deben saberse de memoria, son las pedidas* 
tiene también: 


son p sen q 

l £ P 4 tg q — -— 4 - 


eos p 


coa q 

sen (p 4 q) 
cos p cos q 


sen p cos q 4 sen q cos p 
cos p cos q 


Tenemos, pues, las dos nuevas fórmulas de transió 

sen (p 4 q) 


rm ación: 


(14) 


(15) 


tg P 4 tg q = 


tg P — tg ^ = 


Cos p eos q 
sen (p — q) 


eos p cos q 

Ejercicios oe aplicación* Transformar en productos las expresiv- 


n es; 


M = sen a 4 sen b 4 sen c — sen (a 4 b 4 c); 

N = cos a 4 cos b 4 cos c 4 eos (« + b 4 c). 

, L * 4 A a — A 

sen a 4 sen b — 2 sen - eos - 


2 

sen i- / i y 0 a + b a 4 h 4 2c 

sen c — sen (« 4 b 4 e) = — 2 sen -eos -—_ 


M = 2 sen 


a 4 b 


eos 


a — 6 
2 


2 2 
a 4 b 4 2c 


cos 


a 4 A A 4 c 

M. = 4 sen - — - - sen-- 


2 


sen 


, a 4 b 

eos a 4 eos b = 2 eos-eos 


2 

c 4 a 
2 

a — A 


( 1 ) 


eo¡s c 4 eos (« 4 A 4 c) — 2 eos 
a 4 A 


2 2 
a 4 A 4 2c 


a 4 A 


eos 


N = 2 


cos 


a —> b 

cos-4 eos 


2 2 
a 4 A 4 2 c 


.. a 4 A b 4 c 

ÍN = 4 cos - eos ———— eos 


2 

c + a 


2 2 2 

Si «, A t c son los ángulos de un triángulo: a 4 A 4 c — n t 

^ 4 A ?r c a 4 A c rt 4 A 

-, sen 


(2) 


eos 


cos 


2 2 2 2 2 ' 2 
om u n triángulo de ángulos A, B, C* Se tiene: 


= sen 


B 4 C A 

- ^ 90“ — 


2 

A + lí 


C + A B 

- = 90“ — — 


= 90" — 


c 


2 2 

y sen (Á 4 B 4 O = sen 180“ ^ 0, 

y de las relaciones (1) y (2), deduciremos: 




sen A 4 sen B 4 sen C — 4 


A 


B 


cos 


2 


eos 


cos 


A 

eos A 4 eos B 4 eos G — 1—4 sen *—- 


2 2 T 

B C 

— sen-sen -. 

2 2 2 

Empleo de ángulos auxiliares en los cálculos. —A vecea ea 

muy útil introducir en los cálculos funciones circulares nuevas que per- 

miltn Amplificar aquéllos por alguna transformación trigonométrica. 

T 

ta/isforntar un binomio A 4 ü o A — B en producto * 
puede suponer que A es mayor que B: 

A + B = á|ld—E_ JyA — B = a|i -j. 

Podemos poner —— — cos <p t puesto que 0 < - < 1, luego: 


A 4 B ~ 2A eos* 
A —- B =* 2A sen a 


9 


2 

9 


Dividiendo miembro a miembro: 

A 4 B 


A — B 


= cot 13 


9 


2 































































































































ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 


187 


Como se ve, el ángulo <p es fácilmente calculable por logaritmos y 
se pueden calcular también tog {A 4- B) y log (A — H) sin necesidad 
de hallar previamente A y 15, si estos dos números los conocemos solo 
por sus logaritmos. 

Valiéndonos del mismo ángulo auxiliar <p t siendo *g qj - so 

A 

encuentra: 

V A* + B 3 = Y A a (l + 


A 3 + B 3 


A 

eos tp 


B 

Si Hiipunenios - = ros <p f tendremos: 

A 



] A sen y |* 


Ecuaciones trígono 


■ i 



Métodos generales para la resolución de una ecuación algebraica en sen x y eos a?. Ecuación clásica a sen x 

+ l) eos x — c. Sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas 


Definiciones. Se dice de una ecuación que es trigonométrica cuan¬ 
do en ella figura alguna de sus incógnitas en forma de linca trigono¬ 
métrica. 

Nosotros sólo nos ocuparemos de las ecuaciones donde entren las 
líneas trigonométricas de un solo arco o de sus múltiplos o submúlti¬ 
plos. 

Sea una ecuación de este género, que contenga las líneas trigonomé¬ 
tricas de un arco %, de diversos múltiplos de x y de varios submúltiplos 


X x 

de *, tales como , -— 

n 


f * t/ 

rc n 


- tomemos el mínimo común múl¬ 


tiplo N de n, n\ n\ la ecuación considerada contendrá entonces 


solamente las líneas trigonométricas del arco y 


N 


■, y de varios 


arcos, múltiplos de y. Estas lincas trigonométricas podremos expresar¬ 
las en función de eos y y sen y ¥ y nos quedará la ecuación de la forma, 

/ (eos y, sen y) = 0 , 

Métodos generales para la resolución de una ecuación 
algebraica en sen X y eos X. — La ecuación es de la forma 

/ (eos x t sen x) = 0 . 

Si una de las líneas trigonométricas, por ejemplo sen x, sólo figura en 
forma de potencias pares, se puede poner eos x — u. 

Entonces la ecuación g (eos x, aen 2 *) quedará así; 

g U, 1 — a 2 ) = 0 . 

Se resuelve esta ecuación y obtenemos sus raíces ai, «¡a, W3 .*■ .Para 
hallar las soluciones de x, es preciso resolver las ecuaciones coa x = ni; 
coa x = na, eos x — «3 

Ejemplo. Resolver la ecuación 

eos 3* — 2 con x + 1 = 0. 

Pongámosla de la forma / (eos x, sen x ) = 0. Teniendo en cuenta 
qüe * eos 3* = eos 3 * — 3 «en 2 * eos x t quedará, 

cos :t * — 3 sen 2 * eos x — 2 eos x + 1 = 0. 

Como aen 3 * = 1 — eos 2 *, suponiendo eos x — a, quedará: 

u 3 _ 3 (i — u 2 ) u — 2 u + 1 = 0 * 

4 u 3 — 5 u + 1 = 0. 

Siendo 1 raíz de esta ecuación, se puede poner 
(u — 1 ) (4a a + 4w — 1 ) = 0 . 

— 1 — s/Y ~l + */2~ 

Las raíces son, pues, ui = 1; us — —- - -“i — 


2 

Resolvamos ahora las ecuaciones eos x — u: 

De eos x — 1 se tienen las soluciones x — 2kn. 


2 


— 1— -7 2 L , _ 

De eos x — -— no se obtiene solución real, pues no existe 

2 

ningún arco cuyo coseno sea inferior a — L 

— 1 + v'T 


De eos x = 


2 


^ 0,20710 se obtienen las soluciones x - 


- ¿ 7B° 2"51" + 360° - k\ Luego, en resumen, tenemos la triple infb 
nielad de soluciones do la ecuación dada; 

2 kit; + 2'5l* + 360° . k'\ — 78* 2'5l" + 360° . k\ 

Si en la ecuación duda g (eos X , sen x) “ 0 las líneas sen x y 
eos x sólo entran tn forma de potencias pares , ti en el producto sen x * 
. eos x, se puede tomar como variable auxiliar 2 *. En efecto: 

1 ¡^— eos 2x _ 1 Hh eos 2.x s ^ n 2 x 


sen 2 * = 


; eos 3 * = 


: sen x eos x — 


2 ' 2 

Ejemplo. Resolver la ecuación 

sen** + sen 2 * cos-x + cosí* — eos 4*. 

1 — eos 2 * \ 2 sen 3 2 * / 1 + eos 2 * v 2 

+ ---- + 


— eos 4x f 


o bien 


1 + eos 2 2 x sen 2 2 * 

- 4 . ——-— = eos 4* 

2 4 

2 + 2 eos 2 2x 4- sen 3 2x — 4 coa 4*. 


Se puede ahora poner eos 2 2* y sen® 2* en función de eos 4x: 


2 + 1 + eos 4x + 


1 — eos 4x 


= 4 coa 4x, 


de donde 


ecuación son 


2 


eos 4 x ó eos 4x = 1; luego las soluciones de la 


4x — 2A-7T 


o 


= k 


TT 


Si el pofwtíWTHo dado f {sen x, eos x) = 0 es homogéneo en sen x 
y eos x, se puede expresar la ecuación en función de tg x, sin más 
que dividir d primer miembro de la ecuación por la potencia más alta 
en eos x . 

Ejemplo. — Sea la ecuación \é 3 eos 3 * + eos 2 * sen x — V 3 eos x - 


seti-'x 




sen^x 


3 x = 0. 


Dividiendo los dos miembros por eos 3 *, y suponiendo tg * = t f 
resulta : 

— #« — vTa t 2 + i + */ T= o, 

r 3 + /T i a — t ~ v'T = a. 

Resolvamos esta ecuación de tercer grado. Se puede poner así: 

( f 2 _ 1) (í + /I) - 0. 

Esta ecuación nos proporciona las soluciones, 

t — ± 1* x = ± 


f = — */ 3 f 


4 

7f 


* “ 


+ Artr, 

+ fcV. 


A veces se puede hacer que aparezca la homogeneidad en algunas 
ecuaciones que aparentemente no son homogéneas: 

Si en / (sen x, cus %) = 0 los grados de los diversos monomios en 
sen x y eos x tienen la misma paridad, se puede hacer la ecuación 
homogénea en sen x y coa x mediante la introducción cu ella de fac¬ 
tores de la forma (eos 2 * + sen 2 *) p . 

Ejemplo. Sea a eos 3 * + b sen x + c eos x. 

Este polinomio puede ponerse así; a eos 3 * + (b sen * 4- c eos *) 

* (sen 2 * + eos 2 *) y ya queda homogéneo. 

Caso GENERAL. — Si no se trata de alguno de los casos particulares 

x 

citados, se puede poner tg y expresar sen * y eos * en fun- 

2 

cióm de t ; 

Sea la ecuación / (eos x, sen x) — 0; quedará así: 

1 — f 2 2í 

/ 


1 + f 2 1 + f 2 


= o. 


Ecuación clásica: a sen X + b CDS X - C. —Teniendo en 

* 

cuenta lo dicho en el último párrafo, supongamos tg - — £« 


La ecuación quedará, 

2a£ 


+ 




=5 C, 


1 + í 3 1 + í 2 

(ó + c)í 3 — 2íit + c ~ b - 0. 

Si las raíces de esta ecuación son íi y tendremos las soluciones: 

* =; 2 Arco tg fi + 2 Asr t 

* — 2 Arco tg *2 4- 2 ¡a r. 

Para que las raíces £1 y £2 sean reales es preciso que, 

o 2 — {c — b) (c + b) ^ 0 ó o 2 + ó 2 — c 2 ^ 0 . 

Este método se emplea en los problemas donde se pida una discusión 
de las soluciones. Esta discusión, como se ve, es la conocida de la 
ecuación de segundo grado. 

Segundo método de res dación, — Este método consiste en el empleo, 
ya usado antes, de un ángulo auxiliar, 
b 

Se hace -- = tga, 

a 
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T R I G O N O M f FRIA 


t\( llnli'Ji 


it 


a |scu¡ x 4 Ig a OOft xl = c, 


— (sen x cosa 4 sena cus x) = c. 


cotí a 


sen (x + a) 


eos a. 


El problema es posible si 


a 


c ¿ 


COS 3 a ^ 1 ó 


a 2 


^ 1 ó a 2 4* &■ — t* ^ 0. 


a ¿ (t* tr 4 6 a 

Si esta condición se cumple, supongamos 

c 


arco sen 


eos al = /?, 


y las soluciones son 


a 


« 


o 


x — (3 4 2£?r — a, 

X = JT — ¡3 4 2¿V ■ 

x = /i — a + 2 ¿jt, 

X = — (a + (3) + (2k ' 4 l)3r. 


Este método, que permite el empleo del cálculo logarítmico, se uti¬ 
liza sobre todo en los problemas numéricos. 

Método gráfico ( fig< 24),—Supongamos 
eos x — X, sen ac =? Y. 

X e Y son las coordenadas de la extre¬ 
midad del arco x en el círculo trigonomé¬ 
trico X 2 4 Y 2 — l, siendo los ejes de 
coordenadas O* (eje de cosenos) y O y 
(eje de senos)* Por tanto, estas coorde- 



recta 


a Y 4 b\ ” c. 


Los puntos de intersección del círculo 
con esta recta nos proporcionan, por sus 
bift- 24 coordenadas, las líneas trigonométricas de 

los arcos x, soluciones de la ecuación 

a sen x 4 b eos x — c. 

Ejemplo, Resolver la ecuación (1) sen x + */ 3 eos x — 2* 


Como sf 3 — tg 


7T 


, sera: 


( 2 ) 


sen x 4 tg 


¡T 


3 


eos x = \/ 2, 


n 


sen 


(3) 

(4) 

( 5 ) 


sen x 4 


3 


eos x ~ i/ 2, 


eos 


3 


7 V K - 

sen x eos -—- 4 sen - eos x — 2 eos 


n 


3 


sen I x 4 


7V 


s¡ 2 


TT 


3 


2 


sen 


sen 


3tt 


luego las soluciones son: 

x 4 


ÍT 


TT 


TT 


X 4-- = 

3 


4 

3tt 

4 


+ 2/cít, 
d- 2 /cjt, 


X ” 


3 IT 
12 


4 2A:jt, 


TT 


12 


4" 2/íjt. 


Sistemas de dos ecuaciones con dos ¡ncágnit&S^ —Estudia¬ 
remos dos tipos de sistemas do ecuaciones; en el primero, los arcos 
desconocidos entrarán a la vez en forma algébrica y en forma trígono- 
métrica; en el segundo* las incógnitas sólo entrarán en forma trigo¬ 
nométrica. 

En ninguno de los dos casos se puede dar una regía general para 
la resolución, A veces es conveniente calcular la suma y la diferencia 
de las incógnitas, 

PROBLEMAS, 1 u Calcular dos arcos, conociendo su suma y la suma de 
sus cosenos, 

í x 4 y = a, 

| eos x 4 eos y — a. 

La suma de los cosemos puede transformarse en producto: 
x 4 y = a (1) 

ii ^ 1 + y x ~y 

■ 1 I eos - eos 


I 


2 


Se puede poner: (2) eos 


2 


a* 


x — y 
2 


a 


2 eos 


a 


2 


Hrditimm mi ..> auxiliar, j3 — Arco eos 


a 


; tendremos 


2 eos 


x — Y 
2 


= ± /í H- 2kjr; 


rsta ecuación con Ja (I) nos dan los dos sistemas 


III 


x 4 y ~ a, 

x '— y — 4 2¡3 + 4Aw, 


De éstos, se obtienen los dos grupos de soluciones 
- Y /í + 2 kn y 


ti; ) x 4 y — 

I x ~ y = — 2{3 + 4¿y 


a 


x — 


nr 


a 


IV 


y = 


(3 - 2&7T, 


X = 


y = 


2 

a 


2 l “ 2 

El sistema tiene solución si se cumple la condición 


— P + 2fe'jr. 

+ ¡i 


a * 


4 eos 2 


a 


¿k ít. 


^ L 


2 


2° Calcular dos arcos , conociendo su suma y la suma de sus tangentes 

X + y = *, í 31 + y = «■ 

sen (x 4 y) 

--- ~ a, 

eos x eos y 

x + y ~ a. 


{ 


*R * + t(í 7 = ». 


eos x eos y = 


sen a 


a 


Pero teniendo en cuenta que 2 eos x eos y = eos (x + y j j_ 
4 eos (x — y), se tiene. 



2 sen oc 


— eos a. 


a 


Este sistema de ecuaciones es ya fácil de resolver y nos propotci ORa 
los arcos pedidos, 

3* 5 Calcular dos arcos , conociendo su suma y el producto de sus senos 

í x 4 y = a t 

< sen x sen y = a, 


( 2 sen * sen y = eos (jc — y) — eos (x + y). 


de «lunde 


j x + y = a, 

| eos (x — y) = eos a 4 2a. 


De esta última ecuación se obtiene el valor de x -—- y, y para acabar 
de resolver el problema se sigue una marcha análoga a la del pro 


blema I o . 

1 Hallar dos arcos , conociendo su suma y el cociente de 
gentes. 

x 4 y — a, 

x sen x eos y 

- — «, 


tan 


= a 


tg y 


o 


eos x sen y 

a — l sen x eos y — eos x sen y 


u 4 1 

(i — 1 


o 


( x 4 y ~ a, 

} sen (x — y) 

( sen (x 4 y) 

( x 4 y = a, 

i sen — r) --—- sen a. 


eos x sen y 4 sen x eos y 


o + i 


«41 

De esta última ecuación se obtiene el valor de x 
moa como en el caso I*. 


y, y nos halla* 


Lrt/cu/ar dos arcos , conociendo /a sama ,sws jenoj y , Frc 

cosmoJi, a 


x 4 y x —-y 

2 sen --- eos —- - —■ 


\ sen x 4 sen y = n, 

( eos x 4 eos y == ó ° \ x 4 y 

2 eos-eos 


Dividiendo estas ecuaciones, miembro a miembro: tg 


2 

x — y 
2 

x 4 y 


2 


ti, 

b. 

a 

/> " 
pTO- 

t an¬ 


de donile obtenemos el valor de x + y, y ya queda reducido el 
blema al del caso 1". 

(>'* Calcular dos arcos > conociendo la suma de sus tangentes y l n 
gente de su suma , 

tg x 4 tg y ~ a, 
íg (x 4 y) = ó* 

De la igualdad tg (x 4 y) — tk x 4 tg y - - 

I1 — tg x tg y =,J - 

se obtiene; 


b — a 


tg x tg y = 
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Conociendo la suma y d producto (le las tangentes de los arcos, for- 
mamos la ecuación de segundo grado, 

b — a 

X 2 _ a X +-- = 0 t 


cuyas raíces son (g x y tg y. 

Para que el problema tenga solución, es preciso que tr— 4 


h — a 


^ 0 , 


Resolución de triángulos 


Reí ac i omc s f unda me nt ales 
mental. Segunda relación 


en un triángulo. Relacione» en un triángulo rectángulo. Primera relación funda- 
fundamental. Tercera relación fundamental. Resolución de triángulos. Resolución 

un cuadrilátero convexo 
icos 


de triángulos rectángulo». Cálculo de los elementos más usuales de un triángulo y de 

inserí plible. Cuadrilátero convexo inserí ptihle. Problemas topográftc 


Relaciones fundamentales en un triángulo* — Los ángulos 

de un triángulo los designaremos A, lí y C, y sus latios opuestos a, b 
y c, respectivamente. 

Un triangulo queda perfecta mente determinado cuando se conocen 
tres de sus elemento^ entre los que se encuentre, al menos, un seg¬ 
mento. Los deniá» elementos pueden calcularse apoyándonos en los dados 
y con el auxilio de las relaciones fundamentales entre todos ellos, que 
seguidamente vamos a demostrar. 


Relaciones en un triángulo rectángulo- —Teorema. En un 

triangulo rectángulo, un cateto es igual al producto de la hipotenusa 

por el coseno del ángulo que forma 
con ella . 

Sea el triangulo CAB ( /tg. 25). Sean 
—> - > 

CA y GB los sentidos positivos de estas 

—> 

recias. El valor algebraico del vector CA 
se confunde con la medula h del lado 

— V 

CA, Análogamente, es Cü = a y uno 
Fíq. 25 de los ángulos que forman las direccio¬ 

nes positivas de CA y CB es el ángulo 



agudo C* Llevemos sobre CB el vector GM igual a la unidad positiva. 

—> — > 

El valor algebraico del vector CP, proyección de CM, es precisamente 


eos C, 


Ai diquemos el teorema de 1 líales: 

’—!► —y 

CA CB 


—^ ^ 

CP CM 

Si sustituimos estos vectores por sus valores algebraicos, tenemos: 


b a 



- = ——-, de donde, 

o) 

b ~ a eos C. 

eos C 1 



Análogamente, será 

(2) 

c — a eos B. 


Teorema, En un triángulo rectángulo , cada cateto es igmd al produc¬ 
to de la hipotenusa por el seno del ángulo opuesto a ese cateto , 

En efecto, los ángulos agudos de un triángulo rectángulo son com¬ 
plementarios y por tanto el seno de uno de ellos es igual al coseno del 
otro. Podemos, pues, poner: 

(3) h — a sen B (4) c — a sen C, 

Teorema. En un triángulo rectángulo , cada cateto es igual al pro¬ 
ducto del otro cateto por la tangente del ángulo opuesto al primero 
o por la cotangente del ángulo opuesto al segundo . 

Si dividimos miembro a miembro las ecuaciones (4) y (1) y las 
(3) y (2), obtenemos, 

(5) c ~ l> IR C, (6) b = c tg B. 

Pero sabemos que eolg B = tR f — b) = tSjí. ^ ue @° 

( 7 ) c = b cote L W b = c cotg C. 


Primera relación fundamental. — En todo triángulo, d cua- 

drado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos 
menos el doble producto de estos lados por el coseno dd ángulo 
opuesto al primero t 

Sabemos por la geometría qué si el ángulo A es a güilo se verifica 
í/ig. 26): 

11C® = AB 2 + AC 2 — 2 AB • AH; 


si el ángulo A es obtuso, 


se tiene (fig. 27): 


BC 1 = AB 2 + AC a + 2 AB ■ AH. 



Fig. 27 


Fíir. 26 



En el primer caso, es AH = AC ■ eos A. 

En el segundo caso, es AH = — AC • coa A. 

Como se ve f se puede generalizar y poner, = b 2 4~ — 2 be » eos A. 

Entre los seis elementos de un triángulo se. tiene el siguiente sistema 
de tres relaciones: 


f j 2 — ¿a c 2 —2 be eos A, 

^2 = ¿2 4“ H — 2ca ros B, 

=: 4” Ifi — 2íió eos C. 


Segunda relación fundamental. — En un triángulo, los lados son 
proporcionales a los senos de sus ángalos opuestos . 

En las figuras 26 y 27 podemos observar que 

CU = AC sen CAH — BC sen CBH, luego b sen A = a sen B. De 
esta relación deducimos: 

a b 


se 


;n A 


sen B 


a 


Análogamente será — 

sen A 

sistema de tres relaciones; 


sen G 


luego tenemos un segundo 


a 


II \ sen A sen B sen C 

A + B + C = ir. 


Tercera relación fundamental. — En un triángulo , un lado 

cualquiera es igual a la suma de los productos de los otros dos lados 
por el coseno del ángulo que forman con el primero , 

Proyectando el contorno formado por dos lados sobro el tercero, se 
obtiene en cada caso unu de Jas tres relaciones que siguen; 


i 

} 


a = b eos C 4* c eos B, 
b — c eos A + n eos C, 
c = a eos B + h oos A, 


Resolución de triángulos. — Resolver un triángulo es calcular 
cada uno de loa elementos desconocidos y la superficie apoyándonos 
en los elementos conocidos. General tríenle, el cálculo se hace con auxi¬ 
lio de los logaritmos. 

l r,r caso. Resolver un triangulo conociendo un lado y sus ángulos 
adyacentes, 

/'X /X 

Datos: a t B, C. 
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TRIGONOMETRÍA 


Incógnitas; b f c T A, S, 

El ándito que falta por conocer, es A = it — (B + C), 


De las relaciones 


a 


obtenemos: 


b = 


sen A 
a sen tí 


sen 


B 


sen C 

a sen C 


€ = 


Superficie; S = 


sen A 

1 


sen A 


2 


AB . CH = 


1 


2 


be sen A; sustituyendo estos 


valores por los obtenidos antes: 

1 a* sen B sen C 


S = 


¿ sen A 

2 ° caso. Resolver un triángulo, conociendo dos lados y el ángulo com¬ 
prendido. 

Datos: h, c t A (si b ^ c, también será C ^ B). 

Incógnitas: a p 1.5, G, S. 

Ejemplo numérico; l or caso 


Datos: 
a = 794,86 

B = 73*45^23' 

C = 37*51'46' 


Fórmulas: 

A = 7T — (B + C) 


b = 


C = 


a sen B 

A 

sen A 

A 

a sen C 
sen A 


1 a 2 sen B sen C 
s = — ~ 

sen A 


Resultados: 
X = 68°22'51" 
i, = 020,118 

c = 524,79 

S = 200 241 


Cálculo de A: 

180* = 

A A 

B + G - 


I79°59'60" 
111*37' 9" 


A 

A = 

Cálculo de ó: 

log a 

A 

log sen B 

A 

colog sen A 


68"22'5r 

= 2,900 29 
= +982 31 

= 0,031 68 


log b 
b 

Cálculo cié c: 
log a 

A 

log sen C 

A 

colog sen A 


= 2,914 28 
- 820,88 


= 2,900 29 
- 1/788 01 
= 0,031 68 


log c 

c 


^ 2,719 98 
= 524,79 


Cálculo de S: 
2 log u - 

A 

log sen B - 

A 

log sen C : 
colog sen A 
colog 2 ; 


5,800 58 
T}m 2 31 
1/788 01 
0,031 68 
TfiW 97 


log S =5 
S - 


5*301 55 
200 241 


Cálculos auxiliares; 
log 794,8 = 2,900 26 (A - 5) 
6 = 3 


log a = 2,900 29 
log sen 68°22' = T,968 28 (A 

sr= 4 


5) 


log sen A = 1,968 32 
log sen 73°45' « 1,982 29 (A = 4) 
23 " = 2 


log sen B — 1,982 31 

log sen 37*51' = T/787 88 (A =17) 
46" = 13 

log sen C = 7/788 01 


(A = 

5) 

2,914 24 

= 

log 

820,8 



+ 4 



,08 



2,914 28 

= 

log 

820,88 

(A = 

8) 

2,719 91 

— 

log 

524,7 



+ 7 

— 


,09 



2,719 98 

— 

log 

524,79 

(A = 

22) 

5,301 46 

= 

log 

2 002 



+ 9 

= 


.41 



5,301 55 

= 

log 

200 24! 


Con ayuda de las relaciones del sistema II, podemos establecer 

b c 


B + C = ?r — A. 
b + c b — c 


sen 


B 


sen C 


sen B + sen C sen B —- sen C 

A A 

B — C 


b — c 
b + c 


B— G B + C 

2 sen - — — - —* eos —-- 


tg 


B + C B — C 

2 sen -—-— eos - 


de donde 


B —C 


tg 


2 


b~c A 

cotg 


tg 


B + C 


b + c 


Como Ü ^ 


B — C 


w 


2 


2 


* Arco tg 


si suponemos 

b — c A 

cotg 


B = 


b + c 

A 

7T A 


se tiene 


Y, por último, tenemos: 


2 


2 


+ 


2 

ct 


1 


2 


^ ir A a 
2 2 ~ 


a ~ b 


1 


sen A 


sen B 


S = —— be sen A. 

2 


Ejemplo numéíuco: 2 o caso 


Datos: 

b - 675,26 
c = 548,75 

A — 65,456 gr 


B + C 


Fórmulas: 


= 100 gr 


A 

2 


A A A 

B — C b — c A 

tg —-* = --cotg- 


2 b + c 

A 

sen A 


a = b 


sen B 


S =5 


1 


be sen A 


Calculo de 


B + C 


= 100 gr 

A 

A 


2 

A A 

B + C 


Cálculo de 


= 32,728 gr 
= 67,272 gr 

A A 

B — C 


log b — c = 2.102 12 
colog b + c — 4.912 22 


log cotg 


= 0.248 15 


B — C 

log tg- = 1,262 49 


B — C 


= 11,523 6 gr 


Resultados: 

B = 78,795 6 gr 
C = 55,748 4 gr 


« = 611,89 


S = 158 657 


Cálculos auxiliares: 

b~c= 126,51 
b + c = 1 224,01 


log 126,5 = 2,102 09 (A 
1 = 3 

log 126,51 = 2,102 12 
log 1 224 = 3,087 78 


= 34) 


Cálculo de B y C: 

A A 

B + C 


2 

A A 

B — C 


= 67,272 gr 
= 11,523 6 gr 


B = 78,795 6 gr 
C = 55,748 4 gr 
Cálculo de a: 

log b = 2,829 47 
log sen A. — 1,932 65 

A 

colog sen B = 0,024 55 


log a 
a 

Cálculo de S: 

log 6 
lpg c 

A 

log sen A 
colog 2 


2,786 67 
611,89 

2,829 47 
2 f 739 37 

1+932 65 
1,698 97 


5,200 46 
S = 158 657 



log cotg 32,72 

gr = 

> 0,248 28 


+ 

8 = 

: — 13 


log cotg 32,728 

gr = 

0,248 15 

(A 

= 38)"í>62 35 = 

=■ log 

11,52 gr 


+ 14 = 


36 


1,262 49 = 

= log 

11,523 6 gr 

(A 

= 4) log sen 65,45 gr 

= 1^932 63 


+ 

6 

^ 2 


log sen 65,456 gr 

= T,932 65 

(A 

= 2) log sen 78/79 gr 

= T,975 44 


+ 

57 

= 1 


log sen 78,795 

6 gr 

=T,975 45 

(A 

= 7 ) 2,786 61 = 

log i 

511,8 


+ 6 = 


9 


2,786 67 = 

log 1 

611,89 


log 548,7 : 

= 2,739 33 


+ 5 : 


4 


log 548,75 - 2,739 37 
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TRIANGULOS 


Discusión. — Los valores encontrados pura a, B, G, deben ser posi¬ 
tivos. Es evidente que los dos primeros lo son. 


V"N fí A 

Para que C sea positivo, por ser 0 ^ —- 

2 2 


TT 


es pre¬ 


ciso que 


a 


o 


7T A 

— < --- 

2 2 2 

/N 

a A 

tg- < cotg- 

2 2 

b ~ c A A 

cotg —— < cotg 


b 4- c 


2 


2 


Esta condición se cumple inexorablemente; luego el problema es 
siempre posible y admite una solución única. 

Observaciones. — 1* El lado a se puede calcular también por la 
fórmula 

n H — 6 a 4- c 2 —- 26c eos A. 

2 n Si los lados fr y c vienen dados por sus logaritmos y no necesita¬ 
mos sus valores numéricos, podemos evitar el bailar éstos. En efecto: 


tg 


Suponiendo 


II — C 

2 


- ig 


cotg 


1 + 


1 + 


1 — ig o 
l + tg6 


= tg 


ir 


— e 


)• 


de donde: 


B — C 

tg-— = l £ 


n 


0 I * cotg 


2 " \ 4 / 2 

fórmula calculable por logaritmos, sin tener que obtener 6 — c y 
b H~ c . 

3 or caso (caso dudoso). — Resolver un triángula, conociendo dos 
lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. 

Datos: a t ó, A, 

Incógnitas: c, B, C, S, 

6 


a 


La relación 


sen A 


sen B 


b a 

nos da: sen B “ - sen A. 

a 


Para que exista solución al problema es preciso que-sen A ^ L 


a 


Si esta condición se cumple* hay dos soluciones posibles para B: 

6 


4 


Bi = a = Are sen ( --sen A 

y B 2 = ir — a, 

A estas soluciones de B les correspondan para C los valores ir A 
— ay a — A, respectivamente. Una vez conocidos los ángulos* será: 

a sen C 


S - 


1 


sen A 


ab sen G, 


En resumen, existen dos soluciones posibles al problema: 

^ o sen Ci 1 ^ 

(1) Bi = a, Ci = ít — A — a, ci = ----. 5l = — ab sen C] 

A 2 


( 2 ) Bu =2 7T — a, C 2 — a — A, cz = 


sen A 

a sen C 2 

sen A 


Sa — — ab sen C 2 . 

2 


Para que estas soluciones sean válidas, es preciso que los valores en- 

centrados para B y G sean positivos. 

En la solución (1), Bi > 0, luego para que Cj sea positivo, ha de 
ser: 

a <T ít — A. 


-'“S TT ^ ir 

Si A -, ir — A ^ , luego poT ser a un ángulo agudo* la 

2 2 

condición anterior se cumple. 


-■"N 


ir t 6 sen A ^ 

Si A - 1 es preciso que —- <Z sen Á, o sea b <C a. 


2 


En resumen 


a 


JT 


A ^-. b sen A < a : k solución ( 1 ) vale. 

2 


ir 


A >-* b < a : la solución (1) vale. 

2 


En la solución ( 2 ), IÍ 3 > 0 , será C 2 > í) si a > A o (por ser a y, 
por tanto* A* agudos) si 

sen a sen A 

6 ^ 

—— sen A sen A 


a 


b > a. 


^ jt >v 

En resumen, A < -, £> sen A < a < b: la solución ( 2 ), rale. 


¡T 

Si b sen A = a t a = —— t B = 


n 


2 


, c = 


2 


— A, y c = 


™ a cotg A. Esta solución sólo es válida si A es agudo, pues en caso 
contrario sería c negativo. 

Reuniendo todas estas conclusiones* tenemos: 


A < 


TT 


b < a, 1 solución, 

b sen A < íi < 6 * 2 soluciones, 

b sen A “ a 6 a — b r 1 gol lición. 


En todos los demás casos, no hay solución. 

Esta discusión se puede hacer, i rata rulo ele construir gcornéir reamen- 

te el triángulo, conocidos u, b y A, Se traza el arco capaz del ángulo A 
sobre el lado BG — a. Con centro en C se a¡ 

traza una circunferencia de radio 6 , En la in¬ 
tersección de estas dos lincas se encontrará Kf* 

el tercer vértice A, 

Si A es obtuso 
( fig * 28), hay una 
solución única, si 
b < a; sí 6 > a f 
no hay solución al 
problema. 

Si A es agudo (fig, 29) bayr 
Una solución, si b <C u. 

a 




Fia, 29 


Dos soluciones, si 


sen A 


b a o si b sen A < a < 


Ninguna solución, si 6 >- 


a 


o si 6 sen A !> a. 


sen A 

4° caso* -— Resolver un triángulo, conociendo sus tres lados. 
Dalos: a, 6, c , 

Incógnitas: A, B, C, 

Las relaciones del sistema fundamental ( 1 ) nos proporcionan 

6 3 4~ e 3 -— a 3 
eos A = ^ 


eos B = 


26c 

cHa— 6 a 


2c a 


ü? + ó 3 — c 3 
COS C “ — 


lab 

Transformemos estas fórmulas en otras, calculables por logaritmos: 
^ A a 2 — 6 a — c 3 + 26c a 2 — (6 — c ) 2 


1 — eos A “ 2 sen 2 

1 + eos A = 2 eos 2 
de donde 


26c 


¿2 + d* + 26c — o a 
26c 


26c 


(6 -b c ) 2 — a 2 
26c 


tg 


2 


a 2 — (b — c) a 
(6 + c ) 3 — a 3 


(a 4- b — c) (a — b + c) 
(6 4- c + a) (b 4“ c — a) 






























































Ejemplo numérico; 3 er caso 


a 

b 

A 


Datos 

703,95 
864,53 
53*18'35* 


Formulas 


sen B = 


b 


sen A 


a 

"N 


C = n* — A — B 
a sen C 


c — 


sen A 

1 ^ 
S = -- ah sen C 


Resultados: 
I a solución 
Bi = 80° 

Ci = 4ó fl 41'25" 
a = 638,8 
Si = 221 42 L 

2 a solución 

Ba = 100* 

C¿ = 2 6*41'25'* 
ca = 394,3 
Sü - 136 675 


Cálculo de B; 

log b 

en log a 
log sen A 


2,936 78 
3,152 46 
C904 11 


log sen B — l ,993 35 
Bi = 80% B- = 100° 
Cálculo de C: 

Ci' = 180° — 80“ 

— 53*18*35" = 46 p 41*25" 

Ca ~ 180" — 100° 

— 53° 18735" = 26*41*25" 

Cálculo de c: 

log a = 2,847 54 

log sen Ci i» 1,861 93 
colng sen A ~ 0,095 89 

log ci — 2,805 36 
ei = 638,8 
log a = 2,847 54 

log sen Ce = 1,652 40 
colog sen A = 0,095 89 

log ca = 2,595 83 
ca = 394,3 

Cálculo de S; 

log a = 2,847 54 
log b = 2,936 78 

log sen Ci = X861 93 
colog 2 =T,ó98 97 


log Si = 5,345 22 
Si = 221 441 
log a = 2,847 54 
log b = 2,936 78 

log sen Ca = 1,652 40 

colog 2 as 1,698 97 

log Sa = 5,135 69 
Sa = 136 675 


Cálculos auxiliares: 

log 864,5 = 2,936 76 (A - 6) 

3 = 2 

log 864,53 = 2,936 78 

log 703,9 = 2,847 51 (A = 6) 

5 = 3 

log 703,95 = 2,847 54 

log sen 53*18' =1,904 05 (A a 10) 

35" = 6 

log sen 53*18*35* = 1 904 11 

log sen 46*41' =1>)1 83 (A = 12) 

25" - 5 

log sen 46*41'25* =J^8ól 93 

log sen 26*41' = 1,652 30 (A = 25) 

25" = 10 

log sen 26*41*25" = 1,652 40 

5,345 18 = log 221 4 # . 
+ 4 = 21 


(A = 19) 


5,345 22 £3 log 221 421 

5,135 45 = log 136 6 .. 
+ 24 = 75 


(A = 32) 5,135 69 = log 136 675 


Suponiendo: 

a + b 4- c = 2p t 
a + b—* c = 2 (p — c), 
b + c — a = 2( p — rt), 
c 4- a — b — 2(p — 6), 


(p — b) (p — c) 
p (p ■— a) 


A B C 

los valores tg - tg — : —* t tg —-— son positivos, luego podemos 


2 


2 


escribir: 

A 
tg 


2 


■V 


(p — b) (p — c) 
p (p — a) 


? tg 


B _\f (P ~ c 

2 "" V p (p 


) (p — a) 


(p — 6) 


tg 


IV 


(p — ü) (p —■ b) 


p (p — c) 

Estas fórmulas las simplificamos introduciendo el valor r del radio 
ilcl círculo inseríio en el triángulo. Sabernos que 


S = \/ p (p — a) (p — b) (p — c) = pr. 


luego. 


V' 


(p — u) (p — b) (p— c) 


^ ttr tanto, las formulas que buscábamos son: 


tg 


r B 

- T tg 


C 


* tg 


2 p — fi 2 p — b ” 2 p — c 

Resolución de triángulos rectángulos. — 

1 “ rr ' i% N 

J Conociendo la hipotenusa a y un ángulo agudo El 


; S — pr. 


p _ sr ^ ^ be 

^ 55 ^— — B, b — u sen B, c = a eos B, 3 = ^ 


2 2 
Conociendo un cateto b y un ángulo agudo B. 
JT b A 


C = 


2 


B, a = 


, c = b Ig C, S = 


sen B 

Ejemplo numérico: 4* laso 


be 

2 


n 2 sen B eos B 
~2~ 


SUgC 


Dalos: 

« = 125,71 
t> ~ 102,57 
- 86,54 


Fórmulas: 




(p — a) (p — b) ( p — c ) 


tg 

tg 

tg 


2 

B 

p~a 

r 

2 

p — b 



C 

r 

2 

p~c 


S = 


pr 


2 p 

P 

p — a 
p — b 
p — c 


= 314,82 
= 157,41 
= 31,70 
= 54,84 
= 70,87 


Cálculo de log 

log (p — a) 
log (p — b) 
log (p — c) 

colog p 


r: 

= 1,501 06 
= 1,739 10 
= 1,850 46 

= 3 P BÜ2 97 


r 

log r 

Cálculo de A 
log r 

C(i] fifí f rt - q j 


= 2,893 59 
- 1,446 795 


= 1,446 795 
= 2,498 94 


log tg—— 

JLt 

A 

~Y' 

^-•iilciilo ile B: 

log r 

Cft log (p —■ b) 


1,945 735 
46,033 2 gr 

1,446 795 
2,260 90 


Resultados: 

A = 92,066 gr 

U = 60,063 gr 

(I = 47,871 gr 
S = 4 403,7 


*1 


Cálculos auxiliares; 

log 157,4 = 2,197 01) (A = 28) 
I _3_ 

log 157,41 = 2,197 03 

(A = 14) 1,945 69 = log tg 46,03 gr 
4- 45 32 


1,945 735 = log tg 46,033 2 gr 

(A = 17)7,707 67 = log tg 30,03 gr 
4- 25 15 


1,707 695 = log tg 30,031 5 gr 

(A = 20)7,596 22 = log tg 23,93 gr 
+ 115 _57 

1,596 335 = log tg 23,935 7 gr 

CA = 10 ) 3,643 75 = log 4 403 
+ 7 7 


3,643 H2 = log 4 403,7 


log tg 


B - 


2 

B 


2 

f-úlculo de C: 

log r 

c olt>g (p — c) 


= 1,707 695 
= 30,031 5 gr 

1,446 705 
7,149 54 


loe IB 


C — 


= 1,596 335 


2 

C 


= 23,935 7 gr 


2 

'•áleulo de S: 

log p 
log r 


2,197 03 
1-146 79 


log 5 

S 


3,643 82 

4 403.1 
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■J* Conociendo la hipotenusa o y un cateto h. (Para que t^tte proble¬ 
ma sea posible tiene que cumplirse la condición, b <C a). B viene de- 
terminado por - 

6 ^ ^ ^ be A® tg C 

sen B = -, C =- ü t c - a eos h = 


a 


2 


4 a Conociendo los dos catetos h y c. B viene determinado por 


ig B = 


b 

— c = 


7T 


2 


— B, a — 


sen B 


v S = 


be 


Cálculo de los elementos más usuales de un triángulo y 
de un cuadrilátero convexo inscriptible. — Algunas fórmulas 

útiles en un triángulo cualquiera: 

I o Radio del circuí# circunscrito. — El diá¬ 
metro del círculo circunscrito a un triángulo 
es igual al cociente de un lado dividido por 
el seno del ángulo opuesto. Sea el triángulo 
ABC y su círculo circunscrito ( fig * 30X Ira¬ 
cemos el diámetro BB. El triangulo BCB ca 
rectángulo y, por tanto, se tiene 



Fia- 30 


BC = BB' sen BB'C, 

El ángulo ¿BC es igual o suplementario 
al ángulo A. En cualquiera de estos doa cu- 
sos es sen BB'C = sen Á. luego la fórmula anterior queda así: 

a — 2 R sen A, 

Las fórmulas fundamentales del segundo sistema pueden ponerse, 
por tanto, de esta forma: 

b c 

= __- = -- = 2 R; 


a 


sen A 


sen B 


sen 


C 


2 n Altura en función de los lados, — Teniendo en cuenta la fórmula 
de la superficie del triángulo en función de sus lados, tenemos: 

—— oha — V P (p — a ) ÍP — A) (p c). 


2 


ha 


2 s/ p (p — a) (p — b) (P — c) 


a 


Análogamente, será: 


hb 1=3 


he — 


2 */ p (p — fl) (p — l>) (P — c > 


2 s¡ p (p — a) (p — b) (p — c) 


3“ Radio del circulo inscrito en junción de un lado y de tos ángulos. 
— Sea 1.1 el centro del círculo inscrito (fig. 31). En todos Los casos es: 


/N -O 

B C 

BC = BI + IC = r cotg —— + r cotg — 


le donde. 


a 


r = 


B 


C 


cotg— + cotg—■ 
2 2 


cotg 


Aliara bien, 
B 

+ cotg 


C 


sen 


B + C 


eos 


2 ^2 
Luego, finalmente. 


b c 

sen —■— sen- 

2 2 


sen 


B C 

sen 


2 


2 


B C 
sen --sen- 


2 


r — a 


eos 


4* Radios de los círculos exinscritos en función de los tres lados .— 



Estos tres triángulos tienen por altura el radio r« del círculo exins- 

crito correspondiente al ángulo A, y por base los lados 6, c, a r respcc- 
tivamente, luego: 

S = ra (b + c — a) — ra (p — a)* 


2 


Sustituyendo S por si* valor en función de los tres lados, tenemos 

'*■ V 


p íp— b) (p — c) 


Análogamente, 


P — a 


n> = \ j P <P " c > <P — a) 

V P—b 


— 


— a) (p— b) 


5* Radios de los círculos exinscritos en función de un lado y de los 
ángulos .— En todos ios casos se tiene, 

BC = BI + IC 

y*. 


= ra 


cotg 


{i —-I-) + “*‘('í—TV. 


= ,J 




b c 

ig-i- tg ——■ 


) 


Sabemos que tg 


B 


2 


+ tg 


/s 

C 


coa 


2 


B 


eos 


eos 

B 

IT 


coa 


2 2 
C 

eos- 

l 


Por consiguiente, es: — fl 


eos 


2 


Análogamente, 


C 


eos 


2 


eos 


A 

eos-— eos 

2 


B 


2 


rb — b 


r c = € 


fí 


C 


eos 


cus 


6* Cálculo de las bisectrices interiores en función de los lados y de 
los ángulos. — Sea el triángulo ABC y la bisectriz AD (fig. 33). Ca su¬ 
perficie del triángulo ABC es la suma de las superficies de los triángu¬ 
los ABD y DAC. Designemos por da la longitud del segmento Al>: 

A A ^ 

eda sen —— + bdn sen - = be sen A; 


2 


2 


da = 


Análogamente, 


be son A 


2 be eos 


A 


2 


b + c 


(b + c) sen 


2 


2ca eos 


B 


2 


2 (ib coa 


C 

2 


db “ 


c -f a 


de — 


a + b 


a sen B a sen C 

Sustituyendo b y c por sus valores, -— y —-— 

sen A 

b sen C sen A 


sen A 


respecti¬ 


vamente, se encuentran las fórmulas: 

a sen B sen i\ 
da — -—-—--— r 


db = 


sen A eos 


B—G 


sen B eos 


C —A 


2 


2 


de = 


c sen A sen B 


^ A — B 
sen C eos- 


2 
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TRIGONOMETRÍA 


Cuadrilátero convexo Inscrlptlble. — Observemos primeramen* 
l, % thkdoH loa cuatro ladea por orden de recorrido del perímetro del 
nuarlriluten)* si olios definen un único cuadrilátero convexo inscrípli- 

1 A A 

lile ijig. 34), Esto m cumplirá si se pueden calcular los ángulos A, B, 

c, í>, tales que A 4 C = jr , B 4 D = ír t en función de los lados 
A11 = a f BC = 6 f CD = c, DA = d. 

De los triángulos DAB y CDB, podemos deducir el valor de la dia¬ 
gonal BD: 

BD- = a 2 + d- — 2 ad eos A = ¿ 2 + c~ — 2 be eos C. 

Siendo eos C — —eos A, se tiene 

a¡ + d* — 2 ad eos A - /r + c 2 + 2be eos A, luego: 

„2 + ¿2 — ¿2 _ c a 


eos A = 


2 + l>c ) 

A 

A 


Se puede obtener el valor de tg 


2 


por medio de una fórmula 


calculable por logaritmos: 

^ 2 ad 426c — a 3 —■ d 2 4 6®4c a 

i — eos A =-— 


<6 4 c)*— (a— rf)* 


1 4 eos A = 


2(od 4- 6c) 
2fií¿ 4" 2 be 4- » a 4- 


2 (.adj 4 6c) 

(a + d)“ — (6 — c) ! 


2 (ad 4- 6c) 

Haciendo unas transformaciones, se tiene: 

A ’ {6 4 c + « — d) (6 4- c — o 4 d) 


2 (ad 4 6c) 


2 sen" 


2 


2 eos 2 


2 (ad 4 6c) 

2(p — tí) (p*— d) 

ad 4- 6c 

(a + d 4 6 — c) (a 4* d — 6 4- c) 


2 


2(ad 4- 6c) 
2(p — 6) (p — c) 


a<¿ 4 6c 

suponiendo a+t + c + d^Spy dividiendo estas dos ecuaciones 
miembro a miembro, se obtiene 

A 

tg 


Análogamente: 


tg 


■V- 

r-V 


(p — a) (p — d ) 


(p—6) (p — c) 
ÍP — 6) (p — a) 


(p — c) (p —d) 

Discusión* — Sea a el lado mayor del cuadrilátero. Los valores 
p — 6, p — c, p — d son, entonces, positivos. Para que p — a sea 
también positivo se ha do cumplir; 

6 4“ c ■4" d a. 


\\i\a c. I .i condición que ha de cumplirse necesariamente para que 
hi-k Jiuiiuilns obtenidas tengan sentido. 

. .ido el ángulo A en función de los lados, puede construirse el 

triángulo DAB, definido por a t d t A. Se construye luego el triángulo 
hci) del que se conocen sus tres lados; el lado BD, en posición y los 
lados BC = 6 y DC = c t en longitud. Para ello se toma el punto C 
de intersección (situado al otro lado de A con respecto a BD) de 
los arcos de círculo con centros en B y D y radios ó y c respectiva¬ 
mente. 

En el cuadrilátero convexo construido, el ángulo B ha de ser igual al 
obtenido por ia fórmula; 

B 

tg 


V 


(p — 6) lp — a) 


2 V (p~c) (p — d ) 
Cálculo de las diagonales. 

BD 3 = «2 4 d 2 — 2 ad eos A 
a % ¿i — 


= a> 


4 d 2 —- 2ad 


2{ad 4 6c) 

bc.(a 2 4- d 3 ) 4- ad(b 2 4 e 2 ) 


Análogamente, 


BD 3 = 


AO = 


de donde resulta, 


BD 

BD 

AC~ 


ad 4 6c 

(ab 4 cd) {ac 4 bd) 
ad 4 6c 

(ac 4 bd) (ad 4 be) 
ab 4 cd 

AC — ac 4 6í/„ 
ah 4 cd 


ad 4 6c 

Estas dos últimas fórmulas expresan los dos teoremas de Ftolomeo, 
conocidos ya por ta Geometría: 

I o El producto de las diagonales de un cuadrilátero convexo ins - 
eriptible es igual a la suma de los productos de los dos pares de lados 
opuestos, 

2 o En un cuadrilátero msenpÉ¿6/e p la razón de sus diagonales es 
igual a la razón de las sumas de productos de los lados que concurren 
en sus extremos. 

Problemas topográficos.— Por medio de la Trigonometría pode¬ 
mos bu dar la distancia entre dos puntos situados sobre un terreno en 
el que no se puede medir dicha distancia directamente. Para ello nos 
auxiliaremos de otras longitudes y ángulos fácilmente medí bles y que 
relacionamos con la distancia buscada en figuras geométricas capaces 
de determinarla. (Ver Top ¿cjtafía-) 


Trigonometría esférica 


Triángulo esférico. — Se llama triángulo esférico fa figura ABC 
comprendida entre tres arcos de círculos máximos trazados sobre una 
esfera. 

Trazando los radios O A, OB, OC, que unen el centro de la esfera 
con los vértices del triángulo esférico a 
( fig . 35) y considerando los planos que 
determinan estos radios dos a dos, obte¬ 
nemos el triedro O ABC, cuyas caras AOB, 

BOC, COA tienen por medida los lados 
c, a, b del triángulo esférico, respectiva¬ 
mente. 

Los diedros formados por los semipla - 
nos de los lados son los ángulos del r 
triángulo esférico. El círculo máximo 
normal al diámetro que pasa por A cor¬ 
tará los lados AB y AC en D y E, tos- q 

[lectivamente. EJ ángulo A viene medido 

por el arco DE, cuando el radio de la 
esfera es la unidad. 

Relaciones entre los lados y los 

ángulos. — Por los extremos B y C de 
los lados tracemos las perpendiculares BF 
y CG al radio OA. Siendo el radio de 
la esfera la unidad y tomando el punto A 
como origen para los lados AB y AC, te 
ricinos: 

-> 

FB = sen c, 

OF = coa c , 


- p 



Fig . 35 


GC — sen 6 t 
—> 

OG = cus b. 

Si proyectamos el contorno OFB sobre OC, podemos escribir: 

-> -> -> 

Proy. de OF 4 Proy* de FB = Proy. de OB, 

Oléeos (0 fT 0C> + FB^eos (FbToC) = OB eos <Ob7oC). (D 


De esla igualditd conocemos los valores 

-> —> —> 

OF = eos c, 1‘ U = sen e, OB = 1, 

(OÍToc:) = raed. AC = b, (ObToC) = med. 'BC = «. 

Nos falta el valor de eos (Í’B, OC). Para calcularlo, proyectemos el 

—y 

contorno OGC sobre FB: 

—> -;> -> 

Proy. de OG + Proy. de GC — Proy. de OC. 

-> —> 

La proyección de OG sobre FLÍ es nula por ser perpendiculares ambos 
vectores; 

GC = sen b, OC = 1, 

ÍGcTfB) = (ófoD) = diedro BAOC = A. 


—> > 

Proy. de GC sobre FB = sen t> eos A 




___ . \ 

(FB, ÓC), J 


luego coa (FB, OC) “ 


Proy. de OC sobre FB ~ cas 
— sen 6 * eos A. 

La ecuación (1) quuda así: cok c eos 6 4 sene sen 6 eos A = 
= coa a. 

Por permutación circular obtendremos otras dos ecuaciones que junto 
con la anterior forman un sistema de tres ecuaciones que relacionan 
entre sí los lados y los ángulos de un triángulo esférico: 

eos a == eos 6 eos c 4 sen b sen c eos A, 
cok 6 — cas c eos a 4 sen c sen a eos B, 
eos c = eos a eos 6 4 sen a sen 6 cas C, 


BIBLIOGRAFIA. — Olabarrieta : Geometría u Trigonometría 
Octavio de Toledo: Tratado de Trigonometría rectilínea ;/ esfé¬ 
rica. — Avello Ugalde : Trigonometría plana ti esférica . 













































Superficie engendrado por ios tangentes a una rábica izquierda 
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Geometría analítica 

Funciones 


Sis le 


as de coordenadas 


Hecta orientada o eje. Vector. Valor algébrico de un vector. Suma geométrica fie dos vectores consecutivos. 
Teorema de Gímales. Abscisa de un punto* Cambio de origen sobre un eje* Genera fizad ón. Teorema de Cliasle». 
Determinación de un punto so tire un plano. Coordenadas cartesianas ortogonales (o rectangulares). Orientación 
de mi plano. Consecuencias de la definición. Otros sistemas de coordenadas. Coordenadas cartesianas oblicuas. 
Coordenadas polares. Relación entre las coordenadas polares y tas coordenadas cartesianas. Coordenadas carte¬ 
sianas en el espacio. Otros sistemas de coordenadas en el espacio 


x\ 


Recta orientada O eje* — Se llama recta orientada o eje cual¬ 
quier recta sobre la que se ha indicado un sen* 
r tido positivo, (pie se designa por una flecha o 
► por la notación x'x {fifi* 1). 
j El sentido contrario es el sentido negativo. 


A 


B 

-+ 


Vector. — Se denomina vector AB una por¬ 
ción de recta sobre la que se ha fijado un origen A y un extre¬ 
mo R. 


Valor algébrico de un vector* — Si un vector está sobre un eje 
(que se llama soporte), el valor algébrico de este vector es el numero 
algébrico que tiene por valor absoluto la medida del segmento y cuyo 
signo es positivo o negativo según que para ir del origen al extremo 
de) vector haya que seguir el sentido positivo o negativo del eje. 

—> _ 

Observación importante. Se designa por AB el vector y por AB 

—¡ > > 

su valor algébrico. Es AB = —BA, 

Suma geométrica de dos vectores consecutivos.—Do» veo 

torea son consecutivos cuando el extremo del primero coincide con el 
origen de] segundo. 


La suma geométrica de dos vectores consecutivos es d vector que 
tiene por origen el origen del primero y por ex¬ 
tremo el extremo del segundo (lig. 

—> — > —> 

AC es la suma geométrica de AB y BC* 

En general, la relación que existe entre los 

— >* —^ 

vectores AB, BC y su suma geométrica AG es 

bastante complicad a t interviniendo el ángulo 

ABC. Sólo en el caso en que los vectores con¬ 
secutivos son soportados por un mismo eje hay una relación simple 
y general entre los valores algébricos de cada uno de los vectores y 
de la suma. 

Teorema de Ghasles. valor algébrico de la suma geométrica 
de dos vectores consecutivos soportados por un eje común es igual a la 
suma algébrica de los valores algébricos de los dos vectores . 

Para demostrar este teorema, se consideran tres puntos. A, B, C, sobre 
un eje y se observa que cualquiera que sea la disposición de ellos 

{figs. 3 t 4 y 5)* el valor algébrico det vector AC es precisamente la 

—► —> 

suma algébrica de los valores algébricos de loa vectores AB y BG. 


B 
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Esto representa por la siguienir Impurlani Uimn fórmula' 

AC - AÜ + iíC. 

Abscisa de un punto. — Consideremos un eje x'x (fif;, 5 ) y 10hu ._ 
iti oh un origen O sobre él* 

T-a ti n 

■o? P untü Cualquiera t 
M* de b tecla es 
ei valor algébrico 


A 

X*h- 


B C A 

- 1 —íc cr F —i— 


C 

—k 


B 


Fig. 3 


Fifí. 4 


del vector 03VL 

Este valor puede ser positivo, negativo o nulo; en este ultimo raso el 
punto (Vt coincide con O. Recíprocamente, a todo número algébrico co* 
rresponde un punto sobre el eje que tiene ese número por abscisa 


punto Mi A cada punto M le corresponde siempre una abscisa y sólo 
umii Lo mismo puede decirse de iu ordenada. 

El conjunto de la abscisa y la ordenada de un punto se denomina 
coordenadas fie ese pimío. 

Los ejes x'x e y y se llaman ejes de coordenadas; su punto de in¬ 
tersección O se llama origen de coordenadas. 

Recíprocamente, si se conocen Jas dos coordenadas de un punto, éste 
queda perfectamente definido sobre el plano, pues la abscisa permite 
determinar el punto P y la ordenada fija el punto Q. 



C A 


B 

-G-X 


M 

- 4 - 


Fig* 5 Fig. 0 

de su extremo menos la abscisa de su origen. 


Teóiv Ema ei va _ 
tor algébrico de un 
v e ctor $opoi t ad o 
P ° r un eje es 
igual a ¡ a abscisa 


Consideremos el eje x'x (fig. 7), el origen O y el vector Ajj q U í) ]^ 3 . 
quiera que sean los tres puntos O, A, B, siempre será, por teorema 
de Chasles, 


Ahora bien, 


AB = AO + ÜB. 
ÁO = — OA f 


por consiguiente, 

AB = OB — OA. 

Observación. Si ay b son las abscisas de A y B, se tiene, 

AB ~ = b — a. 


r + . 








V 


r 


Fig . 10 


Fig. n 


Orientación de un plano* —Si se llene un plano y un punto O 
fijo sobre él, se dice que el plañó está orientado, cuando se ha fijado 
en él un sentido positivo cíe rotación alrededor del punto O, 

Consideremos un plano sobre e! que se han trazado los ejes de co¬ 
ordenadas x'x, y Vi que se corlan en O (fig. 11)* 

Sea el sentido positivo del eje de abscisas el Ox. Supongamos que 
el semieje Ox gira alrededor de O en el sentido positivo de rotación 
(que, generalmente, es el inverso al de las agujas de un reloj). Después 
de girar un ángulo recto, el semieje Ox vendrá a confundirse con el 
semieje Oy, Si continuamos la rotación, el semieje O# irá pasando 
sucesivamente por las posiciones Ox' y O/; los ángulos rectos descri¬ 
tos sucesivamente por Ox se numeran en el mismo orden, 1, 2 , 3. 4. 


Cambio d© origen sobre un ©je* — Consideremos üri c j e x * x 

el origen O y, sobre el eje, un punto de abscisa x\ Tomemos U[1 nuev J 
origen O' cuya abscisa con relación al origen O es X, Según j a r< q a . 
cion del párrafo anterior, se tiene: 

<TM = ÜM — <xr, 

o bien, 


x — x — X . 


Es decir, la abscisa X de un punto con relación a un nueu 0 Qj-lg^ji es 
igual a la abscisa x de ese punto con relación al primer origf. n mcnos 
la abscisa X del nuevo origen con relación al primero. 


Generalización. — Se llama suma geométrica de vario a vectores 
consecutivos el vector que tiene por origen el origen del primero y por 
extremo el extremo det último (fig* 8)» 


x f . 


o 

-t— 


B F D E 


x* 


Fig. 7 


Fig . H 


En el caso particular en que los vectores consecutivos s 0n ¡¡aporta- 
dos por un mismo eje, hay una relación muy importante eiu rc e j va [ ür 
algébrico de la suma geométrica y los valores algébricos de |q 8 vectores. 


Teorema de Chasles * — El valor algébrico de la suma geométri¬ 
ca de varios vectores consecutivos alineados sobre un mismo e y e es ig lía ¡ 
a la suma algébrica de las valores algébricos de cada uno [ os vrc _ 
tores. Este teorema se expresa por la siguiente fórmula llamada rela¬ 
ción de Chasles : 


AB + BC + CD + DE + EF = AF* 

Curóla rio* Si se toman n punios cualesquiera A. Ü. C.K. L. 

sobre un eje orientado, se verifica 

AB + BC" + ... +KL + LA = 0, 

Esta relación se obtiene de la de Chasles, puesto que 


A o M 

» 4 +— 

Fig. í) 


Se tiene, AM 
Luego x — a 


AB T BC + ... + KL 5a 

B v Problema, Hallar la abscisa x ¿ e ¿ pun ¬ 
to raed i M, del segmento AB, $iv n ¿ 0 a y b 

las abscisas de A y B, respectivamente 

_ 

= MR. Pero AM =* x — a. MR = h *— x, 

a + b 

= ó “ x y, por tanto, x = --% 

2 


Determinación de un punto sobre un plano* Coordinarfjnt 
cartesianas ortogonales (o rectangulares)* — Ya hemos vio 

que la posición de un punto sobre un eje se determina por su abscisa 
respecto a un origen; ahora vamos a determinar la posi c ^ n ¿ c Un 
punto sobre un plano. Tracemos dos rectas x'x, y y (fig. jm perpen¬ 
diculares y sea O su punto de intersección. Tomemos C(>ri * 0 iñ¬ 
udos positivos de estas recias los Ox y Oy. Sea M un punto maUiuiera 
del plano y tracemos las recias MQ y MP, paralelas a los ejes Ox y Oy 

respectivamente. Al valor algébrico del vector OP se le llai nil abscisa 

del punto M. El valor algébrico del vector OQ es la Ordenada del 


Consecuencias de la definición* —iodo punto M situado en 

el ángulo recto xOy tiene su abscisa y su ordenada positivas (fig* 12). 

Un punto M" situado en el ángulo yOx' tiene su abscisa negativa 
y su ordenada positiva. 

Un punto M' r situado en el ángulo x'Oy' tiene su abscisa y su orde¬ 
nada negativas. 


Por último, un punto M' situado en el ángulo y'Ox, tiene su abscisa 
positiva y su ordenada negativa, 

Dos puntos que tienen igual abscisa y sus ordenadas opuestas, son 
simétricos con respecto al cje x'x. Dos puntos que tienen igual orde¬ 
nada y sus abscisas opuestas, 
son simétricos con respecto al 
eje Y 7* Dos punios que tienen 
sus abscisas opuestas y sus or¬ 
denadas también opuestas son 
simétricos respecto al origen. 




i? 


Conociendo ios coordenadas x, y, del punto M (fig. 13), x\ y\ del 
punto M\ calcular la distancia entre estos dos puntos. 

Trajeamos desde M y M' las perpendiculares a los dos ejes. En el 
triángulo rectángulo MHM', tenemos 

MM' S = MU 2 + M'H 3 . 

Pero, MH == QQ J y M'H = P P t porque son segmentos de rectas 
paralelas comprendidos entre rectas paralelas. 

Por otra parte, según el teorema de Chasles, tenemos: 

OQ' - OQ' - OQ = x — x, 

pp = 6P — oF — y — y. 

Luego, finalmente, se tiene: 

MM' 2 = (x — x) 3 + (y — y) A 

Otros sistemas de coordenadas*— Un sistema de coordenadas 
planas es un conjunto de dos números que definen la posición del punto 
sobre el plano. 

Hay, por tanto, una infinidad de sistemas de coordenadas. Veamos 
algunos. 

Coordenadas cartesianas oblicuas.— Este sistema de coorde- 
uadafí es análogo al de coordenadas cartesianas rectangulares, con la 
única diferencia de que los ejes no son perpendiculares entre sí. 

Los ejes orientados x'x e y y (fig. 14) forman un ángulo 6. Siendo 
M un punto cualquiera del plano, sus coordenadas se obtienen trazando 
las paralelas a los ejes: 

Abscisa de M OP, 


Ordenada de M = OQ. 
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Coordenadas polares.- Srn un phmo orientado y sobre él 11 m>r 
unti m r |v Oh {flf g ]l Ó) y un punto O fie este eje, tj tur se llumMi rp 
¡hilar y polo* rcHpéChvti mente. La posición de un punió M dH ptimií 


y 



Fig. 14 



viene definida por el ángulo w que forma la dirección positiva del eje 
ron ía dirección positiva de la recta OM y por el valor algébrico p 
—> 

di I vector OM ; to es el ángulo polar, p es el radio vector; tu y p son 
1:is coordenadas polares del punto M. 

A un sistema de valores de ta y p corresponde un solo punto del 
plano* Pero a un punto del plano (distinto del polo) corresponde una 
doble infinidad de valores de «j y p. Sí conservamos el mismo sentido 
positivo sobre OM, se encuentran una infinidad de sistemas de coorde¬ 
nadas definidos por p y por tu + k * 36(1° ó m + k * 400® ó ti> + 2krt 
(según que los ángulos vengan medidos en grados sexagesimales, grados 

centesimales o radianes), siendo m uno de los ángulos (OM, Ox) y k 
un numero entero. 

Si cambiamos la dirección positiva sobre la recta* OM f tenemos una 
nueva infinidad de coordenadas para el punto M: — p y w 4 (180° + 

-h k ■ 360°) ó ™ + (200® + k - 400®) ó + (2 k + 1)ín 


Relación entre las coordenadas polares y las coordenadas 
cartesianas. — Sea el sistema de coordenadas polares de la figura 16. 
Consideremos el sistema tic coordenadas cartesianas siguiente: el eje 
x'x de abscisas es el eje polar; el eje y y de ordenadas es la perpen¬ 
dicular a xx trazada por O. 

Entre las coordenadas cartesianas así definidas y las coordenadas 
polares se tienen las relaciones x = p eos m, y y — p son oí* 
Observación* Aunque ya hemos indicado que existen otros sistemas 
de coordenadas, los mas empleados son las coordenadas cartesianas y las 
coordenadas polares. 



Fig. 17 


Coordenadas cartesianas en el espacio» — - Análogamente a 

.. f ii rl plano ddmiiuoH \u posición de un punto por dos coordena- 

dnu, ni rl rqiarifi mur%ii,»mus i res encarde nadas para fijar la situación 
■ Ir un pin ¡ti o El Nistcmá clr coordenadas m¿9 sencillo es el de coorde- 
iitulify i tal ruanas ortogonales. 

Sean |irM rjr« que pu* corlan don a dos en ángulo recto (fig, 17), 
( un plu jioji qijr ( HtoM iqcH forman entre sí dos a dos se llaman planos 
di roíudrnmbui, (lonanle icinon un plinto M en el espacio y formemos 
* ( ii,i i ji luirp:ipedo df? Eii figura, trazando por M las paralelas a los tres 
1 ,ii n irruí ruimli!midan de M mu: En abscisa, que es el valor algé- 
—> 

br ¡cu del viu tin O) 1 medido uobre id eje x x ; la ordenada* que es el 

valor algébrico del vector t )O f medida noble el eje y*y ; la cota* r|uc 

> 

es el valor algébrico del Vrcloi Oít t medido Mobnt rl eje z Z* 

x = OF, y - OQ, J ' OH, 

A coila punto del espurio le con esponje un sistmui de coordenadas 
y, recíprocamente, a todo sistema de tres números le corresponde un 
punto en d espacio* 

Observación. Estas definiciones valen también si los ejes no se cor¬ 
tan dos a dos pcrpendicultirmente, sino que son oblicuos entre sí (sin 
estar contenidos los tres en un mismo plano). En este caso tenemos un 
sistema de coordenadas cartesianas oblicuas (fig* ldb Este sistema de 
coordenadas no se suele milizaT, pues los cálculos son más complicados 
que en eí sistema de coordenadas cartesianas rectangulares. 




Otros sistemas de coordenadas en el espacio* —a) Coorde¬ 
nadas cilindricas o sem¿polares (fig, 19). 

Un punto M queda determinado en este sistema, refiriéndolo a un 
plano (en el que su proyección ortogonal está definida por sus coorde¬ 
nadas polares) y a un eje zOz perpendicular a este plano y que pasa 
por el polo O. Las coordenadas cilindricas de M son: el ángulo polar <p , 

el radio vector O m y la cota OMi* 

b) Coordenadas polares o esféricas (fig, 20)* 

En im triedro de coordenadas ortogonales Oryz, un punto M determi¬ 
na con el eje Oz un semipleno que corta el plano xOy según la semi¬ 
rrecta OU, El punto M queda perfectamente definido por: I o , el ángu¬ 
lo <p que forma la semirrecta CU con )a semirrecta OU; 2% el ángulo & 
que forman OU y OM entre si (contado positivamente hacia Oz) ; 3% la 
longitud p det segmento OM. Las coordenadas esféricas o polares de M 
son ¡p t 9 y p. 


Funciones 



segundo grados **.-.«¿* -— ^ — « - — — — - - 

Caso general y = ax‘ + bx + c. Curva representativa.—Función homográfica: Primer caso particular 1/ = - ■ 

rl 

1 ax + b 

Curva representativa- Asíntotas- Caso particular: y = 


-. Curva representativa- Caso general: y — 


x — u 

Curvas representativas. Consejos para las aplicaciones 


n*x -b h' 


La experiencia y la física nos proporcionan numerosos ejemplos de 
funciones: 

La longitud de una barra de hierro es fundón de su temperatura: 
a cada temperatura, la barra de hierro tiene una longitud determinada. 
La superficie de un cuadrado es función de la Longitud del ludo: a cada 
valor que damos al lado corresponde un valor determinado a la 
superficie del cuadrado. En un viaje que hacemos en automóvil, el 
número que marea el cuentakilómetros es función del tiempo que ha 
durado el viaje: a cada valor de este tiempo corresponde un numero 
marcado por el contador. 

Se pueden multiplicar los ejemplos, lino de los objetos de la física 
es precisamente encontrar las leyes (o funciones) por las que se rigen 
los fenómenos estudiados. 

Definición (Cauchy). Se dice que y es función de ¿a variable x 
cuando a todo valor de x (tomado de un determinado conjunto de va* 
lores) corresponde un valor de y. 

Se escribe así, y — f (x). En matemáticas, se estudian particular¬ 
mente las funciones en las que la relación que liga a la variable con 
la función es precisamente una relación matemática. 


Ejemplos i 

y “ 3jt -— 1, 

3 + * - r 5 

y -- fl y =*/ X — 5 P y = -— y = CO& X . 

x — L i/ * “ ^ 

Es do gran utilidad, para el estudio de la física, encontrar funcio- 
nos matemáticas como leyes para los fenómenos, pues éstos quedan en¬ 
tonces perfectamente definidos* 


Terminología. — Una función se denomina explícita cuando, como 
en los ejemplos precedentes, la y está despejada en un miembro. 

Se de nominan implícitas aquellas funciones que están ligadas a su 
variable x por una ecuación no resuelta: 3x: 2 + 2xy + y ¿ — 4 = 0, 
define una función implícita. Las funciones se llaman algébricas cuan¬ 
do para calcular el valor de y la variable x ha de someterse sólo a 
operaciones algébricas (suma, resta, multiplicación, división, potencia¬ 
ción y radicación). Por ejemplo, 


y = 4*2 — 5 X 3 12, 


y 



x — 5 

** + 2 ‘ 
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tJim función que no es algébrica es una función trascendente. H*m 
id r mplo. 


y = log x, y =s tí*, y = eos 

Una función es racional cuando la variable no está afectada por 
ningún radica1. 

En general, una función racional es el cociente de dos polinomios 
enteros en x* Si eatc cociente se reduce a un polinomio entero en x de 
grado n, la función se llama racional entera o simplemente entera* 
En otro caso* la fundón es fraccionaria * 


Intervalo. — Se llama intervalo (a* b) el conjunto de todos los 
valores comprendidos entre a y b, comprendidos ellos mismos * 

El intervalo (0,1) está formado por todos lo números comprendidos 
entre ü y 1, comprendidos el 0 y el 1* 

Función definida. — Se dice que una función es definida para 
un valor de lu variable* cuando a ese valor de la variable corresponde 
otro valor para la función . 

Una fundón es definida en un intervalo* cuando eso función es defi¬ 
nida para cada uno de los valores de ese intervalo* 

Ejemplos: y — 4x a 4- 3 es definida para todos los valores de x* 

5 

Y — - deja de ser definida para el valor x — 2, pues la diví* 

x—2 

sión por cero es imposible, 

y s x — 2 sólo es definida para los valores x ^ 2, pues la raíz 
cuadrada de un número negativo no existe, 

y s-— sólo es definida para x > 2, 

sí X — 2 


Limites, Dada una función, se ve t en general, si es definida para 
cierto valor de la variable, (No obstante, existen funciones de las 
<iuc no se puede decir inmediatamente si están definidas o no para cier¬ 
tos valores de la variable. 

Si una función creemos que está definida para un valor x®, considere* 
mos los sucesivos valores que loma la función para otros valores de la 
variable próximos a xo. Si al acercarse a Xo ios valores de la variable, 
también se acercan a un cierto valor L los valores de Ja función, fie 
dice que la función y tiende hacia L cuando la variable x tiende 
hacia xo. 

r iS también interesante saber los valores que toma la función cuando 
la variable crece indefinidamente, en sentido positivo a negativo, 

Para tratar estos problemas con la debida precisión, vamos a dar 
algunas definiciones importantes. 

Definición, Se dice que una función y de fu variable x tiende hacia 
un límite yo, cuando x tiende hacía xo, s¿ u todo numero positivo s, 
tan pequeño como queramos, se le puede hacer corresponder un núme* 
ro' positivo ce» tal que siendo | x “ Xo | ^ a sea también \ y — ya | ^ 

Ejemplo, DcmostrciTOi' que y 2% — 3 tiende hacia l cuando x 
tiendo bacía 2. 

En efecto, y — 1 = 2x — 4* Para que se cumpla I y — 1 I e, es 
necesario y suficiente que sea — a <£ 2x — 4 a. De aquí deducimos: 


— -— < x — 2 < ——, ! * — 2 j < 

2 2 

Es suficiente, por unto, en este caso, con tomar a 




Observación* Si a la variable se le dan valores tan próximos a xa 
como queramos, pero siempre mayores que 2 o, obtenemos un límite 
pura la función que se llama límite a la derecha de xu* Análoga* 
monto, si damos a la variable valores próximos a Jo, pero siempre 
menores que este valor, el límite que obtenemos se llama limite a la 
izquierda de x o- Estos dos limites no siempre existen, y caso de existir 
pueden no ser i guales. En este caso se dice que la función no es defi* 
nido para el valor xo considerarlo. 

Definición. Se dice que la fundón y de x tiende hacia + 00 cuan¬ 
do x tiende hacia xo, si dado un numero A positivo , ton grande como 
se gatera, se puede encontrar un número positivo a tal que , cumplién¬ 
dose la desigualdad i x ■— xo I «* sea y > A* 

Se dice que la fundón y de x tiende hacia — <Xj cuando x tiende 
hacia Xo. si dado un número A positivo, tan grande como se quiera, se 
puede encontrar un numero positivo tl tal que cumpliéndose la desigual¬ 
dad | x — Xo | < a, sea y <L — A* 

1 

Ejemplo, Consideremos la función y = -* Esta función no está 

x 

definida para x = 0, Hagamos tender x hacia cero por valores positi* 
i L 1 

vos* De -- 2> A, se deduce, sí x es positivo, x <1 -■* Luego - 

x A x 

tiende hacia 4* íX> si x tiende hacia cero por valores positivos. Si x 

1 1 

es negativo, de -- < — A se obtiene x > ——: luego cuando % 

x A 

1 

tiende hacia cero por valores negativos,-- tiende hacia — oo, 

x 

Definición» Se dice que y tiende hacia un limite ya cuando x tiende 
hacia 4" ‘SO» si a todo número positivo e, ton pequeño como se quiera, 
se te puede hacer corresponder un número positiva * A* tal que, curtí * 
pliéndosc la desigualdad x > A, se verifique también la desigual* 
dad 1 y — yo I < e* 

Hay otras definiciones una logas para expresar qtie y tiende hacia 
un límite yo cuando x tiende hacia — y también que y tiende 
huela el infinito cuando a aumenta indefinidamente. 


Valiéndonos de estas definir iones podemos demostrar con todo rigor 
lew siguientes teoremas, 

I eükema, Si dos funciones f (x) y g (x) tienden hacia los límites 
finitos A y B, respectivamente, cuando x tiende hacia xo (o hacia 
t [ Vj)» la función f (xj 4- g (x) tiende hacia A + íi cuando x tiende 
hacia xo (o hacia ¿ 

Este teorema se hace extensible: 

11 ) Al caso en que f (x) y g (x) tienden ambas hacia 4- <x> (o hacia 

— lVO ; 

b) Al caso de la suma de un número cualquiera tic funciones. 
Teorema, Si dos funciones f (x) y g (x) tienden hacia los Limites A 
y B, finitos, cuando x tiende hacia x*t (o hacia + oo ó — oo) t la 
función f(x) — g (x) tiende hacía A — B cuando x tiende hacia x& 
(o hacia 4* bd ó — <x0. 

Pueden hacerse observaciones análogas a las hechas en el teorema 
anterior. 

t EfjfiEivi a. Si dos funciones f (x) y g (x) tienden hacia tos límites 
A y B, finitos, mando x tiende hacia Xo (o hada producto 

f (x) * g (x) tiende hada A - B cuando x tiende hacia %o (o hacia i °°), 
Este teorema se puede extender al caso en que f (x) y g (x) tienen 
límites infinitos de la manera siguiente: 

Si / (x) tiende hacia + <X; y g (x) tiende hacia 4* cx^* el producto 
tiende hacia 4" do; lo místno sería si / (x) y g Ge) tienden ambas 
hacia — co. 

Si / (x:) tiende hacia -|- o© y g (^) tiende hacía — Oto, o recíproca* 
mente, el producto tiende hacia — cv. 

Teorema, Si dos funciones f (x) y g (x) tienden, respectivamente* 
hacia tos limites finitos A y B fno siendo B nulo), cuando x tiende 

í (x) „ , A 

hacia Xo (o hacia ¿ íX>) el cociente —-* tiene por limite —— 

g <x) B 

cuando x tiende hacia xo (o hacia ± ex?). 

Este teorema es aplicable al caso siguiente: 

Si g (ar) liende hacia B i> y / (x) tiende Siacia + (X (6 — ce), él 
/ (r) 

cociente —-- riende hacia + oo (ó — oo) si B es positivo y hacia 

g (x) 

— íXj (ó 4* °o) si B es negativo. 


Aplicación de estos teoremas,— Supongamos que se trata de 


hallar el limite de la función: 

y = x 3 — x 4 - -t cuando x 

x 

Loa límites parciales son: x Á tiende 


tiende hacía 
hacia 1; x 


1, a la derecha, 

tiende hacia 1; 
0 


x *— I tiende hacia 0, luego y tiende hacia t — 1 + ——» es decir* 
el 1 imite buscado ea 0, 


Continuidad. —^De una manera simple puede decirse que una fun¬ 
ción y — i (%) que está definida para un valor xo de la variable, es 
continua para este valor si al dar a x valores próximo» a xq los valores 
que loma / (%) son próximos a f (xt>). Se puedo también decir quo 
/ (x) tiende hacia / (xti) cuando % tiende hacia Xo. Pura precisar más 
el concepto de continuidad, vamos a dar la definición siguiente: 

Definición. Una función y — f (x), definida para un valor xo de 
la variable, es continua para este valor si a todo número positivo c, tan 
pequeño como queramos, se le puede hacer corresponder un numero 
positivo a ttd que siendo x — xo < a, sea también f (x) 1 —* 
— f (x») | < €* 

Observación. Una función que para x — xo no es continua, es dis¬ 
continua para este valor de la variable* El raso más frecuente es el de 
una función que no está definida para un cierto valor xo, pero quc t sin 
embargo, sí está definida en las proximidades de Xy. La función es en¬ 
tonces discontinua, wi los limites de la [unción, a la derecha y a la 
izquierda de xo, son desiguales, A la diferencia entre estos dos límites 
se le llama salto de 1{L función. 

Definición. Una /unción y = f (x) es continua en un intervalo , si 
ella es continua para todos los valores de la variable comprendidos en 
esc intervalo, 


Ejemplo. La función y = -, que ya hemos tratado antes, es de- 

x 

finida y continua para todos los valores de x, excepto para x — 0. 
A este valor corresponde una discontinuidad cu la curva representa* 

1 

tiva de la función. De la misma manera, la función y = — — deja de 

x — 3 

ser definida y continua para el valor x = 3. 

El número que marca el cuentakilómetros de un automóvil es, como 
liemos visto, una función del tiempo: ésta es una función discontinua, 
y los saltos son, en general, de cien metros. 

Propiedades. — Utilizando la definición precedente, se demuestra 
que: 

1" *Si varias funciones de x son continuas, su suma es una función 
continua; 

2 ,] Si una función de x es continua, su producto por un número cons¬ 
tante es una función continua; 

3* Todo polinomio entero en x es una función continua para todos 
los valores de la variable; 

l J Si varias funciones de x son continuas para x ~ a, su producto 
es una función continua para x = íi; por tanto, una potencia entera 
y positiva de una función continua es una función continua; 

5* Si dos funciones de x son continuas para x “ a, su cociente es 
una función continua para x — a, excepto si para este vatqr el denomi¬ 
nador es nulo; 
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tt* (Jim liiiii huí rnutimui bajo un tmlica! «Ir c‘\|Mm«*ntr impui es una 
luin ion oontuiiJit. 

Una film ion continua bajo un radical do rxpominte par m una 
fmu ion cuntiiuiü para los valoras de la variable que luirni positiva 
o nula la función dada bajo el radical» 


Función creciente y función decreciente. — lina función en 

i rocíenle en un intervalo (a, b) si, en este intervalo var ia rn el minino 
sr ti i ido que la variable. En caso contrario es decreciente, IV una mu¬ 
ñera más precisa* una (unción y — f (x) es cree ionio (o ilocri'cieme) 
rn un intervalo, si siendo xi >■ xo, se cumple, / (x\) - / (ao) lo 
/ tari; <1 / (jt'oJJ cualesquitra que sean los dos números xi y Xo to* 
mudos en c¿ intervalo considerado * 

Su puede también decir que la función y = / í.c) es creciente (o 

/í*l) — / (*o) 

decreciente) en un intervalo, si el cociente ———-es positivo 


x\- 


xa 


(o negativo), cualquiera que sea el par de valores Xc y xi tomados en 
el intervalo considerado. 


Máximo y mínimo* —Sí una función y = f (x) es creciente 
para valores de la variable muy cercanos a un cierto valor xo, pero 
menores que él, y es, en cambio, decreciente para valores de la varia* 
blu muy cercanos a Xo y mayores que él t se dice que esa función pasa 
por un máximo para el valor x — Xo . 

Si una función y = f (*) es decreciente para valores de la variable 
muy cercanos a mi cierto valor xa* puro menores que él, y es, en cam¬ 
bio, creciente para valores de la variable muy cercanos a aro y mayores 
que él, se dice que esa función pasa por un mínimo para d valor x — Xo. 

Ejemplo» El volumen fie una masa determinada fie agua pura es una 
función de la temperatura, con un mínimo en el valor 4", En el inter¬ 
valo (OL 4*) es una función decreciente y en el intervalo (4°, 100°) 
l?s una función creciente. 

Propiedades. — Pueden demostrarse estas propiedades: 

i* Loa funciones y - / (r), y - / (x) + C, varían en el mismo 
sentido, siendo C una constante; 

2 a " Us fundones y = / (*), y = C . / (*>, varían en el mismo se.» 
tido o en í j I contrario, según que la constante f* sea positiva o negativa, 

3 a Las (unciones y - f ( x) t y = 1 / (*)]“ varían en el mismo 
sentido para los valores positivos de y. Para valores de y negativos, 
estas funciones varían en sentido contrario; 

4 a i a función y — — -- varía en sentido contrario que la función 

f(x) 

y = f (x). 

Representación gráfica»—- Sea una función y = / ( X >, definida en 
un cierto intervalo («, b) (ftg. 21 ), 
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Para representar gráficamente osla función en este intervalo, dibuje¬ 
mos todos los puntos, tales como el M, de abscisa x (comprendido este 
valor en el intervalo considerado) y de ordenada el valor correspon¬ 
diente de y — f (x). El arco de curva que Tesulta al unir todos bis pun¬ 
ios M es la representación gráfica perdida. 

El empleo de curvas representativas de la variación de las (unciones 
está muy generalizado* En física, se utilizan muchas ríe estas curvas, 
que se denominan diagramas: curvas de dilatación, curva representa* 


nifr r un) (l<g* 23), la curva de 
rica (fin, 24), 


las variaciones de la presión atmosfé- 
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Existen a pároli ib que proporcionan directamente la curva representa¬ 
tiva de una función por medio de mecanismos especiales: barómetro 
registrador, termómetro registrador, registrador de la velocidad de una 
locomotora, etc. Estos aparatos, por razones de sencillez de construcción, 
utilizan exclusivamente las coordenadas cartesianas. 

Empleo de curvas representativas*— La curva representativa 
de una función nos proporciona numerosos datos interesantes (figs* 23, 
24). Vemos si la función es creciente o decreciente, sus máximos y mí¬ 
nimos, su signo (fig. 25). 

Los puntos donde la curva corta el eje x'x corresponden a las raíces 
de la ecuación f (x) = 0 . De aquí el procedimiento gráfico para en¬ 
contrar las raíces aproximadas de una ecuación f (x) = 0 dibujando 
la curva aproximada de la función y — / (jt). Análogamente, pura re¬ 
solver gráficamente la ecuación / {#) — k f se miden las abscisas de 
los puntos de intersección d© la curva y = f (x) con ht recta y = A:* 

Se puede también resolver gráfica ni ente la ecuación / (x) ” g (x) 
dibujando las curvas de las funciones y — f (x) y y — g (x). Los pun¬ 
tos de intersección de estas curvas nos dan, por mis abscisas, las raíces 
de la ecuación (fig, 2b). 




Estudio de las variaciones de una función. —Se harán las 

siguientes operaciones, por este orden: 

1 ® Buscar los intervalos en que la función es definida y continua. 

2* Dividir estos intervalos en intervalos parciales, en los que la fun¬ 
ción varía siempre en el mismo sentido. Indicar este sentido. Calcular 
los máximos y mínimos* Estudiar lo que ocurre en las fronteras entre 
intervalos y, si hay lugar, cuando la variable aumenta indefinidamente. 
Estos resultados pueden resumirse en un cuadro. 

3 o Hacer la representación gráfica (si esto es posible), con iodos los 
datos obtenidos antes» 

Función de varias variables. — Se dice que z es fundón de dos 
variables, x, y, cuando a cada valor de estas variables (pertenecíanles 
a conjuntos determinados de valores) corresponde un valor para z. 
Por ejemplo, la función z » jr a — 2 x y + es una función de rey. 

En física, el volumen de una determinada masa de gas es función 
de la temperatura y de la presión. 

Se puede hacer extensivo a estas funciones todo lo expuesto referen¬ 
te a tan Funciones definidas y continuas* 



tiva de la variación de un volumen de gas sometido a presiones va¬ 
riables (ley de Mariotte, fig. 22 ), etc. Los economistas utilizan curvas 
representativas de la producción, en función del tiempo. Los servicios 
de explotación de ferrocarriles so auxilian de diagramas representati¬ 
vos de la marcha do los trenes. 

i la y veces que no podemos tener una curva complot a, pero sí dispo¬ 
nemos de una curva aproximada, Formada por cierto numero de 
puntos que se unen por trazos rectos: la curva de temperatura de un 


Función lineal 

Definición, Se llama función lineal a toda Junción de la forma 
y — ax 4 b, es decir, un binomio de primer grado en x (siendo a 7 ^ 0 ). 

La función lineal está definida para todos los valores de la variable 
y es siempre continua. 

Teorema. La función y = ax 4* b tvs creciente o decreciente, según 
que a sea positivo o negativo, 

En efecto, demos a x dos valores cualesquiera xo y xi. La fundón 
toma dos valores, 

yo — axo + b , yi = ax i 4 - ó, 

de donde se deduce: 

yi — yo = uíxi — Jto) 

n — yo 

----- = u. 

xi — Xo 

Cuando a es positivo, el cociente del primer miembro es positivo, 
cualesquiera que sean los valores y Xo, luego la I unción es u recien- 
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(.lOMl IkIA ANALÍTICA, funciones 


t» 1 ; i tt i'n nrgiitivri, fr» íiiiiriúri rí dertrrimlr Si Iji función r h rrr 
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|mimi ivo o negativo. 
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Teorema* La representación gráfica de toda función y — ax + b 
es una recta. Comencemos por hacer la demostración para la función 

y — ax. El origen de coordenadas es un primer 
pumo de (a curva representativa (fig< 27). 

Un segundo punto de la curva es el punto K 
(1, a). Sea JVl un punto cualquiera de la recta 



PM HK 

OK. Por el teorema de Tales se tiene —— — ——■, 

OP Olí 

es decir, siendo (x, y) las coordenadas del pun 
to M, temí remos: 


7 

x 


a 


o sea y = «x, 


Lucro tas dos coordenadas de un punto cual¬ 
quiera de la recta OK están relacionadas entre sí por la ecuación 
y *— ax; y todo par de números que satisfacen esta ecuación son 
las coordenadas de un punió de la recta OK. Pasemos ahora a una 


función lineal en su forma general y — ax -T h< í ara situar el punto 
correspondiente al valor x de la variable, trazamos una paralela al eje 
y y a una distancia % de el v llevamos sucesivamente los valores 

PQ — ax y QM — b ifig. 2B)* El punto obtenido, M t es el buscado. 



Según lo dicho en el caso anterior, 
el punto Q está siempre sobre la 
recta OK* Señalemos sobre el eje y y 
el punto IT, de ordenarla b , Es evi¬ 
dente que con las construcciones 
hechas, el cuadrilátero OQMB re¬ 
sulta ser un paralelogramo. (ajan¬ 
do x varía, el punto M estará siem¬ 
pre sobre la paralela a la recta OK 
que curta el eje y'y en el punto B, 
de ordenarla 6. Esta recta BM es la 
representación gráfica de la fun¬ 
ción y = «x + ó* 


Significado de las constantes a y b. ~ Hemos visto que b es la 

ordenada del punto de intersección de la recia y = ax + ó con el eje 
y y . A este valor se le llama ordenada en el origen . 


La tangente trigonométrica del ángu 




y al coeficiente a se le llama coeficiente angular o pendiente de la recta 
y — ax b. Dos rectas que tienen el mismo coeficiente angular son 
paralelas* 


Recíproco, -—Toda recta que no sea paralela a uno de los ejes 
coordenados puede ser considerada como la representación gráfica de 
una cierta función lineal, y = ax + ó* En efecto, b es la ordenada del 
punto donde la recta corla el eje y'y, y a es Ja ordenada del punto donde 
Ja paralela a la recta trazada por el origen corta la paralela al eje 
y y de abscisa la unidad. 

P no» LEMA. Encontrar la ecuación de la recta determinada por los 


puntas Mr í*i, yi) Ma (xa, ya) (fig> 
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Tenemos por incógnitas los 
valores a y b. Puesto que las 
coordenadas dadas han de satis¬ 
facer la ecuación que buscamos, 
basta con resolver el sistema de 
ecuaciones, 

y\ — ax i + b , 

Y'i — axz + ó. 

Resucito este sistema, te¬ 
nemos: 

Y 2 XX — y\X2 

XI — x2 


El coeficiente angular de la recta determinada por dos puntos es el 
cociente que resulta al dividir la diferencia de sus ordenadas por la 
diferencia de sus abscisas. 


Generalización importante. *— El lugar geométrico de los pun¬ 
tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuación de primer grado, 
ax + by + c = 0, es siempre una recta* Despejando la y ( resulta: 

a c 

b b 


* 1,1 M llfl t'lón es fie la forma que hemos estudiado antes* Como se ve, 
<! f oeficicniQ angular de la recta es — — 


y la ordenada en el ori- 


gen, — 


b ' 


ecuación es y “ —-- (/íg. 30)* 

b 


ecuación es x — —-, Su representación gráfica es 

a 

C 
a 


Usos pCUTICULARES. 1» a = 0: La ce 

Sil ~ 

^presentación gráfica es la recta paralela al eje x'x, y a distancia 

de él, —■* Su coeficiente angular es cero* 

b 

2" ¿ » 0: La 

la recia paralela a l eje y y a nna distancia de él igual a- (fig- 31). 

Su coeficiente angular es infin ito. 

Constricción. U n a 
recta queda definida por 
dos punto,. p or tant0i 

l-ara construí, la recta - 

ele ecuación ax + by + 

c . b > basta con _ 

situar dos rl e SU3 |)untOB X- 

y unirlas. 

ApLujAcjQflgg^ ^ rec- 

\ A J flx ^ b crece 
^acia el sentido positivo 
de! eje n > 0 

tg. 32) y ( | ecrecc en ese sentido si es a > 0 (fig. 33). üt represen¬ 
tación grafio i* i . 

variación <] i 1a rcclíl nos P TQ P omiú ™ inmediatamente la ley de 
mo signo ' V “ l<>r nUméli °° dd binomÍo - El valor de éste tiene el mis- 
Pie n para los valores de x mayores que su raíz. 
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RESOLtJC|j K y DISCUS1 ¿ N DEL 



SISTEMA: 


{ ax + by -f c ^ 0, 
ax + ó y 4- c = 0* 

Las 

_j_ c J ^ Ptinto donde se cortan las rectas ax + by 4- 

go para t' Q% ^ ^ c ~ ®* í ^ al í s ^ a cen estas dos ecuaciones. Lúe* 

oonstruven 5 ! VCr ^ r ®^ camente un sistema de dos ecuaciones lineales, se 
y . Iíts rectas y se miden las 

(/S 34) <ld mni ° de íntersección 

Una St> ^ uc ^ n única cuando las ree- 

cortai it decir, cuando sus coefi¬ 
ciente. an eularea son difcrciltes: 


O 


a 


a 


b* 


ab f — ab ^ 0. 


h 

. a ^ ~ ^ aa rectas son pa- 

i' ' CUa ndo sean distintas sus ordena- 

«infl en el o r i gen . 

c c 

A ~ be — cb f 0* 

b 

Si* n ^nguna solución* 

p 7" a & ~ 6c' — c6^ = 0, las dos rectas están confuntlidae. 

ay m nu^ a soluciones y el sistema es indeterminado. 



Variación del trinomio de segundo 

grado 

la formu'v 1 ^' * C // ¡ íW " trinwmio de segundo grado una junción de 
Un * * ^ ' 4- bx + c, siendo a distinto de cero. 

para todo^ 1 ? 10 Aguado grado es una función definida y continua 
‘ 10003 Jos valores de la variable. 


J| r * ,wr caso particular; y = x 2 . 

' °* ül orecer 2 crece también y . Luego la fundón y = 

2* Si Cn d i “ ,,erVí,lo (() ’ + »); 

r ... ^ crecer x desde *— cx> hasta 0, decrece y. Luego 

on 1 s 'Jecrcciente en el intervalo (— oc, 0). 

=T f . Unci ' ,n 7 — x 1 pasa por un mínimo para x = 0, cuyo valor 


la 

es 
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En el esquema que sigue está indicada la variación de esta función. 

C ur va represen ta t i va. 

Dibujando varios puntos de lu 
curva y uniéndolos, tendre¬ 
mos aproximadamente el grá¬ 
fico de la función. 

El origen de coordenadas es 
el punto más bajo ( fig * 35). 

liando a x dos valores opuestos, encontramos el mismo valor para y, 
luego el eje y'y es eje de simetría de la curva. 



2 o Si a es negativo, y varía en sentido contrario a como lo hace 
x + -- | . Es creciente en el intervalo ( — ex?, —-* 1 , y de- 




creciente en el intervalo 


2 a 


-f ckj 


)■ 


2a 


b 4 ac — ¿r 

Pasa por un máximo para x =--, y su valor es y = 

2 a 

u 

Curva representativa,— La recta * = — 


Segundo caso particular; y 

antes, tenemos: 


2 a 


4 a 

es eje de sime- 


= (X — a)“. — Razonando como tría de la curva. Ésta es una parábola { figs . 37, 38, 39 y 40), 



l ü En el intervalo (— tx> p a) la función 
es decreciente. 


jrM 7 


-oO 


•4- óú 



Ü 


ci&tft 


,r 


2 o En el intervalo (a, 4* no) la función 
es creciente. En el esquema se ve la va¬ 
riación de esta función. 

La curva se construye por puntos, apro¬ 
ximada mente. En la ligara 36 hemos re¬ 
presentado la función y = (x ■— 2 ) 3 . 


Observación. Si tomamos como nuevos 
ejes coordenados el mismo x'x y el yh/i* de 
abscisa 2 t estas nuevas coordenadas se re¬ 
lacionan con las antiguas por las fórmulas Y = y, X = x — 2. 
La ecuación de la curva en estos nuevos ejes es Y =■ X^, Esto nos de¬ 
muestra que la curva es igual que la anterior. 

CftSD general; y = ax 2 H- bX 4- C. — Esta ecuación Jo podemos 

poner así: 



y — ti + 


x) + c, 


a 


Si consideramos el paréntesis como los 
dus primeros términos del desarrollo de 

b 

(x + ——) 2 , tenemos: 


2 ti 




y — a a: + 


x + 


b y* 
2a 


+ 


2a 

4 ac — ti* 
4a 


4a 


+ c f 


4ac — ti 2 

El cociente -- es una constante* puesto que no entra en el 

4a 

la variable x; luego la función y variará según varíe la expresión 
b \ 2 

x 4 . —— 1 Veamos eómo varía esta expresión según sea el 


2a 


signo de a: 


I o Si a es positivo, y varía como I x H—- 


b 


valo 


OQ. 


2 a 


; decrece en el ínter- 

2a ; 

/ b \ 

y crece en el intervalo I — ■ - + tx? } « Para 

2 a 




Ejemplo, Variación de la función y — - --- x — 1, 

3 3 

i 

El coeficiente de x 2 es —. positivo: la función es decreciente en 

3 

el intervalo (— oo, + 1), y creciente en el intervalo ( + I, + <X>) pa¬ 
sando por un mínimo para x = 1. 

¿22 

En efecto, se tiene — -—— ~ —— : —— = 1 . 


2a 

El valor del mínimo es m — 

I,a tabla de valores de la 
función es la siguiente: 

La curva representativa es la 
de la fig. 4L 

Los puntos donde la curva 
corta e! eje x'x se obtienen re¬ 
solviendo la ecuación;' 


3 


1 


3 

2 


3 


3 




3 



cuyas raíces son: x — — 1, x “ 3. 

Haciendo x — 0 obtenemos para y el valor y = — 1; éste es el 
punto donde la curva corta el eje y'y* 

Observación. Si observamos los diferentes gráficos representativos de 
la función y — ax^ + óx + c, vemos que la curva corta el eje 



Fig. 39 




x -- 1 la función pasa por un mínimo que vale, y = —--— 

2a 4a 


x'x en dos punios, uno o ninguno, según 
nulo o positivo. Estos puntos de inter¬ 
sección nos proporcionan las raíces de 
la ecuación ax* + bx + c — 0. 

La curva nos da inmediatamente el 
signo del trinomio; si éste no tiene 
raíces o sólo tiene una, la curva está 
toda entera a un mismo lado del eje 
x'x t y el trinomio tiene el signo del 
coeficiente a. 

Si el trinomio tiene dos raíces, su 
signo es el de a para valores de la va¬ 
riable fuera del intervalo de las raicea. 


que 4«c — 6 2 sea negativo. 



Para los valores de x comprendidos en 

este intervalo, el signo del trinomio es el contrario al del coeficiente a , 


Función homográfica 


Definición. Se llama función homográfica una función de la 

ax 4- b . y t 

forma y = — -—— siendo a # a t b, b constantes y a diferente de 

a'x 4- b f 

cero (si a" = 0, la función se reduce a una función lineal)» S ambién 

b b* 

ea preciso que- 7 ^ ——pues si estos coeficientes fueran proporcio- 

a a 

nales, la función se reduciría a tina constante. 
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GEOMETRÍA ANALÍTICA. FUNCIONES 


tí 

.. * I valor X el denominador mi 1 anula y La Junción ti en 

ti 

de .i | v . irj-im m'ji r\ signo del numerador. Podemos, pues, corisídc- 
no la íunc ión hmmjgróíioii dividida en dos intervalos parciales (— 'X% 

tí tí tí 

-— ( — ---— r + c*j), excluyendo de ellos la frontera — ——* 

a a « 

La función es continua para todos ios valores para los que ella es defi- 

tí 

11 ida. Para x — — -—la función no es continua. 

a 


Ejemplos de fundones homo gráficas son los 


7 




siguientes: 
3 * — 2 

* + 1 


1 

Primer caso particular: y = —. — En Jos dos intervalos don- 

X 


de esta función es definida, (— oo, 0) y (ü, + ixO ella es decreciente. 
En efecto, consideremos dos números a y fi del intervalo (■— 00, 0 ). 
Estos dos valores son negativos. Si es « < /?, y dividimos esta des¬ 
igualdad por el producto a/ 3 , que es positivo, tendremos; 



1 


v 


a 


lo cuaí demuestra que y es decreciente en el intervalo (— 00 , Oh 
Análogamente, la función es decreciente también en el intervalo 
(0, + 00). 



Cuando x aumenta indefini¬ 
damente, y liende hacia cero. 
Cuando x tiende hacia cero, 
y tiende hacia infinito, con el 
mismo signo que x. 


Curva representativa.— 

Para obtener un dibujo aproximado de la curva (fig. 42 ), marquemos 
varios puntos de ella, por ejemplo, los siguientes: 


! 


X = i 

y=l 




Uniendo los puntos así determinados, tenemos la curva dibujada, que 
son dos ramas, una situada en el ángulo xOy, y la otra en el ángulo 

xOy\ Estas ramas de la curva se prolongan hasta el infinito y no 
pueden, na tumi mente, ser dibujadas completas. 

El origen de coordenadas es centro de simetría de la curva. Las bisec¬ 
trices de los dos ángulos que forman los ejes son ejes de simetría. 
Consideremos un punto M sobre la rama de curva situada en el ángu¬ 
lo xOy m Su distancia al eje Ox es MIL Si el punto M se aleja inde¬ 
finidamente sobre la curva, su abscisa, OH, aumenta y su ordenada, 
HM, disminuye, llegando a ser este valor tan pequeño como quera¬ 
mos, si tomamos La abscisa OH suficientemente grande, pero sin llegar 
a anularse nunca. Esto se expresa diciendo que la recia xx es asíntota 
de la curva, de acuerdo con la definición que sigue. 



y 

X' 0 



-- 

\ 

b’ x 

y 

W 



Fíg, 

43 


Asíntotas. — Se dice que una rccín es asíntota de una curva, si la 
distancia de un punto de la curva a esta recta tiende hacía cero cuan - 
do ti punto je aleja indefinidamente sobre la curva . 

En la misma curva anterior, cuando x tiende hacia cero, y crece 
hacia infinito. La distancia de un punto N de lu curva al eje y y es, en 
valor absoluto, su abscisa x . Cuando el punto se aleja hacia el infinito 
sobre la curva, su abscisa x tiende hacia cero. Luego la recta y y es 
asíntota de la curva. 

En resumen, los ejes de coordenadas son asíntotas de la función 
1 

r = -. 

X 


Caso particular: y =— -- ■—Esta función tiene dos intervalos 

x — a 

(— od, a), ( a , 4 - 00) en los que es definida y continua. En estos dos 


lint 1 valúa, la función es decreciente por ser creciente su inversa x — a, 
i filando x tiende hacia 
infinito, la función tien¬ 
de linda cero. Cuando 
.1 tiende hacia o, la fuñ¬ 



ió, Tenemos el cuadro 
siguiente de variación. 

Curva representativa. — Llagamos la representación gráfica para 

l 

el caso particular y — -. Esta curva tiene por asíntotas el eje 

x — 2 

x'x y la recta x — 2 (fig t 43 ), 

Observación. Si tomamos como ejes de coordenadas el mismo eje 
xx, y como eje y'y la recta x — 2 , la relación entre las abscisas en 
los <los sistemas es X — x — 2 , Las coordenadas son iguales, Y =3 y. 

1 

En los nuevos ejes, la curva tendrá por ecuación Y = -—-—, que es 

X 

la curva estudiada anteriormente. 

_ , ax + Jb 

Caso general: y —-— —7-7- Haciendo la división indicada, podemos 


escribir 


a x + b 

a t atí 

ax + b =- (ax T tí) + b -—, 


ax + b — 


a 

a 


a 


(ax + tí) 4 - 


ah — atí 


a 


a 


Por tanto, la función queda así: 

a ab — atí 

y - —— -J-—-— - 


a a' ax + tí 

Multiplicando y dividiendo el denominador del segundo sumando 
por a\ la función no varía: 

a ab — atí 1 

y = — + — 


a 


a 


'l! 


x T 


tí 


a 


El cociente 
que 


a 


es una constante, luego y varía en el mismo sentido 


ab — atí 


a 


x H- 


tí 


Esta expresión se compone del producto de la constante 

1 


ab —■ atí 


/a 


por la función 


x + 


tí 


a 


Estudiaremos el signo según sea el de lu constante. Pero el denomi¬ 
nador de la constante es positivo por ser un cuadrado, luego el signo 
de esa constante es el de su numerador, ab — atí * 

1“ Si ab — atí > O, la función y varía según -—^—ó por 


x -f 


tí 


a 

tí 


tí 

tanto, y decrece en los intervalos (—- 00, -— —) y {— ——, + cu), 

a a 

2" Si a b ~ atí < O, la función y varía en sentido contrario a 

1 . tí tí 

--: crece en los ríos intervalos (— fXx — ——) y {-. 

a a 

x H—— 


a 


4 - 00). 


Cuando x tiende hacia infinitó, la Junción tiende hacia 

tí 


a 


a 


Si x liende hacia-—— # la función tiende hacia ± 00, según que 

a 

a b — atí sea positivo o negativo. A continuación tenemos los dos 
cuadros de valores siguientes: 
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Curvas representativas. — Los «los casos considerados los tene¬ 
rnos gráficamente en las figs. 44 y 4S* 

En ambos casos, la curva se compone de dos ramas y tiene por asín» 

a b* 

iotas las rectas perpendiculares y = —x — — . *. El punto de 

a a 

intersección (le estas asíntotas es centro de simetría de la curva* i-an 
bisectrices de los dos ángulos que forman las asíntotas entre sí, son 
ejes de simetría* 





b'¡i¡, 1(1 


res a la variable (tos dos mayores o los dos menores que la raíz del 
denominadw) t ver los valores que toma la función y deducir sí cata 
es crecí ente o ti re reciente. 

La curva time dos asíntotas* Una se obtiene igualando a cero el 
drnmnmador, que huir y infinito* La otra se obtiene despejando la 
i rta función de y, e igualando a cero el denominador que resulte* pues 
así He hace jr irtímitiK 

3 * — 2 

Kj emulo. Sea Iii curva y = -* 

x + 2 

Igualando el denominador a cero, so obtiene una asín- 

— 2—2 y 

tola, » 2. Si despejamos la x f resulta: x —--——. 

y —‘A 

AniiLi imIí» r 1 denominador, obtenemos la asíntota: y — 3. 

Vciiiimih mi en ere- 
f i* nte o dmceirnlr* 

III muco vii I o i que no 
dclme la i unción duda 
en i 2, rur» 

t «* O, y ■* — 1. 

¡i 

( y II, Iniego la función dada es creciente* La curva 


.r 


X 

¡f 


— qo 

3 




-2 
+ « 



■f QO 

+ 3” 


.. 


Consejos para las aplicaciones* — Como mn ..'ion . . . 

fiea es siempre creciente o siempre decreciente, podcmuK din do viiln- 




iihl ii i o|n ■ ii utmía ni la /ttf. 46. 


Derivadas 


Terminología y notación. Signlllrm-IA» geométrica déla derivada* Función derivada* — Cálculo de las den* 
iradas: Derivada de mui suma* Derivada de un producto* Aplicaciones* Derivada de un cociente* Aplicaciones. 
Derivada de la raíz cmidnnhi de una función. Derivada» ele la» funcione» circulares. Derivada de u = sen x. 
Derivada de y = eos x. Derivada de y — tg x. Función de función. Derivadas sucesivas* Derivadas par¬ 
ciales de Las funciones de varios variables. — Utilización de las derivadas en el estudio tic las funciones^? 
Estudio de la variación do una función* Marcha a seguir. Función lineal y = ax + b. Función u — x\ 

ax + b ox 1 4" # + 2.1 

Función y ~ ax* + bx + o* Función y = —--—- Función y = x\ Función y = —-. Función 


u’x + b’ 


x 1 + 


u — 


Curva representativa. Teorema de Rolle* Teorema de los incrementos finitos. Fórmula de Taylor* 


¿x 


Fórmula de Mac-Laurin. Aplicaciones de estas fórmulas. Desarrollo en series enteras. Resolución numérica 
de las ecuaciones / (x) = 0. Separación de raíces* Métodos de aproximación* Infinitésimos, Parte principal* 

Diferencial de una función y — f fx) 


En tos capítulos precedentes Hemos estudiado las variaciones de cier¬ 
tas fundones* En el caso de una función homogruliea o de un trinomio 
de segundo grado, podemos siempre hacer las operaciones precíaos para 
poner la función en la forma ya estudiada. Para funciones más com¬ 
plicadas, un estudio directo, análogo a los precedentes, resulta difícil 
y a vece» imposible* 

A falta de un estudio rigurosamente exacto, podemos formarnos una 
idea aproximada de la variación de la función, dando a la variable 
algunos valores y observando los valores que toma la función* Cuantos 
más valores demos a la variable, mayor será la aproximación que obten¬ 
gamos en el estudio de la función* 

Para ver de una manera aproximada lo que ocurre en las proximida* 
des de un valor x 0 de la variable, damos a ésta también un valor xi, 


próximo al anterior, y estudiamos el cociente 


/ (xi) — / (Xa) 

XX — Xo 


(v* p* 199). 


Cuanto más cercano a Xo sea el valor xi, mayor aproximación ten- 

/ (xi)—/ Oro) 

dremos* Consideremos en el límite el valor del cociente- 

xi —xo 

DEFINICIÓN. La derivada de la /ui 




de la variable , es el limite (si 
cuando x\ tiende hacia xo* 


éste existe) del cociente 


f (xi) — / (xo) 
““ ™ " * 

XI — Xo 


Terminología y notación. 



El valor algébrico xi — xo se llama 
incremento de la variable. Este pue¬ 
de ser positivo o negativo. Se le de¬ 
signa por la notación h f o, sobre 
todo, por la notación Ax* 

La diferencia / (xi) — / (xo) se 
denomina incremento de la función * 
Se le designa por yi — yo, o, sobre 
todo, por la notación Ay* La deriva¬ 
da de una función se indica ponien¬ 
do un índice (en el mismo sitio que 
un exponcnie): y\ f (xo)- También 
se Índica la derivada por la nota- 
dy 


biy. 47 ción —-* 

dx 

Con esta terminología que liemos definido podemos enunciar el con¬ 
cepto de derivada de esu forma: la derivada de una función, para el 
valor xo de la variable, es el límite (si este existe) del cociente del 


incremento de la función por el incremento de la variable, cuando este 
t iende a cero. 


Significación geométrica de la derivada- —Sea !a función 
y ~ I (x) f definida para x = Xr Sea Mo el punto correspondiente al 
valor xo de hi variable y Mi id punto correspondiente a un segundo va¬ 
lor de la variable, xi ? próximo a Xo (jig * 47). La recia MoMi tiene por 

/ (xi)— / (xo) 

coeficiente angular el valor --—. 

XI-Xo 

Hagamos tender xi hacia xo* La recia M ( M\ gira alrededor He Mo, y 
cuando Mi coincide con Mo, la posición límite de la secante MoMi es, 
por definición, la tangente a la curva* Entonces el coeficiente angular 


/ íxi) — / (x 0 ) 


coincide con el valor de la derivada. E*s decir, el coefi- 


XI — Xo 

cíente angular de la tangente a una curva rn un punto de ella es el valor 
de la derivada en ese punto de la curva. 


Función derivada. — Sea una función 
y = / (x), definida en un intervalo (tf, />), 
Si para todos los valores de este intervalo 
la función admite una derivada, el conjun¬ 
to de las valores de estas derivadas forma 
una función que se llama derivada de la 
función y. Se le designa por las notaciones 
dy 

r oo, / 


o 


dx 


Teorema* Si una función £ (x) admite una 
derivada finita para el valor x<> de la varia¬ 
ble, es continua para el valor x — Xo. 

En efecto, designemos por K ul valor riel cociente 



/(*l> —/(*o) 


XI - Xo 


Sera entonce» f (xi) — / (xo) - K (xi — xob Si xt tiende bacía Xo, 
K tiende hacia f (xo)< Si f (xo) es finito, el producto K (xi — xo) 
tiende hacia cero y, por tanto, a este mismo límite tenderá / (xi) — 
— / (xo)* 


Observación. El recíproco de este teorema no es cierto* Existen fun¬ 
ciones que son continuas para un cierto valor de la variable, pero que 
no tienen derivada para este valor de la variable. 


Puede suceder que 


/ (xi) — / (xo) 
XI - Xo 


tienda hacia un cierto límite, 
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ruinido ¡i tumlr Imriji u» pui valona más pequeños qur i ,> p y 1 jinda 
hiii'iii <>l f «p- límite distinto, cumulo i j tieinh- hacia a<j por valoren «m- 
yuros 4 |im l Xi*. El pr.. límite en la derivada a la i^quicrdii t y el segun¬ 

do U derivada u la derecha* La curva presenta un punto ángulo* 

«o ( fig. 48)* 

Cálculo de las derivadas 

(lusos sencillos. 

1* La derivada de una constante es nula * 

yi — yo 

En efecto, si y — C t -— = 0, Esta relación es siempre nula, 

xi — x® 

luego su límite también lo es, 

2 a La derivada de y = x es y J = L 
yi — yo xi — xo 


En efecto. 


= L Este cociente es siempre igual 


xi “ xo xi ~ x® 

a la unidad, luego su límite es también la unidad* 
3 a La derivada de y = es y f = 2x* 


En efeetu, 


71 ~Yo 


XI — Xn 


x ú i — X“0 


— xi 4 Xt>. Cuando xi tiende 


xi 


Xo 


hacia xo, la suma xi 4 xo tiende hacia 2xo* Luego y' — 2x. 

1 1 

4 a La derivada de y = - es y' = —- - — 


En efecto, sea Xo 0: 


i 


xi 


Xü 


71 


yo = 


XI 

n — 7o 


Xo 


xjxo 


1 


XI *— Xo XIX® 

Cuando xi tiende hacia x®, el límite de — 
1 


XlXü 


es 


Xo" 


Luego 


J = ™ 


Derivada de una suma. — Teorema. Si varias funciones u, v, w, 
de una misma variable x, admiten una derivada para un cierta valor 
de x, la suma de esas funciones admite también una derivada para 
este mismo valor de x, y su valor es la suma de las derivadas de 
esas funciones. 

Consideremos la función 

y = tt + v + w. 

Sean u\ v\ w r las derivadas de las funciones u, v, w , para un cierto 
valor de x* Si damos a x un incremento Ax, los incrementos que corres¬ 
ponden a u, v y w son Aw, Au y Aíc, y a 7 le corresponde un incre¬ 
mento Ay, de tal modo que 

y + Ay = u 4 Au 4 v 4 Au 4 w 4 A ul 

De aquí se deduce T 

A y — ¿Su 4 Au + Au/. 

Dividiendo por Ax, tenemos; 


Ar 

Ax 


Au Au ¿±w 

4 ——■ 4 


Ax 


Ax 


Cuando Ax tiende a cero, las relaciones 


Ax 

Aü Au Aiu 


tienen por 


Ax Ax Ax 

límites, respectivamente, u\ v\ w\ según la hipótesis hecha. Luego su 
suma es otro límite y se puede poner, 

y = ti 4 v 4 w * 

Observación. Las dos funciones 7 = / fx ), 7 = A + / fx ) t . siendo 
A una constante, tienen la misma derivada y — f (x). 

Derivada de Ufl producto* — bohema* Si varias funciones adrni* 
ten derivadas , ¿tí producto admite igualmente una derivada , cuyo valor 
es la suma de cada una de los productos que se obtienen sustituyendo 
sucesivamente en el dado cotia función par su derivada , 

1* Caso de dos factores * Sean a y v las dos funciones de x dadas, que 
admiten las derivadas u y v\ Consideremos la función y — uv» Si da¬ 
mos a x un incremento Ax, los correspondientes incrementos de las 
funciones» u f u, 7, serán Aü, Ay, A7 T tales que se tendrá 

7 4 Ay — (u 4 Au) (y 4 Ay) — uv 4 «Au 4 uAu 4 Au Ay* 
De aquí se deduce 

Ay “ üAti 4 ííAií 4- Ar¿Ati. 

Dividiendo por Ax; 

Ay Au Au Ai? 

= u —■—- 4 v ——■ + Au 


Ax Ax Ax 

Si Ax tiende a cero, Aü, Ay tienden a cero; 

Ay 


Ax 

Au 


Ay 


Ax Ax 


tienden, 


por hipótesis, a las derivadas u y v\ Luego —- tiene un limite, que es 

Ax 

y r — uv 4 vu. 

2 n Caso de un número cualquiera de factores * lomemos, por ejemplo, 
tres factores u» y, iu* Sea y — uvw* 


Se puede nm sideral el producto uv como constituyendo un solo factor 
y según el orto ..ro podemos escribir, sucesivamente, 

y" — (uv)iv 4 (utf)'tti; 
y‘ — uvw 4 (uv + vu)w\ 
y — uvw + uvw + w'uiy* 

Análogamente a como hemos procedido ahora, obtendríamos una 
fórmula semejante para la derivada del producto de un número cual¬ 
quiera de factores. 

Aplicaciones. — La derivada de 7 - 3x es y' — 3. En general, la 
derivada de 7 — A / (x), .siendo A una constante, es y =5 A /' (x), 
puesto que la derivada de A es nula. 

Derivada de u r, h Siendo u función de x, la derivada de 7 = u m es 
igual a la suma de m términos iguales a u m_1 * u\ es <leeir, y — 
*= m * ^ u\ 

En particular, la derivada de x m es rnx m_1 * 

Derivada de un polinomio* Es la suma de las derivadas de cada uno 
de los monomios que lo componen. Estas derivadas parciales se obtie¬ 
nen aplicando la fórmula de la derivada de hallada antes. 

La derivada de un polinomio entero de grado m es un polinomio en¬ 
tero de grado m — 1, Sea el polinomio y = x* j — 3x^ 4 2x — 5. 
Su derivada es, 

y f 4x3 — 6x 4 2, 

Derivada de un cociente, —Teohema. Si dos fundones u y v, 


de una variable x, admiten una derivada, la función y = 


u 


admite 


también una derivada , siempre que el denominador v no sea nulo para 

vu" — uv" 

el valor de x considerado , El valor de esta derivada y" = -. 


_ ti 

Consideremos la función y — - -Dando a x un incremento Ax» 

v 

resultarán los Incrementos Au para u, Av para v, y Ay para 7, de 
modo que será, 

u 4 Au 

y 4 Ay = 


Despejando Ay tenemos, 

u 4 Au 

Ay = 


v 4 Ay 


11 


yAu — u Ay 


v 4 Au v viv 4 Au) 

Si dividimos los dos términos de esta igualdad última por Ax, 


Ay 


u 


A u 
Ax 


u 


Au 

Ax 


Si Ax tiende a cero, 


Ax u(u 4 Au) 

A a A v 

y —— tienden a las derivadas u y v\ 


A x A x 

Au tiende a eero y el denominador tiende, por tanto, a u a * Luego pue¬ 
de escribirse. 


uu 


uv 


V 1 


Aplicaciones, — Derivada de y = 


iu 


Aplicando el teorema anterior, será 


mx 


m —1 




2m 


= — mx~ m ~h 


Derivada de y = 


u 


111 


siendo u una /unción de x que admite de¬ 


rivada. 

Se tiene, 


u' 


J = 


= — rnu ¡ _m ~ 1 


mu 


ti 


u 




U 


m.q-1 


En suma, vemos que la regla establecida para la derivada de 7 = u 
puede aplicarse cuando el exponente es negativo* 

4x : * — 2x 4 1 

Ejemplo* Hallar la derivada de y — 


m 


y - 


— 3x 2 4 ó 

(X a — 3*s 4 ó) (12x s — 2) — (4x a —2x 4 D (3x 2 — óx) 

(x a — 3x 2 4 5)2 

— 12x* 4 4X 3 4 5U 2 4 bx— \Q 


y - 


(x 3 —3x a 4 5) 2 

Derivada de la raíz cuadrada de una función. — Teorema. 

Si u es una función de x, positiva, no nula. 7 admite una derivada u T 
la /unción y =s *f u admite también una derivada, cuyo valor es 


2 */ u 


Demos a x un incremento Ax, al que corresponden los incrementos 
Aü y Ay para u y para 7, respectivamente. Podemos escribir. 

Ay = u 4 Au — ^ u. 


Multiplicando y dividiendo el segundo miembro por ü 4 A ti 4 
4 s! u t se tiene 

Au 

Ay = —- - — . 

•J u + Au -|- %/ u 
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Dividiendo ambos miembros por A** se tendrá 

A u 


Ay 

Ax” 


Cuando Ax tiende a cero, 


Ax 


V'uH-Au-J-v'n 

Au 

tiende a u\ Áu tiende a cero, y el 


Ax 


denominador tiene por límite 2 \f ti. Luego 


Ay_ 

Ax 


tiende a un límite, 


y su valor es: 

Ejercicios. 

y - V x, 


u 


Y = 


2 *J u 


t 

y - 


i 


y = s/ 5x* — 2x¿ + L, 


2 %¿ x 
10x* — 2x 

V5 * 4 — 2 ** + 1 




Derivadas de las funciones circularos. Ihhuma. ím i el» 

sen x ig x 

-y <--- tienden n lo unidad, tunado % tiendñ Q cero 


ciones 


(x viene r.%presado en tod tañes}* Vamos a de¬ 
mostrar, imiNrimmmir, <| 11 ^ si un arco es me - 
ñor que un cuadrante, su medida, lomando el 
radio como unidad, esté compremfíífa entre las 
medulas del seno y tic la tangente de ese arco* 

Deroguemos por a Ja medida del arco AM 
(fig* 49); queremos demostrar que siendo 

7 t 

a < - — t se cumplirá* sen a < o¡ < tg a, 

2 

Tomemos el punto M\ simétrico del M con 
relación a OA, y tracemos las tangentes MS y M'S a la circunferencia. 

PM y AT son las medidas del seno y de la tangente del arco AM t res¬ 
pectivamente. 

Evidentemente, se puede escribir: 



med. cuerda MM' <T med, arco MAM' < med. (MS + M'S), 
o bien, dividiendo los dos miembros por 2: 

med. PM <1 med* arco MA <1 med, MS. 

Pero MS — AT, luego la doble desigualdad anterior es entonces: 
sen a < a < tg a, estando a expresado en radianes. 

Demostraremos ahora el teorema enunciado. Veamos primero el li- 

sen x t . 

inke de -— cuando x tiende a cero. Sí x es positivo, podemos 


n 


siempre suponer que es menor que 


2 


■, y se tiene 


sen x < x < tg x* 

Dividiendo sen x por cada uno de estos tres números, que son posi- 
tivos y crecientes, obtendremos tres cocientes que son positivos y de¬ 
crecientes : 

sen x 

1 > - > eos x . 


Cuando x tiende a cero, eos x tiende a la unidad; la relación 


sen x 


se encuentra entonces comprendida entre la unidad y un número 

sen x 

variable que tiene por límite la unidad, luego la relación--—- 

x 

tiene por límite la unidad. 

Si x es negativo, nosotros podemos hacer x — — y, siendo y positivo, 
y tendríamos: ■ 

sen x sen ( — y) — sen y _ sen y 

* - y —y y 

Cuando x tiende a cero por valores negativos, y tiende también a 

sen y 

cero, pero, por valores positivos; - 


tiene por límite la unidad. 


igual que 


sen x 


- f pues ambas relaciones son iguales. 


Veamos ahora el limite de 

tg x sen x 


tg x 


cuando x tiende a cero: 

1 


sen x 


x eos x 
sen x 


x 


Cuando x tiende a cero. 


unidad. Luego el límite de 


eos X 

tg X 


eos x 


eos x 

- tienden ambos a la 


es también la unidad. 


Derivada de y = sen X.— Teorema. La derivada de y = sen x 
es y f = cm x, cuando x esfó expresada en radianes . 


Demos un incremento Ax a x, al que corresponde un incremento 
Ay liara y. Se tiene 

A* / Ax 

Ay =2 «en (x + Ax ) — sen x — 2 sen ——- eos ( x + 


2 


Dividir mío «ni Ihjh miembros por Ax: 

Ax 

Mí) -- 

Ay _í 

Ax Ax 


eos 


X + 


Ax 


2 


Cuntido A, tiriide 0 cero, el primer factor del segundo miembro 
111 4 m 41 1 a ¡ti mil ilioJ y **\ Mi'gimdo tiende hacia eos x. Luego y — eos x. 

DitrlVIltlll lio V <l(W X. TxoriKMA* La derivada de y = eos x 
y’ m _• flan g, Dundo n x un Incremento Ax, corresponde a y un 

mi rí menlo A Y *'* «» r ,lf 


Ay ■ ooi tx + Ax) — DOS x 


Ax . 

2 «en-«en 1 x + 


2 


£)■ 


Dividir Milu nmlxm niIrmllMm |mi Ai! 

A* 

HC 1 I ■ — 

Ay 2 


Ax 


Ax 

~ir 


sen 


x + 


Ax 

~2~ 


Cuando Ax tiende a Cero, el primer factor del segundo miembro 
tiende a la unidad y el segundo tiende hacía eos x. Luego y' = eos x. 
[.liego y f — —- sen x. 

Derivada de y = tg X* — Teorema. La derivada de y - tg x es 


I 


y = 


eos* X 

Se tiene y = ig X " 


sen x 


eos x 


Aplicando Ja regla de la derivada dd cociente sera: 

eos x eos x — sen x {— sen x) 1 

f —.. _ 

y = -- 


cos a x 


COí$ x 


Este valor es igual que y = 1 + tg 3 x. 

También habría podido obtenerse el mismo resultado por el proce¬ 
dimiento general, sin utilizar las derivadas, ya conocidas, del seno y 
del coseno. 

Observación. Análogamente se obtendría para y = coig x la deri¬ 
vada 

y — — —- =2 — (i + cotg 2 x). 

sen a % 

Función dB función* —Consideremos la función y = f 0¿) t en la 
que u es una función de x* Se dice entonces que y es una función de 

función de x. j 

Consideremos un valor de x para el que la función u esté determi¬ 
nada y admita una derivada u* La función y = / («) estará también 
definida, y supongamos que admita la derivada y — /' (í¿), con relación 

a w. 

Sí damos a x un incremento Ax, corresponde a u un incremento Au, 
y a y un incremento Ay. Se puede escribir: 

Ay Ay An 

— = — X -. 

Ax Au Ax 

Si Ax tiende hacia cero, —— tiene por límite la derivada ux y 

Ax 

—í. tiende a yu t luego * * tiende a un límite, que es y*x — y u * u X, 


Au ^ Ax 

Esta fórmula puede generalizarse pura el caso de una función que 
dependa de otras varias sucesivamente. 

Regla, Sí y es función de u, u función de v t y v función de x, y para 
un cierto valor de x, v admite una derivada , y para el valor corres¬ 
pondiente de v Ííí función u admite también derivada , será: 

y r x — y u * u'v . vx* 

Ejemplos. 

1^* y = eos 3x f y — —3 sen 3x. 


y = sen I 5x + 


3 fl 


y = sen s/ x ¥ 


y' = 5 eos | Sx + 

coa i/ x 
y = -—. 


2 s/ x 

Observación. Después de haber establecido la fórmula que da la 
derivada dé y = sen x, podíamos haber obtenido inmediatamente la 
derivada de y = eos x. En efecto. 


7T 


coa x “ sen 


y ™ (—1) - eos 


Luego la derivada es 


(-T- 


sen x* 


Derivadas sucesivas. — Sea la función y — f íx), definida en 
el intervalo (o, b) y que admite una derivada y = /' (x). Esta deriva- 
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(la rrt tina función qiii> punir i u vr/ Inirt una *ht iVildu t i|U' j m ili lu 
derivada segunda di 1 y j (x), Se In designa pm lu notación y* o 
/ i i í. SÍ i-Miu ticri vím 14i segunda admite n mi ve/, otra derivada, ruin 
Híiía la derivada tercera de / (x)> Se la dcrignu por > o f** (x)* 
Y así sucesivamente. 


ICj km i* los : 


1 ° 

2 * 


y ~ ax ¿ + bx + c. 


y* — 2ax + b f y” = 2a, 


t* t 


= o, y( lv ) = 0. 


y = x n . 


— n (n — 1) {n — 2) x 


n—3 


y ^ nx n ^ ] , y" — n (n — 1 ) x n ~^, y 

Calculando las derivadas sucesivas se llegaría a la derivada de urden 
n o derivada enésima, cuyo valor sería: 

y( n ) - n (n — I) (/i — 2). + . 3. 2, 1* = n \ 


3° 


y — sen x. 


y ~ eos x =2 eos 


% + 


2 


)• 


y f = — sen x — eos (x + ít), y ' = — eos x = eos ^ x + 
Si seguimos derivando llegaríamos a la derivada enésima, 

y( n ) = so n ( x + n 


3tt 


9 


Derivadas parciales de las funciones de varias variables, 

— Sea z — f {x r y) una función de dos variables x c y, definida para 
cienos valores considerados de x y de y. Se llama derivada parcial de 
/ (x , y) con respecto a x la derivada de la función z, considerando 
la x como variable y Ja y como consta rite, A esta derivada se la designa 

5/ 

por uno de los símbolos siguientes: f'x (x* y), zx o ——, 

fix 

Análogamente, Ja derivada parcial de z con respecto a y se designa 

por / y (x, y), z'u o ——. 

hy 

Las derivadas de primer orden con respecto a x ü y admiten, en 
general, derivadas parciales, que son las derivadas de segundo orden 
de / (x, y). Las que se obtienen derivando fx con respectó a x o y 

ffif d^j 

se designan por /V {o ——) T y, j"xy (o -) respectivamente, 

ox* 5 xóy 

Análogamente, las derivadas parciales de segundo orden que se obtie¬ 
nen derivando / y con respecto a x o y se designan, respectiva mente, 

ga/ 8 2 / 

por las notaciones f'yx (o —-- )■ y /"y 3 (o ——-X 

«y - &r aya 

Las derivadas segundas pueden admitir derivadas parciales, que son 
las derivadas de tercer orden de / (x y y), y así sucesivamente, 

Ejemplo: 

/ t*y) = 12x3 4- 9x 2 y — Hxy a + y L 

f x = 36x 3 + lB^ry — 8 y 2 , 
f v — 9x 2 — I6xy + 3y 3 . 


f’yx = 18* — 

/ 


1 íy. 


\f 4* = 72* + 18y, 

\f *if = 18* — 16y, J ya = — 16* 4- óy 

x* — 72, J x 2 i/ = 18, / yor =18, / yxy = — 16* 

/ *tr fi í í fttt ^ fñt 

xyx — IB, J xy 44 = — 16,/ f/Xc — —- 16* f ¡t A “ 6, 

Observación* En este ejemplo se observa que 

/ !tt fft 

X# ~ J V*> 

/ tu o ft t , _ fm 

” / yr: ¿ ” / acyaí* 

Esta es tina propiedad general de las funciones de varias variables, 

según r[ teorema de Schwars: Si la función z = / (x t y) admite 

las tres derivadas parciales fx, f¡/ t f'xy, y esta última derivada es con¬ 
tinua, existe también la f"uz, verificándose que j"xy “ f*ux~ Omitimos 
la demostración, por salirse de loa límites de esta obra. 


adame derivada para cualquier valor de esie intervalo* esta derivada 
mi neo será positiva. 

l.i demostración de este teorema es análoga a la del anterior, 

OusMtVAClÓN, Ya hemos demostrado que la derivada de una cons* 
tu rile es cero* Luego si una función es constante en un intervalo, su 
derivada en este intervalo es nula, 

lí hC i PROCOS. I o Si ana función í (x) tiene tina f/erit/Éida constante¬ 
mente positiva para todos ¿os valores de un ¿nfert'aió, dicha función es 
creciente en este intervalo „ 

En efecto, si la función fuera constante en un intervalo parcial inte¬ 
rior al considerado, su derivada sería nula en el interior de ese inter¬ 
valo parcial y esto está en contra de la hipótesis. Si la función fuera 
decreciente en ese intervalo parcial, su derivada en dicho intervalo 
parcial sería negativa, lo que está también en contra de la hipótesis. 
Luego la función tiene que fier forzosamente creciente en el intervalo 
considerado. 

Análogamente podríamos demostrar loa dos teoremas recíprocos que 
siguen. 

2" Si una función í (x) £¿enc una derivada constantemente negativa 
en el interior de un intervalo , dicha función es decreciente en este 
intervalo, 

3" Si una función f (x) tiene una derivada constantemente nula en 
el interior de un intervalo , dicha función es constante en este intervalo , 

Estudio de la variación de una función. Marcha a seguir* 

— 1* Se determinan loa distintos intervalos en cuyo interior está defi¬ 
nida lu función* 

2" Se calcula la derivada de la función y se gubdividen los intervalos 
anteriores en intervalos parciales, en cuyo interior la derivada tenga el 
mismo signo. En cada uno de estos intervalos parciales, la función varía 
en el sentido que nos indique el signo de la derivada. Se estudia lo que 
ocurre en las fronteras de estos intervalos. Finalmente, estos resultados 
se indican en un cuadro. 

3* Se dibuja la curva. Es interesante precisar sus particularidades: 
simetrías, asíntotas, etc. Si un punto es especialmente interesante, para 
mejor determinarlo podemos dibujar la tangente a la curva en ese 
punto, cuyo coeficiente angular sabemos que es el valor de lu derivada 
en ese puntó. 

Antes de estudiar nuevos ejemplos, tratemos las funciones que ya 
hemos considerado antes directamente. 

Función lineal y = ax + b. — La derivada es / = a. Si éí > 0 , 
la función es creciente, y si a < Ü, la función es decreciente. 

Función y = X 3 # — Su derivada es y — 2x. Encontramos (como 
ya habíamos visto antes) que la función es decreciente en el intervalo 
(— °0, 0) y es creciente en el intervalo (Ü, + iX>). El origen de coor¬ 
denadas es el punto más bajo de la curva (ver ftg , 35). La derivada 
en este punto es nula, y la curva es, por tanto, tangente en el origen al 
eje x'x. 

Función y = ax- + bx + C, — Su derivada es / = 2ax -j- b . 
El signo de éste binomio nos da el sentido de variación de la curva. 

Si a *> 0, la derivada es negativa en el intervalo (— oq, ■— ——y 

2a 

b 

positiva en d intervalo (--—, + ogL Si a < U, la derivada es posi- 

2a 

ti va y negativa, respectivamente, en los intervalos anteriores. Estos mis¬ 
mos resultados ya los habíamos obtenido antes en el estudio directo, 

ax + b 

Función y — —-—- *—Esta función deja de estar definida 

ax + O 

6 # 

para x = , > Para calcular la derivada apliquemos la fórmula 

a 

de la derivada de un cociente y sera 


Utilización de las derivadas en el 
estudio de las funciones 


Las derivadas son de una gran utilidad en el estudio <it las varia- 
i iones de las funciones. Esta utilidad se basa en los teoremas siguientes. 

Teorema. Si una función es creciente en un intervalo (a, b), y admite 
derivada para cualquier valor de este intervalo , esta derivada nunca 
será negativa. 

Consideremos los valores x y xo comprendidos en el intervalo (a, b ), 
Ya sabemos que sí la función es creciente, la relación -2^—- --- 


es una función de x t siempre positiva. Si hacemos tender x hacia xo. el 
limite de esta relación es la derivada f (xo), y siempre será positiva, 
por tanto, dicha derivada, como queríamos demostrar* 

J kokema. Si una función es decrecteníe en un intervalo (a, b), y 


, a(ax Hh b ) — (ax + b)a 

(ax + ó') 3 " 

ab' —- ba 

7 ~ {ax + i/)*’ 

Al ser un cuadrado el denominador, el signo de y' viene determinado 
por el del numerador. Si ab' — ab > 0, la función es creciente en 
los dos intervalos en que ella está definida. Sí atí — ab < 0, la 
función es decreciente en dichos intervalos. Estos mismos resultados ya 
los conocíamos por el estudio directo. 

Función y = X ^ — Ella función es definida y continua en el in¬ 
tervalo (— oo, + <x>). La derivada es / = 3x 2 . 

Esta derivada es siempre positiva, salvo para el valor x — (J, que es 
nula. Luego la función es creciente en el intervalo (—- oo* + oq). En el 
origen, la curva es tangente al eje x'x, por ser nula la derivada. Este 
punto es un punto de inflexión* por cortar la tangente a la curva. 
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X' 


-2 -i 





(_'S 

te punto la derivada segunda, y" 

II 

Ss 

es nula. 


La función tiende a infinito al 

mismo 

tiempo 

que r y c 

un su mismo signo. 




Para dibujar la curva, demos uno® cuantos va- 

lo 

res a x 

y tendremos lo® de y; 



X 

= 1 

y = 1 x = 1 

y = 

— 1 


1 

1 1 


i 

X 

2 

II 

■i 

H 

II 

I 

y = 

8 

X 

= 2 

) = }¡ x — — 2 

y “ 

— 8 

X 

= 3 

y = 27 x = — 3 

y = 

— 27 

£ 

= 4 

y = 64 




X 

— fiC 


+ f±Q 


yi3x* 

+ 


y* 8 



4 



M «O '— ^ asee 




Si riamos a ía variable dos valores opuestos, los puntos obtenidos 
son simétricos respecto del origen. Luego el origen es centro de sime¬ 
tría de la curva {¡ig. 5U). 


Función y 


5X 3 4 X 4 23 


. — lista función es un ejemplo nu- 

túfi 4 hx 4 c 


X ¿ + 5 

mérico del cociente de dos trinomios de segundo grado, y — 

ax*+b*x -Nf 

El denominador no se anula para ningún valor de x . Luego la fun¬ 
ción está definida en el intervalo (* oo,-f oq). La derivada es, 

, _ (10* 4 1) (x 2 + 5) — (5x 3 + 23) 2x — 4 4* 4 5 

7 ~ {x 2 4 5)2 <jc a 4 5) 2 

El d enominador es siempre positivo, luego la derivada tiene el signo 
del numerador* El numerador se anula para los valores x = — 1 y 
x — 5. Luego la derivada es negativa en los intervalos {—oc\ — 1 ) 
y (5, 4 cxd, siendo positiva en el intervalo (-— 1 , 4 5 ), Observemos 
ei cuadro de variación, 


X 

-— 



+s 

4 

y 

— 

0 

4 - 

a - 


y 

5 



153 
r 30 

í,r ®^ 

^ 5 


Calculemos el límite de la función cuando x tiende a infinito* Si sus- 

4 <xj 


lhuimos x por 4 <x> queda y = 


4 ^ 


Esta expresión es una forma 


indeterminada, y es preciso calcular su verdadero valor. Para ello, divi¬ 
damos el numerador y el denominador por la mayor potencia de x t 
que es x 3 : 

1 23 

54-4 — 


x ú 


y - 


1 4 


Cuando x tiende hacia 4 oq o hacia — oo, la fracción tiende a 

5 10 + 0 


1 4 0 


= 5, 


Luego la recta y = 5 es asíntota de la curva (fig. 51). 

tf Observación, En el intervalo (—■ 1 , 

4 5) la curva corta a su asíntota. 
Para encontrar ía abscisa del punto 
de intersección resolvemos la ecuación 


5 


: 


-i H 

0 2 ^ 


5 *2 4 * 4 23 

x 1 4 5 


- 5, 


Fig. 51 


Función y 


X3 — 2 
2 x 


5 * 3 + x 4 23 = 5x 2 + 25, 
x — 2, 


\ — Para x = Ü se anula el denominador, 


y la curva deja de ser definida. Los intervalos en que es definida y con¬ 
tinua son (— e*D f 0 ) y ( 0 , 4 Oo). 


La derivada es y' = — 
X a 4 1 


3x“*2* — 2 (x* — 2) 


4x* 

(x 4 1) (x 3 *— x 4 1) 


El denominador es siempre positivo y el trinomio X a -— x 4 1 tam¬ 
bién lo es. Así pues, el signo de y es el de x 4 L Luego la función es 


decreciente en el intervalo (— oo t — 1 ) y creciente en los intervalos 
{— 1* 0) y (0, 4 oo). De aquí, el cuadro de variación 



Para x = — 1, el mínimo es y = 


2 


Cuando x tiende hacia cero, el numerador tiende hacia — 2 , y el 
denominador se anula: y tiende hada 4 <x> cuando x tiende hacia 
cero por valores negativos; y tiende hacia v? cuando x tiende hacia 
cero por valores positivos. 

Cuando x tiende hacía infinito, se obtiene una fonna indeterminada 

4 

del tipo -. Para hallar el verdadero valor, hacemos; 


4 <x> 


y ^ 


2x 


2 


(-4 


2 x ¿ 

Cuando x aumenta indefinidamente. 1 —-tiende hacia 1 , y —-— 

x 3 2 

tiende hacia 4 íND* Luego y tiende hada 4 Oí 1 cuando x tiende a 4 ao. 

Curva representativa, — El eje y'y, es decir, ía recta x = 0, es 
asíntota de la curva {fig. 52). 

Escribamos la ecuación de la curva en 
s 2 1 

la forma y — - — --Se ve que 

2 x 

x 3 1 

la diferencia y — —— =-lien* 

2 x 

de hacía cero cuando x tiende hacía in¬ 
finito, positivo o negativo. Es decir, la 
distancia entre dos puntos de igual abs¬ 
cisa, uno situado sobre la parábola 
X a 

y — -——■, y el otro situado sobre la 


x 3 I 

curva y — -* — - tiende hacia 

2 x 

cero cuando x tiende hacia 4 ó — 

1 — oo. Por extensión del concepto de usintóliea, se dice que la parábola 



y = 


(en puntos en la fig. 52) es asíntota a la curva considerada. 


Observación» Los ejemplos anteriores, así como la función homo- 


gráfica, son funciones del tipo y — 


f (x) 

$ (x) 


siendo / (x) y g (x) 


polinomios en x. Si x tiende hacia infinito, nos encontramos con una 


forma indeterminada del tipo 


4 oe 
4 x> 


. Para hacer desaparecer esta in- 


determinación, sacamos factor común en el numerador y denominador 
a los términos de más alto grado. Sean estos términos Ax m y Ex 4 


La función será, entonces, el producto de 
forma 

ai 

1 + - 4 


a¿ 


Ax m 

Bx n 

4 ... 


por una fracción de la 


x-¿ 


b\ b: 
1 4 ■ — 4 — 


4 


x x¿ 

Esta fracción tiene por límite la unidad, cuando x tiende hacia infi- 

A x™ 

nito. Luego y tiende entonces al mismo límite que la fracción 


Distingamos tres casos: 

Ax m 

L" Si ni <Z n r es 


1 


Bx“ 


. Esta expresión tiende hacía 


Bx Tl B x n-m 

cero cuando x tiende hacia infinito. Luego en este caso, la función y 
tiende a cero. La curva es asinlótiea al eje x'x; 

Ax m A 

2 ° Si m = n, es ——-es —-— * Cuando x aumenta indefinidamente. 


Bx* 


B 


A A 

el límite de y es ——. La recta y = - es asíntota de la curva 

B B 


3° Si m n f es 


Ax m 


Bx r > B 
también tiende hacia infinito. 


« x m- 4 Si x tiende hacia infinito, y 
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Si dividimos / (i) por g (i) hegún Iíín |>nlrn^iji^ deerrrimtríi de i, 
podemos poner y de la siguiente furnia; 

r (x > 

y = q (x) 4- — " , 

K U) 

sien (i t> (f (x) un polinomio de grado m — n y r (:t) otro polinomio, de 
grado inferior a n, 

r (jt) 

Cuando x tiende hacía infinito, -- tiende hada cero, según 

& U) 

acabamos de ver. Esto nos dice que la curva y — q (:r) es asíntótica 

/ (*) 

a la curva y = --—* 

g (x) 

En el caso particular de ser m — n = 1, el cociente q (*) es de 
primer grado en x y de la forma a x 4- A; entonces y = q (x) es una 
recta, asíntota de la curva que estudiamos. 

Teorema de Rolle. — Sea una junción i (x), definida y continua 
en un intervalo (a, b), que admite para todos los valores de este inter¬ 
valo una derivada finita y determinada. Si es f (a) — f (b), la derivada 
r (x) se anula ana pez por lo menos en el intervalo considerado. 

Si la función es constante en el intervalo (a, A) [o en un intervalo 
interior al (¿r, A)l, la derivada es nula para todos los valores de este 
intervalo. 

Si la función no es constante en el intervalo (ct, 6)» supongamos que 
ella loma valores mayores que / (a). Entonces, la función tendrá un 
máximo, por lo menos, en el intervalo en cuestión. Sea c el valor de la 
variable, correspondiente al máximo de la función. 

Se puede encontrar siempre un numero positivo c tal que f (c + k ) — 
— / <c) sea negativo para todos los valores de A inferiores en valor 
absoluto a t. 

/(c+*)-/<«) , t 

El cociente ---es negativo para todos los valores tíe 

h 

h positivos. 

Si A tiende hacia cero, por valores positivos, el límite de ese cociente, 
que es siempre negativo, es negativo o nulo; luego j' (c) es negativa 
o nula. 

/ te + k)~ i (c) . . 

El cociente --—-—-es positivo para todos los valores de 

h 

h negativos. Si A tiende a cero, por valores negativos, el límite de esc 
cociente, que es siempre positivo, es positivo o nulo; luego /' (c) es 
positiva o nula. 

Así, pues, la derivada /' (c) es forzosamente nula. 

Si en el intervalo (rt, ó) la fuñe ion no toma valores mayores que f (a) t 

sino menores, razona n- 


.V 




do del mismo modo 
se llega a la conclu¬ 
sión : f* (c) = 0, sien¬ 
do c el valor de la 
variable cor respon* 
diente ni mínimo de 
la función. 


x 


Significación geo¬ 
métrica. El teorema 
de Hollé nos dice que 

sobre el arco de curva AO hay, al menos, un punto C coya tangente es 
horizontal (/ig. 53), 

Sin embargo, de acuerdo con el enunciado, el teorema no se cumple 

si en el punto C la 
derivada es infinita 
{fig t 54), o si no 
está bien definida, 
como en el caso de 
no ser iguales las 
derivadas a la derc* 
.X cha y a la izquier¬ 
da del punto C con¬ 
siderado {fig. 55), 

Teorema de los incrementos finitos- —.Sí una función l íx> 

es continua y definida en un intervalo (a, b), y si ella admite para 
todos los valores de este intervalo una derivada finita y determinada, 
hay a! rnenos un valor c, comprendido en el intervalo (a, b,), tal que 
í (b) ~ f (a) 

= f (c). 



X 



b — a 

Designemos poT K al cociente 


/ (A) — / (a) 


■ t y consideremos la 


b — a 

función auxiliar, 

F (x) = / (A) — f (x) — (A — x) K. 

Esta función se anula para los valores x = b y x = a ; aplicando el 

teorema de Rolle al intervalo (er t A), existirá un valor c en él, tal que 

sea F' (c) = 0, es decir, — f f (c) K. = 0, o sea, K = /' (c), y 

por tanto, 

f (« - / («> 

--- = / <c), 

A — a 

como queríamos demostrar. 

Significación geométrica. Este teorema expresa que en todo arco 
de curva AB ífig. 56), tal que en cada uno de sus puntos tenga una 


■Hibi (atigi uh 1 , paralela al eje Oy, existe al menos un punto C, tal 
que hi lungenlc en él es paralela a la cuerda AB. 

Eos .huta de i.OS INCREMENTOS FINITOS. Podemos expresar el teorema 
de los incrementos finitos de otra forma f sustituyendo a por x y b por 
x +- II Será entonces b -— a = h. Supongamos que c — x 4 0 h, 
siendo 0 -C 0 <Z L Con estas notaciones , se obtiene 

¡(x + A) - /(*) + hf (x + 8h). 

Aplicaciones. I o Demostremos el teorema: “Si una función admite 
uria derivada constantemente positiva en un intervalo, ella crece en este 
intervalo”. 

Sean, en efecto, xi y xz dos valores cualesquiera de este intervalo. 
Habrá un número xo t comprendido entre xi y xz, tai que 

f(x\> — / (xa) 

----—- - / (xu)> 

xi — xi 

Si j' (xo) es positiva, el primer miembro de la igualdad también lo 
será, lo que expresa que la función es creciente en el intervalo consi¬ 
derado. 

Análogamente, si la función admite mm derivada constantemente ne¬ 
gativa en un intervalo, ella es decreciente en dicho intervalo. 

Ü 

2* Forma indeterminada ——. Regla de VHopital. Sean las dos fun¬ 
ciones f (x) y g fx), que se anulan para el valor Xo = x. FÁ cociente 

i . u 

- --- presenta entonces la forma indeterminada --- * 

g (x) ü 

Si ambas funciones son polinomios, un procedimiento de quitar la 
indeterminación es dividirlos por x — Xo ; otro procedimiento es con 
auxilio de la fórmula de tos incrementos finitos. Si x es un valor próxi¬ 
mo a Xa, tal que f (*) y g (a) tienen derivadas finitas y determinadas, 
se tiene: 


/ (xo + A) / (jfo + 01 A) 

g (xo + A) ¿ (*u 4- 6ih) 


Si A tiende a cero, el límite que buscamos es 
regla de L’Hopitah 

EJEMPLO. [fallar el verdadero valor de 


r i*o) 


ésta es La 


x m — a m 


xP — aR 


g (tfo) 

para x — a. 


m 

El verdadero valor será el de -- r o sea-* x m ~P« 

pxí ,_1 p 

Observación. Si sustituimos / (x + k) por / (rt), el error cometido 
es hf (x 4“ Oh). Si conocernos un límite superior del error para 
f (% 4“ Oh) en el intervalo (x, x 4“ A), podemos tener, al mismo tiem¬ 
po que el sentido del error, un limite superior de éste. 


Fórmula (te Taylor. — Esta fórmula es una generalización de la 
fórmula de los incrementos finitos, en la que intervienen Jas derivadas 
sucesivas. Sabemos que el producto de los n primeros números consecu¬ 
tivos se denomina factorial de n y se le designa por la notación ni 
Teorema. Si una función f (x) es continua , asi como sus n prime¬ 
ras derivadas, en el intervedo (a, b), y si ella admite en este intervalo 
la derivada de orden (u 4- 1), finita y determinada, existirá un nume¬ 
ro e, comprendido en ese intervalo , tal que se tenga 

b — a ib — a) 2 

f(b) ~ ¡(a) = —-- fia) + --- f(«> + 

1 2 ! 


+ ... + 


(b — a) n 


f"(a) + 


ni 


*— a) n ^ 
(n 4- 1H 


«■+!) <c) 


La demostración es análoga a la del teorema anterior. 

Sustituyamos a por x y b por x + A; el número c es de la forma 
a 4“ #A, siendo 0 < A < 1. La fórmula de Taylor queda así, entonces, 

h A“ A 11 

f{x + A) — j(x) -H- f{x) 4’ -—“ f (x) 4* ... + - f( n ) (x) + 

1 2 ! ni 


A rt + 1 

4 - —- (f^Li) {x + m. 

(n + 1)1 


Fórmula d€ Mac^Laurin,— Si en la anterior fórmula de Taylor 
hacemos x ~ ü f h = X f obtenemos la llamada fórmula de Mac-haurin, 

üx) = m + — r<o) + — n o) + ... + ~ /(»)(o) + 

1 2 ! n! 

+ -—-- / {“+ 1 ) (ftr). 

(n 4 - 1)1 


Aplicaciones de estas fórmulas. 1° Desarrollos limitados. 

expresiones anteriores se denominan desarrollos limitados. El último 
término de ellas, 


A Ti 4l 

-- —/<*H) f x 4- 6h) ó 

( íi 4" 1)1 


(n 4 - 1)! 


/(»+!) 


f 


se llama término complementario o resto. Los desarrollos limitados nos 
permiten sustituir en un cierto intervalo una función y — f (t) por 
un polinomio de grado a* El error cometido es el término complemen¬ 
tario, y si conocemos un límite superior de la derivada de orden (n 4- 1 > 
en el intervalo considerado, tendremos un límite superior del error (en 
valor absoluto). Se puede demostrar que, si tina función admite un 
desarrollo limitado de orden n f en un intervalo, este desarrollo es único. 
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Ejemplo, Hallar im valor aproximado del seno de un arco x ix en 
radianes), i-as derivadas sucesivas de y — sen x son definidas y deter¬ 
minad as, El desarrollo limitado de orden 5 t por ejemplo, es: 

xfi X*> 

sen r = r “ — + —-— sen $x< 

3! 5! 6! 

El término complementario nos da e) error si tomamos como valor cío 
sen x el conjunto de ios tres primeros términos. Por ser sen B x - I, 


el error cometido es como máximo- 


6 ! 


2 Ü Estudio de una curva en las proximidades de uno de sus puntos. 
La ecuación de la tangente cu el punto M. do la curva, de ahuciad 
OP = a , es {/ig. 57), 

Y = / (4 + (x — a) /' (a). 

Según el teorema de Chasles, éc tiene NM' = y — V. 

(x — «) 3 (■* ■— <0" 

V . + —-— /<») ío) + 


N'M = 


i («) + 

2 n! 

(x — a) B + I 

+ —-—-/(■+*) (c). 


(n + D! 

Esta expresión tiende hacia cero simultánea mente con (x ah 1 aia 
valores de (x — a) suficientemente pequeños, el signo de N M es el 
de su primer termino, 

_ (x — a) 2 

Si f (a) 0, el signo de N'M' es el de--- / («). « »eu 

■U 

el de f” («). La curva queda por encima 
de la tangente (o por debajo) si f (a) > 
> 0 [o f* («) < 0], 

Si f ( a ) - 0, para determinar las pro¬ 
ximidades del punto M será preciso en¬ 
tonces recurrir a ia derivada tercera. Si 
(tí) =¡¿ 0, el signo de N'M' es el de 

(x — a)* . 

— -/ (o); cambia de signo 

3! 

cuando x pasa por a: la curva corta la tan¬ 
gente y el punto M se llama punto de in¬ 
flexión* 

Si es f* (a) = /'" (a) = 0, recurrimos 
a la derivada cuarta. Si /(*^) (a) ^ 0, 
la curva no corta la tangente y así sucesivamente* 

3 a Extensión de la regla de UHopitol, Verdadero valor de ¿a relación 

———- cuando x tiende hacia xo y si í (xo) = g ( x <>) = N. 

g(*) i i i i 

Ya sabemos por la regla de L’Hopital que el verdadero valor de 

/ (.T> f ( Xo ) * t* * \ 

■--—. cuando / (x Q ) - 8 (*»> 53 l) i tíS - , , , cuando / (xo) y 

g(x) 8 <*«> 

g (xq) no son cero simultáneamente* Si es / (x©) — 8 (xo) — 0, 

f (xo) _ , * , 

el verdadero valor es entonces —— -— - Si acaso estas derivadas 

8 (xo) 

segundas fueran también nulas, el verdadero valor que buscamos sería 

r (*o) 

--— , y así sucesivamente, 

g* (xo) 



Desarrollo en series enteras. — Si una función es definida y 
continua en un intervalo ( a , b) y conocemos todas sus derivadas suce¬ 
sivas, siendo todas estas derivadas definidas y continuas en el inter¬ 
valo considerado, podemos prolongar indefinidamente el desarrollo según 
la fórmula de Taylor o de Mac-Laurin para lodos los valores de pe 
intervalo* Se obtiene así un desarrollo en serie entera (se denomina 
“serie" a una suma algébrica de infinitos términos que se obtienen suce¬ 
sivamente según una ley dada). 

Ejemplos importantes* Desarrollo en serie entera de sen x y de eos x* 


X 3 X 5 x 7 —l) ra x 2ri +* 


sen x = x —-— + 


---- 

- , - + 

’ ¡ - ■ ♦ 

V. 

5! 

7! 

V¿n -f 1)! 


X ¿ 

eos X ~ I . . + 



(— I)”* 3 » 

... + - 



2 í 4Í 6! (2«)! 


Resolución numérica de las ecuaciones f (x) = ú.~ Ya he¬ 
mos expuesto un procedimiento gráfico de resolución de estas ecuacio¬ 
nes, pero este procedimiento sólo nos proporciona una aproximación 
muy grosera, En los procedimientos que siguen, obtenemos resultados 
más aproximados c incluso un límite superior del error cometido. 


Separación de rafees. -—■ Si observamos la variación de la función 
y — f (x), vemos que gracias a la derivada podemos dividir el inter¬ 
valo (— eso, + <x>) ptt intervalos parciales, en cuyo interior 1a función 
es siempre definida y varía en el mismo sentido. En cada uno de 
estos intervalos parciales, la función no puede anularse mas de una 
vez, y se comprueba si efectivamente se anula, pues en este caso toma 
signos opuestos en los extremos del intervalo* De aquí el siguiente mé¬ 
todo para saber el número de raíces de una ecuación. 

Se forma una relación ordenada en orden creciente de los siguientes 
valores: — OO, + X, raícüü de la derivada y valores para los que la 
función deja de ser definida (si los hay)* Por deha jo de estos valores 
se ponen los signos ele los valores correspondientes de / (x)* Entre dos 
números consecutivos de aquella relación habrá una raíz o no, según 
que los signos que tienen debajo sean distintos o iguales* 


EjKMPMitf* í 1 " Hallar <1 numero de raíces de la ecuación x ■* — 
— 5x — 2 0, 

La derivada es 5x* 5, cuyas ratees son — 1 y + 1. Formamos el 

siguiente eimdro dr valoren y ligaos que toma la función: 

Valores de x — tx» — 1 + 1 + 

Signos de / (*) + — + 

(Jumo hay neos cambios dr fágaos, órne será el número de raíces do 

la ecuación, 

2* Sea la ecuación de tercer grado x : - + px + <7 = 0. 

La derivada I ¡). 

Sí p * 0, la derivada en sirmpic positiva y la fundón es creciente 
fíe ■ Ou ii )-Ou. Luego ni» existo muía man que una raí». 

Si p <C 0, la derivada tiene don raícen: 1 



Consideremos para % los valores — <x>, 




Los valores ríe / (x) correspondientes a éstos de x son: 



Como la función decrece en el intervalo 


( ~V T' + V r )’ 

la condición necesaria y suficiente para que la ecuación tenga tres 
raíces es 



es decir. 


4/P + 27í/ a < 0, 


Métodos de aproximación. — Una vez hecha la separación de las 
raíces, podemos calcular en cada intervalo el valor aproximado de la 
raíz. 




Fig, 59 


I a Método de Descartes (o de las partes proporcionales). Se susti¬ 
tuye el arco AB por su cuerda (fig. 58) y la abscisa del punto donde 
ella corla el aje x*x nos proporciona un vulor aproximado de la raíz. 
La ecuación de la recta AB es 


y 


/ («) + (x — a) 


f (b) — f (a) 
b — a 


El valor de x que hace nula y es 

af (b) — bf (ü) 

Si esle valor no es lo suficientemente aproximado, y el valor do } (%i) 
es de signo contrario a / (a) F stistilu irnos en la f omití tu anterior b por 
xi y obtendremos un nuevo valor ( jig * 59), Sí este nuevo valor no 
nos da todavía la aproximación apetecida, podemos seguir de la misma 
manera hasta aproximarnos todo lo que queramos al valor exacto de la 
raíz. 

Observación, Si en el intervalo (a, b) la derivada segunda f* (x) 
tiene constantemente el mismo signo, la ruma do curva no tiene punto 
de inflexión y los valores sucesivos que obtenemos para la raíz son 
todos aproximados por defecto o todos aproximados por exceso ( figu¬ 
ras 60 a 63), 

2 ” Método de Newton* Este método consiste en sustituir ct arco AB 
por la tangente en uno de sus extremos (fig m 64). En la figura se obser¬ 
va que el extremo que nos interesa tomar es el A* 

La ecuación de la tangente en este punto A, de abscisa a t es: 

y — f (a) = fia) ( x — a). 

La abscisa del punto de intersección de esta tangente con el eje 
x'x es 


/ (a) 


Si este valor obtenido no es suficientemente aproximado, sustituimos 
a j*or xi y obtenemos un nuevo valor X2 y así sucesivamente nos iremos 
aproximando al valor exacto de la raíz. 

Observación. El método de Newton debe aplicarse cuando en el inter¬ 
valo considerado la derivada segunda conserva el mismo signo* Si el 
método de Descartes nos da los valores aproximados de la raíz en un 
sentido, el de Newton nos da la aproximación en el otro sentido* 
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(i I O M I IRIA ANALÍTICA. FUNCIONES 


De fi nlr» i v .111 i i 'k 11 1 1 r |j|h fíjiinr., Mr deduce qur el método de Nrwlim 
? 'C drfit .qdu n i j I r\trrhh> rlrj luí r rv.'i hi en qUe / (:i) tenga d mismo 
sigilo 111 le f | x). 



Fig. GO 



!nf ¡ni tésimos.—- Definición, llama infinitésimo o infinita¬ 
mente pequeño toda cantidad variable que tiende a cero, 

Okuen ue un INFINITESIMO. Si un infinitésimo y es función de un 


infinitésimo x y si existe un número m tal que la relación 


-tiende 

x n 


a un límite A, (mito y no nulo, cuantío x tiende a cero, se dice que 
el infinitésimo y es de orden m con relación a j; m es el urden in.fi- 
nitesima] de x. 




con relación a la variable x, pues ya sabemos oue 
cuando x tiende a cero. 


sen x 


x 


tiende a 1 



Un polinomio unx m + a]x m T1 -p 
"h apx m +P, sin término constante 
y ordenado según las potencias cre¬ 
cientes de x, es iíii infinitésimo de. 
orden m. 

Si la derivada primera es diferente 
t 4le cero (definida y Continua), el in¬ 
cremento rs infinitésimo de primer 
orden con relación a ¿Vr. 

Si se cumplen las condiciones del 
ten rema de Tu y lo r y las derivadas su¬ 
cesivas son nulas, siendo la de orden 
n la primera derivada distinta de cero, 
la fórmula de Taylor nos muestra que el incremento Ay de la función 
es un infinitésimo de orden n con relación al incremento Ax, 

Volviendo a las aplicaciones de! teorema de Taylor, d vector N'M' 
Soportado por una paralela al eje y y , y comprendido entre la curva 
y su tangente en el punto de abscisa a (fig, 57), es un infinitésimo con 
relación a (x o). La formula dé Jaylor nos proporciona el orden infi¬ 
nitesimal de este infinitésimo, que es dos como mínimo* 

PSirte principal- ■ ' Si y es un infinitésimo de orden p con relación 

j cuando x tiende a cero, es cierto número 


a x, y el límite de 


X» 


finito no nulo, se llama parte principal de y la cantidad A-£* p . 

Y 

tiende hacia la unidad cuando x tiende a cero, 


La reía rió 


ion 


A** 


Se dice que y es un infinitésimo equivalente al Aa J> . 


Sr purdr demostrar que, en el cálculo del límite de un cociente o 
de un producto de varios infinitésimos, pueden sustituirse estos infini¬ 
tésimos por su parle principal Esto es lo que se suele hacer para 

quitar la indeterminación en las formas indeterminadas del tino —— 

0 

Definición. Dos infinitésimos son equivalentes cuando su cociente 
tiene por limite la unidad. 


Diferencial de una función y = f(x).— El incremento Ay 
de la función, correspondiente al incremento Ax de ía variable, es 
un infinitésimo si lo es La parte principal de este infinitésimo se 
llama diferencial fie y y se representa por la notación dy. 

La fórmula de Jaylor nos da, 

dy - f (x) * A.x, 

Si consideramos x como función de x y se obtiene, dx = Ax. Luego 
sustituyendo este valor en la expresión anterior, leñemos 

dy = f (x) - dx, 

dy 

tie donde se deduce: ¡' (x) = ——, 

dx 

Obtenemos así para la derivada la notación diferencial que hemos 


indicado al principio* Prro 


dy 

77 


no es sólo una notación, sino que 


realmente este cociente de diferenciales es el valor de la derivada /' (x). 
Esto sólo es cierto, en general, para las derivadas primeras. El empleo 
de las diferencíales facilita el cálculo de las derivadas* La relación 

dy / (x) * dx es valida también cuando x no es la variable indepen- 
d lente. 

Ejemplos. 1" Si % e y son funciones de una variable t Y 

Y = g (O, x — k (f), 

sera: dy = g (t) . dt , dx = ti (t) * dt, luego 

dy _ g (í) 

dx ti (t) 

2° Sea la función y = tg x t siendo x un número comprendido entre 

7T 7 r 

i? — y ■ A cada valor de x (en radianes) corresponde un valur 

de y. Recíprocamente, a cada valor de y (comprendido entre —-c© y 
+ so) corresponde un solo valor de x, tal que y sea la tangente de 
x radianes, De está forma se define una función x de y , que se llama 
función inversa de y = tg x y se la designa por x = arco tg y. 

Sabemos que la derivada de y — tgx es y — I T ig^x* luego 

dy 

= 1 + ttfx. 


dx 


For tamo, 


dx 


1 


1 


dy 1 + tg* x 1 + y- 

Si volvemos a la notación ordinaria, Ja derivada de y — aren tg x es 

dy ] 

dx 1 + x* 

Observación. Infinito. Se llama infinito o infinitamente grande toda 
cantidad varia lile que tiende a infinito. Si y es un infinito al serlo x, 
se dice que es un infinito de orden m con relación a x f si el cociente 

y 

- tiende hacia un límite finito no nulo A. 
x m 

Análogamente, la parte principal de y es Ax m . 

Por ejemplo, un polinomio y - aox m -f aix 7 *-' 1 + ., +i ordenado 
segiin bis potencias decrecientes de x, es un infinito cuya parte princi¬ 
pa! es aox™, 

l J ara quitar la indeterminación en una forma indeterminada del tipo 
c© 

t sc puede sustituir cada término del cociente por su parte prtn« 
cipa!. 

El inverso de un infinito es un infinitésimo. 


Funciones primitivas integ ales 







de la noción de integral. Aplicaciones del cálculo integral. 

curva de ecuación y — f (x), al girar 
necesario para vaciar un depósito. Ciílcu- 
Aplicaciones de las integrales al cálculo 
s. Rectificación de un arco 


. Definición. Se llama función primitiva, o más simplemente, primi¬ 
tiva dt una función f (x), otra función F (x) tul. que su derivada es 
precisamente la función dada, 

Así, por ejemplo, la función y — — - 1 es una primitiva de y = x. 

¡Si 

Terminología. Notación. — 1 ambién puede decirse que F (x) es 


una integral indefinida de / (x), y se designa por la notación, 

F (jc) = / / (x) dx y 

t / 

que se lee a F ( x ) igual a integral de / (x) dx”; el signo / es el signo 
integral y la diferencial dx indica que x es la variable de integración. 

1 bohema. Si una función í (x) admite una primitimt F (x), admitirá 
infinitas primitivas que difieren en una constante , 
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' I i i i ♦" mui $ i i im i i i víi ilc f (x) T también Jo es F (x) + C t ¡mr» 
U 'liu i ubi «i* t mim dos funciones son iguales, A lu constante inv Ir' 
Union de ittIteración* 

11 ...ir, uní G (x) otra primitiva de f (x), lu derivada de 

li el 11«< • 4 m ¡ h i, i 1 1 F (x) es 

G(x) — F'(x) = / (jr) — / (x) *= 0 , 

i ni i**- i i ilili i' iirin G (x) — F (x) es una constante C, 


MiiiíIuh 'inducidas del cálculo de derivadas. — La primitiva de 
muí Mima < i ln iimia de tas primitivas de cada uno de (os términos, 

> - i»miíu!ív.i d' h l producto de Luía función por una constante es igual 
1 1 i Inein tic Ja constante por la primitiva de la función. Es decir* 


t / A / (x) dx = A ^ / / (x) dx. 


Si íhmI. mort poner una función en la forma uv + uv\ su primitiva 

c*i no I C. 


\niUogamriite, ¡u primitiva de 

u' — 

dn es v U + C. 

2 s/ u 


Vil 


ir 


uv ti 

- es ■—- -f C. La primitiva 

v 


Cuadro ije primitivas simpi.es. 


Funciones 


l^rimitivas 

X 


x a 

H~ C 

2 

X* 


X 3 

■ + c 

x n 

(<zx H- b) n 

1 

*2 


3 

x^H -1 

--— + C 

«+1 

(ax + 6 )*+* 

- + c 

(n + 1 ) a 

1 

-+ c 

1 


X 

2 x 

sen x 


y/ x + C 

— eos X + C 

eos X 

1 + tg 2 * = —— 
eos- x 

1 

-—-—- — 1 + cotg 2 x 


sen x + G 


ig x 4 - C 

—* enig x + C 

sen 3 x 




OüServación, En las aplicaciones* se trata frecuentemente de buscar 
lu primitiva que, para cierto valor de la variable, toma determinado valhr. 
Esta condición nos permite determinar el valor de la constante C 
Sea, por ejemplo, hallar la primitiva de y = 3x^ — LQx + 7 , que 
se anala para x s= 5. 


t f (3x s — 


lOjt + 7) dx = Jt 3 — 5*2 + Ix + C 


Para _r — 5 es nula la primitiva: 125 — 125 + 33 + C = 0 , de 
donde C = — 35. Luego la primitiva buscada es # — 5r s + 7x — 35. 

Teorema, Si una función f (x) es positiva en el intervedo (a, b), el 
área limitada por la curva y — f (x) t el eje x/x* la recta fija x — a 
y la recta paralela al eje y'y de abscisa variable x* es una función 

primitiva de la fun¬ 
ción f (x). 

El área limitada por 


B 



el arco AM y los seg¬ 
mentos A A\ A^M' y 
M'M ( fig. 65) cs t evi¬ 
dentemente* una fun¬ 
ción de x: sea F (x). 
Calculemos su deriva¬ 
da. 

Demos a x un valer 
xi ligeramente mayor 
que je* y supongamos 
que en el intervalo 
xxi la función es cre¬ 
ciente, El incremento 
de la función F íx) es 
el trapecio mixtilíneo 
MMM 'N .VE Este t rape* 
eio está comprendido 
entre los rectángulos 

M'N'NiM y M'N'NMu Luego, viendo las ureas de ellos, podemos es¬ 
cribir 

(xi — x) / (x) < F (xi) — F (x) < (xi — x) /(xj), 
y, por ser xi — x positivo, 

F (xi) — F (x) 

/ (*) < --— -——-— < / (xi). 

XI — X 


r 


Fia. 05 


Si hacmnoH tcmlei a hurla x* f (xi) tiende hacia / (x); 
V (xi) — F (x) 

■ t i“Ofiipitoldillo cutre / (x) y j (xi), tiende también 

XI — X 

I uiciu / (i), luego b» dMÍvadji de F (i) es / (x). 

El mínimo (cm^ImnÍm idoi ncmih m consideramos xt ■< x* y en el caso 
dr aer I.-» (luición dc< nn< un 


Ajillcncionnr., 11 1 oí oh dr.. 1 Hilo que el área AA'MM es una 

primitiva Fti) dr /t»t Guando el punto M coincide con el A, ese 

área He íuiiiIji l.m r |f l‘ i i ) < « L i.iilivu de f (x) que se anula para 

x = a, es decir, i lo i tí. 

Sea L ( i) oí mi jiiimiHvn de / (t i Existe siempre una constante C, 
tal que 

F (*) C (x) + C. 

Gamo F («) = (), no tiene G G (fi) ¡ 

luego 

F <x) = G (*) — G (a). 

En particular, para x = b, en F (fr) = G (i) — ti (ü), 

De aquí, la siguiente regla: 

Regla. Si G (x) es una función primitiva de f (x), definida y posi¬ 
tiva en el intervalo (a* b) T el áren limitada por la curva y = f (x) t el 
eje x'x y las paralelas id eje y y de abeisas a y b, tiene por medida 
G (b) — G (a). 

Notación. La diferencia G ( 6 ) —- G (n) se designa por las notaciones 

b pb 

[G (x)] o I / (x) dx\ esta última expresión es una integral de* 

« a 

finida. 


y 


Ejemplos. I o Hallar el área comprendida entre el eje x'jc, la función 
— y la paralela A A. al eje y y de abscisa a (fig, 66 ). 


Una primitiva de y = x 3 es y 


x 3 

—% El área pedida es 
3 


S = 


3 



1 

Vemos que este valor del área es-del área del rectángulo OA'AR. 




2 W / lidiar el áren de una arcada de sinusoide (fig, 67). 

Una primitiva de y “ sen x es y = — eos x. El área buscada es 

it 

S = [— eos x] = — eos ít + eos í) = 2 , 
o 

Definición de integral definida. — Calculemos de nuevo el área 
limitada [íor la curva y ~ / (x)„ el eje x'x* y las paralelas al eje y y 
de abscisas a y h . Partimos <tel supuesto de ser y — / (x) una función 



definida, conlimia y positiva en eí intervalo (a r b K Dividamos el seg¬ 
mento A'B' {/¿g. 68 ) por los puntos IVTi, IVFa, ... ÍVTn, M'n+i, de 
abscisas xi* xa, ...* xn. Xn+l » ... y marquemos en cada uno de los 
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GEOMETRÍA ANALITICA. FUNCION IS 


¡nlervuloh t;on*''cativo* los puní oh N'i, N's* ... N'., ... tic absi ¡hhh £i, »'• S| ln función y - / (jt) no está definida para x = b, se considera 


Ck. 


¿fi 


La Huma 

/ (£l> (xi — «) + / (£a) (xa — xi) 4 - / (£ 3 } Ua — xa) + ... 

... + / í£n) í*n — Xn-Ú + ... 

es la suma de las áreas de tos rectángulos de la figura, y es un valor 
aproximado del urea A'ABB * 

Se puede demostrar de un modo riguroso que la suma considerada 
tiene, un límite perfectamente determinad o ruando el numero de inter¬ 
valos en que se divide el segmento A'B" aumenta indefinidamente. Este 
límite es independiente del valor tomado para las abscisas £i t £2, 

£11, .consideradas en cada intervalo. 

El valor de este límite se llama integral definida de f (2) en el inter- 

b 


valo (n r 6) y se designa por la notación I / (x) dx, que se lee: suma 

* a 

de a a b de / (x) dx. Los números a y b se llaman extremos o límites 
de la integral* 

r b 

Observación. La integral / / (x) dx es también ei límite de las 


/ 

J « 


sumas 

/ {«) (« — a) + / (*l) — *l) + /(*2> (jej — «)+... + / (Za-l) 

(.Xn — asn-l) + ... 

y 

/ ( XI ) (11 — a) + f ( XZ ) (*2 — *l) + ... + / (*n-H> (*»+l *n) 

+ ... en las mismas condiciones. 

Propiedades de la Integral* —De lo visto hasta ahora, resultan 
estas propiedades: 

f 35 

I a El valor de / / (x) dx es una función de x que tiene por deri- 

* « 

vada f (x}\ 

2 a Si se conoce una primitiva C (x) de / (x), se tiene 


/ 


/ <%) dx = G (6) — C (fl>. 

Extensiones de ia noción de integral. — i® Si la función 

/ b 

f (x) dx es también el límite de las sumas con- 
a 

sideradas anteriormente, . 

Si a < 6, este límite es negativo. Se obtiene así el valor algebraico 
del área A'B'BA (/¿g, 69), que en este caso es negativa* 



Si consideramos una función y — f (x) definida y continua en el ínter- 

/ *í> 

/ (x) dx expresa 
a 

la suma algebraica de las áreas comprendidas entre la curva, el eje x x 
y tas ordenadas extremas a y b. 

En el caso de la figura 70, es 


f 


I (x) dx = área A^AC — área CND + área DB U; 

í 

2 a Si b "> a t L f (x) dx es también el límite de las sumas conside¬ 
radas, dividiendo el intervalo (6, a) en un número de partes que aumen¬ 
ta indefinidamente* Entonces, cada una de las diferencias (xn+i — - Xn) 
es negativa, y se tiene, 

b p a 

¡ (x) ¿x — — i / (x) dx. 

J 1 

Teniendo en cuenta tas propiedades de las integrales indefinidas, de¬ 
ducimos Jas igualdades siguientes: 


f, 

a 


/ b pb ni 

[/ (x) + g (*)] dx = J / (*> dx + f 


g (x) dx 


f 


s 


AÍ (x) dx = A I / (x) dx, si A es una constante* 


Sí (a, h) y (6, c) son dos intervalos consecutivos, se tiene, 


/ b-e 

y 

a 


y (x) dx. Si esta integral tiende hacia un límite cuan¬ 


do fi tiende a cero, dicho límite se expresa por 


/ 


/ (x) dx * 


Sí y f (x) es una función definida y continua para todos los valo- 

f (x) dx cuando b aumenta inde- 
a 

00 

Unidamente, este limite se expresa por J / (x) dx* 


v íi 


Aplicaciones del cálculo integral. —El cálculo integral es de 
gran utilidad, y su empleo en física es muy frecuente. Un ejemplo de 
esto es el cálculo de áreas, ya tratado. 

El cálculo integral se presenta, por ejemplo, en el caso de buscar 
una magnitud, por medio de una función / (x), definida en un inter¬ 
valo (ff, ¿), y si 

j (£i) (xi — a) + / (£ 2 ) (xa — xi) + .♦,+/ (£n) (xn — Xn-l) 4- 

es un valor aproximado de dicha magnitud, en Jas mismas condiciones 
que en el ejemplo del área* Puede demostrarse, con todo rigor, que 
esta suma tiene un límite cuando el numero de intervalos aumenta in¬ 
definidamente, tendiendo cada uno de ellos a cero* De esta forma, 
tenemos el límite de una suma de un numero infinito de términos que 
son infinitésimos* 

Si las diferencias xi — tt> X2 — xi t ,,, xn — xn -] **, las designamos 
por Axi, Ax-¿, Axn, la suma considerada puede escribirse 

/ (£ 1 ) Axi + / (£ 2 ) Axa +***+/ (£fi) A Xn + / (£h+i) AxnTl + ... 
Si F (xrv) es el limite de la suma / (£ 1 ) Axi + *..+/ (£a) Axn. 


en el intervalo (a, Xn), es decir, si F (xn) es la integral 


f 


/ (x) dx. 


el infinitésimo f (£n+l) Ax»+i es equivalente al incremento de la fun¬ 
ción F (xn). Se demuestra que puede sustituirse este infinitésimo por su 
parte principal, / (x n ) dx: ia integral se presenta, entonces, como el 
límite de una suma de infinitas diferenciales* 

Volumen de la pirámide. — * Vamos a calcular el volumen de una 
pirámide de base B y altura k ( fig * 71)* Sea x la distancia del vértice 
S a un plano variable A B'C\ paralelo a la base* El volumen de la 
pirámide SATS'C' es una función de x* La base de esta pirámide tiene 

x 2 

por superficie B * -- * 

h 2 



Si damos a x un incremento Ax, el incremento que experimenta el 
volumen de la pirámide viene medido por el del tronco de pirámide 
A'B'C' A'iB'iC'i, que está comprendido entre los volúmenes de los 
prismas de bases A?WC' y A^B iC i y altura común Ax, 

B x 1 

Como estos volúmenes son los infinitésimos ■ — y 


B (x -f A *Y ¿ 


. Ax, la parle principal de este incremento de volumen 

Bx 2 


es decir, la diferencial del volumen de la pirámide, es 


á 2 


dx. 


EÍ volumen de la pirámide viene expresado por la integral, 




á Bx 2 


h 2 


dx = 


B 


h 2 


B - h 


f* e 


r c 


j f (x) dx = 

r 

í (a> dx + 

/ Q *' 

f (x) dx. 

' b 

v= J 


Hallemos ahora el volumen del tronco de pirámide ABC A^B C (fi¬ 
gura 72)* Sean z y z las distancias del vértice S a las bases menor 
y mayor A'B'C' y ABC, respectivamente, La altura del tronco de pirá¬ 
mide es h = z — z\ 

El volumen que buscamos es 

* Bx a B 


dx — 


3 z* 


u 


,3 
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JVru Irnirihii) en cuenta que, 

. t'B s (j — z) ( z 3 4 zz 4 z 2 ) = h ( z 3 4 + 2 a ). 


tenemos, por fin, 

V = 

B os la base mayor. 


3 

B - z'* 

Tli 


B 4 


Bz' B ¿* 

- 4 — 1 . 


es la base menor y 


B < i 


ch lu inedia 


geométrica de las dos bases. Hemos encontrado las mismas lórmiifin que 
ya conocíamos por la geometría. 




Fig. 73 


Volumen de revolución engendrado por la curva de ecua¬ 
ción y = f fx), al girar alrededor del e|e x x (fig. 73), — El 

incremento de volunten comprendido entre los planos perpendiculares 
al eje x'x t trazados por los pimíos de abscisas x y X Hh dx. es un in¬ 
finitésimo equivalente al cilindro cuya base es el círculo de radio IVTM 
y cuya altura es dx. La diferencia del volumen es ít/ s (x) dx, y el volu¬ 
men es, por tanto, 


-f 


npix) dx. 


Aplicación al volumen de la estera {fig. 70, - La esfera se 

engendra al girar un semicírculo alrededor de su diámetro AB. 

M'M 2 = R2 — *3. 

+R r x* -|+B ó¡rK* 


V = T ir 

J -11 


(R a — *J) dx — ir 


-|+K 

R=x-= 

3 J-ü 


El resultado obtenido ya lo conocíamos por la geometría. 


M 

P 




IM 

0 

B 


Tiempo necesario para vaciar un depósito. — ¿Cuánto tiem¬ 
po tarda en variarse un depósito de agua (fig* 75) t de 
radio K = 2 y altura h = 3, si la velocidad de salida 
del agua es proporcional, en cada instante, a la raíz 
cuadrada de la altura del liquido por encima del ori¬ 
ficio? Se sabe que cuando esta altura es la unidad^ 
dicha velocidad de salida es de 2 litros por segundo. 

La velocidad de salida del agua, con loa dalos d&- 

Fiq. 75 dos, es v = 2 %/ x, siendo x la altura de la lámina de 

agua sobre el orificio. 

Sea dx la distancia entre dos posiciones M N y P Q de la lamina 
de agua, infinitamente próximas entre sí. El volumen de agua entre 
estas dos posiciones es 4 ndx . La diferencial del tiempo empleado en 

4 ir dx 

pasar el agua de la posición M N a la P Q es di —-” 2ir 

2 x 

El tiempo total que tarda en vaciarse el depósito es 

f a 2 j rdx dx _ 

f — | - _ — 2 JT | - — 2 7T 2 */ X 

J 0 )/ X j U X 

es decir, t = 4ít%/ 3 = 21,7 segundos, aproximadamente. 


dx 


*J x 


5 

0 ? 


Cálculo de la integral con cambio de variable.— En la in¬ 
tegral / / (%) dx, la diferencial de la función 
es / (x) dx. Una gran ventaja de las dife* 
réndales es que x no ha de ser forzosamente 
lu variable independiente y t sin embargo, Ja 
diferencial es, en cualquier caso, / (x) dx. 

Si x es función de otra variable f, de la 
forma % — q> (í), se puede reemplazar x por 
tp (l), y, dx por <p' (r) dt, Hallamos así una 
nueva integral, cuyo elemento diferencial os 
/ tv í¿)] * tp (í) dt. Hay que cambiar los lími¬ 
tes entre los que vamos a calcular la integral, 
acomodándolos a la nueva variable f. 

Aplicación. — Hallar el área del círculo 

de centro O y situado en el ángulo x Oy (/¿ gu¬ 
ra 76). 

R 





s! R 2 — x 2 dx. 


Hagamos el cambio de variable x = R eos .p, dx = — R sen pd^p. 

ir tr 


1 

n 

2 J , 


R a sen 2 pdp — 


I 


% 


R* sen 2 pdtp 


- R 2 Í a 

J o 


sen 3 pdp* 


[1 — coa 2<p] dtp = 


K a 

2 


&en 2 r/3 


9 “ 


7TÍÍ- 


El área del círculo completo sería jtR 2 , valor ya conocido por la 
geometría. 

Integración por partos. — litro método muy importante para 
[a reducción de una integral dada a mi tipo conocido i\s el llamado 
de integración por partes, cuya fórmula se obtiene partiendo de la 
relativa a la diferencial de un productor 

d (uv) — u dt> 4 v da. 

Despejado u dv f obtenemos; 

it dv — (na) — v du. 

Integrando los dos miembros de esta ecuación, obtenemos la fórmula 
buscada, 

/ a dv ~ uv *— / v du. 

Si la integral / v du es fácil de bailar, el problema esta resuelto. 
Ejemplo. Calcular / x sen x dx. 

Haciendo u = x f dv = sen xdx se deduce v = — eos x y du = dx. 
Si aplicamos la fórmula de la integración por partes, obtenemos, 

/ x sen x dx - — x coa x — /(— coa x)dx - — * coa x + sen x 4 c r 

Aplicaciones de las integrales al cálculo de las áreas de 
sectores. — Se llama sector la superficie limitada por un arco dé 
curva y loa radios O A y ÜR que unen un 
punto O con loa extremos del arco, 

El sector más sencillo es el sector circu¬ 
lar, que ca la superficie de círculo limi¬ 
tada por un arco y los radios cor respondien¬ 
tes a sus extremos. 

El área del sector B 

circular es r 2 a, siendo 
r su nidio y os su án¬ 
gulo, expresado en ro- 
f llanca» 

Consideremos un ar¬ 
co de curva AB t cuya 
ecuación, en coorde 



Fítf- 77 


y 

/ 


/ H /X\ 


/ J^M' 


/ /y . . - - A 

X* 

0 x 

y 

Fia. 78 


ecuación, eu uooitiü- D 

nadas polares, es p = <p{0 ). Si a y son los ángulos polares de A y B, 

al variar 6 entre estes límites el punto M describirá el arco AB. Con¬ 
sideremos una posición de M (/ig. 78). Demos a 6 un incremento d<?. 
El incremento del área es el área del sector OMN, que está compren¬ 
dido (si ¡i es creciente) entre las úreas de los sectores circulares OMN 
y OM'N, Se tiene, entonces. 

y¡(0) dS área OMN ^ M# + <W)] 8 dO. 

El desarrollo limitado de q>{6 + d&) nos prueba que la diferencial 
del área es y a (6) dO. y el área buscada (estando 6 expresado en radia- 
nes) es, 

úrea AOB = j p* dO. 

En el sistema de coordenadas cartesianas, podemos obtener también 
una fórmula que nos dó el arca de im sector. 

Se tiene, 

x — p eos y — p 0» 

de donde 

y r 

=: p\ tg 0 =- f 0 - are tg — * 

X X 

\ 

Aplicando la fórmula que da'la derivada de arco tg x , y teniendo en 
cuenta la derivación de úna función de función, tenemos 

1 / y \ x 1 xdy — y dx 

d& = -— d — 

7 a \ x 

14- X 


x 2 4 y ú 


Integrando y simplificando, tenemos, finalmente, 


arca AOB ~ 


- / 


Jiroo AH 


(x dy — y dx). 


Si x e y son funciones de una variable f, y Mí recorre el aren AB 
de A hacia B t cuando t varía de ti a ía, se calcula la integral definida 
de fi ñ t¿, sustituyendo x r y, dx por sus expresiones en función de £. 
Esta fórmula es válida, también, en el caso en que M, de coordenadas 
x = f (í), y = g (f), describe una curva cerrada simple, cuando t va¬ 
ría de t\ a í2. La integral nos da entonces (con su signo) la medida 
del úrea interior a la curva. 
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Intégralos. Rectificación do un 

ílfCO, So trata de calcular Ja limpiad 
de un arco AB. Se» la ocuuuión de la 
curva y — f (x) una función definida 
y continua en el intervalo (a y h )* Supon¬ 
gamos que un punto móvil M recorre el 
arco de A hacia tí (fig* 79)* 

La longitud del arco AM es tina fun¬ 
ción de la abscisa x de M. Busquemos 
la diferencial de esta función. Si damos 
a x un incremento dx, M toma la posi¬ 
ción N, y podemos tomar como incre¬ 
mento del arco la cuerda MN. Sabe¬ 
mos que 


MN 2 = dx* 4 df* — dx 2 [t + </'(*)»]. 


Luego la diferencial del arco es ds = dx 1 + [/ (x)] 3 . 
liflegrando, obtenemos la longitud buscada : 





%/ 1+ \_f (x)P dx. 


Oiiskiivai uím Si no es x la variable independiente, la diferencial del 
arco viene duda por Ju fórmula general, 

ds 3 — dx 3 4- dy ¿ . 

Esta fórmula se hace extensiva a las curvas en el espacio 

— dx 2 4 dy 3 4 di 3 * 

Si el arco do curva plana AB viene dado por su ecuación en coorde¬ 
nadas polares s = ()(&), la diferencial de la longitud del arco la da 
la fórmula 


ds 3 = dffi 4 p* dÓ 3 . 

Sí q y fi son los ángulos polares de A y B (fig, 78), la longitud del 
arco es 

fP ~ - -- - 

S — j sj dpfi 4 p 3 d# 3 . 
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La» grúas proporcionan un ejemplo excelente 
de combinaciones tic his máquinas simples 
que sirven para transmitir la acción de Jas 
fuerzas (Fot. Service# phot. da port du 

Havre) 

•a c onal 


RESEÑA HISTÓRICA 


Los primeros ensayos de teoría de la mecánica datan de Aristóteles 
(384422 u. de L O. pero este no llega a establecer diferencia entre 
las propiedades estáticas, cinemáticas y dinámicas, En cambio, Arqui- 
medes 287-212 u. de J. C.) es el creador de la mecánica teórica. Durante 
fa botadura de un gran navio que Hierón había ordenado construir y que 
los sirucúsanos no podían lanzar fuera del asi i Ñero, Arqu tmedes demos- 
tro la eficacia de lu palunera y formuló las leyes de la mecánica racional, 
limitándose tínicamente a las leyes del equilibrio. Definió el centro de 
gravedad^ determino «I de k parábola, estableció los fundamentos de 
la hidrostática (principio de Arquímedes) e inventó, ademán del tornillo 
que lleva su nombre (tornillo de Arquímedcs), el tornillo sin fin y Ion 
polipastos* 

PappO o Pappus de Alejandría, matemático de últimos del siglo ni, 
q luso continuar k obra de Arqiumrdcs, y a el se deben los dos leo reñías 
que más tarde fueron enunciados por Guldiri, así como una teoría acer¬ 
en de las máquinas simples, 

Es necesario esperar hasta id siglo XVi para poder registrar nuevos 
progresos en esta ciencia: Nícolo Fontana, llamado Lortaglia (¿1*505?- 
1S57) se ocupa del estudio de Ja mecánica en general y del movimiento 
de los proyectiles (1537), y Jerónimo Cardan o Cardano (1501-1576), 
autor ríe un ira la do de mecánica, estudia el movimiento de los pro¬ 
yectiles (1570) r inventa la junto universal que lleva su nombre* Simón 
Steviti, llamado Simón de Brujas (1548*1620), establece la estática sobre 
liases lógicas y, después de publicar en 1586 su famosa obra ftnhrc 
estática e hidrostática con el principio relativo a k presión de ios 
líquidos sobre el fondo de los recipientes, estudia d plano indinado y 
llega a la composición de fuerzas, El suizo Labio Gulditi (1577 1643) 
formula de nuevo los teoremas de Puppus. 

En 1632, el jesuíta español Rodrigo de Arriaga (1562-1622) publicó 
una obra en |a que dice haber hallado por la experiencia que todos 
los cuerpos caen en el mismo tiempo cualquiera que sea su tamaño y 
su forma. Es interesante observar que la edición de ese libro es anterior 
al de Caldeo que dio a conocer la teoría de ía cuida de los cuerpos, 
Galíleo Galííei (1564-1642), verdadero iniciador de la mecánica mo¬ 
derna y a quien se debe el concepto de fuerza —que sirve de base a k 
misma-—-, descubrió la ley de la caída de los cuerpos y aclaró el con¬ 
cepto de inercia. También descubrió d parulelogramo de fuerzas desde 
el punto fie vista dinámico, enunciado ya por Slevim desde el punto 
de vista estático, y se sirvió de el para resolver el problema fiel 
movimiento de los proyectiles* Su discípulo Evangelista Torftcelli 
(1608-1647) determinó la condición de equilibrio de un cuerpo pesado 
sometido sólo a la acción de la gravedad y descubrió la pesantez del 
aire. El físico Ghristian Huygens (1629-1695) estudió los relojes y el 
péndulo^ abordó la dinámica de los sólidos y estableció ht diferencia 
existente, en la acción de las fuerzan aplicadas a un móvil, entre 
los efectos producidos por la componente normal y k tangencia!; asi¬ 
mismo demostró el teorema de ks fuerzas vivas en el péndulo* En fin, 
Newton (1642-1727) generad zó los descubrimientos de fia Ideo, esta¬ 
bleció el principio de la acción y la reacción y la ley de la gravitación 
universal. 

El desarrollo de las consecuencias derivadas de estos principios, según 
ks reglas del cálculo y de la lógica matemática, ha servido de funda¬ 
mento a la mecánica racional* Al establecer ks leyes de atracción 
universal, Newton hizo posible que la astronomía se sirviera de la 
mecánica. A partir de este momento iodos los progresos del álgebra, la 
geometría analítica, el análisis matemático y otras ramas de las mate¬ 
máticas han sido utilizados por k mecánica (o los problemas que la 
mecánica ha planteado a lo* matemáticos han sido causa de los pro¬ 
gresos alcanzados en dicho campo) llegando a convertirse cu una de las 
ramas más importantes de las matemáticas modernas. 

Los BeritouHi (Giacomo [1654-1705] y Giovanni [1667-1748] intro¬ 
dujeron múltiples aplicaciones de las teorías mecánicas a problemas 


de dinámica* Fierre Varignon (1654-1722), estudiando las máquinas 
simples, estableció la teoría do los momentos, enunció el principio de 
Las velocidades virtuales y resolvió el problema del equilibrio de un 
polígono fumenkr* 

En el siglo xvin, Lconhard Eider (1707-1783) somete el problema 
dél movimiento de un sólido libre a investigaciones puruínente analíti¬ 
cas; Daniel Bernoutfi (1700-1782) analiza los movimientos de los líqui¬ 
dos y gases; Jcan le Rond d'AJembert (1717*1783) determina los puntos 
de relación de k dinámica con la estática y formula el teorema general 
del equilibrio; Jorge Juan (1713-1773) publica un tratado de mecánica 
aplicado a ks construcciones, conocimiento y manejo de los navios y 
demás embarcaciones, en id cual dedica la primera parte a la mecánica 
de los sólidos y k segunda a la mecánica de los fluidos; Lotus de 
Lagrimee (1736-1813) demuestra el teorema de las velocidades virtua¬ 
les en un tratado de mecánica analítica , y Louk Foinsot (1777*1859) 
simplifica la estática al considerar la teoría de los pares. 

En el siglo xtx se distingue el matemático irlandés WilKattt HL 
HamiEton (1805-1865), a quien se debe el teorema de su nombre y 
el cálculo de cuatera ios* Merece también mención el ingeniero híspano- 
cubano Bernardo Purttwndo (1840*1920) y los españoles Benot y Vicuña* 
que descuellan por xuh numerosos trabajos matemáticos y físicos. 
De principios del siglo xx cabe citar a los franceses Paul Apptll (1855- 
1930) y Gabriel Kovnigx Q8584MI), Más te cien! emente, Albcrt Eius- 
tein (1879-1955) lia lincho, con sus trabajos, que las investigaciones 
de la mecánica entren en el campo de la fkie¡i mu i enfática y ha enim* 
liado loa modernos principios de la relatividad y de la equivalencia 
cienudo k teoría que lleva mu nombre. Su obra lia sido completada por 
Langcvln (1872-1946) y por Louts de Broglie (u. eri 1892). 

GENERALIDADES 

Objetó de (H mecánica. — La mecánica racional es la rama do 
las matemáticas que trata de la acción de ks fuerzas. 

Corrientemente se divide en tres partes: la estática, que se ocupa 
de fas condiciones de equilibrio; la dinámica, que estudia las reía* 
eiones entre los movimientos y bis fuerzas o causas que los producen, 
y k cinemática, que, para poder realizar este estudio, líala también 
de los movimientos independientemente de las fuerzas, pero teniendo 
en cuenta el tiempo. 

Es interesan te precisar las relaciones de lu mecánica con los proble¬ 
mas reales. Las condiciones de equilibrio y los movimientos de los 
cuerpos dependen, en re ululad, de gran numero de factores, entre ellos 
las deformaciones de estos cuerpos, la resistencia del medio y los efectos 
de tjtros cuerpos. Cualesquiera que sean lo» progresos de las ciencias 
experimentales, es imposible tener en cuenta estos factores y calcular 
sus efectos. Por consiguiente, es necesario substituir los cuerpos reales, 
así como las diferentes acciones sobre ellos, por acciones y cuerpos 
ficticios más sencillos que permitan el calculo. 

La mecánica racional proporciona en cierto modo una primera apro¬ 
ximación de los resultados. No obstante, el desarrollo puramente lógico 
de los principios de la mecánica racional ha encontrado en astronomía 
y en física matemática brillantes confirmaciones de la legitimidad de 
estos principios: el descubrimiento del planeta Neptuno efectuado por 
Leverrier, en 1846, después de im largo y laborioso análisis matemático 
de las irregularidades del planeta Urano, es un ejemplo sorprendente. 

Las condiciones que se estudian en mecánica racional son las ideales, 
a las que se procura aproximarse en Ja practica; podemos ckur, por 
ejemplo, la balística. Los movimientos reales de los proyectiles son 
muy diferentes a los calculados en mecánica racional, a causa de k 
resistencia del aire. Una trayectoria que atraviese kfc capas elevadas de 
k atmósfera, donde la resistencia del aire es menor, se aproxima con¬ 
sidera bleinciite a la calculada en el problema teórico* 
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Fuerzas* — Se llama fuerza toda causa capaz de modificar el estado 
de reposo o de movimiento de un cuerpo. 

El caballo que arrastra un carro ejerce una fuerza. Cuando se tira 
de un clavo fijado en ana pared, se ejerce una fuerza (fig* 1)* En varias 
partes de la física se estudian sistemas de fuerzas: así, 
por ejemplo, la ley de Coulomb establece las fuerzas 
que intervienen en los fenómenos eléctricos y magneti- 
0ü&. La ley de Navian establece las fuerzas que rigen 
la atracción universal de los cuerpos dos 
a dos» 

PeSQ. — E! peso de un cuerpo es la 
fuerza debida a la atracción que la tierra 
ejerce sobre ese punió. El punto some- 
tido a dicha atracción se llama punto 
pesante* 

Elementos de las fuerzas. - Una 

fuerza se caracteriza; 1", por su punto de 
aplicación; 2 o , por su dirección y su sen- 
ticio; 3% por su intensidad. 

El punto de aplicación de una fuerza es el punto mal erial sobre el 
que actúa, es decir, en el que modifica o tiende a modificar el estado 
de reposo o de movimiento de un cuerpo. 

La dirección de una fuerza es lo recta según la cual dicha fuerza 
tiende a desplazar el punto material sobre el que actúa. El concepto de 

dirección debe ser completado por el de sentido 
de la fuerza. 

La intensidad de una fuerza es la medida de 
r esta fuerza respecto a oirá que se toma por 

9p i _/ ^ unidad. 

Instrumentos de medida de las in¬ 
tensidades de las fuerzas. — A los instru- 

montos de medida de las intensidades de las 
fuerzas se les llama dinamómetros . Los dinamó¬ 
metros más sencillos están constituidos por re¬ 
sortes (fig* 2 ). 

Dos fuerzas son iguales cuando causan el 
mismo efecto. Una fuerza A es doble que otra 
fuerza B cuando realiza el mismo efecto que 
otras dos fuerzas iguales a B actuando simul¬ 
táneamente en la misma dirección. 


O 


i 

sfe 





Vectores; introducción* —Las oaraelerís- 
Fig. 2 ticas comunes a todas las fuerzas permiten re¬ 

presentar toda fuerza por un vector, Gracias 
a esta correspondencia entre vectores y fuerzas, se han podido substi¬ 
tuir los problemas de equilibrio y movimiento por problemas de geo¬ 
metría y de álgebra sobre vectores. Vamos, pues, a estudiar las 
propiedades de los vectores en vista do su aplicación a la mecánica. 

Concepto de vector. Primeras definiciones.— V. Geometría 

ANALÍTICA, p. 195 y siguientes. 

El vector de origen A y de extremo B está representado por la nota¬ 
ción AB (fig, 3), Si la recta que contiene al vector 
(o soporte del vector) está orientada, el vector tiene un 

valor algebraico AB. 

Se dice que los vectores son equipolen¬ 
tes cuando tienen la misma dilección* la 
misma longitud y el mismo sentido (figu¬ 
ra 4). Sí además tienen el mismo soporte 
son directamente equipolentes. 
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Se dice que los vectores son opuestos cuando tienen la misma direc* 
«don, la misma longitud y sentidos opuestos (fig, 5), Si además tienen 
el mismo soporte, son directamente opuestos . 

Proyecciones* —La proyección de un vector sobre un eje es el 
vector que tiene por origen la pro¬ 
yección del origen y por extre¬ 
mo la proyección del 
extremo (fig, ó). 

Dos vectores equi* 
polen i es tienen sobre 
el mismo eje dos pro¬ 
yecciones equipolentes. 

Cuando se conocen 
las coordenadas del 

origen y del extremo de un vector, se pueden calcular sus proyecciones 
aplicando la relación de Cbasles, estudiada en álgebra, 

Suma geométrica o resultante de varios vectores conse¬ 
cutivos, — Vectores consecutivos son aquellos en los que el extremo 
de cada uno es el origen del siguiente. 

La suma geométrica (o resultante) 
de varios vectores consecutivas es el 
vector que tiene por origen el origen 
del primero f y por extremo, el extre¬ 
mo del última (fig. 7), 

Se representa esta suma geométrica 
(fig, 8) por la notación simbólica a - 

AlT4- BC + CD + DE + EF = AF. 
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Fig, 7 


£ Guando los vectores tienen por soporte una 
misma linca recta* se puede orientar dicha rec¬ 
ta, En este caso solamente, se puede aplicar el 
ya citado teorema de Chaslea: el valor algebrai¬ 
co de la suma geométrica de varios vectores es precisamente igual 
a la suma algebraica de tos valores algebraicos de los vectores compo¬ 
nentes de la suma. 
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(Sólo en el caso de que los vectores estén sobre un mismo eje se 
pueden, en la fórmula precedente, substituir los vectores por sus valo¬ 
res algebraicos y hacer los cálculos,) 

Suma geométrica de vectores que tienen e> mismo origen, 

—y —y —y -—y 

— Sean los vectores concurrentes OA, OB, OC f OD (/¿á j * 9)* Se lleva 

—> —> -> —y 

en A, el vector AB" equipolente a OR, después B'C equipolente a OC 

-> —y —y, 

y por último el CD' equipolente a OD. El vector OD' es la suma 
geométrica de los vectores dados. 
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y, recíprocamente, 
substituir utj vector 
por varios vectores 
cuya suma sea aquel 
vector. 

Proyección so¬ 
bre Un eje. — Sise 

proyectan sobre un 
eje varios vectores 
y su suma geométri¬ 
ca, la proyección del 
vector suma geomé¬ 
trica es la suma geométrica de las proyecciones de los vectores 
ponentes"* (/ ig, 10), 

Al estar todos los vectores “proyecciones 1 * sobre un mismo eje, 
les puede aplicar el teorema de Ghasles y efectuar los cálculos alge¬ 
braicos; mediante proyecciones convenientes se puede, por tu uto, em¬ 
plear el cálculo algebraico en las cuestiones de mecánica. 


com- 


l \m t í t definición en rx 

tensiva para vacio*cm no 
cuncurrunteH. 

La suma gculnri ricu ilf 
va r ion vectores t*S im lepe 11 

diente del orden de loa 
C‘ mismos. Su puede también 
substituir varios vedo re* 
por su suma geométrica 


Fio, 9 




Casos particulares importantes. -La suma geométrica de tíos 

vectores, es la diagonal riel jiaralelogramo construido sobre dichos 

vectores. La suma ge unir inca 
de tres vectores es la diagonal 
del paralelepípedo construido 
sobre esos tres vectores {figu¬ 
ra li). 

inversamente, dudo un vec- 
—^ 

tor OR y dos líneas soportes 
situadas en el mismo plano 
ue el vector, se pueden en¬ 
contrar, construyendo 
un panilelogramo, dos 
vectores tales que su 
suma geométrica sea 
el vector dado. 

Asimismo, dado un 
—>* 

vector OR y tres rec¬ 
tas OX, OY, OZ, no 
'** situadas en un mismo 

plano, se obtienen, 
construyendo «1 pura* 
(epíprdo cuya diugo- 


Fíff. 11 


nal sea OR y cuyas aristas estén sobre las redas dudas, tres vrciw» 
OA t OB, OC cuya suma geométrica es 


Plinto material. — Se llama punto material todo cuerpo de dimen¬ 
siones lo bastante pequeñas que puedan considerarse despreciables. He 
ahí un ejemplo de la substitución de un cuerpo ficticio por cuerpos reales. 


Principios do la estática. — La estática díd punto material se 
basa en los siguientes principios de origen experimental: 

t y Principio de la inercia (Kepler). Un punió material que se 
encuentra en estado de reposó, permanecerá en dicho estado si no existe 
ninguna acción exterior que actúe sobre el, 

2* Principio de la igualdad de la acción y de la reacción (Newton). 
Si un punto materud A actúa sobre otro punto material 13, y si el 
efecto de esta acción constituye una fuerza aplicada en H cuya linea 
soporte es AB, la acción de B sobre A, que se llama reacción, es una 
fuerza igual y opuesta directamente a la acción de A sobre B (fig. 12). 

Estas fuerzas pueden ser de atracción 

. *-4 o repulsión. El principio de la igualdad 

[?ÍQ t2 B de la acción y de ¡a reacción, enunciado 

para las acciones recíprocas de dos puntos 
distantes, tiene también aplicación a las acciones de dos puntos en 
contacto. 

SÍ un punto material esta en reposo sobre un apoyo, ejerce una fuer¬ 
za sobre él; recíprocamente, el apoyo ejerce sobre el punto material 
una fuerza directamente opuesta a la anterior. 

3 o Principio de la composición de fuerzas (Galtleo). Si varias fuer¬ 
zas actúan simultáneamente sobre un punto material , su efecto sobre 
dicho punto es el mismo que el de una fuerza única llamada resultante: 
el vector que la representa es la suma geométrica de los vectores 
representativos de las fuerzas primitivos. 

Recíprocamente, .se puede reemplazar una fuerza por varías aplicadas 
a! mismo punto y que tengan por resultante la fuerza dada. 


Equilibrio de un punto material. — Para que un punto sometí* 


tío i tí r uniif. furt o i < \t> en *qmhbnó, es preciso y suficiente que la 
t * multante dr Itf. fue/ u él api iradas sea nula. 

DI Varen tos procedimientos para resolver los problemas de 
equilibrio Sr purden pDni ii problemas por procedimientos 
gri h itr i i u’of ii poi Ion mu lod^f de |j geometría analítica. En el primer 

i.nn rri |¡irri . . ñor ]u i« -i¡i11;tn11 y comprobar que es nula. Ln el 

segundo i'upui luí^ .|Mr hnh i ii i l Wcmn de fuerzas a un sistema de 

ri. i r « .I.(un Puní qhi |j< irsuluifite sea nula, es preciso y 

r-i i j líe : i ■ 1111 ■ .|Ni .mi pioycci n nrv * luí' Ion i res ejes sean nulas. Ahora 
bien, hrnniM vii>* qMi * i vwhn aIg» 1 1o ji ico de la proyección de la resuil- 
r««>l>run r|r . . \u miumí ¡iljn luiiirn de las proyecciones de las 
fuerzas 1.o vroiorcLi dii*hr« P>m Moto, si n fuerzas, 1*1, I"íí, .hn, 
actúan sobre un punió y i Xi. \ i, /-i son los valores algebraicos de 
las proyecciones de h¡ fuerza I 1 1 mmIh'i* los tres ejes, las condiciones nece- 
su rías y su lie i rutes pin i n i cuiil/i p ' i| 11111 k m h » v expresan ¿i nalít ieaiTientc 

( Xi + Xa 4 I Xn - 0, 

{ Y i + Ya + + Yn - 0, 

| Zi + Za + . - 4- Zn = 0* 

En el caso particular de que iodos fus I urezas estm en el mismo plano, 

estas ecuaciones se reducen a dos, que se obtienen expresando analítica¬ 
mente que la suma de los valores algebraicos de proyecciones de las 
fuerzas sobre dos ejes coordenados situados m su plano ew nula. De for¬ 
ma más general, las proyecciones de todas las fuerzas aplicadas sobre un 
punto, sobre una recta o sobre un plano, deben tener una resultante 
nula 

Caso particular Importante. Punto material sometido a 
tres fuerzas. — Desde luego, estas tres fuerzas deben estar en un 
mismo plano, puesto que si no lo estuvieran, su resultante sería la dia¬ 
gonal fiel paralelepípedo construido sobre los tres vectores y por lo 
tanto no sería nula. 

Si las tres fuerzas están situadas en un mismo plano y si el punto 
está en equilibrio, la resultante es nula, Sí se llevan los vectores equi- 
jluientes a las tres fuerzas dadas, uno a continuación de otro, el ixírt.- 
mo del tercer vector coincide con el origen del primero y las tres 
fuerzas forman un triángulo (fig* L3). 

-> —>* 

El vector B'M es equipolente al vector MC, en tanto que el vector 
-> 

MB' es precisamente el resultante de los dos ven- 

-> “> , * ( 
lores MA y MR: por consiguiente, ri tres tuerzas 

están en equilibrio, cada una de ellas es directa¬ 
mente opuesta a la resultante de las otras dos. 

Observemos también que, en el t ruin guio MAB , 
enda lado es proporcional al seno del ángulo 
opuesto. Ahora bien, el seno del ángulo 

AMB' es igual al seno del ángulo CMA, 
puesto que son ángulos suplementarios, y 

rl ángulo CMA es precisamente el forma¬ 
do por los vectores Fs y Ki. De aquí te 
deduce la siguiente conclusión: si tres 



fuerzas están en equilibrio, cada una de ellas es proporcional al seno 
del ángulo formado por las otras dos: 


Fa 


Fa 


sen (fají) *'' n CF3,FÍ> sen (Fl,Fa) 

Ejkmplo. Un punto pesante M (jig, 14) se baila colgado de un hilo 
dr caucho, que, rn reposo, tiene una longitud L Luaodo el lulo sufre 
un u larga m ir ni o, la fuerza que él ejerce es proporcional a dicho 
alargamiento: esta fuerza se denomina tensión 'I. 

Puesto que el punto es pesante, estará sometido a dos fuerzas: 
sti peso* dirigido según la vertical, y la tensión T del hilo de 
caucho. Como estas fuerzas se encuentran equilibradas, el hilo 
debe quedar vertlcaL Si L es su longitud y A es» un coeficiente, 
que su producto por el alargamiento es igual a la tensión, se 

P- 
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Problema., Un punto M (no pesante) c.v 
atraído por tres punios fijos A, II y C, no 
alineados* y las fuerzas están representados 

—> • > -> 

por lo y tres vectores MA, MB y MC < ftg , 15), 
Hallar la oosidón de equilibrio, 

y -> —> 

St el vector MA equilibra a los vectores MB y MC, hemos visto 

anteriormente que MA es directamente opuesto a la suma geométrica 
- • ^ 

de los vectores MB y MC. En razón de las propiedades de los parale- 

—)■ —^ _ ^ 

logramos, la suma geométrica de MB y MC e» el doble del vector MI, 

—^ , .... 

siendo í el punto medio de BC. Por lo tanto, MA estará en equilibrio 

con 2MI, la posición de equilibrio estará en la alineación AL es decir, 
sobre la mediana AI del triángulo, y t como MA es el doble dé Ml ( la 
posición de equilibrio será el punto de concurrencia de las medianas 
del triángulo, que se designa por la letra G. 

Se puede obtener el mismo resultado por medio del cálculo. Si x, 
y, z son las coordenadas del punto de equilibrio (fig* ló), Xa¡ y<h 
las coordenadas de A, xb , yth zb de B, xc* ye, zc, bis »le C f las 
































MECÁNICA RACIONAL 


218 


» 

|ll 11 y Ti i . n il Vi'llíH |M A Alible |iM:. I i CH rji'H tHíll |M)[ lii C. I 11111 i. n - ) „ 

v t\ >, . 11 í* ]Pih i 11 m i (jr 11 í i ■ m 11 * rti* í inir 



ñas. 

Ver ificación experimental. — Sobre un tablero de dibujo (/t¿í«- 
rn 17 ), se sujeta un anillo a tres ¡matos lijos por medio de tres dina- 
móimims. Se obtienen así tres fuerzas en equilibrio* Las direcciones 

de los li i los nos señalan las 
dilecciones de las fuerzas, y 
sus intensidades vienen me¬ 
didas por los dinamómetros. 
Aunque imperfectamente, pero 
de forma sencilla, se verifican 
con este experimento las le¬ 
yes de equilibrio de tres fuer¬ 
zas. 


Estática del punto liga¬ 
do* — En d estudio que pre- 
cede, el punto estudiado podía moverse, cuando no existía equilibrio, en 
cualquier dirección. Vamos a considerar abura loa puntos ligados, es 
decir, punios obligados a permanecer sobre una linca o sobre una super¬ 
ficie: se dice entonces que se impone al punto un enlace o ligadura. 
Ejemplos: el punto obligado a permanecer sobre un plano, el punto 
situado en el extremo de un hilo de longitud constante (péndulo), y 
el anillo pequeño móvil sobre un hilo de hierro que Lo atraviesa. .Se dis¬ 
tinguen los enlaces o ligaduras unilaterales y bilaterales* un punto 
pesante que esta obligado a permanecer sobre una mesa puede, no 
obstante, abandonar la mesa hacia arriba. El enlace o ligadura es en 
este caso unilateral, igual ocurre para el punto móvil coloca do en id 
extremo de un hilo» Por el contra rio, si el punto es obligado a per¬ 
manecer en el interior de un tubo (como una bola en ciertos rodamien¬ 
tos a bolas), el enlace o ligadura es bilateral. 



Reacción del apoyo» — Entre las distintas fuerzas que actúan so¬ 
bre un punta, cuando está rn contacto con él apoyo, 
hay una que es la reacción del aptiyo. 

Si d punto pesante A apoya sobre una mesa hori¬ 
zontal, deforma ligeramente la materia de que está 
constituido el tablero (/i g, IB): hay, pues, una acción 
del punto sobre la materia de la mesa, Pero si existe 
una acción dtd punto sobre la mesa, hay, sobre el pun¬ 
to pesante, una reacción de la materia que consti¬ 
tuye la mesa, reacción directamente opuesta a las fuerzas que provocan 
las deformaciones. 

Resistencia al deslizamiento; rozamiento. Leyes de Cou¬ 
lomb.— Un punto ligado está en equilibrio cuando la resultante de 
todas las fuerzas que actúan sobre él. Incluida la reacción dtd apoyo, es 
nula. La dificultad del problema estriba en que ni la intensidad ni la 
dirección de la reacción dtd apoyo son conocidas; las experiencias de 
Coulomb, continuadas por Mnrin, han permitido hacer un estudio expe¬ 
rimental de esta cuestión. 

Una caja abierta en su parte superior y en forma de trinco está en 
reposo sobre una mesa ho¬ 
rizontal ( fig * 19). Una cuer¬ 
da delgada y flexible está 
atada en Da la caja y pasa 
sobre una polca de forma 
que quede horizontal. La 
parte de la cuerda que pen¬ 
de del otro lado fie la polea 
lleva en su extremo inferior 
un platillo para poner pe¬ 
sos, La fuerza que ejerce la 
parte horizontal de la cuer¬ 
da tiene una intensidad 
igual que la de los pesos co¬ 
locados en el platillo. 

Designemos por P el peso total del trineo. La experien¬ 
cia demuestra que para un valor pequeño de p, e! trineo 

permanece en equilibrio. Si se aumenta el valor de p, al principio d 

equilibrio subsiste. El trineo empieza a deslizarse a partir del momento 
en que la fuerza p alcanza eJ valor q. 

Si hacemos variar P, cambiando la carga del trineo, q varía al mis- 

q 

mo tiempo, pero el hecho fundamental es que la relación - es 

constante. Después de numerosas experiencias, en las que se han varia¬ 

do tanto las dimensiones del trineo como las materias de qtie están 
constituidas la mesa y la base del trineo, se han podido establecer los 
ttifruientes resultados: 
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La 

relación 
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no depende de la extensión 

de las superficies en 

Cnfíl Jl 

¡do. 




La 

relación 

7 

p 

depende esencialmente de la 

materia de las mis- 

mus; 

y se te 

llama 

coeficiente de rozamiento por 

deslizamiento al eo- 


menzar el movimiento, designándosele por la letra /, 


Valores de algunos coeficientes de rozamiento; 

Hierro sobre encina, en seco ... ... ... ... .. 0*62 

Encina sobre encina, en seco ... ... ... ... ... 0*62 

Cuero sobre metales, en seco ..*. 0*56 

Cuero sobre encina, en seco ... . 0*43 

Encina sobre encina, superficies enjabonadas ... ... 0*44 

Hierro sobre fundición, superficies secas ... 0*10 

Fundición sobre fundición, superficies engrasadas ... 0M0 

Hierro sobre encina, superficies embreadas . ... 0*15 

Acero sobre ágata, superficies aceitadas ... ... .. 0*11 


Se ve que cuanto más pulimentadas están las superficies de contacto, 
el valor del rozamiento es menor. El casi» límite es aquel en que el 
rozamiento es nulo; esto jamás sucede en la práctica. En mecánica 
racional se tratan los problemas en este caso límite y hay dos clases 
de problemas de equilibrio; aquellas donde los enlaces o ligaduras 
licuer» lugar sin rozamiento y los que están acompañados de el. 

Algunas observaciones sobre el rozamiento. — En las ma¬ 
quinas, el rozamiento es perjudicial: por él, las piezas se calientan 
y se desgastan. Además, el rendimiento de la máquina disminuye por 
el rozamiento. Para contrarrestar estos efectos perniciosos, se lubri¬ 
can las superficies en contacto. Pero el rozamiento no sólo produce 
malos efectos. Únicamente en ciertos casos el rozamiento es perjudi¬ 
cial: lo más corriente es que constituya un fenómeno beneficioso. Sin 
rozamiento, la vida sería imposible: los coches no podrían rodar, los 
muebles no permanecerían eri su sitio, los montones de arena y las 
montañas se derrumbarían. Los desastres originados por los glaciares 
nos hacen entrever lo que sería un mundo sin rozamiento. 

El rozamiento es debido a las rugosidades de las superficies en con¬ 
tado y a las deformaciones, 

—> 

Equilibrio de un punto ligado sin rozamiento»™ Sea ME la 

resultante de todas las fuerzas que actúan sobre el punto, excluida la 
reacción (/ ¿g, 20). Si* puede descomponer esta fuerza en otras dos: una, 

—> 

ía MN t normal (o perpendicular) a ta superficie de apoyo, y la otra, 

“^ 

MT, tangente a la citada superficie, Lu fuer- 

—¡> 

za MN, perpendicular, da lugar a tina reac¬ 
ción que la equilibra. Puesto que no existe 

—> 

rozamiento, la fuerza MT provoca el movi¬ 
miento dtd punto N, Para que exista equili¬ 
brio es necesario y suficiente que esta fuerza 

MT sea nula. Por consiguiente: 

Fiff, 20 Im condición necesaria y suficiente para 

que un punto móvil, sin rozamiento sobre 
un tipofo, este en equilibrio, es que la resultante de tas fuer zas que 
actúan sobre dicho punto (no teniendo en cuenta tu reacción del upo - 
yo) sea nula o normal al apoyo, 

(En el caso en que el enlace o ligadura sea unilateral, es preciso 
comprobar, además, que dicha resultante obliga ul punto a permane¬ 
cer sobre su apoyo.) 

Los problemas se resuelven, ya por geometría, ya por cálculo, escri¬ 
biendo las condiciones de forma que la resultante sea perpendicular 
al apoyo. 

Problema, Equilibrio de un punto (no pesante) M, móvil sobre una 
recta y atraído por dos puntos A y tt según las fuerzas representadas 
-> -> 

por MA y MB (fig, 21). 

La resultante de las dos fuerzas MA y 
—^ _ ) 

MB es MP = 2MO, siendo O el punto 
medio del segmento AB T Lomo hi resul¬ 
tante debe ser normal al apoyo, la posi¬ 
ción de equilibrio es el pie I de la perpen¬ 
dicular trazada desde 0 a la recta. 

Problemas. 1“ Equilibrio de. un peque¬ 
ño anillo no pesante* móvil* sobre una cir¬ 
cunferencia y atraído por un punto fijo A, 

Los puntos de equilibrio serán aquellos 
en los que la recta MA {fig, 22) es nor¬ 
mal al círculo. Puesto que la tangente está en el plano dtd círculo, 
la proyección de la recta MA sobre dicho plano pasará por el centro 
del círculo. De aquí se deduce la construcción a seguir. Se proyecta 
el pumo A en a sobre el pla¬ 
no del círculo. Se traza el diá¬ 
metro que pasa por a: corta el 
círculo en dos puntos Mi y Ma. 

(Para hacer un estudio com¬ 
pleto, se necesitaría además ver 
si los puntos Mi y Mi son pun¬ 
tos de equilibrio estable o ines¬ 
table, Se dice que el equilibrio 
es estable cuando al separar el 
móvil levemente de su posición 
de equilibrio retorna a ella nue- 





Fig. 22 
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vji mente, Si por d contrario, al separar el cuerpo ligeramente de mí 
lindel ¿a de equilibrio, no solo no retorna a elk, sino que m no pura 
aúii más, el equilibrio es inestable.) 

2'* Se considera un plano inclinado que forma un un fruta con *1 plano 
horizontal (fig, 23). Un punto pesante de peso P (materializado por 
un pequeño carretón) está enganchado a tin hilo que pasa f*or una 

polea i sosteniendo una pequeña maso 
de su otro extremo* til hita r/Vrre de 
esta forma sobre el futuro móvil uno 
fuerza T, según la direteitm del plano 
inclinado. Calcular esto fuera I y tu 
reacción del plano indinado* 

Si proyectamos sobre rl plano meli 

nado, la proyección de la .. en 

nula. La proyección del peno I? efltd 
situada sobre la línea de máxima ¡kui- 
diente y tiene como valor P «en a. 
i ,a fuerza T, ejercida por el hilo, está contenida en una línea de má¬ 
xima pendiente y todo esto ocurre en el plano vertical que contiene 
¡a rilada línea. Como la fuerza T equilibra la proyección de P sobre el 
plano, se verifica que 



Fig. 23 


T = P 


sen «. 


Proyectando sobre la normal al plano, tenemos 

P * eos « = N. 

Observación. Este problema recuerda una experiencia de Gal ileo, la 
cual revelaba que se podía equilibrar un punto pesante situado sobre 
un plano inclinado con una fuerza más pequeña que SU peso. Asimis¬ 
mo recuerda otra experiencia de Stevin (fig. 24): una cadena, cons¬ 
tituida homogéneamente, se colocaba sobre un plano inclinado; la 
cadena quedaba en equilibrio, puesto que su parte vertical equilibraba 
lü parte situada sobre el plano inclinado. 




Equilibrio de un punto móvil sobre una superficie con 
rozamiento, — Sea F la resultante de todas las fuerzas que actúan 
sobre el punió (a excepción de la reacción del apoyo). Esta fuerza i* 
puede descomponerse en dos: una, la l*n. normal a la superficie, y oirá, 
la Ft, situada en el plano tangente (fig, 25). 

De acuerdo con las leyes de Coulomb habrá equilibrio si se verifica 

que 

F t ^ / J' *i 

(siendo / el coeficiente de rozamiento y F| y F« las intensidades de las 
fuerzas.) 

Otra forma de este resultado. De la desigualdad anterior, se deduce 

Ft Ft 

,, U€ ^ /. Ahora bien,-es k tangente del ángulo agudo a 

Fw Fu 

formado por la 
fuerza F con la 
normal. Pongamos 
/ — tg tpi siendo 
<p un ángulo agu¬ 
do llamado ángulo 
de rozamiento. Se 
tiene, pues, 


Fig . 25 


tg m ^ tg tpy 

a 

Para que el 
punto M este en 
equilibrio, es pre¬ 
riso y suficiente 
que k resullante 
de las fuerzas 


J. 1 I I M ' m r i ' 

Huida la reacción) sea interior al cono de revolución de vértice M, 
* llene por eje la normal al plano cu el punto M y cuyo ¡remi ángulo 
el vértice es el ángulo de rozamiento 9, 

id cillas, si el enlace o ligadura es unilateral, la fuerza i 1 debe man* 
vr al punto sobre su apoyo. 



Equilibrio de un punto móvil sobre una línea con roza- 

míentO- —Siendo F la resultante de las fuerzas aplicadas sobre el 
punto {excluida la fuerza de reacción), nuevamente la descerní ponemos 
en otras dos fuerzas i fig, 26), una, 

Fe, según la dirección de la tangente 
a la curva, y otra, la Fn* según la 
dirección de la perpendicular a la 
tangente y situada en el plano deter¬ 
minado por la fuerza 
y la tangente. De 
acuerdo con las leyes 
de Coulomb, habrá 
equilibrio si 

Ft ^ Fn 

siendo / el coeficiente 
de rozamiento. 

Pongamos de nuevo 
f — ig (p como en el 
caso anterior. Resulta 
otra vez que, si hay 
equilibrio, el ángulo Fig. 26 

formado por Fa y F 

será menor o igual que 9. Pero puesto que hay una tangente e infini¬ 
dad de normales en M a la curva, es preferible ver que el ángulo for¬ 
mado por F con la tangente es mayor que el complementario de 9. 

Para que el punto M esté en equilibrio, es preciso y suficiente que 


l,i ií‘híj liant + *b* hiH fue i'zoh (excluida la reacción) sea exterior al cono 
de rr'VidlU'imi de vértice M que tiene por eje (a tangente y por ángulo, 
en el ve 11 ice, H t’nm¡dementario del ángulo de rozamiento 9. 

Pitoui i.M.tv 1" Equilibrio de un punto material pesante M en reposo 
ron rodamiento sobre un plano indinado al que se le hace aumentar 


el ángulo 

que fot mu r 

i*n el ¡don 

El |II*TMI 

P luí inii 

1 MI 

i la pripi‘1 

mulo 1*11 

rl | millo 

M. 1 

1111 .11 11 ■ 11 iu 

1 1 pía no 

iml iñudo 

i' * 1 1 | 

r \ llul 1 / ni 

fcUhi » i ti 

1 linio <| ne 



1 j ■. 1 j i 1 


I a9 que forma 


rj - 


El pimío emiíf 11/ i mi a deMliyai^e lleude el 
momento eh que J,i un liuui inn del plano 
exceda de ep. 

Por ¡^fe procedimiento irnrjmr, un lite 

dio sencillo, pero poco exacto, pain conoce i el 
rozain tentó. 

2" Equilibrio de un punto situado sobre una 
un punta A 
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Fig, 21 

valor del ángulo de 
recia y atraído par 


El ángulo formado por la fuerza y la peíprudieiik 1 u la ícela es el 

HAlVJ (fig, 2B). Habrá equilibrio en tanto 
que esc ángulo sea menor o i goal que 9. 

Si se trazan dos rectas a uno y otro lado 
de la perpendicular AH t que formen con 
ella el ángulo p, determinarán sobre lu rec¬ 
ta dada el segmento II. El punto quedará 
en equilibrio cuando esté situado en el in¬ 
terior de este segmento IJ (o en sus cx- 
1 remos). 

Si substituimos la recta por un plano, el 



punió quedará en equilibrio cuando este situado en el interior del 
círculo de centro H (fig. 29) y de radio 111 = AH tg 9 (o sobre su 
circunferencia). 

Observación. En los problemas de equilibrio sin rozamiento, las so¬ 
luciones son, en general, puntos aislados, Sucede lo contrario cuando 
hay rozamiento; entonces las posiciones de equilibrio son superficies 
pequeñas o porciones de curvas (llamadas regiones o zonas de equi¬ 
librio). 

3° Equilibrio de un punto pesante situado sobre una circunferencia 
en un plan o vertical. 

Siendo bt normal a la circunferencia en el punto M el radio OM 
(/£g. 30), el ángulo que forman el peso y la normal será igual al for¬ 
mado por el radio OM y 
el diámetro vertical AB. 
Habrá equilibrio en tanto 




que este ángulo sea menor o igual al 
ángulo de rozamiento y, 

Las regiones de equilibrio están de- 
r crin inadas por los dos diámetros que 
forman cim el diámetro vertical un 
ángulo 9. 

Las dos regiones serán soluciones de! problema si la ligad un* es 
bilateral. Si el enlace o ligadura es unilateral, la región superior será 
solución si el punto es exterior a la circunferencia. La región inferior 
lo será únicamente cuando el punto esté situado en el interior de la 
circunferencia. 


Estática del sólido 

Definiciones, Cuerpo sólido es un conjunto de puntos materiales 
cuyas distancias entre sí permanecen invariables. El cuerpo sólido así 
definido es indeformable: nos encontramos, pues, con una nueva abs¬ 
tracción, ya que los cuerpos reales son todos más <1 menos deforma bles. 

Se dice que un solido está en equilibrio bajo la acción de un sistema 
de fuerzas , cuando, hallándose en reposo , permanece en dicho estado 
al aplicarle ese sistema de fuerzas. Si, estando el sólido en reposo, no 
se le aplica ninguna fuerza, el Bólido permanecerá en dicho estado. 

Fuerzas interiores- Fuerzas exteriores. — Si un sólido se en¬ 
cuentra en equilibrio, todos sus puntos están igualmente en equilibrio. 
Ahora bien, las fuerzas que actúan sobre los distintos puntos son, por 
una parte, las fuerzas exteriores que actúan sobre sus puntos de apli¬ 
cación, y, por otra parte, las acciones mu utas entre los puntos: estas 
fuerzas, dependientes de las exteriores, son las interiores. Por el prin¬ 
cipio de la acción y de la reacción, la acción del punto A sobre el R 
es directamente opuesta a la acción del punto B sobre el A t Las fuer¬ 
zas interiores, oponiéndose dos a dos, se encuentran en equilibrio. El 
estado del sólido no depende más que de las fuerzas exteriores. 

Entre la.s fuerzas exteriores, se pueden distinguir las fuerzas directa¬ 
mente aplicadas y, si el sólido está ligado, las fuerzas debidas a ios 
enlaces o ligad oras. 
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KfiMiiii Si un ifiJuJ'i |>rmnlr éMó en rrprwo íwibre un plano hurí 

/ñntal (fin 3t ), but fuer/u» cjUériorc* huu 

l<i!H jirw jv ilr los djfrrentes idéitiéMort del 
.sólido y I¡l s reacciones del plano; éstas sun 
fticrzus de* ligadura di recia inente aplica* 
das. En un torno en equilibrio (fig* 32), las 
fuerzas exteriores bou los pesos a levantar 
l i" y la fuerza que se ejerce sobre la manivela; 

Fiib 31 las fuerzas de ligadura son la reacciones 

del eje, 

Experiencia, Consideremos una barra graduada en equilibrio 
ifig. 33). La experiencia demuestra que, sin desequilibrar la barra, se 
puede substituir el peso de 4 kg que cuelga de la división 3 por un 

peso de 3 kg colgado en la división 4, 
o por un peso de 2 kg colgado de la di* 
visión 6, al mismo lado del gancho. Es 
posible* por lo tanto, sin modificar el 
equilibrio de un sólido, substituir una 
fuerza por otra siempre que satisfaga las 
condio iones que se van a señalar. 

Operaciones elementales. — Se lla¬ 
man operaciones elementales, ios que 

pueden ser efectuadas sobre un sistema 
de fuerzas aplicadas a un sólido en equi¬ 
librio sin que se altere dicho equilibrio, 
Fig, 32 Primera operación elemental, — En un 

sólido en reposo (fig t 34) el equilibrio no 
se altera ni si se añaden o suprimen dos fuerzas directamente opuestas* 
es decir, dos fuerzas que tengan la misma dirección, igual intensidad 
y sentidos contrarios. 
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Fig, 33 

En virtud de este principio, se ha podido prescindir de las fuerzas 
interiores, que son opuestas dos a dos. Las restantes operaciones ele¬ 
menta les son consecuencias dé la primera. 

Segunda operación elemental. — Cuando está un sólido en reposo, 
se puede transportar el puntó de aplicación de una fuerza a cualquier 
punto de su línea de acción o soporte* teniendo en cuenta que el nuevo 
punto de aplicación debe pertenecer al sólido o estar Invariablemente 
ligado a él. 

(Se dice más brevemente que ae puede hacer dcidizat la fuerza '-.obre 
su linca de acción o soporte). 



Sea AF una fuerza aplicada en A (jig, 35). Basándose en la primera 
operación elemental, en un punto B de la línea de acción o suporte, se 

—> > 

pueden aplicar dos fuerzas directamente opuestas, BFi y BFíí, que 


tengan la misma intensidad que AF. Por una nueva aplicación de la 

—► —> 

primera operación elemental* se pueden suprimir bis fuerzas BFa y AF. 

Queda, únicamente, la fuerza LlFi. Por lo tatito, se puede llevar AF a 

Bl i i sin que el equilibrio se altere. 

Tercera operación elemental. — Si un sólido está en equilibrio, 
éste no se romperá si se substituyen varias fuerzas concurrentes apli¬ 
cadas al sólido por su resultante (jig. 36), 
Recíprocamente, se puede substituir una 
fuerza aplicada a un sólido por varias fuer¬ 
zas concurrentes cuya resultante sea la fuer¬ 
za dada. 

—>—>—> 

Sean, por ejemplo, Fi, Fa, F3, tres fuer¬ 
zas aplicadas al sólido y cuyas lineas de 
acción o soportes concurren en un punto O. 
Basándose en la segunda operación ciernen - 
tal, se pueden aplicar las tres fuerzas al 
pimío O. Si se aplica la estática del punto, 
podemos substituir las tres fuerzas concu¬ 
rrentes por su resultante. Por último, se puede hacer deslizar esta resul¬ 
ta rite sobre su soporte. 

Empleo de las operaciones elementales para el estudio de 
los problemas de equilibrio, — Dado un solido sometido a un sis¬ 
tema de fuerzas exteriores: por la aplicación repetida de las opera¬ 
ciones elementales, se va substituyen tío el sistema dado por sistemas 
cada vez más simples. De esta Forma se puede llegar a un sistema de 
dos fuerzas, y si éstas son directamente opuestas, el sólido estará 
en equilibrio. 

La operación de substituir un sistema de fuerzas por tdro mas sirn* 



pie, n r ILum fufú*** el sistema dado. Vamos » estudiar los ejemplos 
ile red un mu 111,1 ¡ni ¡iuj tantea. 

(nía ud n * 11111 ¡h piihíii ¡le un sistema de fuerzas a otro por opera¬ 
rio rica rb mnni 1 fm, ■ r <hcr que los sistemas son equivalentes. 

Ejemplo, ídjtntihrti) de una figuru plana , de peso despreciable, que 
esta sometida ti tres jumas no paralelas situadas en su plano » 

Se pueden Kulmtituír dos de estas fuerzas concurrentes por su resul¬ 
tante, y ésta debe ser directamente opuesta a la tercera fuerza para 
que exista equilibrio. Por lo tanto, las tres fuerzas deben ser concu¬ 
rre 11 les y se presejiUi ¡le nuevo el caso del equilibrio de un punto 
sometido a la acción de tres fuerzas (v, p. 217), 

Reducción de un sistema de fuerzas a tres fuerzas,— 

Se puede reducir todo sistema de fuerzas aplicadas a un sólido a tres 
fuerzas aplicadas en tres puntos dados del 
sólido* no situados en línea recta. 

Sean A, B y C tres puntos no situa¬ 
dos en línea recta { jig . 37), li¬ 
gados invariablemente al sólido. 

—> 

Si MF es una fuerza aplicada 
al sólido* y si M no está en el 
plano ALSL, se puede des* 

> 

componer MF en tres 
fuerzas que tengan por lí¬ 
neas de acción o soportes 
las rectas MA, MB y MC: 



Fíg t 37 


sean M/i, M/s y M/3 esas 

tres fuerzas (tercera operación elemental), A continuación podemos 
hacer deslizar estas tres fuerzan sobre sus soportes trasladándolos a 
—> —> —> 

A/i, B/ a y C/j (segunda operación elemental). 

H > 

Si M estuviera en el plano ABC, pero ME no estuviera eti él* se 

■— ^ 

comenzaría por hacer deslizar MF sobre su soporte hasta que tuviera su 
punto de aplicación fuera del plano, y estaríamos de nuevo en el caso 

anterior. Si MF se encontrara en el plano ABC (utilizanrio las rectas 

MA y MR, por ejemplo), se podría substituir MF por dos fuerzas que 
tuvieran por puntos de aplicación dos ¡le los puntos A, B, C. 

De esta forma ae puede substituir cada fuerza del sistema por tres 
fue rzas que tengan por puntos de aplicación respectivamente los tres 
puntos A, B y C (una de ellas, o incluso dos, pueden ser nulas). Para 
terminar* se substituyen las fuerzas aplicadas en A por su resultante; 
igualmente se hace con las fuerzas aplicadas en B y en C. Así se hallan 
las tres fuerzas mencionadas en el enunciado. 

Reducción de un sistema de fuerzas a dos fuerzas. —Se 

puede reducir todo sistema de fuerzas aplicadas a un sólido a dos fuer¬ 
zas, ¡1c las cuales una esté aplicada en un punto dado del sólido» 

Sea A el punto dado 



U 38); se toman otros 
dos puntos cualesquiera 
B y C no alineados con 
A (y ligados al sólido). 

Aplicando el caso ante¬ 
rior, se pueden reducir las 
fuerzas aplicadas al sólí- 

—:► 

do a tres fuerzas AE, BP 

y CQ, aplicadas* respee* 
mámente* en A, B y C. 

El punto A y la línea de 
-> 

acción de BP determinan 
un plano. Asimismo* el 
punto A y la línea de ao 

T> 

cion de CQ determinan 
un segundo plano» La in¬ 
tersección ¡le estos dos pla¬ 
nos es una recta común a 
ambos y que pasa por A: 
sea xy esta recta. Tomemos un punto cualquiera D sobre la misma. 

> > » 

Se descompone la fuerza BP en dos fuerzas, B/i y Bgi, según tas di- 

—> 

recetónos AB y L)B, Igualmente, la fuerza CQ se descompone en otras 

—y —y 

dos, C/a y Cga, según las direcciones AC y CD. Por último* se hacen 

-* - > —> ~> —> —> 

deslizar B/i y llevándolas a A f'\ y A j\ aplicadas en A, y B#t y Cg2 

sobre sus lincas de acción llevan- 

~^y —y 

dulas a O^i y OgV aplicadas en 
D, La resultante de las tres fuer- 

— ^ ^ 

zas AE, A/i y A/'a y la de tas dos 

fuerzas y Dg'a son las dos 

fuerzas a las que se reduce el sis¬ 
tema de fuerzas dado. 

Observación, Si esas dos fuerzas 
son directamente opuestas* el sódido estará en equilibrio. 
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ÁV llama par de fuerzas el conjunto de dos fuerzas 
¡Míratelas, de igual intensidad y sentido contrario t siendo sus líneas 
de acción o soportes dos rectas distintas paralelas (fig. 39). 

Reducción de un sistema de fuerzas a una fuerza y a un 

PUF, — lodo sistema de fuerzas aplicadas a un sólido se puede redu¬ 
cir a una fuerza aplicada en nn punto dado del sólido, y a un par de 
fuerzas. - 

Sea A el punió ^ 

dado (fig. 40); la re¬ 
ducción anterior nos 
permite substituir el 
sistema de fuerzas 
aplicadas a 1 sólido 

— > 

por Jas dos fuerzas AF 

—> 

y BQ, La primera 
o pe ra c i ó n elemental y 

nos permite añadir al sistema dos fuerzas directamente opuestas AQl 

— > — > — > —> -> 

y AQs, siendo A >i equipolente a BQ T Si se substituye AQl y Af por su 

— > 

resultante AG, el sistema de fuerzas dado queda reducido a la fuerza 

> > > 

AG y al par de fuerzas formado por BQ y AQa. 

Composición de dos fuerzas paralelas y del mismo sen¬ 
tido.— Dadas dos fuerzas AF y BG, paralelas y del mismo sentido, 
se les puede substituir por una fuerza única, paralela y del mismo sen¬ 
tido, La intensidad de esta fuerza es la suma de las intensidades de 

Alt y BG ^ Por último, esta fuerza tiene como punto de aplicación el 
punto C del segmento A tí situado entre A y B, de forma que LA * AF — 
= CB - BG; esta fuerza única es la resultante de las fuerzas dadas y 
el punto C es el centro de las mismas. 

En efecto, se comienza por añadir al sistema dado dos fuerzas direc¬ 
tamente opuestas A/ y B/ y (primera operación elemental). Se substi- 

—> > —;> —^ 

luyen AF y A/ por su resultante AR. Igualmente se substituyen BG 

—^ ^ ^ 

y B/' por su resultante BT. Las lineas de acción de AK y ITT se cortan 

en un punto O y sobre ellas se hacen deslizar AK y BG trasludíin- 

^ ^ 

dulas a ORi y OTj. Se descompone ORl en dos fuerzas OFi y 

— > . > > 

O/u equipolentes respectivamente a A i y A/. Igualmente se descom- 

— y —> —— y 

pone Oh en dos fuerzas OGi y G/ |, equipolentes a BG y B/', respecté 

- > —> 

vamentc. Las fuerzas O/i y Of\ opuestas directamente, se anulan. 

Las otras dos fuerzas OGi y OFi, que tienen la misma línea de acción 
y son de igual sentido, se pueden substituir por su suma, que es una 
fuerza paralela a las fuerzas dadas, de igual sentido y de intensidad 
igual a la suma de las intensidades de las mismas* Por ultimo, se hace 
deslizar la resultante hasta que su punto de aplicación quede en C t que 
es el punto en el que se cortan la línea de acción de la fuerzo y el 

segmento AB. Así se obtiene la fuerza CV, que es la resultante de las 
fuerzas dadas. 

Vamos a precisar la posición del punto C (fig. 41): el punto C CBtii 

situado entre A y B* 
Dado que los triángu¬ 
los OCA y A FU son 
semejantes, resulta 

CA OC 



r 


A / AF 

De donde CA X 
x AF s OC x A/. 

I g u a 1 m e nt e, los 
i r i á n g u los OCB y 
BGT son semejantes, 
por lo tanto. 


CB 


OC 


B/' BC 

De donde CB X BG - OC x B/' 

Como A / = Bf , se tiene, por último, que CA x AF — CB x BG. 

AF BG 

Se puede expresar por la proporción 


CB 


CA 


Ahora bien, si dos razones son iguales, lo son también a una terce¬ 
ra que tenga por numerador la suma de los numeradores, y por deno¬ 
minador la suma de los denominadores. 


Por consiguiente. 


AF 


BG 


CV 


CB CA AB 

Si se substituyen las fuerzas F y G por fuerzas proporcionales, se 
obtiene el mismo punto C. También 9e obtiene este mismo punto C, si 
se hacen girar las fuerzas F y G un misino ángulo. El punto C de¬ 
pende únicamente de la relación de las fuerzas F y G, El punto C 


divide al segmento A tí en partes inversamente proporcionales a los 
valores absolutos de las fuerzas aplicadas en los extremos de dicho 
segmento. 

Observación. Si las dos fuerzas son iguales, la resultante es una 
fuerza doble aplicada en el punto medio del segmento. En el caso de 
dos caballos de fuerzas iguales que se enganchan, uno al costado del 
otro, de h barra de tiro de un carruaje, el esfuerzo de tracción, estando 
id gaucho drl a tal a je o igual distancia de los ganchos correspondien¬ 
tes al primer cuso Je tiaer.ióu» es ri misino que si estuvieran engan¬ 
cha don uno detrás de otro. 

1’mmi.i tfA /V\( otftpime/ una fuerza en otras dos paralelas y del 
miaño sentid o y tuyos puntos de aplicación ésten situados a uno y otro 

lado del punto de aplicación de La juer¬ 

ga dada. 

Sea una fuerza de intensidad 15 a pi l¬ 
cad u a mi punto (I (fig* 42) que se va 

j] rii'NOumf.. ni dos fuerzas paralelas y 

fiel mismo sentido aplicadas en A y B, 
mt nado* a un jado y otro del punto C so¬ 
bre una misma freía y distantes de este 
punto 2 y 3 cin., résped mímente. Si se 
designan por F y F' lita dos compon entes, 
podemos escribir, aplicando el estudio 


A 


C 


B 



hecho anteriormente, las siguientes relaciones: 

AF BF' 15 


- 3. 


3 2 5 

De donde AF = 9 y BF" = 6 . 

Composición de dos fuerzas paralelas y de sentido con¬ 
trario. , — Sean AF y BG dos fuerzas paralelas (fig, 43) y de sentido 

contrario que actúan sobre un sólido. Su¬ 
pongamos que la intensidad de AF es ma- 
—>- 

yor que la de BG. Se podría obtener la 
resultante por un procedimiento análogo 
al anterior, es decir, al seguido en et caso 
de dos fuerzas paralelas y del mismo sen¬ 
tido. Se llega mas rápidamente a la solu¬ 
ción basándose en los resultados del es¬ 
tudio anterior. 

—y 

Sea BG" una fuerza directamente o pues- 

-> - > 

U a BG. Busquemos una fuerza CR para¬ 
lela a AF, tal que la resultante de ésta y de la fuerza BÍF sea, precisa- 

—y 

mente, lu fuerza AF. Su punto de aplicación C estará situado al otro lado 
de A con relación a B t y por aplicación de los resultados anteriores se 
puede escribir 

AF BG' 



Fig. 43 


> 


CB 


CA 


Luego CA x AF = CB X BG'. 

^ 

La intensidad de esta fuerza es CR — AF — BG. 


y —y 


Por lo tanto, el sistema formado por las fuerzas Al 1 y BG puede ser 

substituido por el que forman la tres fuerzas CR, BG' y BG. Como 

—> —> — ^ 

BG y BG' se anulan, resulta que se puede substituir las dos fuerzas Af 

-> . T> 

y BG por la única fuerza CR. 

—~y m ~^y —^ 

CR es la resultante tic AF y BG: C es el centro de las fuerzas para¬ 
lelas, y. en razón inversa a los valorea absolutos de las fuerzas apli¬ 
cadas, divide, en un punto exterior el segmento AB. 

OBSERVACIÓN* Si las dos fuerzas paralelas y de sentido contrario 
constituyen un par, no se pueden substituir por una resultante. 

Coordenadas del centro de fuerzas paralelas. —Si se elige 

un sentido positivo para las fuerzas paralelas, el centro C de las mis¬ 
mas viene dado por la relación 

-—y —y 

CA . P + CB * Q =* 0. 

Sí se proyectan los tres puntos A, B y (.en a, ó y c t sobre un eje 
orientado cualquiera, como las proyecciones conservan las relaciones 
en magnitud y signo, se tiene 

—> > 

c« * P + cb - Q = 0. 

Si X es la abscisa de c t x a y xo lus abscisas de A y tí, se tiene 

P*d + Q*i# 

PC** — X) + Q(xb — X) = 0, X - „ , —- 

P + Q 

Se tendrá, igualmente, para las otras coordenadas Y y Z del punto C 
(en un sistema de coordenadas cartesianas): 

Py« + Qyfr .. Bzu + Qzh 


Y = 


Z = 


P + Q P + Q 

Centro de n fuerzas paralelas. — Sean n fuerzas paralelas, 
aplicadas a los puntos Al, A 2 , An (ligados al sólido I, y, habién¬ 
dose elegido un sentido positivo sobre su dirección, sean Pi, Pz, 

Pr* los valores algebraicos de esas fuerzas. 
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MECANICA RACIONAL 


Si .m Ithl ii nyrn Iji iIiih Íih i;¡i , Pj y i ‘ • por hii rrsti Itmilr*: « ¡i¿i *\ i- 
lirú si I 1 ) 4 1*2 ch diferente tic* ncro- Será una fuerza parulela u (hh 
iIhi141 m y lio viiI hI r algebraico J J i } Pü ; estará aplicudu ni oí crudo tl| 
dt Iftl (1 c»h fuerzas Pi y Pa. Ahora, su l> u 1111Vaíriow fu rcHuluuilr tie Pi 
y Pa y I*3 por mii resultante: existirá sí Pi I Pa 4 Pa es diferente 
do rmi, Será urui fuerza pura Irla a las dadas y do valor algebraico 
Pi + Pjj H J*;!: su punto de aplicación será el centro Oa de las fuer* 
zas paralelas Pi 4 Pa y Pa. Así se continua hasta que se haya Ope* 
rado con todas las fuerzas dadas. Si Pi 4’ Pa, . 4 Pn ^ 0, se ob* 

tendrá una fuerza única de valor algebraico Pi 4 Ps, Pn, aplh 

caila en el punto C. El punto M es el centro de ¿as fuerzas paralelas 
dadas i 

Busquemos las coordenadas de los puntos sucesivos Ot, Os, Oa, C. 

Si las coordenadas de At, Aa, An son y\ ¥ z\;x 2 t ya, z%\ .xtu yn . 

Zn t las coordenadas de Oí serán 

, Fl xi 4 l J a xz Pi yt H- Pa yi Ft zi 4 Pa £3 

Xi =-—- - + Yi = -- , Zi = —--. 

Pi 4 Pa Pi 4 Pa Pi 4 Pa 

Las de Oa, obtenidas por el mismo procedimiento, son 

Pj ja 4 P&X 2 4 Pa .v;í __ Pi yt 4 Pa yz 4 Pa ya 


Xa - 


Ya = 

Pi 4 Pa 4 Pa 

Pi z\ 4 Pa zá 4 P3 z'¿ 


Pi 4 Pa 4 P3 


7g — 


Pi 4 Pa 4 Pa 

Continuando así, se obtienen para las coordenadas de C: 

_ Pi xx 4 P2*2 4 ... 4 P nxn 

A. — -—---—-— -—— 


Y - 


Z = 


Pl 4 Pa 4 ... 4 ?n 
Pi yi 4 Pa ya 4 ... 4 P» yn 


Pi 4 Pa 4 ... 4 Pn 
Pi z\ 4 Pa zt 4 ... 4 PnzTt 


Pi 4 Pa 4 ... 4 Pn 

Estas coordenadas nos demuestran; l\ que el punto C no depende 
de la dirección de las fuerzas; 2°, que se pueden substituir las fuerzas 
I t* P2 , mf| 1 n t por fuerzas paralelas; 3°, que la posición del punto (i 
es independiente del orden en que se vayan componiendo las fuerzas. 

Ejemplo. La resultante de tres fuerzas iguales, paralelas y del mis- 
mo sentido aplicadas en tres punios no alineados A, B y C, es una 
fuerza paralela y ti el mismo sentido y de intensidad tres veces mayor 
que la de las fuerzas dadas, teniendo su punto de aplicación en el de 
concurrencia de las medianas del triángulo formado por A, B y C. 

Aplicación al estudie del equilibrio, —Si un cuerpo está some¬ 
tido a un conjunto de fuerzas, todas ellas paralelas, la condición nece¬ 
saria y suficiente para que esté en equilibrio, es que Ja resultante de 
las fuerzas dirigidas en un cierto sonido y la de las que estén diri¬ 
gidas en sentido contrario, sean directamente opuestas, m decir, que 
tengan la misma línea de acción o soporte e igual intensidad. 

En los problemas más complicados, para estudiar el equilibrio, se 
substituyen las fuerzas paralelas que intervengan por su resultante. 

Aplicación de las operaciones elementales a los pares 
de fuerza, — So llama brazo del par la distancia entre las direc¬ 
ciones de las dos fuerzas, lia y que hacer notar, en primer lugar, que 
se puede haecr deslizar las fuerzas del par sobre sus líneas de acción 1 
[jara todos los pares equivalentes asi obtenidos, el producto de la i 11 ten* 
sidud de la fuerza por el brazo del par es constante. 

Veremos cómo, por las operaciones elementales, se puede pasar de 
un par a otro par equivalente. 

l ,h So puede someter un par a una traslación (/¿g. 41). Sea el par 

—y —y —^ 

AP y BQ, Vamos a demostrar que es equivalente al par AT\ B'Q', 
deducido del dado por una traslación AA . La primera operación ele» 
mental (p. 220) nos permite aplicar en A" dos fuerzas directamente 

—> -“> y —v 

opuestas A P y A Pi (siendo A'P* equipolente a AP) y en B' dos fuer- 

. y —y —y 

zas también directamente opuestas; B'Q' y B'Qi (siendo B'Q' equipolente 

a BQ), Los puntos A t C, A y B son los vértices de un para lelo gramo, 

Í5e pueden substituir las dos fuerzas AP y R'Qi por su resultante 2AP, 

aplicada en O, punto medio de AB', y las dos fuerzas BQ y A'Pj por 

su resultante 2BQ aplicada en el mismo punto O. Siendo estas dos 
fuerzas resultantes di recta mente 
opuestas, se anulan. Por lo tanto, me¬ 
diante operaciones elementales, se 

_>_> 

puede pasar del par AP, BQ al par 




Fig. 45 


servemos que para estos dos pares, el producto de la intensidad 
de la fuerza por el brazo de! par es idéntico. 



" de someter un par a una rotación en su plano alrededor 

di i medio del brazo. Se comienza por hacer deslizar las fuerzas 

inlm iiii lineas de acción, de 
(muís que AB sea perpendicular 
¡i rilorn, I nterinos el diámetro AB 
y Nciiii A y B' dos puntos diamc* 
t mi mente o puesto s, En cada 
uno de los punios A' y B' (fig* 46) 

-> —y 

a pilque rutis las fuerzas A Pi, Aj J , 

—> -> 

BQi y B'Q', de igual Intensidad 
que las fuerzas del par y tangen* 
tes al círculo. Ahora bien, las 

> —> 

fuerzas AP y A Pj tienen una re¬ 
sultante directamente opuesta a la 

— > 

resultante de las fuerzas BQ y B'Q], por lo tamo se anulan y nos queda 

- y r -y t 

el par Ar, BQ'. Se pasa, pues, de uno a otro por una rotación. Obser¬ 
vemos aquí también que, para los dos pares, el producto de la inten¬ 
sidad de la fuerza por el brazo del par es constante. 

3 d En el plano del par, se puede hacer variar a la voz la intensidad 
de las fuerzas y el brazo del par siempre y cuando su producto quede 
invariable. 

Supongamos también que la recta AB, que une los puntos de apli¬ 
cación de las fuerzas, fuese perpendicular a ellas ( fig . 47), Sea, por 
ejemplo, B' un punto de AB, más allá de B. Apliquemos en A dos 

-> —y 

fuerzas directamente opuestas, ASi y A.S\ sobre la roela AP, resul- 

—> , -> 

lando sus intensidades de la relación ASj - B'A = BQ - B'B* En B' 

—y —> 

aplicamos dos fuerzas directamente opuestas, B'iQi y B'Q' (paralelas 
a las fuerzas del par) y cuyas intensidades sean la diferencia de las 

—y —> „ - > 

intensidades de AP y ASi, Por construcción, B'Q es precisamente la 

-> -> 

resultante de las dos fuerzas paralelas BQ y AS ; se pueden suprimir, 

—^ —y ~y 

por lo tanto, fas tres fuerzas AS', BQ y B'Qi, ya que esta última es 
directamente opuesta a la resultante de las dos primeras. Quedan ahora, 

—> ^ y y 

la fuerza B'Q', aplicada en B' t y en A las dos fuerzas AP y A Si, 
cuya residíante forma precisamente un par con B'Q'. Este par es equi¬ 
valente al par dado. 

Volvamos a la expresión ASi - B'A — BQ * B'B, La podemos poner 
de la siguiente forma: (AP — B'Q') B'A = AP * B B. 

De donde AP (IVA — W B) = AB - AP = B'Q' . AB'. Que nos de- 
mucstra que el producto de la intensidad por el brazo del par es igual 
para los dos pares. 

4 o .Si a las dos fuerzas de un par, se les añade dos fuerzas directa¬ 
mente opuestas, se obtiene un par 


P 


equivalente: el producto de la in- 



B 


Fig. 47 

mentales^ se pueden ha¬ 
cer deslizar las fuerzas 
del par y las fuerzas 
opuestas hasta lograr 
que tengan dos a dos el 
mismo origen. Sea el par formado por AP y BQ (/£#. 48). Se añaden 

a este par las tíos fuerzas AÍJ y BV directamente opuestas. Las resul* 

-> —> -> —> > —> 
tantos APi, de AP y A11, y BQi, de BQ y BV, forman un par equi¬ 

valente al primero. Los dos parale- 
logramos APBQ y APiBQ] tienen 
igual superficie; por consiguiente, 
el producto de la intensidad por el 
brazo, que es igual al área del pa- 
ralelogramo, es constante. 

Composición de pa¬ 
res* — Mu sistema de varios 
pares es equivalente a un 
solo par: es decir, si se dan 
varios pares, por medio de 
Jas operaciones elementales, 
se pueden reducir a tino 
solo. 

Basta, para eJh>, demostrar cómo se pueden 
componer dos purés. Supongamos, primeramen¬ 
te* que los planos de los parea 110 son paralelos 
(ftg* 49); por lo tanto se cortan, y sean A y B 
Fig. 49 dos puntos cualesquiera tomarlos sobre su Ínter- 
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sección. Medíante operaciones elementa lea, se puede iransortnar cada 

—> 

par dentro de su plano, de forma que tengan por brazo AB. Sean AP y 

—> — > > —> > 

BQ las fuerzas del primer par, y AP y BQ las del segundo* AP y Al" 

-> — > —> > > 

tienen una resultante AR, y BQ y BQ' tienen otra resultante BS; AR y 

-> 

BS forman un par* 

Si los planos de los pares son paralelos, hay que empezar por Irat* 
ladar los pares a un mismo plano. Mediante las operaciones clemruliiIcH, 
se pueden trasladar los dos pares de forma que tengan por brazo un 
segmento cualquiera, y los dos pares tendrán por resultante un par. 


Momentos. Condiciones analíticas del equilibrio 

Las operaciones elementales nos proporcionan un primer medio para 
estudiar el equilibrio de los sólidos; pero este procedimiento geomé¬ 
trico, teóricamente fácil, no lo es, en general, en las aplicaciones y 
además impide el empleo del cálculo. La utilización de los momentos 
nos permite tratar los problemas de equilibrio de los sólidos por medio 
del cálculo, igual que los de la geometría analítica. 

En el estudio de las fuerzas paralelas nos hemos encontrado, en 
las de los pares, con el producto de una intensidad por «na distancia. 
(Históricamente, en la Antigüedad griega, apareció este producto en el 
estudio de la palanca.) Si en el plano tt, se consideran los dos pares, 
- > — > > > 

AP, BQ por un lado, y por otro AP , BQ # , formados por dos fuerzas 
opuestas respectivamente, el producto de la intensidad de la fuerza por 
el brazo es ci mismo para los dos pares. Como es preciso establecer una 

diferencia entre ellos, ho sido necesario 
afectar de un signo este producto y re¬ 
presentarlo por un vector, que se llama 
momento (fig. 5G). Vamos a precisar 1«& 
definiciones y propiedades ríe los mo¬ 
mentos. 



Sentido de rotación alrededor de 

Ufl eje* — Dado un eje, se sitúa un ob¬ 
servador sobre él de forma que el sentido de pies a cabeza sea el sen¬ 
tido positivo. .Se llama sentido positivo o directo, para las rotaciones 
alrededor de este eje, el de lus rotaciones dirigidas de derecha a 
izquierda para el observador que mira el movimiento. El sentido con¬ 
trario es el negativo o inverso. 

—> —> 

Disposición relativa de dos vectores.— Sean Alí y CD dos 

vectores (fig, SI) no situados en el mismo plano. Se dice que están 
en disposición directa cuando un observador colocado sobre uno de 
ellos, en el sentido del vector, vería un móvil, que recorriese el otro 
vector desde su origen al extremo, desplaza rae en el sentido directo. 
Hay reciprocidad entre ambos vectores. _ 

Definición. Se llama momento de un vector AR con relación a 

un punto O, el vector OG (fig. 52) que tiene por origen O, por módulo 

—> 

el producto del módulo del vector AB por la distancia del punto 0 




a la dirección del vector t por línea de acción o soporte la perpendicular^ 

al plano OAB, estando en disposición directa con relación al vector AB- 

Observación. El módulo 
o medida dd vecior-momen- 

—y 

to OG es el doble dd área 
del triángula OAB, 

Consecuencias. P Dos 
vectores equivalentes (es de* 
eir, iguales, del mismo sen* 
lid o y dirección) tienen 
igual momento con relación 
a un punta cualquiera. Si se 
hace deslizar un vector so¬ 
bre m soporte, su momento 
no cambia. Sí, asimismo, el 
origen del momento se des¬ 
plaza sobre una paralela a 
la dirección dd vector, se 
obtienen momentos equipo¬ 
lentes todos ellos entre sL 

2° Dos vectores directamente opuestos tienen momentos directamente 
opuestos con relación a un punto cualquiera. 

El momento de un vector con relación a un punto es nulo cuando 
el vector es nulo o cuando la línea de acción o soporte pasa por di¬ 
cho punto. 



Teorema fie Varigrmn. — FA momento con relación a un pun¬ 
to O dr. la remítante de parios vectores (o fuerzas) aplicados a un mis - 
rntt pnnto t es la resultante de los momentos con relación al punto O, de 
esos diferentes vectores (o fuer zas). 

Puta dciiiontívir este leorenm fácilmente, vamos a señalar un procedí- 
mi (mi ii priru podrr ooimlrtm el mormullo de un vector. Sea el vector 

y 

ME ijiuimliw I) y M (fig. 5'0, Simulo el momento perpendicular al 
plano O ME, lo mi ni lambe n a OM cmihmidn en el plano, y por lo 
Umin r- iitni tillarlo rn < | plano 1* que pasa por O y es perpendicular 


a OM. Se proyecta el vector iVIE nebro el plano P; sea QF su pro- 

r 

yrerinri Se buce girar el vector uK mi ángulo recto alrededor fie OM 
y *■ ii el m utulo punitivo. Hiendo éste ni OM la dirección de O a EVL 

—y 

Sea OG* el vector uní obtenido. Pitra Imalivur, »r. construye sobre el 

— ^ ^ ^ 

vector OG' el OG, cuyo módulo ew el producto del módulo OG por la 

distancia de O a M, 

Hagamos afuera la demostración paro el cu jo de dos vectores. Sean 
—^ ^ 

MEi y MFa estos dos vectores {fig* 54) aplicados en un mismo pun- 

— > 

to A y que tienen por resultante MR. Sigamos la construcción anterior. 

—> 

La proyección Oír de MR gb la resuL 

■— y t y 

tanto de las proyecciones OF't y OF 2 de 

—> —y 

los dos vectores MFi y MFg, puesto que 
QF'aRF'i es un para 1 c lo gramo. Haciendo 

girar a este para lela gra¬ 
mo un ángulo recto al¬ 
rededor del eje OM, ob¬ 
tenemos el paralelogra- 
mo OCVPC'i; la ho- 
m ote da de centro O y 
razón OM nos da por 
último el para Ir Ingram o 

OGH Gs; OÍ \ diagonal 
del paralrJngramu, es la 

resultante de OGt y 



Fig. M 


OCa. Ahora bien, resulta por construcción que OGi es el momento de 

-> > > > 

MFi, que OCí es el momento de MFs y que 01 ' es el momento de 

> —> —> 

la resultante MR, Por lo tanto, el momento OP de la resultante MR 

—y —y - y —y 

es la resultante de los momentos OGi y ÜGü de los vectores Mh y MFa. 

En el caso de varios vectores, la demostración es similar: la pro¬ 
yección de la resultante de varios vectores es, en efecto, la resultante 
de las proyecciones de ios mismos, A través dei procedí miento seguido 
en la construcción de los momentos, la resultante de los vectores ohte- 
nidos es al mismo tiempo el vector que se deduce de la resultante de 
las vectores ti «dos siguiendo la misma construcción* 

Definición, El momento de un vector AR con relación a un eje es 

-y . > -> 

la proyección O g sobre este eje del momento OG del vector Alí con 
relación a un punto cualquiera del eje. 

~> —> ,, . 
Teorema, El momento Og de un vector AB c on relación n^un eje xx 

es el momento con relación al punió O de la proyección ah del vector 

AB sobre el plano que pesa por 
O y es perpendicular a xx\ 

Sea a d ángulo que forman d 
plano CAR y el plano I* que 
pasa por O y es perpendicular 

—y 

a xx (fig. 55). Gomo OG y 
-> 

Og son respectivamente perpen¬ 
diculares a los planos OAB y 
Oa¿>, el ángulo agudo que for- 

” y 

man OG y la recia xx* es a. Por 
«;* tanto, por una parte se 
tiene: 

—y —> 

úrea O ab = (área OAB) eos y por otra, Og — OG » eos a. 

—y 

So ve así que Og tiene el mismo valor absoluto que el momento 

de ab. Como se verifica que Og está en disposición directa con relación 

a ab f Og es el momento de ab con relación a O, 

Consecuencias, V El valor algebraico del momento Og' de un 

vector A11 con relación a un eje es constante, cualquiera que sea el 
punto O elegido del eje* 

En efecto, si O se desplaza, el plano P también lo hace y la figura 
formada por Og y ab sufre una traslación. 



Fig. 55 
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\" * *tn (i r 4 #» tu ih l teorema de Varigntm* Si vurion vectores son 
OOHOttrr0Rt49 T H valor algebraico de! momento de la resallante con re- 

Lo ión . rji' i-, hi suma algebraica de los valores algebraicos de los 

.i un lio:* de lo i vectores dad o» con relación a este eje. 

Expresión analítica de las proyecciones sobre tres ejes 
de coordenadas (rectangulares) del momento de un vector 
con relación ai origen de coordenadas,—Sea un sistema de 

tres ejes de coordenadas reclan- 

—> 

guiares (ftg. 56), Un vector Mi' 
queda definido en este sistema de 
coordenadas por las coordenadas 
x . y r z s de su origen M y por los 
valores algebraicos X T Y, Z de sus 
proyecciones sobre los ejes. Este 

—> —> 

vector MF tiene un momento OC 
con relación al origen O de oour- 
dctiadas; nos proponemos calcu¬ 
lar las proyecciones de este vector 
—^ 

Ot sobre los ejes t que son los mu* 



Fiq. 56 


metilos del vector ME con relación a los tres ejes. 


F 

A 


li 


%« *i 

—— 



Supongamos, cu un principio, que el vector MF sea paralelo al eje 
Oz (fig* 57) y sea H la proyección de M sobre el plano xOy, y A y B 
las proyecciones de 11 sobre ios 
ejes Ox y O y* El momento del 
—> 

vector MF con relación a i a recta 
Ox es el momento de esta misma 
fuerza con relación al punto A de 
esta recta. Su valor absoluto es el 
doble del área del triángulo AME, 
que tiene por base MF = |Z| 
y por altura AH = I y |, El valor A H 

,—^ l'iy. 57 

absoluto del momento de MF con 

relación a A es por lo tanto [ yZ L Examinando todos Jos casos posibles 

„ . —> 

diferentes y llamando L «I valor algebraico del momento de MF con 

relación al eje xx\ se obtiene L — yZ. 

El momento del vector MF con relación al eje y y es el mismo 
que el momento de esto vector con relación al punto B del eje: su 
valor absoluto, que es el doble del aren del triángulo BMF, es fxZ], 
Examinando lodos los casos posibles, se obtiene que el valor algebraico 

del momento del vector M F con relación aí eje y y es iM = — xZ, 


En resumen, los momentos del vector MF, paralelo u z* con relación 
a los tres ejes, son: 

L =s yZ, M = — *Z, N = 0, 

Considerando así mismo un vector paralelo al eje de las x y de valor 
algebraico X T los valores algebraicos de sos momentos, con relación a 
los tres ejes, son 

L = ü f M - zX, N - — yX. 

Por últ imo t los valores algebraicos de los momentos, con relación 
a los tres ejes, de nn vector paralelo al eje de las y* de valor alge¬ 
braico Y, son 

L = — zY, M = 0, N = xY. 

—> 

Consideremos, en fin, un vector cualquiera MF, cuyas prnyee- 
ciernes sobre los ejes tengan por valores algebraicos X, Y, Z (siendo las 

—> 

coordenadas del origen x f y , zK El vector MF puede ser considerado 
como la resultante de tres vectores paralelos a loa ejes y de magnitu¬ 
des algebraicas X, Y, Z. Como consecuencia dol teorema de Varignon, 


el valí«r algebraico de las proyecciones del momento del vector MF, con 
relación al punto Ü, es la suma algebraica de los valores algebraicos 
de los momentos de las componentes X, Y, Z, con relación a los tres 
ejes. Se obtiene así 

L = yZ — zY, M = ?X — *Z, N = *Y — yX, 

Cambio de origen para el momento de un vector.— Dado 

> 

un vector MF, nos proponemos establecer la relación que existe entre 
los momentos rlc este vector con relación a dos puntos O y Oí* 

—h 

I KíjKEMA. ti momento de un vector Ml\ con relación al punto Oí, 

> 

es la resultante de un vector equipolente td momento de MF con 
relación a O, y del momento, con relación a Oí, del vector OF equipo¬ 


lente a MF* que tenga por origen O* 

Vamos a utilizar fórmulas. Consideremos O y Oí como los orígenes de 
dos sistemas de ejes coordenados rectangulares, paralelos y con los 
mismos valores. Los valores algebraicos de las proyecciones del vector 
—> 

MF sobre los eje* paralelos son idénticos: sean X, Y, Z esos valores 
algebraicos. Sean x P y, j, las coordenadas de M en el sistema de 
origen 0; xu yt„ zi las coordenadas de M en el sistema de origen Oí; 


*D, yo. ¿ó las coordenada» del punto 0 en el sistema de origen Oí. 
Se tiene xi ^ xo + x, yi = yo 4- y , z\ = zo + z. 

— ^ 

Si Lj, Mi, Ni son las proyecciones del momento fiel vector MF sobre 
bis tras ejes, se tiene 

Li = yiZ — zsY, Mi ~ 21X ■— xiZ, Ni = x\Y — yiX* 
Substituyendo Xi t y i, zi por sus valores, se liega a: 

Li = íyZ — zY) + (ya — «Y), Mi = (zX — xZ) + (tqX — xoZ), 

Ni ~ (xY — yX) + UoY — yoX), 

— ^ 

Estas fórmulas nos demuestran que e! momento OiGi es la resultante 

de un vector equipolente a OG (aquel cuyas proyecciones son yZ — zY, 
zX — xZ y xY —- yX) y ílcl momento con relación a Oí de un vector 


equipolente a MF y de origen O (aquel cuyas proyecciones son 
yoZ — zoY, zoX — ta¿ y xa Y — yoX). 

Sistema de vectores. Resultante general. Momento resul* 

* # -> -> -> 

tan te. — Sean n vectores MiFi, M 3 F 2 , MnFn. Sea 0 na punto 

i - i —^ ^ 

cualquiera. Se considera que los vectores OiF i, GaFS, OnF'n de 
origen O son respectivamente equipolentes a los n vectores dd sistema, 

y 

Estos vectores tienen una resultante OR, que es la resultante general 
(o de traslación) del sistema relativo a O, 

—> -> —> 

Sean OGi, OGz, OGn. los momento» de las n fuerzas considera* 

—^ —y —> —> 

das. La resultante OG de estos vectores OCu OCa, ...» OG n es el 
momento resultante del sistema con relación a O, 

Expresiones analíticas de la resultante general y del mo¬ 
mento resultante con relación al origen O do coordenadas. 

— SÍ xi, ji, zi; X2, y2, 22; Xn. yn t Zn son las coordenadas de los 

—^ 

orígenes de los vectores M 1 F 1 , MüFsí, „ y si Xi, Yi t Zi; Xa, Ya, Z¿; 

Xn t Y n Zn son las proyecciones de esos vectores, las proyecciones 
de la resultante general y deJ momento resultante con relación al origen 
sobre ios tres ejes son: 

( X = Xi + Xa + ... + Xa = 2Xa, 

Resultante general / Y = Yi + Ya + ... + Y n = 2Y». 

[ Z = Zi + Zí + ... + Z» = 2Zn; 

L - (yiZi — nYi) + (yaZa — rz Ya) 

... 4* (ynZii — xijYh) — i, (ynZrt 2 tiYh ) t 
Momento / M = (nXl — JflZl) + (¿ 2 X 2 — xaZa) 

retí n 1 1 a ti te \ 4" < f . 4~ (íJiXji xnZfi) ^ (¿íiXfl - xttZii), 

J N = (xiYi — yiXi) 4- (xsYa — yaXa) 

\ 4" **+ 4" (xnYn — ynXiií) = i (xn^i n — ynXn)» 

Nula: U letra griega mayúscula S Índica, bajo una forma abreviada, 
una suma que comprende todos lo» valores del índice.) 

Cambio de origen. — La resultante general no depende dd punto 
elegido corno origen: cualquiera que fuere el origen, se obtiene siempre 
un vector royas proyecciones son constantes, es decir, un vector equi¬ 
polente a! obtenido para un punto determinado O. 

Por lo tanto, aplicando ej cambio de origen y el teorema cíe Varignon 
para los momentos, se deduce que el momento resultante de un sistema 
de vectores con relación a un punto O es la resultante de dos vectores* 
uno de ellos equipolente id momento resultante del sistema con relación 
td paulo O y el otro el momento con relación, al punto 0' de la resul¬ 
tante general relativa al punto O del sistema considerado. 

Aplicación a los paros.— La resultante general de un par es nula, 
De ello se deduce que el momento resultante de un jmr es independiente 
del origen del momento: por eso se puede hablar del momento de un 
par. Si se toma el origen del momento sobre uno de los vectores, se 
obtiene que el valor absoluto del momento es igual al producto del 
vciior por el brazo del par. 

Observación, 1* Si el sistema se limita a un vector, la resultante ge¬ 
neral (que es equipolente a ese vector) y el momento resultante son 
perpendiculares* 

2* Si la resultante general y el momento resultante son nulos con 
relación a un punto, serán nulos con relación a cualquier otro punto 
del espacio. Esto ocurre cuando el sistema de vectores se compone de 
dos vectores directamente opuestos. Recíprocamente, consideremos un 
sistema de dos vectores cuya resultante general es nula (loa dos vecto¬ 
res tienen la misma intensillad y están dirigidos en sentirlo opuesto) 
Si eíu momento resultante es nulo, se deduce que ambos vectores tienen 
la mioma línea de acción o soporte. Luego si un sistema de vectores 
tiene su resultante general y su momento resultante nulos, este sistema 
estará formado por dos vectores directamente o puestos. 

Vuelta a las operaciones elementales. — Tkoiikma muy imj*or* 

TaHTe* Dos sistemas de vectores (o de fuerzas) equivalentes tienen la 
misma resultante general y el mismo momento resultante. Recíproca¬ 
mente , dos sistemas de vectores que tienen la misma resaltante gene- 
rtd y td mismo momento resultante son equivalentes 

Recordemos que dos sistemas de vectores (o de fuerzas) son equiva¬ 
lentes cuando se puede pasar de uno a otro mediante operaciones ele¬ 
mentales, Las operaciones elementales no alteran la resultante gene¬ 
ral (pues en la construcción de una resultante se pueden substituir 
varios vectores por la suya). Por otra parte, se deduce del teorema de 
Varignon que el momento resultante no cambia cuando se ¡1 plica la 
segunda operación elemental. 

Demostremos ahora que dos sistemas S y S' que tienen la misma 
resultante general y el mismo momento resultante son equivalentes, Par- 
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Máquina para elevar el agua mediante bambas movidas por 

una nu da hidráulica 


Máquina pura elevar el agua de un manantial o no tterumudu 

por la fuerza de caballos 



Máquina perforadora de tahas de madera. Grabados procedentes de « La ral son ríes jotres maneantes 

de Caus t 165i (Fot. Larousse) 


i 1 ai m * eolui. jiáiJL* |jrrn: denle i Las grúas del puerto de FJ Havre y ¡os mus tiles de carga de los 
navios son ejemplos de combinaciones mus o menos complejas de los principios de ¡as máquinas 

simples que se estudian en mecánica (Fot. Larousse) 
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tumo» del «iatr'inn Sí a ñadiun osle el fomuulo i m>< Ion vivímrn que > im ,j i 
tiluyen el S' y por los vector en directamente o pu cutos a ello», que eonrp 
tituyen el sistema —* §* x fisto ca una aplicación de la primera operación 
He menta l> La resultante general y el momento multante del iUtcma 
— S' son directamente opuestos a los del sistema S. Consideremos ahora 
el conjunto de loa dos sistemas 5 y —S": la resultante general y d 
momento resultante de este conjunto S y — S" son nulos. Ahora bien, 
par las operaciones elementales, se pueden substituir estos vector en 
par dos directamente opuestos. Una última operación elemental per* 
mite suprimirlos» Queda el sistema S\ Mediante operaciones elementales 
hemos pasado del sistema S al S\ Por lo tanto, estos sistemas, que tienen 
la misma resultante general y momento resultante, son equivalentes» 

Consecuencias. 1* Para que un sistema sea equivalente a un vector 
único, es preciso y suficiente que la resultante general y el momento 
resultante con relación a un punto sean perpendiculares; 

2 Ü La condición necesaria y suficiente para que un sistema sea equi¬ 
valente a un par es que la resultante general sea nula* 

Si se considera el sistema formado por varios pares, la resultante 
general es nula. Por lo tanto, el sistema formado por varios parea es 
equivalente a un par único; ya se ha demostrado directamente. Además, 
el momento de este par único es la suma geométrica de los momentos 
que forman el sistema dado. 

Condiciones analíticas de equilibrio.— Hemos visto, aplicando 
las operaciones elementales, que la condición necesaria y suficiente para 
que un sólido esté en equilibrio es que el sistema de fuerzas aplicadas 
a él quede reducido a dos fuerzas directamente opuestas y, por consi¬ 
guiente, que sea igual a cero» Ahora bien, si un sistema de fuerzas su 
reduce a cero, su resultante de traslación y su momento resultante son 
nulos. Hemos demostrado, a través del teorema anterior, que si reci¬ 
procamente la resultante general y el momento resultante son nulos, el 
sistema de fuerzas puede reducirse a dos fuerzas directamente opuestas 
y, por consiguiente, es igual a cero. 

Por lo tanto, la condición necesaria y suficiente vara que un sólido 
esté en equilibrio consiste en que la resultante general y el momento 
resultante (con relación a un punto cualquiera) sean nidos. 

Analíticamente, esta condición queda establecida con las seis ecuacio¬ 
nes siguientes í 

( X = SXn = 0 f ( L — 35 (ynZn — xnYn) - 0 , 

^ Y = SYn = 0 T \ M « 2| (ínXn — XrtZ») ~ 0, 

( Z =■ S Zn = 0, ( N 3=5 2 Ya — yaXjt) = 0. 

Las tres primeras ecuaciones expresan que la resultante general es 

nula. Las tres últimas, que el momento resultante con relación al origen 
de coordenadas es nulo» 


GaSO particular. —Todas las fuerzas que actúan sobre un sólido 
están situadas en un mismo plano (fuerzas copla na rías). La multante 
general está conten jila en me 
plano (fig, fifi). Los momentos 
de todas las fuerzas con relación 
a un pumo cualquiera del plano 
son perpendiculares al mismo. 

Puesto que la resultante general 
es perpendicular al mo¬ 
mento resultante, el siste¬ 
ma de fuerzas es equiva¬ 
lente a una fuerza única. 

La condición necesaria 
y suficiente del equilibrio 
es que esta fuerza única 
sea nula, lo cual se expresa analíticamente por las tres eeuacioncH 
siguientes: 

X = SXn = 0 t Y — SYfl - 0 , N = 2<*nYf* — y n Xn) = 0 . 

Ejemplo» Sólido sometido a tres 

— y 

fuerzas, .Sean las tres fuerzas AF, 



Fig . 58 



Fig. 59 


BG, CU (fig. 59). Cuando haya 
equilibrio, el momento resultante 
con relación a un punto cualquie¬ 
ra es nulo; tomemos un punto O 
sobre la línea de acción o soporte 

de la fuerza CIL El momento de 
esta fuerza es nulo; para que el 
momento resultante sea nulo, ca 


preciso que üos momentos de AF y BG, con relación al punto O, sean 
opuestos. Los dos planos detenn i nados, de una parte por O y el sopor¬ 
te de AF, y por O y el soporte de BC por otra, deben confundirse. 

Como O es un punto cualquiera del soporte de CU, se llega a la 
conclusión de que las tres fuerzas deben estar en un mismo plano. 

Si en ese plano, dos de las fuerzas son 
concurrentes, el soporte de la tercera de¬ 
be pasar por ese punto, y se llega de 
nuevo a las condiciones ya encontradas en 
el estudio de la estática de un punto so¬ 
metido a tres fuerzas (v. p. 217). 

St dos cíe las fuerzas son paralelas, tie¬ 
nen una resultante que debe ser directa¬ 
mente opuesta a la tercera fuerza» Pode¬ 
mos de nuevo obtener, con ayuda de la 
resultante general y del momento resul- 



.. |un rcFudiiiibn i i lliiHii úunuimcntr mediante las operaciones 

i IniH'fti'■ h m, ■ i >i o d 11 iii 1 i r i |i; 11 .i Ir I jo* Al 1 y BU, que en un principio 

4 ijMm .i toii d i mito ih mido {fig, 60): el valor de la intensidad 

ijii |,i ii uli hIi m iii 1 n mui i di' hiN intensidades de las dos fuerzas 

«fiiihiN, Mili . i, 11 .. tu i iH quf lu resultante corta la recta AB: 

i] i tumi p' uii ■ i' lili 'ni.i h fin i' 111 i p ¡te punto es nulo, Por lo tamo, 

^ 

v\ momnitf) dr Al 1 drln m dii < ’-un- ntr opuesto al de BG; el punto 
C debí' c ¡ni rn»i A y H * «mu .1 vulm del momento resultante debe 

ser nulo, loi j vnb»i> dí lo 1 .. d« AL y BG deben ser iguales. 

—► 

Ahora bien, el vulot di I «ihhiu i"iln dr Al 1 niti ir Lición a G es el doble 
del área del triángulo 1 .A!*, l.|r-gi*mn» ar.i a la igualdad 

( 1 ) CA - AF sen CAF « II - BG leu CBG. 

Como los ángulos CAF y LIÍL un mjpbmrijt/ino% iiciiru el mismo 
seno, y se Gene 

(2) CA - AF = CB . BG. 

Al estar C entre A y B, se llega de ntrovo a lu igualdad algebratea 

■— y — y y — y 

CA * AF + CB * BG = 0- 

Fíff. 61 f Asimismo, se llega otra ve/, a 

los resultados ya establecido» con 
la ayuda de las operaciones ele¬ 
mentales, o sea cuando se cslu- 
dió el caso de dos fuerzan parale¬ 
las y del mismo sentido (fig, 61). 
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Centro de varias fuerzas paralelas. — De 

forma general vamos a continuar, mediante el 
cálculo, la búsqueda do la resultante de varias 
fuerzas paralelas. En primer lugar, si se tienen va¬ 
rias fuerzas paralelas, la resultante general de to¬ 
das ellas (si no es nula) es una fuerza paralela a 
las dadas. Consideremos el momento residíante con 
relación a un punto cualquiera O: el momento de 
cada una de las fuerzas es un vector de origen O 
y situado en H plano que, pasando por O, es perpendicular a in di¬ 
rección de las fuerzas (fig. 62)» Estando todos los momentos situados 
en ese plano, el momen¬ 
to resultante (si no es 
nulo) estará situado tam¬ 
bién en él. Gomo el mo¬ 
mento resultante es per¬ 
pendicular a la resultante 
general, el sistema de 
fuerzas paralelas será 
equivalente a una fuerza 
única. 

Calculemos ahora las co¬ 
ordenadas de su punto de 
aplicación» Tomemos sobre 
la dirección paralela a las 
fuerzas un sentido powiti- 

—> 

vo. Esta» fuerzas AiFi, 

—:y —> 

AaFüp , AflFn. tendrán 
entonces los valores alge¬ 
braicos fu ■>., /n. Consideremos un vector de valor + 1 contenido 
en U misma dirección paralela (fig. 63); si a, ¿í, y son las proyeccio¬ 
nes de esc vector, las proyec¬ 
ciones d«l vector paralelo a él 
y de valor algebraico /1 serán 
afu Pfh yfU las del vector fa se¬ 
rán a /y (íf% yf% .... 

Sean, por último, xu yi» zb 
las coordenadas del origen del 

—^ 

vector AiFi, X 2 , y 2 , z 2 , las del 

—y 

origen Aa del vector AsF’a, ... 

Para terminar, designemos por i/: 
x t Yj z las coordenadas del ori¬ 
gen de la resultante. Escriba¬ 
mos ahora que el sistema de 
fuerzas dadas y su resultante 

tienen la misma resultante general y el misino momento resultante con 
relación al origen de coordenadas. 


Fig. 62 



Fig. 63 


X = afi + a/a + ... + a/n = a (/i + fs + ... + /a). 

Y = fifi + /i/2 + ... + ftfn — /3 (/i -f* /l + ... “h /n). 

Z — yft -b y/g + ... + y/n ~ y (fl + /í + + /íi). 

L = yZ — zY = (/i + /a + ... + h) íyy ~ i¡3) 

— {yifiy — íi/i/ 3) + (ys/ay — Z2¡2fi ) + ... + (ynfny — 1 znfnft) 

- ySyi/i — /?Szi/i. 

De donde se deducen las siguientes relaciones: 

( yy (fi + h 4* ... + /n) — fiz (f\ + f% + ... + fn) = yXytfi — {¡Xnfij 

1 <xz (fl -i- fl + ... + fn) "yx (fl + f% + ... + fn) ~ cóZzifi — y^xifu 

( fix (/i + h + ... + fn) — ay C/l + h + -- + fa) = /í2Ui/l — a^n/i- 

Estas tres ecuaciones no son independientes, pues la suma de ellas 
miembro a miembro es nula; en particular laa tres soluciones siguientes 
las satisfacen: 


I.NCtn.» meiúihca V, — 15 v 
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írn + Itx l + ... H- fnxn /íyi + /aya + ... + fny« 

/i +/a + ... + lñ ’ /i + /»-f ... + /n ' 

/l*l + /Mí + ... + /»Z(i 

/i + /a 4* ... + /n 

Iji resultante de! sistema de fuerzas paralelas dadas puede ser con¬ 
siderad» romo aplicada en esc punto. Observamos que las coordenadas 
de dicho punto no dependen de los coeficientes a, fl, y; esto demues¬ 
tra que, sin cambiar los puntos de aplicación de las fuerzas, si ac las 
cambín de dirección, la resultante estará siempre aplicada en el mismo 
punto. Éste seguirá siendo igual sí se substituyen las fuerzas dadas por 
otras que les sean proporcionales. Este punto tan importante es el 
centro de las fuerzas paralelas. 


Centros de gravedad 


Peso y mBSa. — Todo elemento material está sometido a una fuer¬ 
za, que, en su mayor parte, es debida a la atracción ejercida por k 
I ierra. Esta tuerza fie llama peso del punto; el fenómeno es la gra¬ 
vedad, El peso esta dirigido, según la vertical, hacía el interior de la 
Tierra (o, mus comúnmente, hacia abajo), La vertical usía muy próxi* 
nía a la dirección del centro de la Tierra, Lo que ordinariamente se 
llama peso, es la intensidad de esta fuerza. 

Numerosas medidas y experiencias han permitido estudiar el peso* 
Éste disminuye con la altitud. Varía en intensidad y dirección con 
ella t y es Un poco mayor en ios polos que en el ecuador. 

Es preciso distinguir bien lo que es peso de lo que es masa: la masa 
de un cuerpo o elemento material es un número constante, y la física 
demuestra que es consubstancial con el (una vez fijadas las unidades). 
Su peso, en cualquier lugar, es el producto de su masa por una cons- 
tanre (más exactamente, por un vector constante) que no depende sino 
del lugar. Esta constante, que se estudiara con más detalle en la cine* 
mátiea, es la aceleración o intensidad de k gravedad, y se designa 
por la letra #* 

Observación, Los dinamómetros de resorte miden los pesos, Laa ha- 
lanzas, por id contrarío, miden la masa. En las transacciones comercia¬ 
les no se tiene en cuenta el peso de las mercancías, sino su masa. 
Por esta razón, el empleo comercial de los dinamómetros está prohibido. 

Centro de gravedad de un sólido.— Hemos définido un sólido 

corno un conjunto de puntos. Si el sólido es de dimensiones pequeñas 
con relación a Ja Tierra, el peso do sus diferentes puntos serán fuerzas 
paralelas y proporcionales a su masa (puesto que g tiene el mismo valor 
para todos los puntos del cuerpo). La resultante de todas estas fuerzas 
paralelas, es el peso del cuerpo, y el centro de rilan se llama ceñirá 
de gravedad de] cuerpo. 

Si fie cambia k orientación del sólido con relación a la Tierra, para 
un observador que estuviera unido a él (o mejor, paro un sistema de 
ejes coordenados ligado a 1 sólido), sería como si se modificara k di¬ 
rección común de todas Jas fuerzas: la posición del centro de gravedad 
no variará con relación al cuerpo, ya que liemos establecido que es el 
centro de fuerzas paralelas. Asimismo, cuando se desplaza el sólido, los 
pesos variarán, pero siempre se mantendrán proporciona leu a Jas nía- 
sus: la posición del centro de gravedad no varía. 

En resumen, el centro de gravedad de un sólido es un punto inva* 
dablemente ligado al mismo. 


Coordenadas del centro de gravedad, — Si el sólido está cons¬ 
tituido por loa puntos materiales de masas mi, m% mn t si las co¬ 
ordenadas de estos puntos son respectivamente x\ t yi t zj, X 2 ¡ z% 
ya, Z 3 , ... t Xn t Yn+ zn. y si la aceleración de k gravedad es g r ks 
coordenadas del centro de gravedad serán 

migx\ + H92&X2 + ... + mngxn Xmixi 

x — --—----- ~ __. 

OTlíí + Ill2g + ... + m,\g M 

designando por M la masa total del sólido. 

Asimismo, 


y - 


i nvtyí 


IM 


^fUiZi 

HvT 


Observación, Si se pudiera dividir el «olido en varias porciones y s 
conocieran los centros ,!e gravedad de cada una de ellas y sus masas 
las formulas anteriores nos demuestran que el centro de gravedad d 
un solido se hallaría encontrando el centro de gravedad del sistem 
material formado por los centros de gravedad de las diferentes porek 
nes, como si la masa de cada mía de ellas estuviera con cent ruda c 
íju centro de gravedad respectivo. 

Ejemplo, Centro de gravedad de tres masas ¿guales situadas en lo 
v ' nic “ de « B '"ángulo A1ÍC (fig. 64). Si xi, n. n son las coiwdens 
( as i o A, x% ya, z<¿ ks de B t y y 3 , 23 las tic C, las coordenada 
del centro de gravedad serán 



XI + X2 + *3 

3 


Y = 


n + n + ya 

3 


r/ 2 \ + + £3 

/j 6 ™ " - - - - 

3 


reniendo en cuenta la observación anterior, se pueden substituir las 

mas í 8 5 ltlJ “ as 11 ^ n V Fn C P°r «na doble situada en M, punto 

medio de HL, El centro de gravedad de las tres masas será el pumo G, 


M, * n, |do *°brr A5f y» según el calculo efectuado para hallar el centro 
ilr I urrzaa paralelas, a una distancia de 
M igual a un tercio del segmento MA* 

E«l, punto es el de concurrencia de las 
media una del triangulo ABC* 

La lo que hemos visto anteriormente, 
ñ f h«n considerado sistemas sólidos cons* 
til unios por puntos materiales distantes. 

La mayoría de los sólidos materiales no 
están así formados: por d contrarío, di¬ 
chos puntos materiales están en íntimo 
contacto (no nos vamos a ocupar aquí de 
ks teorías físicas sobre k constitución 



Fig. 64 


de k materia), Para tener, a falta de k posición exacta, una posición 
aproximada del centro de gravedad, se divide el sólido en n porciones 
pequeñas de ¡nasas mi, m% ma y se toma en el interior de*cada 
una de ellas un punto como centro de gravedad del mismo. La posición 
aproximada del centro de gravedad es el centro de gravedad del sis¬ 
tema formado por estos últimos puntos, como su k musa de cada uno 
de ellos estuviera allí concentrada. Para bailar la posición exacta, seria 
preciso hallar la posición límite de la aproximada, haciendo tender a 
cero d tamaño de las porciones. El cálculo de este límite es una de 
ks aplicaciones del cálculo de¡ integrales. 

Densidad modín. Densidad de Ufl punto# —'Consideremos nue¬ 
vamente la división efectuada en el sólido anteriormente. Si m es Ja 
masa de una de esas porciones de volumen v t se llama densidad media 

con relación al volumen v considerada la relación d - -- % Si v 

tiende a cero, corvirtiéndose en un punto, fie i lama densidad* de esto 

punto el límite de la relación ——, Este límite es función de las 

v 

coordenadas del punto. 

Si el sólido es una superficie, se Maga de la misma forma al concep¬ 
to de densidad superficial. Si cJ solido es una linea, se llega igual¬ 
mente al concepto de densidad lineal. 

Centro de gravedad de una linea. —Sea un arco AB (fig. 65), 
Las coordenadas de un punto de 
esta línea están dadas por las ex- 
presiones parame trica» x ^ f (r), 
y = g (í), z = h (f), y el arco AB 
es recorrido cuando t varía de a a 
b* La densidad en cualquier punto 
es también una función del pará¬ 
metro p (t). Sea el pünto de la 
curva que corresponde al valor t del 
parámetro y Mn+i el que corres* m 
pande al valor t + di del parame 

tro. Si dm es k diferencial de k masa, ds la del arco y p la densidad: 

dm - pds y M — f p . 

J a 


3 


B 



M, 


n 


n+ 




Fia, 65 


y pasando al límite, mediante Jas expresiones que nos dan Jos valores 
aproximados de ks coordenadas del centro de gravedad, se obtienen 
las coordenadas por ks integrales 


/ 


/ (t)pdi 


r 


g (O fula 


X ~ 


M 


y = 


/ 


h (t)pds 


M 


z = 


M 


sienrlo ^ [/' (*)]« + [g <t)J 3 + [A' (f)] 3 di <v. CeomkthÍa 

analítica, p, 213), 

Para hallar d centro de gravedad de superficies y de sólidos, se llega, 
mediante cálculo, a fórmulas análogas, pero más complicadas, emplean¬ 
do integrales múltiples. 

Sólido homogéneo# -—Un cuerpo es homogéneo cuando su masa 
es proporcional al volumen (o a la superficie o a la longitud): en este 
caso, k densidad es constante. No Interviene para hallar el centro de 
gravedad: la posición del centro de gravedad de un sólido homogéneo 
es independiente de su densidad. Depende 
únicamente de su forma gen métrica. 

El problema de hallar el centro de gra¬ 
vedad es facilitado por Jas siguientes ob* 
servaciones, que permiten el empleo de 
métodos geométricos. 



(T 

A 


Fig. fifi 


Utilización de las simetrías.- 

í boiiEMA, Si un solido hofttogcnco tiene un centro de 5fj?iefr£i! t au cen- 
tro de gravedad coincide precisamente con el de simetría. 

En efecto, a todo cíeme ni o A del solido hacemos corresponder un 
demento simétrico A' (fig, fcó). La multante de los pesos de A y A' 
tenrIra como punto ríe aplicación el centro de simetría O. Repitiendo 
d mismo razonamiento para todos los elementos del sólido, se llega 
a la conclusión de que todas las fuerzas paralelas calan aplicadas en el 
centro de simetría O; el centro de simetría O es, efectivamente, el cen¬ 
tro de gravedad# 

Ejh m i 1 1 D, El centro du gravedad de un segmento homogéneo es su 
punto medio. El centro de gravedad de una esfera es el centro de la 
esfera: el de una figura plana que tenga forma de paralefograino 
es d punto de intersección de las diagonales. Asimismo, el centro de 
gravedad de un paralelepípedo es el punto de concurrencia de sus 
diagonales. 
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TfcoiiKMA. .Si un solido tiene un efe de simetría, su fr/i tto de fTAPf" 
dad está sobre dicho r¡t\ 

1 .11 dcrrimt ración es análoga a tu anterior. 

Teorema, Si un solido tiene un plano de simetría, su centro de gra 
vedad está situado en dicho plano. 

Por lo que respecta a figuras planas y volúmenes, se tienen, ndmuh. 
los (los teoremas siguientes. 

Teqhema. Si una figura plana admite un diámetro para tas paralelas 
u una cierta dirección , el centro de gravedad de la figura está sobre¬ 
dicho diámetro. 

Una figura piaña admite tin diámetro relativo a cierta dirección A 
(¡ig, 61), si los puntos medios de los segmentos interceptados por los 

bordes de la figura sobre Las paralelas 
a dicha dirección tienen por lugar geo¬ 
métrico una recta 1); esta recta D es 
un diámetro de la figura. Dos parale¬ 
las, A A" y BB' f a lu dirección A, 
muy próximas entre sí, limitan una 
pequeña zona cuyo contorno difiere 
poco del pe rale lo gramo, dos de cu¬ 
yos lados son AA' y BB', y los otros 
dos son las paralelas trazadas por 
A y A' a la recta D. El centro de 
gravedad de este paraldogramo está 
sobre D. El centro de gravedad de 
la zona pequeña AA'B'B puede con¬ 
siderarse como confundido con él. 
Los pesos de todas estas zonas pe¬ 
queñas tendrán, pues, sus puntos 
de aplicación sobre D. Su resultan¬ 
te también tendrá su punto de apli¬ 
cación sobre dicho diámetro: por lo 
tanto, este punto de aplicación será precisamente el centro de grave¬ 
dad de la figura. 

Teorema, Sí un volumen está limitado por una superficie que admi~ 
te un plano diametral para las paralelas a una cierta dirección, el een- 
tro de gravedad del volumen está situado en dicho plano. 

La demostración es similar a la del teorema anterior. 

Observación. Los ríos teoremas anteriores no se aplican nada más 
que a las figuras planas y u los volúmenes. No se deben utilizar para 
hallar el centro de gravedad de una linea o de una superficie no plana. 



Centro de gravedad de una figura plana triangular* — 

Toda mediana de un triángulo es un diámetro para las secantes parale¬ 
las al lado del triángulo sobre el que termina (fig, 6Ü). Por consiguien¬ 
te, el centro de gravedad de una figura 
plana triangular es el punto de concu¬ 
rrencia de las medianas- 

para determinar el centro de grave¬ 
dad de una figura poligonal, se div ide 
en triángulos y se baila el centro de las 
fuerzas paralelas, proporcionales a la 
masa de cada triángulo, aplicadas en 
lós centros de gravedad de cada uno de 

Fio. 68 



Centro de gravedad de un prisma triangular- — Es el cen¬ 
tro de gravedad de su sección media. 

Sea ABCA'B'C' un prisma triangular ({¿g> tf9). Si a % h t t\ son lo» 
puntos medios de sus aristas laterales, el triangulo abe es la sección 
media del prisma- El plano abe es un plano diametral para lita fincan¬ 
tes paralelas a AA': contiene, pues, el centro de gravedad del prisma* 
Consideremos los puntos medios D y D’ 
de BC y BC', respectivamente. K! plano 
AA'ÜD' es un plano diametral para las se¬ 
cantes paralelas a BC. Contiene también, 
por lo tanto, el centro de gravedad. Este 
plano corta al abe según la mediana ad de 
Ia sección media. El centro de gravedad 
estará, por consiguiente, sobre esa media- 


FIq. 69 

na. También estará sobre las otras dos. 
En consecuencia, el centro de gravedad 
del prisma coi nenie con el fie la sección 
0 media. 

Si se tratase de hallar el centro de 
gravedad de un prisma cualquiera, se 
dividiría en prismas triangulares por 
planos diagonales que pasen por una 
arista vertical (fig. 70). 

Fig. 70 Los centros de gravedad de estos 

prismas triangulares coinciden con los 
centros de gravedad de los triángulos obtenidos en sus secciones medias. 
Como los volúmenes de los prismas triangulares son proporcionales a 




lu» área» de Iiin ni mi guio» de sus secciones medias, el centro de gra- 
mUd drl pfiMiiui rom- uJirá con el centro de su sección media, 

Culltru llfl grvtvtiiifitf do un tetraedro*—El centro de gravedad 
ih mi Hit iiflfH en . I punto dundo hc cortan los cuatro segmentos que 
mo o i mto s iiii i ri*n f I centro do gravedad de la cara opuesta. 

i A Mtc h .. (fig. 71), Sí E es el pumo medio de CD, el 

i»t.. \ m ii m plano iluioioimí pura las cuerdas paralelas a CD; 

. lu *.. el orni mi de gmvedad estará cu dicho plano. Así sucede 

ip.u dmriití iii Jiri pii'i» phniiM di termtinnlnn por una arista y el punto 

riirdlo ilr Im uiiftlii upuOMir A .iodo CMOS ptailOS dos a dos, O tres 

a 1 /hn, n )»■ 1 11 h ii lo ti HrgmniluA n que lince referencia el enunciado. 
El cent i o f Ir pun vedad <-nt jí n un *-ijíi rt*+ C* partir de la cara) de cada 
segmento ■ [Mt onr rl miitu <]h- gtu, vedsd dr unn ('ara con el vértice 
o pues! o. 


e 


FÍO. 7! 




Fífj. 72 


Para hallar el centro de gravedad de una pirámide cualquiera, se 
descompone en pira tu id es triangulares: obteniéndose que el centro de 
gravedad de la pirámide coincide con el de la sección piramidal for¬ 
mada por el plano cuya distancia a la base es un cuarto de la altu¬ 
ra (fig. 72). 

Centro de gravedad del cilindro- —El centro de gravedad de 
un cilindro de bases circulares es el punto medio del segmento que 
une los centros de las dos bases. El centro de gravedad de un cono de 
base circular está sobro el segmento que une el centro de la base con 
el vértice, y situado a un cuarto do la longitud de dicho segmento 
a partir de ía base. 


Teoremas de Guldin*~£/ oreo de la superficie engendrada por 
una línea plana que gira alrededor de un eje situado en su plano , sin 
cortarlo, es el producto de la medida de la longitud de esta línea por 
la circunferencia descrita por su centro de gravedad* 

Sea AMjMí, ..., M.ft—iB tina línea quebrada inscrita en el arco AB 
(fig. 73), Cuando el arco 
AB gira alrededor del eje 
xx situado en su plano, ca¬ 
da segmento engendra un 
tronco de cono, El área la¬ 
teral dr cada uno de estas 
troncos de cono en el pro¬ 
ducto dr la longitud do tn 
generatriz por la de la cir¬ 
cunferencia; descrita por el Fig. 73 

punto medio de dicha gene¬ 
ratriz: designando por H k el punto medio de Mu y por H't 

lu proyección de Hfe sobre el eje, se tiene que el urea engendrada es 
S = 2w [H'H * A Mi + H'Hi • MiMss 4- ... + H'jtH* 

+ ... + HVi Hn~i - M»-i£U. 



Si H'H, H'iHi, iTfcHfc son las ordenadas de los puntos H P Hi, 
ítl , Hfr, Hn-1, y A Mi, MiMs ,los pesos de los segmentos, aplica¬ 

dos en esos puntos, la expresión anterior es el numerador de la orde¬ 
nada del centro de las 


fuerzas paralelas. Si g 
es el centro de gravedad 
de la línea quebrada, ¿ 
su proyección sobre el eje, 
y I su longitud, substitu¬ 
yendo la expresión entre 
corchetes por so valor se 
obtiene: S — 2 jt/ * g¿. 

Supongamos ahora que 
los lados de la línea que¬ 
brada inscrita tienden a 
cero, / tenderá hacia la 
longitud L del arco AB; 
el punto g hacia el centro 
de gravedad G del arco 
ÁB y 5 tendrá por lími¬ 
te la superficie engendra¬ 
da por el arco. En el lí¬ 
mite se tiene que 

S = 2?rG'G * L. 



Aplicación. Centro de gravedad de un arco de circunferencia . Sea 
el arco de circunferencia AB, cuya longitud en radianes es W (fig. 74). 
El centro de gravedad está sobre el eje de simetría del arco, es decir, 
sobre el diámetro que une el centro con el punto medio del arco. 
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Hagamos girar H ano hoIi re H diámetro piiriilrlf) n AH. El nm> AH 
^(igrmJnt ümt /oiiii cuya altura vale 2R sen o. Aplicando rl fibroma 
de Gnhlin, se tiene: 

R sen B 

2ttR - 2R sen 0 = 21W . 2írOG t OC - --% 

0 

Tsoiiema. El voUtmen engendrado por ana superficie plana que gira 
alrededor de un efe sitando en su plano sin cortarlo* es el producto del 
urea de la superficie plana por la longitud de la circunferencia des- 
crita por su centro de gravedad. 

Sea una superficie plana limitada por un contorno cualquiera (fig* 75) 

y xx el eje. Imaginemos 
que se le ha dividido en 
cuadrículas cuyos lados son, 
unos, perpendiculares, y 
otros, paralelos al eje xx. 
Sea ABCD una de estas 
cuadrículas interior a C. 
El volumen engendrado por 
el cuadrado ABCD es la di¬ 
ferencia de los volúmenes 
y* t 0 r F (T % Je los cilindros engendrados 

Fig , 75 por los rectángulos EFCD y 

EFBA, Su valor es 

ítEF (ED 2 — EA a ) = ?rEF (ED — EA) - (EÜ + EA). 

Sí O es el centro de! cuadrado ABCD y O' el punto medio de 
EF t ED + EA — 2 O O' y el volumen engendrado por d cuadrado 
ABCD es 

2ttOO' - AH * BC. 

Ahora bien, AB ■ BC es la superficie de ABCD. La suma de todos 
los volúmenes engendrados por los cuadrados interiores al contorno es 
2ir200 J • superf ABCD* La expresión 

300' superf. ABCD 

es el numerador de la ordenada del centro de fuerzas paralelas. Si g es 
d centro de gravedad de la superficie & formada por los cuadrados, 
se tiene 

v — 2tt * gg* * s. 

Si el lado de los cuadrados tiende a cero, 5 tenderá hacia la superfi¬ 
cie S interior al contorno, g al centro de gravedad G de esta superfi¬ 
cie y v hacia d volumen engendrado. Se obtiene V = 2ffGC' * S. 



Estática del sólido ligado 


Hasta ahora hemos estudiado sólidos libres, es decir, capaces de 
desplazarse en todas direcciones. 

Lo más corriente es que los desplazamientos dd sólido sean limita* 
dos por apoyos o por la presencia de otros cuerpos. El sólido es, en este 
caso, un sólido ligado; un cuerpo que está en reposo sobre una mesa, 
un cuerpo que gira alrededor de un eje, son sólidos ligados. La acción 
de estos obstáculos puede ser substituida y representada por fuerzas 
que reciben el nombre de reacciones o fuerzas de ligadura. Entonces, 
el sólido está sometido a dos ciases de fuerzas: las aplicadas directa¬ 
mente, de una parte, y de otra, las fuerzas de ligadura. La dificultad 
estriba en que generalmente los elementos de las fuerzas de ligadura 
son desconocidos, en parle o en su totalidad; el estudio de estas fuer¬ 
zas es una de las finalidades de la estática del sólido ligado. 


Principio de estática del sólido ligado* — Este principio es de 
origen experimental: SL se pueden encontrar fuerzas de ligadura ad¬ 
misibles en las condiciones del problema, y si estas fuerzas constituyen 
junto con las fuerzas directamente aplicadas un sistema equivalente 
a cero, se admite que el solido está en equilibrio. 

Las acciones del Bólido sobre los cuerpos, con los que está en con¬ 
tacto, son directamente opuestas a las fuerzas de enlace o ligadura. 

Hay que distinguir, además, si los contactos se hacen con o sin roza¬ 
miento, En el caso “ideal” en que Jos cuerpos estén perfectamente pu¬ 
limentados, no hay rozamiento y las fuerzas de ligadura son normales, 
es decir, perpendiculares a los planos tangentes. Cuando hay roza¬ 
miento, lo que sucede realmente, las fuerzas de ligadura deben formar 
con las normales ángulos menores que los de rozamiento (v, p. 2IR). 

Problema, Una barra cilindrica homogénea y pesante, de peso p, 
es£¿ en reposo apoyada sobre dos cuchillas situadas en el mismo plano 
horizontal tjig . 76). Estudiar las condiciones de equilibrio. 


n 




La única fuerza direc- 
til mente aplicada es su pe¬ 
so, que actúa en el centro 
de gravedad- Las reaccio¬ 
nes de los apoyos son dos 
fuerzas verticales dirigi¬ 
das hacia arriba. Si el 
centro de gravedad esta a 
igual distancia de los dos 
apoyos, lomando como 
reacciones fuerzas iguales 
a la mitad de! peso, el 
sistema formado por el peso y las dos reacciones es equivalente a cero. 
Llegamos a la conclusión de que hay equilibrio y que las acciones de 
la barra sobre los dos apoyos son iguales a la mitad del peso. 

Si el centro de gravedad no estuviera a igual distancia de los apo¬ 
yos, aunque sí situado entre los mismos, se podrían encontrar dos 
fuerzas dirigidas hacia arriba que equilibrasen el peso (v, p, 221). 
Si el centro de gravedad no estuviera situado entre los dos apoyos. 


\?P 


Fig , 76 



vh irnpímihli rjii4mirar dos fuerzas verticales que equilíbren al peso: 
el equilihjm n* imposible, 

t’imiEi.K/vM, fina varilla cilindrica, homogénea y pesante , de longitud 
3K, se apoya sui rozamiento sobre el borde de una copa semiesférica 
de nidio K y de eje vertical. Por uno de sus extremos se apoya sin 
rozamiento sobre la superficie interna . Encontrar su posición de equi¬ 
librio (fig, 77). 

Sea O el centro de la copa L el extremo de la varilla que se 
apoya sobre la superficie interna de la copa y B el punto en el que 
se apoya sobre el borde de 

la misma. La varilla esta f 

sometida a tres fuerzas: 

P su peso, que es una fuer¬ 
za vertical de intensidad p f 
aplicada en el centro de 

gravedad G; T* la reacción 

T de la copa en el punto L 

de contacto, siendo normal 
a la superficie de la copa 
y, por lo tanto, dirigida se¬ 
gún el radio LO; 3 S la 
reacción T de la copa so¬ 
bre la varilla en el pun¬ 
to B. Siendo, como hemos 
dicho al principio, la vari¬ 
lla cilindrica, si suponemos 
que el borde de la copa es 
setn icil i nd rico, la reacción 
en B será normal a AB. 

Puesto que está sometida a 

tres fuerzas, nos encontramos con un caso ya estudiado teórica mente. 
En primer lugar, esas tres fuerzas deben estar situadas en un mismo 
plano; como la fuerza P es vertical y la fuerza T pasa por el punto O, 
la posición de equilibrio de la varilla estará en un plano vertical que 
pase por el centro O. Consideremos que ese plano sea el de la figura. 


Fig. 77 


—:> —> 

El problema tiene tres incógnitas: las reacciones LT y BT y el ángulo 
x que forma la varilla con AB. Se puede resolver el problema algebra** 
carne me escribiendo que las sumas algebraicas de las proyecciones de 
las fuerzas sobre los ejes .t'Ox y y'Oy son nulas, así como el momento 
resultante con relación al punto. Consideraciones geométricas nos oiré* 


een una solución más rápida. Observemos que las dos reacciones LT 
— T^" 

y B t* se cortan en el punto L\ diametral mente opuesto a L. Gomo las 
fuerzas deben ser concurrentes, la vertical del punto G debe pasar 
por h\ Es suficiente, pues, poner que la abscisa de \J ea. igual a la de 
G. Para bailar esta última, se proyecta el contorno OLG sobre el eje 
x'x y se obtiene: 


( 1 ) 


( 2 ) 

(.3) 


3R 

R eos 2x — — R eos 2x 4- - eos x, 

2 

4 eos 2x = 3 eos x, 

8 eos 3 x —* 3 eos x — 4 — 0. 


Esta ecuación tiene una solución que Ja satisface: 

i 

eos x — 0*918, con una aproximación de — —-. 

IODO 

Por consiguiente, empleando una tabla de líneas trigonométricas na* 
torales: x = 26 grados. 



T y T' nos vienen dadas por el sistema de ecuaciones 


T eos 2x ~ T sen x* P = T sen 2x + T eos x, 

Phoblema oe i,a ESCALERA. 

■Se va íí estudiar el proble¬ 
ma del equilibrio de una es¬ 
cudera que representaremos 
por una varilla pesante que 
se apoya sobre un plano 
vertitml y sobre el horizon* 
tal (fig. 78), 

Las fuerzas son el peso 
de la escalera y las reaccio¬ 
nes del suelo y del muro; 
están situadas en un plano 
vertical que pasa por la es¬ 
calera y que consideramos 
sea el plano de la figura. 

Vamos a estudiar el caso 
en que exista rozamiento y 
a resolver el problema grá- Fig. 78 

ficamente (fig. 78). Sean 

9 el ángulo de rozamiento en el suelo y / el de rozamiento en el muro, 
A un lado y otro de la perpendicular en A al suelo, tracemos dos 
semirrectas que formen con ella el ángulo La reacción del suelo 
debe caer dentro de este ángulo. Asimismo, la reacción del muro debe 
estar dentro del ángulo formado por las semirrectas que forman con 
la perpendicular al muro, el ángulo <p\ Estas cuatro rectas constituyen 
el cuadrilátero EFIH. La condición necesaria para que haya equilibrio, 
es decir, para que las reacciones estén dentro de los ángulos de roza¬ 
miento, es que la vertical del punto G corte el cuadrilátero IEFH. Esta 
condición necesaria es al mismo tiempo suficiente, y nos dice que la 
abscisa del punto G debe ser mayor que la del punto I. 
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Desígnenlo* por « y h la abscha dr A y la unir rúala t)f B, / r) con 
hí■ irruir de rozamiento en A y f el de 0, 


x — ü 

Ln ecuación da la recta AI es y = —- — —- 

La de in recia III es y — b — fx, 

Lu abscisa de I nos viene entonces dada por 


b + f r x — 



x = 


La condición necesaria y suficiente es entonces 


a — bf 

í+F 


a a — bf 

— > ——r, « (tí - i) + 2 bf > o, 

2 i + // 

Si 6 representa la inclinación de la escalera y / su longitud 
í eos 6 <//' — 1) + 2 fl sen 0 > 0. 


De donde 


tg 6 > 


i-y 

2 / 


Si el rozamiento lucra bastante pequeño ff <. 1, no habría equíll- 
brío nada más que cuando 0 fuera bastante grande. Si por el contrario* 
ff > l t lo que quiere decir que los rozamientos son considerables* 
la escalera estará siempre en equilibrio. 


Sólido COTI un punto fijo- — Este enlace o ligadura es el reali¬ 
zado por una pequeña rótula. No hay más que una fuerza de ligadura 
aplicada en el punto fijo. Sí el cuerpo está en equilibrio, 
las fuerzas directamente aplicadas y la reacción II del 
punto fijo constituyen un sistema equ iva lente a cero* 

Las fuerzas directamente aplicadas deben pues tener 
una resultante única que pase par el punto fijo (fig, 79). 

Para que esto ocurra, es preciso que el momento resul¬ 
tante OC de las fuerzas directamente aplicadas, con reía* 
ción a 0 sea nulo. Si se toma el punto fijo como origen 
de coordenadas, las condiciones analíticas de equilibrio 
se expresan por las tres ecuaciones siguientes: 

L - 0, M = Ü, N = 0* 

Esta condición necesaria es también suficiente; hí las 
fuerzas directamente aplicadas tienen una resultante única 
Fia* 7í> que pasa por el punto fijo, la resistencia de éste du lugar 
a una fuerza directamente opuesta. Esta fuerza equilibra 
al sistema formado por las fuerzas exteriores* 

Ejemplo. Salido pesante que gira alrededor de un punto /¿/o. La úni¬ 
ca fuerza directamente aplicada es su pe SO, fuerza vertical que actúa 
en el centro de gravedad. Es preciso que el peso pase por el punto 
fijo* por lo tanto el centro de gravedad debe estar en la vertical de] 
pumo fijo, Si el centro de gravedad está por encima del punto újo, el 
equilibrio es inestable. Si está por debajo do el, el equilibrio es estable* 
St coinciden el centro de gravedad y el punto fijo* el cuerpo está 
siempre en equilibrio. 



Rotación de un sólido alrededor de un eje fijo. — Esta liga* 
dura, muy frecuente, se realiza en la práctica de diferentes formas; 
charnelas* muñones y anillos de bisagra, ejes y cubos de rueda, roda¬ 
mientos de bolas. Lo más corriente es que la ligadure impida el desli¬ 
zamiento a lo largo de un eje. 

Las fuerzas de ligadura pasan todas por el eje. Siendo así, el sis* 
tema formado por las fuerzas de ligadura y las fuerais directamente 
aplicadas es equivalente a cero* Como las fuerzas de ligadura cortan el 
eje, la suma algebraica de sus momentos con relación a este eje e» nula. 
Como también es nula la soma algebraica de los momentos do todas 
las fuerzas aplicadas al sólido con relación al citado eje, se llega a ja 
consecuencia de que la condición necesaria para que haya equilibrio 
consiste en que la suma algebraica de los momentos de las fuerzas 
directamente apUcaulas con relación al efe de rotación sea nula. 

Si se toma este eje como eje zz la condición necesaria fíe equilibrio 
se expresa analíticamente por la ecuación 2N m 0. 

-> “> 

Esta condición es suficiente. Sean OR y OC la resultante general 
y el momento resultante con relación al punto O {fig* 80), Por hipóte¬ 


sis, el momento OC es perpendicular al eje de rotación. Busquemos 

un sistema de fuerzas que sea equiva¬ 
lente al sistema de las fuerzas directa¬ 
mente aplicadas: su acción sobre el sóli¬ 
do es Idéntica. Siendo así, un sistema 
equivalente estaría formado por el vee* 

—y 

tor 0R y por un par de eje OG, Para 
hallar este par, se toma un punto O' 
del eje como origen de un 



vector 07 cuyo momento 
Jf con relación a O sea pre- 

—y 

chámente OG- Puesto que 
—> 

el momento OG es perpen¬ 
dicular al eje* la fuerza 

07' estará situada en un 
plano que, pasando por eJ eje, sea perpendicular a dicho eje. El par 


—y —y 

dr op Oi. ir *oiii|uuu d< ln fuerza O f y de la fuerza O/ cuyo punto 


dr {iplh ariún r»i O * ir iu)o upuchla a O f * 

Ln,, jiid/tui <liH.it .ir aplicadas pueden» por tanto, ser substituí* 

> ~y —y , 

dan pin ln ím 1 H * * 1 v |m 11 ln 1 enaltante de las fuerzas 0/ y OR. Estas 

do* íuei/an r ib. 11 l 1 r.fl .I eje: la resistencia dd eje da lugar a 

Inn fuerza* dr Lridl .dn-rnuniente opuestas, que equilibran al siste¬ 

ma de fuc»/,«Ji dici rt Muciih dpHcsdau* 

Observa* ;íún l i nmr|n mn dr que rl momento de las fuerzas apli¬ 
cadas con reknnri al . ^<’ ara nulo permite, cu general, encontrar la 
posición dts equtltbtm l'rM* rl rálculo de las fuerzas fíe ligadura es 
frecuentemente imposible: m <1 eje en cilindrico, hay una infinidad 
de fuerzas de ligadura. En Iom demás canon, en necesario hacer hipóte¬ 
sis sobre cómo está realizada ln ligadura. El razonamiento anterior nos 
da a conocer las fuerzas de ligadura cuando rl eje es un pequeño millo 
sin que haya rozamiento en O", y un anillo y un cal ribo en O. 

Observación* Si el cuerpo pudiera deslizarse win rozamiento a lo lar¬ 
go del eje de rotación* para que haya equilibrio» sería necesario» además 
de la condición anterior, que la resultante general fuera perpendicular 
ai eje. La condición analíticamente se expresaría por Z = 0. 


Sólido en reposo sin rozamiento sobre un plano* — Las fuer¬ 
zas de ligadura en ese plano son fuerzas normales (es decir* perpen¬ 
diculares) a éL Y todas ellas dirigidas en el mismo sentido, Tienen* 
pues* una resultante única perpendicular al plano* Pura que el sólido 
esté en equilibrio, es por lo tanto necesario que las fuerzas directamente 
aplicadas al sólido tengan una resultante única perpendicular y diri¬ 
gida en tal sentido que tienda a sujetar el cuerpo contra el plano. 

Vamos a precisar los diferentes casos: 

P El sólido nu está en contacto con el plano más que por un solo 
punto* Es necesario que las fuerzas exteriores tengan una" resultante 
única que pase por ese punto. Recíprocamente, si c& asi* la resisten* 
cía del plano da lugar u una fuerza de ligadura que equilibra el sistema 
de las fuerzas directamente aplicadas; 

2 a El sólido tiene dos punios M y N en contacto con el plano. La re¬ 
sultante de las fuerzas directamente aplicadas, debe ser perpendicular 
al plano y cortar la recta MN en un punto situado entre M y N, Si es 
así, se pueden, recíproca mente* calcular las fuerzas de ligadura apli¬ 
cadas en loa puntos M y N (v. p. 221); 

3® El sólido está en contacto con el plano por tres puntos no alinea¬ 
dos (ejemplo: un taburete). Siendo la resultante de tres fuerzas para¬ 
lela s y del mismo sentido* una fuerza paralela a ellas y de igual sen¬ 
tido aplicada eq un punto interior del triángulo* la condición necesaria 
de equilibrio consiste en que tas fuerzas directamente aplicadas tengan 
una resultante única que corte el plano en un punto interior del trián¬ 
gulo formado por los tres punios de apoyo; 

4" El sólido tiene en contacto con el plano cierto número de puntos 
de apoyo* Admitiremos que lodos 
log pumos de «poyo están en el 
interior o sobre el perímetro de 
un polígono convexo único (figu¬ 
ra 81)* Este polígono es rl do kuh- 
tentación► La condición necesaria 
y suficiente de equilibrio radica en 
que las fuerais directamente apli- 
cadas tengan una resultante única, 
perpendicular al plano, dirigida biQ* 81 

de tal forma que tienda a apoyar 

el sólido sobre cJ plano corlando éste en un punto interior del polígono 
de sustentación (o situado todo lo más sobre el perímetro del mismo). 

Por último, si hay superficies y puntos de apoyo* habrá una superfi¬ 
cie de sustentación convexa, limitada por las superficies de apoyo y las 
tangentes comunes, de forma 
que cualquiera de ellas quede 
en el interior del área de sus¬ 
tentación (fig, 82). La condi¬ 
ción necesaria y suficiente de 
equilibrio es que las fuerzas 
directamente aplicada» tengan 
una resultante perpendicular 
al plano, corlándolo en un 
punto interior o sobre el con¬ 
torno de la superficie de sus¬ 
tentación. 

En estos dos últimos casos* si no existen otras hipótesis, el cálculo 
fie las fuerzas de ligadura es indeterminado. 




Equilibrio de un sistema tile sólidos. — Para hallar las condicio¬ 
nes de equilibrio de un sistema de sólidos, hay que considerar aisla¬ 
damente cada uno de ellos: se le agregan las fuerzas de ligadura de 
los sólidos vecinos y se hallan entonces las condiciones de equilibrio. 
Repitiendo la operación con todos los sólidos del sistema, se encontra¬ 
rán las condiciones necesarias y suficientes para que el conjunto esté 
en equilibrio* 

Expresando que el conjunto del sistema, o una parle de. él solamen¬ 
te eslá en equilibrio, como si fuera un sólido, se obtienen las condi¬ 
ciones necesarias de equilibrio. 
























Nociones de 



Lzt estática gráfica itf. k tt€5 por finalidad substituir el cálculo algebraico 
|hh rnnHi mí c iirnra gráficas cu la resolución de los problemas dü equi¬ 
librio, Sólo vnrulos algunos problemas, en los que (odas fas fuerzas 
catan en un mismo plano. En la práctica, los dibujos o diagramas deben 
ser hechos con cuidado y es necesario emplear una escala para las fuer* 
zas y otra para las longitudes. La teoría se basa esencialmente en la 
suma geométrica. 

Polígono de fuerzas. Polígono funicular.— Consideremos, por 

ejemplo* el caso de cuatro fuerzas Fi, Fa, Fa, Fa (fig , 83), cuyas líneas 




de acción o soportes están trazados. Tomemos un punto cualquiera ai t 
en el plano de la figura y* a partir de 01, construyamos el polígono de 
fuerzas (o polígono de Varignon): a partir de ¿íl llevemos el vector 

—> —> 

«103 equipolente a la fuerza Fi, a continuación equipolente a 1% 

a confín ilación asta equipolente a Fz y por último «aus equipolente a 
—> 

Fi: aias es la resultante general del sistema de fuerzas dado. Tome* 
mo$, siempre en el plano de la figura, un pumo O y unámoslo con 
los vértices dei polígono de fuerzas mediante los radios Coi* Coz* 
Om. 

Por un punto cualquiera a del plano tracemos a«i paralela al rayo 
Oai, estando sobre el soporte de Fi; a continuación 2122 paralela al 
rayo Ou2, estando a2 sobre el soporte de F 2 ; a continuación asan parale¬ 
la al rayo Oa3, estando az sobre el soporte de Fa; a continuación 
33124 paralela a 0 ( 4 * estando 24 sobre el soporte de Fi; por último, 
tracemos at/3 paralela a Oras; la línea poligonal aaiasaaatjS, se llama 
polígono funicular de las fuerzas dadas. El punto O se llama polo. 
Observación. Si las fuerzas son para lelas, los lados del polígono de 
fuerzas están situados sobre una misma recta paralela a la dirección de 
las fuerzas. 

Teorema, El empleo del polígono funicular queda justificado por el 
siguiente teorema: un sistema de fuerzas cualesquiera situadas en un 
plano es equivalente a dos fuerzas que tengan por línea de acción los 
lados extremos del polígono de fuerzas dado, y tengan por intensida¬ 
des y sentido los de los rayos que unen el polo con los vértices extre¬ 
mos del polígono de fuerzas* estando estos rayos recorridos en el senti¬ 
do que va del primer vértice al polo y del polo al último vértice , 
Continuemos razonando sobre el ejemplo anterior. Apliquemos las 
fuerzas en los vértices del polígono funicular, haciéndolas deslizarse 
sobre sus soportes. Descompongamos Fi en dos fuerzas que tengan por 
líneas de acción acct y ama. El polígono de fuerzas nos hace ver que 

—^ — V 

las fuerzas mO y Ooa tienen por resultante Fi* Las componentes busca* 

’— 

das son, pues, dos fuerzas, equipolente una de ellas a ai O y de sopor* 
—^ 

te ata y otra a Oía y de soporte aiaa. Asimismo se descompone Fa en 

una fuerza equipolente asQ y de soporte otiaai y otra equipolente a 
—^ 

On:i y de soporte a 223 * F 3 se descompone en una fuerza equipolente a 
—> m —> 

aaO y de soporte 3302 y otra equipolente a Oo 4 y de soporte 2324 * Por 

último, F 4 se descompone en una fuerza equipolente a a*0 y de soporte 

—> 

a33i y otra equipolente a O 05 y de soporte 34 /L 

Las componentes cuyos soportes son los lados del polígono funicular, 
son directamente opuestas dos a dos* Por lo tanto* se anulan, quedando 

el sistema de fuerzas reducido a una fuerza equipolente a aiü y de 

soporte 21 a y a otra equipolente a Ons y de soporte aifi. 


Casos posibles diferentes. — Un sistema de fuerzas situadas en 
un plano es equipolente a una fuerza única, a un par o a cero* Se pue* 
de averiguar el caso que se presenta mediante construcciones gráficas 
análogas a las que liemos descrito, 

I" El polígono de fuerzas no es cerrado, EE sistema de fuerzas es 
en cate caso equivalente a una fuerza única, equipolente a la resultante 
general del sistema* Los rayos polares extremos ((bu y Od&) no coinci¬ 
den: los lados extremos (221 y 24 /í) del polígono funicular se cortan 
en un punto I, El sistema de fuerzas dado es equivalente a una fuerza 


única equipolente a la resultante general del sistema y cuya línea de 
acción pasa por L 

2 o El polígono de fuerzas queda cerrado (<*5 coincide con 01 ). Los vec- 
—> -> 

torca oiG y Ons tienen el mismo soporte, son iguales y de sentido con¬ 
trario. Los lados extremos (aat y a\(d) del polígono funicular son para¬ 
lelos. Las dos fuerzas a las que el sistema queda reducido, son iguales* 
paralelas y de sentido contrario. Este caso comprende otros dos: 

a) Los lados extremos dei polígono funicular, no coinciden, es decir, 
el polígono funicular no se cierra; las dos fuerzas forman un par; 

h) Los lados extremos del polígono funicular coinciden, es decir, el 
polígono se cierra. Las dos fuerzas son directamente opuestas* El siste¬ 
ma de fuerzas es equivalente a cero* Hay equilibrio. 

Observación, La condición necesaria y suficiente de equilibrio con¬ 
siste en que tanto el polígono de fuerzas como el polígono funicular se 
cierren* 

Aplicaciones* 1* Determinación gráfica del centro de gravedad de 
una superficie en forma de doble T (fig. 84), 

Sea una superficie homogénea en forma de doble T, Está compuesta 
de tres reciangulos ABMJN, GDKL y EFHI, de pesos pi, pa y pa y cuyos 
centros de gravedad son gi t ¿*2 y gz t situados en los centros de gravedad 
de los rectángulos* El centro de gravedad de la superficie total, estará 
sobre d eje de simetría de la figUFa* Vamos, mediante los procedimien¬ 
tos de la estática gráfica, a determinar la linca de acción de la resul¬ 
tante de las tres fuerzas pi, pa y p 3 . Tomemos por polo un punto O, 
El polígono de fuerzas se reduce a un segmento de recta. Se construye 
el polígono funicular como se explicó en el párrafo anterior. Los lados 
extremos se cortan en el punto e. Se traza por e una paralela a las fuer¬ 
zas. Ésta corta el «je de simetría en el punto C, que será el centro de 
gravedad buscado. 
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2 o Determinación gráfica del centro de gravedad de una superficie 
rectangular que tiene un orificio circular , cuyo centro está sobre el 
efe de simetría de la figura. 

En este caso (/¿g. 85), se puede considerar la superficie bajo k 
acción de dos fuerzas paralelas y de sentido contrario: 1", el peso pi 
del rectángulo, suponiéndole sin orificio, aplicado en su centro de 
gravedad gi que coincide con el centro de gravedad de la figura; 
2", una fuerza vertical ps», igual y de sentido contrario al peso de la 
parte que corresponde al orificio, aplicada en el centro del mismo. 


A 



Fíy. 85 



P.„ h.~ U —* — . P«* de ■ .u»,. 

arbitrario A un vector AIS igual y paralelo a pi f y después, a partir 

de B, un vector BC igual y paralelo a pa; unamos los puntos A, By C 
con otro punto arbitrario O, 

Tracemos a continuación por un punto ¿n, situado en el plano de la 
superficie, una recta aros paralela a O A, una recta ab paralela a OB 
y u na recta bd paralela a ÜL, cuya intersección con aia tiara un punto 
d en la vertical que pasa por el centro de gravedad de la superficie* 
La intersección de la vertical que pasa por d con el eje de simetría 
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xx* es d centro de gravedad bufado G- El peso resultante catará re- 


— > 

presentado por el vector vertical GP, de intensidad igual a ¡n pa. 

Observación, En los dos ejemplos anteriores, la determinación drl 
centro de gravedad ha sido facilitada por el hecho de qur halda tm 

ejr de simetría. Guando éste no raiste, el polígono funtaiih. n dn 

la linea de acción o soporte de la resultante, en decir, una primera recta 
sobre ta que se encuentra el centro de gravedad. Para hallar una según 
da recia, se hacen girar todas las fuer ras un mismo ángulo (por ejem¬ 
plo, un ángulo recto): construyendo de nuevo rl polígono funicular, 
tus obtiene esta segunda recta, cuya intersección con la primera non da 
el centro de gravedad, 

3* Una viga horizontal de peso P (fig. 86), aplicado en G t esta some¬ 
tida, además , a dos fuerzas verticales Fi y Fa que actúan respectiva¬ 
mente en A y en D: la viga está apoyada en dos puntos M y N. Deter¬ 
minar gráficamente las reacciones Ri y Ra de ¿os apoyos M y N. 

No conocemos en un principio el origen Ri del polígono de fuerzas; 


> 




no obstante, construiremos tos vectores anas* mm t atas equipolentes a las 
fuerzas conocidas Fi, P, Fa. Tomemos un punto cualquiera 0 del plano 
como polo, ( racemos el polígono funicular a partir de su segundo lado, 
que es paralelo a empezando a partir de M, A continuación de Mas 
trazamos sucesivamente a 3 út* paralela a « 3 O, «435 paralela a «*0, rj&ue 
paralela a «&0. Como la viga está en equilibrio, el polígono funicular 


\ttu terrado, Por ■ orrúguitmtc, rl primer lado y el último del polígono 
ftimriilat enduran sobre rl soporte Mae, Trazando por el polo Ü la para* 



fuerzas. La reacción Rj será equipolente a mm y ta reacción Rs equí- 

—y 

potente a asm. 


Cinemática 


Objeto de la cinemática. Medida algebraica del tiempo. — Movimiento rectilíneo: Movimiento rectilíneo unifor¬ 
me. Movimiento rectilíneo en general. Velocidad media. Velocidad en el instante íq. Aceleración de un mo¬ 
vimiento rectilíneo. Diagramas de espacios, velocidades y aceleraciones. Movimiento rectilíneo uniformemente 
variado. Movimiento oscilatorio (o vibratorio simple), lístudio del movimiento, — Movimiento curvilíneos 
Velocidad media. Velocidad instantánea. Hodógrnfa. Aceleración, Expresiones de las proyecciones de la velo¬ 
cidad y de ía aceleración sobre un sistema de ejes coordenados- Proyecciones de la aceleración. Propiedad de 
los momentos. Movimiento circular. Ejemplo: movimiento curvilíneo de proyectiles en ei vacio. Componentes 
del vector velocidad en coordenadas polares. Componente tangencial del vector aceleración. — Movimientos 
simples de un cuerpo sólidos Movimiento de traslación* Movimiento de rotación de un sólido* — Cambio del 
sistema de referencia. Composición de tos movimientos! Teorema fundamental de la composición de Las velo¬ 
cidades. Movimiento helicoidal. Movimiento de una rueda sobre el suelo. Composición de las aceleraciones. 

Caso particular importante* Acción centrífuga 


Objeto do la cinemática. — La cinemática es la parte de ta me¬ 
cánica que estudia el movimiento de los cuerpos en función del tiempo, 
e independientemente de tas causas que lo producen. 

El movimiento es un fenómeno esencialmente relativo: siempre se 
estudia respecto a un sistema de referencia, fin marinero que anda 
sobre su barca, tiene, si se toma como sistema de referencia, cierto 
movimiento con relación a ella: este movimiento lo notará un observa¬ 
dor que esté también sobre la barca, pero otro observador situado en 
ta orilla percibirá un movimiento distinto: es el movimiento con rela¬ 
ción a 1a tierra tomada como referencia. 

Observaciones. I o La mayoría de los movimientos reatas se estudian 
tomando la tierra como sistema de referencia. En astronomía se toma 
para ciertas cuestiones un sistema de referencia ligado al sistema sotar, 
planteándose así —éste es uno de los problemas más delicados de la 
ciencia actual— ta existencia de un sistema de referencia absoluto* 

2 a Guando en estática hemos estudiado el equilibrio, es decir, ta 
ausencia de movimiento en los cuerpos, se ha hecho implícitamente 
respecto a un sistema de referencia. 

Para tratar mediante el cálculo tas cuestiones establecidas por la 
cinemática, se toman sistemas de referencia ligados a los sistemas de 
coordenadas. Un punto está en movimiento cuando sus coordenada m 
son funciones variables del tiempo. Se llama trayectoria el lugar geomé* 
trico de los puntos que, ligados a! amienta de referencia» indican las 
posiciones sucesivas que ocupa el punto en movimiento. 

Medida algebraica del tiempo. ’— Se digo un instante puf 
origen y una unidad (por ejemplo, H segundo). Cada Instante queda 
determinado por un numero algebraico. Si un hecho tiene lugar después 
del instante lomado como origen, se determina por un número posi¬ 
tivo que tiene como valor absoluto el intervalo de tiempo que separa 
el instante origen de aquel en que sucede el hecho. Si tiene lugar antes 
del instante origen, queda determinado por un número negativo. Los 
números algebraicos determinan de esta forma las fechas de tas sucesos. 

La duración de un fenómeno es la diferencia entre ta fecha de su 
terminación y la de su comienzo. 

Ejemplo. Si se toma por origen de tiempos el 21 de marzo, a medio¬ 
día legal en Madrid, y por unidad la hora ordinaria, un suceso que 
ocurriera el mismo día a las 4 de la tarde, tendría lugar en el tiempo 
+ 4; otro suceso que hubiera ocurrido a tas 10 de la mañana, el 
mismo día, habría tenido lugar en el tiempo “2, 

Movimiento rectilíneo 


Definición. Los movimientos rectilíneos son aquellos que tienen por 
fniyecíoría una recta. Si se orienta esta recio, y se elige sobre la misma 
un punto de referencia como origen , un móvil sobre dicha recta tendrá 
una abscisa que será función del tiempo . 

Movimiento rectilineo uniforme* — Es el movimiento rectilíneo 
en el que los espacios recorridos por e! móvil, que va siempre en «1 
mismo sentido, son proporciona tas a los tiempos empleados en recorrer¬ 
los. La relación constante entre el espacio y el tiempo, es 1a velocidad 
del movimiento. Si el movimiento va dirigido eu sentido positivo, ta 


velocidad es positiva, y si vu en sentido negativo, la velocidad ca nega¬ 
tiva. 

Observación. Lo que llamamos velocidad, en la acepción vulgar de 
ta palabra, es el valor absoluto de la velocidad matemática. 

Teorema. Todo movimiento rectilíneo uniforme tiene una ecuación 
de primer grado con relación al tiempo . 

Sea v la velocidad del moví miento rectilíneo uniforme considerado. 
Si en el insume ¿o el móvil está en el punto Mj de abscisa xú (fig . 87) 
y en el instante t está en el punto M de abscisa X 4 puesto que el espa¬ 
cio recorrido es proporcional al tiempo: 


U) 


% — X(l 

- = Vw 

t — tú 


( 2 ) 


x = Vt + *T0 — tflQ. 


Esta ecuación, que define ta posición del punto M con relación al 
tiemiHj, hc denomina ecuación (o ley) del movimiento: es lineal, es 
decir, de primer grado con respecto a I, 


i* 


or. 


n* 

Fig. 87 


H 


M 


Mi 


Teorema* Reciproc&mente t si la abscisa x de un móvil, animado de 
un movimiento rectilíneo, es una ecuación de primer grado respecto al 
tiempo, el movimiento es uniforme. 

Sea x =3 at + b ta ley del movimiento* En el instante fi, el móvil 
está en Mi de abscisa xi, xi — ati + b. En el instante fa, id móvil está 
en Mu de abscisa x% vz = ai¿ + b. De estas dos igualdades se deduce 
que 

-> 

x %— xt MiMta 

——— ~ a o -- = o. 

fa — i 1 fa — ti 

Lo que nos demuestra que el espacio recorrido es proporcional al 
tiempo; el movimiento es uniforme y su velocidad ew a. 

Observación, b es 1a abscisa del móvil en el instante de tiempo t ~ Ü. 

Representación de la velocidad.'—Siendo ta Velocidad una magnitud 
algebraica, se puede representar por un 
vector cuya línea de acción o soporte sea 
la trayectoria, indicando al mismo tiem¬ 
po ta magnitud y sentido de la velocidad. 

Diagrama de los espacios* — Es ta 

curva representativa de la función x = 

“ at 4- b; los tiempos 
se toman sobre el eje de 
las abscisas, y tas espacios 
recorridos, sobre las urde- f' 
nadas: el diagrama es una recta cuyo 
coeficiente angular es ta velocidad (figu¬ 
ra 88)* 

Movimiento rectilíneo en gene¬ 
ral. — Lo estudiado anteriormente es 

sólo para el caso de que el móvil tenga un movimiento rectilíneo unU 
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forme» fíe formi Rl¿s ^ciicrut, todo movunicntu rectilíneo puedo rtspre- itl de voloruliuics es la curva representativa de la función v — ¡ f (t} 

Neniarse por la función % — / (l)* entre el tiempo y la abscisa del y el de aceleraciones es la curva representativa de y = f* (t) m 

punto (o espacio recorrido), lista función es la ecuación (o ley) 


del movimiento. Vamos a demostrar cómo se pueden deducir las 
cante turísticas del movimiento del estudio de esta ecuación. 

Velocidad media- —Sea VfO la posición de no móvil en 
d instante íq y Mi su posición en el instante ( 1 . Se llama ve¬ 
locidad media (entre los dos instantes fo y fi) la velocidad de 
un móvil ficticio que recorre el eje xx con un movimiento 
uniforme, pasando por el punto Mu en el instante £0 y por el 
punto Mi en el instante ti* El valor de esta velocidad medía es 


M 0 M 1 


Al-A[) 


Om = 


íi — £[) í 1 — ÍQ 

fin)—fu 0 ) 

Um = '-—- 

t\ — *0 

Obsjervaciones. I o La velocidad media puede ser representa¬ 
da por un vector* 

2 o La velocidad media es la que se menciona generalmente, 
por ejemplo, cuando se habla de la velocidad de un tren 
entre dos estaciones. 



Velocidad en el instante to. — Para darse cuenta exacta 
de lo que sucede en fl instante to t interesa que ti esté lo mas 
cerca posible de ío (bien sea por encima o por debajo de él). 

Se llega así al concepto de la velocidad en el instante £ 0 . 

Por definición, la velocidad en el instante £0 es el límite ha¬ 
cia el que tiende la velocidad media cuando ft tiende a £ 0 * 

.. .. . 1 ■ , fin) —i (a) , . , 

Anora bien, el limite de -—- f cuando fo tiende 

£1 — to 

es la derivada de la función / (t). 

Por lo tanto, la velocidad rife un punto animado de un movimiento 
rectilíneo es la derivada con respecto tí t de la abscisa o espacio re¬ 
corrido: 

* = r 

Observación, En cada instante la velocidad puede estar representa*la 
por un vector* 

Ejemplo practico. En balística es muy importante conocer la velo¬ 
cidad del proyectil en el preciso instante de su salida por el tubo del 
caiión. Un procedimiento moderno para obtenerla consiste en hacer 
que el proyectil corte dos circuitos eléctricos colocados delante de la 
boca de fuego, muy cerca tino del otro (algunos centímetros), y anotar, 
gracias a un sistema de registro, el tiempo que separa esas dos ruptu¬ 
ras, Se baila así una velocidad media muy aproximada a la velocidad 
de salida por la boca del tubo. 


Fíff* 8fL — Gráfico de explotación de una vi a tínica. Un tren como d 
7401 debe esperar obligatoriamente en la estación de Aran juez, que 
dispone de vías accesorias, el tren de sentido contrario 7530, antes 

de reemprender su marcha 

Aplicaciones prácticas: gráficos de ferrocarriles. — En ios servi¬ 
cios de explotación de ferrocarriles se utilizan gráficos (fig* 89) que se 
obtienen suponiendo que la línea de ferrocarril es una recta y que loa 
a tu trenes llevan una velocidad uniforme entre cada dos estaciones. Los dia¬ 
gramas se componen de segmentos de rectas inclinadas, que represen¬ 
tan la marcha de los trenes, y de segmentos horizontales (o rellanos), 
que representan las paradas. Si es vía única, los cruces deben hacerse 
necesariamente en las estaciones* En el caso de vía doble, los expresos 
y rápidos deben adelantar a los trenes correos y de mercancías en las 
estaciones. Si se quiere hacer circular un tren extraordinario, su dia¬ 
grama debe poderse dibujar sobre el cuadro general de diagramas* 

Movimiento rectilíneo uniformemente variado, —Un movi¬ 
miento es uniformemente variado cuando su aceleración es constante 
sin ser nula. 

Teorema. Para rodo movimiento uniforme mente variado f su ley es 
una función de segundo grado con respecto al tiempo , 

Sea, en efecto, y el valor constante de la aceleración* La velocidad 
es una integral de la aceleración, por lo tanto 

(1) v — yJ + ó, siendo b una constante. 

Siendo el espacio o abscisa del móvil la integral de la velocidad, su 
valor será 


Aceleración de un movimiento rectilíneo,— Este nuevo con 

ceplo indica la forma más o menos rápida de cómo varía la velocidad» 
Aunque menos intuitiva que el concepto de velocidad, lo es también 
en cierto modo: cuando un automovilista habla de la “repríse” de su 
coche, se refiere a su aceleración. 

Se llama aceleración media, entre dos instantes £u y íj, el valor 


algebraico de la relación 


r (n)—r (ro) 

fi— *a 


Se llama aceleración en el Instante £0 y se designa por la letra grie¬ 
ga y {gamma) el límite hacia el que tiende la aceleración media cuan¬ 
do ¿1 tiende a £q> Se ve que en cada instante la aceleración es Ja deri¬ 
vada de la velocidad. 

Como la velocidad es la derivada del espacio, la aceleración en los 
movimientos rectilíneos es la derivada segunda de) espacio, 

d*x 

En definitiva, si x = / (#)., v — j' (í) o bien v — -—- 

di 


y = / {£) o bien 


d^x 


dt* 


1 

(2) x = *—— y£ 3 + bt + €* 

2 

Las constantes h y c nos vienen dadas, bien sea di reciamente o bien 
por las condiciones iniciales del problema. 

Reciproco. Todo movimiento rectilíneo en el que la abscisa o espa¬ 
cio recorrido sea una función de segundo grado con respecto al ¿tem¬ 
po, es un movimiento uniformemente variado, 

Sea (1) a = oí*' + bt + c* Derivando sucesivamente bc obtiene 

(2) v * 2u£ + b y (3) y = 2a, 

Por i o tanto, la aceleración es constante. 

Significado de las constantes. — a es la mitad de la aceleración. 
Si se hace t == 0, se obtiene i/q — b 9 xq = c. Por lo tanto, b es la velo¬ 
cidad del móvil en el instante origen, y c es la abscisa del mismo que 
corresponde a dicho instante* Se puede escribir, por tanto, la ecuación 
del movimiento de la siguiente formo: 

1 

A — -— y£ 3 + VQÍ + Xfl* 

Simplificación de La ecuación. — Sea la ecuación 


Observaciones, I o La aceleración, medida por un valor algebraico, 
puede representarse por un vector cuya línea de acción es la trayectoria 
y su origen M. 

2 o Del estudio ile todos los castos posibles diferentes, se deduce que 
si la velocidad y la aceleración son del mismo signo, el valor absoluto 
de Ja primera aumenta: el móvil va cada vez mus rápido, El movi¬ 
miento es acelerado, 

Sí, por el contrarío, la velocidad y la aceleración son de signos con¬ 
trarios, el valor absoluto de la velocidad disminuye: el móvil vu cada 
vez más despacio. El movimiento es retardado. 

Los dos principales problemas de la cinemática rectilínea son los 
siguientes: 

r Conocida la ley del movimiento a = / (f), deducir sus caracterís¬ 
tica*. 

2* Conociendo ciertas características del movimiento, hallar su ley, 

Si se conoce la aceleración, se deduce la velocidad por una integra¬ 
ción; de la velocidad se deduce el espacio n abscisa de! móvil por una 
nueva integración* K 11 cada tina de estas integraciones se introduce 
una constante: éstas dependen de las condiciones iniciales del pro¬ 
blema. 

Diagramas de espacios, velocidades y aceleraciones. — El 

diagrama de espacios es la curva representativa de la función x — / (t); 


x — aí 3 + bt 4- e. 

Se puede escribir también de la siguiente forma: 



Tomando como nuevo origen de abscisas el punto 0\ de abscisa 

4 ac — b 2 b 

- -y como nuevo origen de tiempos el instante — --, se 

4 a 2a 

obtiene como nueva ley para el mismo movimiento X — a T a , La velo¬ 
cidad es entonces V ~ 2«í* 

Relación entre la velocidad y la abscisa. — Sea ta ecuación 

1 

U) X ^ — yí 3 + U + c y (2) v = y t + b . 

2 

Substituyendo en (1) el valor de t obtenido de la (2), se deduce 
la siguiente ecuación (3) t/ s — ¡fi = 2y (x — c). 

Esta ecuación nos dice que su durante el movimiento el móvil pasa 
por el mismo punto, lleva ía misma velocidad en valor absoluto en 
cada pasada. 

Descripción del movimiento,—-Hagamos un cuadro (fig, 90) y colo¬ 
quemos en él el signo de la aceleración y el signo y variación de la 
abscisa, y veamos qué sucede cuando varía la aceleración. 





































































CINEMATICA 


233 


Si 7 > Q, el cuadro tíos da los si guien tea resultados: 

Para el tiempo infinito, el móvil está en el infinito en el sentido p*)« 
sitivo: su velocidad, que es infinita, está dirigida en sentido negativo. 
El móvil se desplaza en scniido negativo (fíg, 91)* Siendo la velocidad 
y la aceleración de signo contrario, el móvil va cada vez, man dcapado. 

ó 

Llega de esta forma, en el instante I = — -* punto M de «b«- 

2a 

C ¿ 3U .—-—A partir de este momento se dirige en sentido posi* 


4o 

tivo con una velocidad cada vez mayo r» (Esta velocidad llegara a ser 
infinita en el tiempo infinito), En cada ida y vuelta, la velocidad, en 
la acepción corriente de la palabra, es la misma cuando el móvil pasa 
por el mismo punto* 

Si y es negativa, se obtiene un resultado análogo: el móvil parte 
del infinito negativo con una velocidad negativa* 



La velocidad disminuye proporcional mente al tiempo. Después, el 
móvil se detiene y vuelve a partir en sentido contrario con una veloci¬ 
dad que crece uniformemente (fig, 92)* 


¿r; 


?- 


n 

-i 


, r /; 


Fíff. 91 

Aplicación a la caída libre de los cuerpos. — Se demuestra en 
física (tubos de Newton, máquina de Morir) que un punto pesante que 
cae en el vacío sin velocidad inicial, tiene por trayectoria'la vertical. 
Si la caída se limita a un espacio .reducido (algunos kilómetros en 
anchura y algunas decenas de metros en altura), la aceleración es cons¬ 
tante; el movimiento es 
uníformemente acelerado. 
Esta aceleración se deno¬ 
mina aceleración tic la 
gravedad: se designa por 
la letra Está dirigida 
hacia ahajo. En Madrid 
tiene por valor, 

g ss 979 o ™ ,984 
por segundo. 


\ 

4 

4 a 

x v : ^ t 

‘ ! $ 

f 

i X 

\ i <7 b1 / 

\ 1 7 ¿y 

\ ! / \y 


r 0 

yb 1 


y z<l 


3 C’V f 


I'iO. í >2 


Movimiento oscila¬ 
torio (o vibratorio 

S i m p 1© ) . — U n movi¬ 
miento oscilatorio (o vi¬ 
bratorio) simple, es un 
movimiento rectilíneo cu¬ 
ya ecuación es ( 1 ) 

x — a coa tii t -j- b sen u £. 

En este caso la abscisa dd móvil se* llama elongación. Puesto que el 
movimiento ts rectilíneo, la velocidad y la aceleración se obtiene» de- 
rivandü respecto al tiempo 

( 2 ) v = — atú sen mí + 6 ü) coa uil. 

(3) y — m*i s eos \ot — bttfi son uií. 

La abscisa, la velocidad y la aceleración son funciones periódicas. 

2n 

Toman el mismo valor al cabo del tiempo 1 = ; todas las carac¬ 

ul 

ter¡aricas del movimiento se vuelven a producir al cabo de esc tiempo 
T (T es el período). 

Significación de las constantes. — Para f = O : *o = vq = bu* 

La ecuación del movimiento se puede, en este caso, escribir así: 

x “ x\) eos tút + “— acn íf>t, 

U) 

Relación entre la elongación y la velocidad. — Elevando el cua¬ 
drado x y ——, y sumando miembro a miembro, se obtiene 


<j> 


** + 






Esta igualdad nos dice que cada vez que el móvil pasa por el mismo 
punto, su velocidad tiene el mismo valor absoluto. 

Relación entre la elongación y la aceleración. — Se ve inmediata¬ 
mente que y ss — iÁ. Esta ecuación es muy importante: la acelera¬ 
ción está siempre dirigida hacia el origen y su valor absoluto es pro¬ 
porcional a la elongación y de sentido contrario. 

Simplificación de la ecuación del movimiento. — Escribamos 

b 

x =5 a (eos a>£ + —— sen taf). 


a 


Sea <p un ángulo ta] que 


sen p 

% =5 a (eos <út +-sen üi£) — 


a 

CiJh '{> 


COS tp 

(roa flj ros uf + sen <p sea ut), 
a 


x 


COS (iiif 9 ?)h 


instante to 


ron y 

tic 

I ] artrmlo 


Cambiemos *1 «n igm dr t innpOM y tomemos como nuevo origen el 

y) tí 


A, la ecuación se convierte 


iu 


toh 


en x ss A eos 

Estudio del movimiento. Km lidiemos el movimiento sobre la 

ecuación simplificada 


v = -— Au) sen wí 


A COS ut , 

y = 


Afu a eos dit* 


Es suficiente estudiar el movimiento en el período de O á T — 


2ir 


íá 


Hagamos un cuadro (fig. 93) y pongamos en él el signo de la acelera¬ 
ción y el signo y variación de la velocidad. 

En el tiempo cero, el móvil está en A (fig, 94), su velocidad es 
nula y su aceleración está dirigida hacía el origen O. En el intervalo 

T 

(O, --) t la abscisa disminuye; el móvil se dirige hacia el origen. 

4 

Siendo la velocidad y la aceleración del mismo signo, el móvil aumenta 
su velocidad, pero el valor absoluto de la aceleración disminuye. En el 
T 

tiempo t =-", el móvil pasa por el origen O. Su aceleración es nula. 

4 

El valor absoluto de la velocidad es máximo: tiene por valor A. En el 
T T 

intervalo (-, ——), el móvil continua desplazándose en sentido nc- 


4 


2 



gativo, pero siendo su velocidad y aceleración de signos contrarios, el 

T 

inóvi! tiende a pararse. En el tiempo ——, el móvil llega a A, simó- 

£á 

trico de A, con una velocidad nula y Una aceleración dirigida a O. 
T 3T 

De -- a - el móvil se desplaza en el sentido positivo, y va cada 

2 4 

3T 

vez más rápido. En el tiempo -- T vuelve a pasar por U con una ace- 


3T 


a T r el móvil con- 




& 


A 


o 

Mfl. 94 


- tg 


U*ración nula y una velocidad máxima. De 

ti mi a desplaza mióse en 
Hcnlidn positivo. Va d la¬ 
mín u y rudo de velocidad y 
Cn el tiempo 1 Mega n A 
con una velocidad nula. 

Las mismas características vuelven a aparecer de 1 a 2T t de 21 a 
3T, etc. El móvil oscila indefinidamente de A a A'. 

El punto O es el centro de las oscilaciones. La longitud AA' se llama 
amplitud. La frecuencia es el número de oscilaciones por unidad de 
tiempo: es la inversa del periodo. 

Movimiento curvilíneo 

El movimiento es curvilíneo si la trayectoria na una curva plana 
o no plana, es decir, una curva cualquiera. Sobre esta curva se elige 
un origen O y un sentido. Sea M un punto de la curva: se llama 
abscisa curvilínea j el número algebraico que tiene por valor absoluto 
la longitud de! arco OM y por signo + o —, según que el móvil, para 
ir de O a M, tenga que desplazarse en sentido positivo o negativo. LI 
movimiento queda definido si se conoce 
la ley del mismo s = f U), que da k 
abscisa curvilínea o espacio recorrido 
en función del tiempo. En particular, si 
/ (í) es una función lineal, el movi¬ 
miento es uniforme: 

5 (it H” ó. 

Velocidad media* — Sea 

Mi la posición del móvil en el 
instante íi ( y Ma bu posición en 
el instante £2 (fig, 95): se llama 
velocidad media entre los ins¬ 
tantes £1 y la velocidad de , f F' j 95 

un móvil ficticio animado de un **'* a 

movimiento rectilíneo uniforme, 

de modo que en el instante fj pase por el punto Mi y en el £2 por el Ma. 
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Eiti velocidad puede representarse por un vector MV m de origen 
Mr, cuya línea de acción es Ju recta MiMa y de valor algebraico 


-> 

MV m — 


MlM2 


Í2 — fl 


Velocidad instantánea. — Se llama velocidad en el instante ft, 
el límite hacia el que tiende, en magnitud, dirección y sentido, el vec¬ 
tor velocidad media entre fi y ti cuando ti tiende hacia t \; se obtiene 
como límite un vector llamado vector velocidad. 

Cuando el punto Mu tiende hacia el Mi, la recta M 1 EVI 2 se convierte 
en la tangente a la trayectoria en el punto Mi. Hallemos el valor ab¬ 
soluto del vector velocidad. 

Podemos escribir: 

cuerda MtMs cuerda M 1 M 2 arco MiMa 

MtVin = --- ™ -- , -—_ . 


*3 —fl arco EVÍiMa 

Si í — / (í) es la ley del movimiento, 


US—#1 


MlVm 


cuerda MiMa 

¡ / (fa) - /(fi) 

arco MiMí 

Í2-fl 


Ahora bien, cuando n tiende hacia ti, la relación 

/ (ta) — / Ílí) 


cuerda MtMa 


tiende bacía la relación 


arco MjIVhí 

tiene por límite el valor 


t2 ~ fi 

absoluto de U derivada de / (t) para I = ti; este limite es la velocidad 
en su acepción vulgar* 

1 emendo en cuenta la orientación de la trayectoria y examinando 
todos los casos posibles diferentes, se llega al siguiente resultado de 
gran importancia: 

Ijji todo tostante el vector velocidad tiene como línea de acción la 
tangente a la trayectoria, y, si dicha tangente está orientada en el mis* 
mo sentido que la curva, la medida algebraica del vector velocidad es 
la derivada de la abscisa o espacio recorrido respecto al tiempo. 

. ds 

Si s - f (f), v = —_ = /' (|), 

dt 

Ejemplo, Si la función s es lineal, 5 — at 4 - ó, la intensidad del 
vector velocidad es constante: v = | b ]* 


Hodógrafa. Aceleración. — Definido lo que es el vector veloci¬ 
dad, vamos a definir un vector de importancia capital: el vector ace¬ 
leración, que nos permite co¬ 



nocer las variaciones del vec¬ 
tor velocidad en dirección e 
intensidad, y del que veremos 
en dinámica toda la impor¬ 
tancia que tiene. 

Sea MV el vector velocidad 
w en el instante t ( fig , 96), Por 
un punto fijo O, traíamos el 

vector OP equipolente al MV. 

Imaginemos un segundo mó¬ 
vil que en cada instante coincida con el punto P* Este móvil tiene como 
trayectoria una curva H T llamada la hodógrafa del movimiento. 0 es 
el polo de la hodógrafa. 


Fig. 9G 


Desplazándose el punto M, en cada instante habrá en el ponto P 

-y 

un vector velocidad <’W. El vector My T equipolente al vector PW, es 
la aceleración del móvil en el instante í* 

Observación. La aceleración es independiente del polo 0 de la 
hodógrafa* 


Ejemplos. 1* Si el movimiento es rectilíneo y uniforme, la bode gra¬ 
ta se reduce a un punió: la aceleración es nula, 

2» Si el movimiento es rectilíneo, la hodógrafa es una recta paralela 
a la trayectoria. Si el movimiento es uniformemente variado, la hodó¬ 
grafa es recorrida con velocidad uniforme* 

3* Si la trayectoria está situada en un plano y se toma como polo 
de la hodógrafa un punto deí mismo, la hodógrafa estará toda ella si¬ 
tuada en el plano* Por lo tanto, el vector aceleración estará en el 
plano de la trayectoria. 

4* Si el movimiento es uniforme, la hodógrafa es una curva situada 
sobre la superficie de una esfera. Si el movimiento es uniforme y la 
trayectoria plana* k hodógrafa es una circunferencia. Por lo tanto, 
resulta que, en un movimiento uniforme y de trayectoria plana, el 
vector velocidad y el vector aceleración son perpendiculares. 


Expresiones de las proyecciones de velocidad y de la 
aceleración sobre un sistema de ejes coordenados. — Si refe¬ 
rimos el movimiento de un punto a un sistema de coordenadas carte¬ 
sianas, la posición del móvil en cada instante quedará perfectamente 
determinada por sus tres coordenadas 

x - f (f)t y = g (O, z - k (í). 

Estas tres coordenadas nos permiten estudiar al mismo tiempo, la 
trayectoria y el movimiento del móvil sobre ella. 

Recordemos que, si en el instante to , el móvil está en el origen de 
abscisas curvilíneas, el valor absoluto de la suya es 




[/'<*)]> + íg (MI 3 + Úk'CriJi dt . 


Sen M,* la proyección del pumo M sobre el eje xx {fig. 97): este 
pumo ¡VI, r n la intersección del eje xx con el plano paralelo al yOz 
trazado por id punto M; asimismo, el punto M está animado de un 
movimiento rectilíneo, definido por x = f (t), que se llama proyección 
dol movimiento dudo sobre el eje de las x, 

Sea Mt la posición del móvil en el instante fi y Mi* su proyección 
sobre el eje de las x * La velocidad media del movimiento del punto M 

1 —> 

es el vector MVm, cuya linca de acción es la recta MMi y tal que 
—> MMi —> 

MV m — - -. Sea UiVmr la proyección de este vector sobre el eje 

t\ — l 

xx; aplicando el teorema de Chales podemos escribir 

M V m MtfVm# 


MMi 


M*Mi* 


Por lo tanto, M*Vmí = 


MsMi* 


íi — t 


Esto demuestra que el vector NLxV mx es precisamente el vector ve¬ 
locidad media del punto Mae entre los instantes f y fi* Por consiguiente, 
el vector velocidad media 
entre i y ti de la proyec¬ 
ción M* del punto M so¬ 
bre el eje de las x es pre¬ 
cisamente la proyección, 
sobre este eje, del vector 
velocidad media del punto 
M del espacio entre los 
instantes t y fi. 

Hagamos que fi tienda 
hacia ti como la igualdad 
anterior siempre se verifi¬ 
ca, también subsiste en el 
límite, llegándose de este 
modo al siguiente resulta¬ 
do de gran importancia 
en cinemática: 

Las proyecciones del 
vector velocidad sobre los 

ejes de un sistema de coordenadas son precisamente las velocidades de 
cada una de las proyecciones del punto M* 

Si el movimiento .está determinado por x — f (t), y — g (f) y 
z = A (f), las proyecciones de la velocidad sobre los tres ejes de coor¬ 
denadas, son: 

vx = /' (f), vy = g f (í) f ve = k f (t). 



Proyecciones de Ifl aceleración. — La aceleración ha sido defi¬ 
nida como la velocidad del pumo que recorre k hodógrafa* Si se toma 
como origen de coordenadas el polo de la hodógrafa, las coordenadas 
del móvil que la recorre son 

* = /'<*), y = i Oh 2 - r (í>. 

Las proyecciones de k aceleración, que es la velocidad Je dicho 
punto, serán, por lo tanto, 

Y* = r Uh yv = g* Uh y» = ti' (I). 

En resumen, las proyecciones de la velocidad sobre los ejes de coor* 
denadas san las derivadas primeras de las coordenadas* Las proyecciones 
de la aceleración son tas derivadas segundas de esas coordenadas . 

Observación. Si el movimiento so efectúa en un plano, se toma como 
sistema de referencia dos ejes de coordenadas situados en el mismo 
plano que la trayectoria* 

Un razonamiento análogo al anterior demuestra que la proyección 
de la velocidad sobre un plano es la velocidad de la proyeeión (sea la 
proyección ortogonal o no)* 

Ejemplos. I* Un movimiento cuya velocidad tiene una dirección 
constante , es un movimiento rectilíneo , 

En efecto, tracemos el eje de ks z paralelo a dicha dirección* Las 
proyecciones de la velocidad sobre los oíros dos ejes son nulas: 

m = 0 P y 23 Q. 

Integrando, se obtiene que x e y son constantes; la trayectoria es 
una paralela al eje de las z. 

2 a Si el vector pasa por un punto fijo , el movimiento es rectilíneo. 

Tomemos ese punto fijo como origen* Puesto que el vector velocidad 
pasa por el origen, su momento con respecto a él es nulo* Aplicando 
las fórmulas de las proyecciones del momento, se obtiene 

yz — zy '= 0, zx — xz - 0. 

Los primeros miembros de estas ecuaciones son respectivamente las 
z ■ x 

derivadas de — y de --* Se deduce que hay dos constantes a y ó, 

y 2 

tules que z — ay, x = bz . Estas expresiones nos dicen que el móvil 
permanece sobre los dos planos en su movimiento. Por lo lamo su tra¬ 
yectoria es la intersección de dichos planos, 

Propiedad de los momentos,— El vector velocidad tiene por co¬ 
tí rd enarks de su origen y T s f y por proyecciones sobre los ejes 
x\ y\ z ; las proyecciones del momento del vector velocidad, con rela¬ 
ción al origen, son, aplicando las fórmulas de los momentos (v. pa¬ 
gina 224): 

Li> « yz — zy , Mu = zx* — xz\ Nu = xy 1 — yx\ 
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Asimismo, las proyecciones del momento del vector nci'lcruriim u»ti : 
Ly = yz" — zy", M-y = z* # — x/\ Ny - *y" — 

Ahora bien, calculando la derivada de Li?, se obtiene 
y z + yz — zy — zy = yi - - zy > 
es decir, precisamente Ly, De donde se deduce el reJUiUndn iiguuntr: 

Si se considera el momento del vector velocidad con relación a un 
punto, su extremo es móvil y el vector velocidad dd mismo M equipo¬ 
lente al momento del vector arele raed mi con 
relación al mismo punto. 

Movimiento circular, — La trayecto» 
ria e$ una circunferencia (jfíg. 98)* Sea A 
el origen de las abscisas curvilíneas o espa¬ 
cios recorridos. Se tiene tjue s — R * (K 
siendo K el radio de la circunferencia y 
8 el ángulo que forman O A y OM, medido 
en radianes. El vector velocidad cuya línea 
de acción o soporte es la tangente, tiene 

rd9 

por valor algebraico v " -—— = ru * 

dt 

8 es función del tiempo. 8' es la veloe t- 
dad angular dd móvil M; la velocidad de 
un móvil animado de un movimiento circular es igual al producto de 
la velocidad angular por el radio. 

Vamos a estudiar de modo particular el movimiento circular unifor¬ 
me; la ecuación de un movimiento de esa clase es j = so + itf, siendo 
v una constante y so la abscisa curvilínea que corresponde al instante 
que se toma como origen. Al ser la velocidad v constante, lo es también 
la velocidad angular que se designa por la constante ti> (en radianes)* 
SÍ 9 es el ángulo que corresponde ai punto sg, donde está el móvil en 
el instante origen, se obtiene 

8 = ají T 

y la velocidad constante tiene por valor Río* 

Construyamos la hodógrafa que tenga por polo el centro de la cir¬ 
cunferencia: siendo constante en magnitud la velocidad, la hodógrafa 

es una circunferencia* Sea P el pun¬ 
to de la luidógrufa que corresponde 
ul M* El ángulo que forman OM y 
OP es recto en el sentido del mo¬ 
vimiento. Por lo tanto, ef punto P 
está animado de un movimiento cir- 
ctdar uniforme y tiene la misma ve¬ 
locidad angular o» que el movimiento 
del punto M* I-a velocidad tic I* es 

■ > 

el vector PW, cuya magnitud ea 
Rij) 2 . Puesto que ese vector es per¬ 
pendicular a ÜP f el vector acelera- 
)■ 

ción My estará dirigido hacia el cen¬ 
tro del círculo (fig. 99). 

En resumen, la aceleración de un 

movimiento circular uniforme es un 
Fia, 99 — ^ 


vector My de magnitud constante 
ü> 2 R y dirigido siempre hacía el centro do la circunferencia* 

Observación. Si Mjt es la proyección sobre el diámetro xx* del pu«* 

to M, se tiene que OM® — R eos (wí + 9 ). La proyección sobre un 
eje de un punto animado de uu movimiento circular uniforme es un 
punto animado de un movimiento vibratorio simple, de amplitud igual 
al diámetro* Recíprocamente, todo punto animarlo di- un movimiento 
vibratorio simple puede ser considerado como la proyección dr un 
ptinto animado de un movimiento circular uniforme. 

Ejemplo: movimiento curvilíneo de proyectiles en el vacio, 

— Si un móvil pesante se mueve en el vacío, la experiencia demuestra 
que este punto Liene una aceleración constante en intensidad, direc¬ 
ción y sentido, tal como se explicó anteriormente: ésta es la aceleración 
de la gravedad g , Si se Lanza el móvil con una cierta velocidad inicial, 
permanece en el plano vertical que contiene al vector velocidad inicial. 
Este problema sería el del movimiento de un proyectil, si no intervinie¬ 
ra la resistencia del aire. Tomemos, en el plano vertical donde tiene 
lugar el movimiento, dos ejes de coordenadas: x'Ox horizontal e y'Oy 
vertical, considerando hacia arriba el sentido positivo* El origen de coor¬ 
denada 9 es el punto desde donde se lanza el móvil, y el eje de las x 
está dirigido de modo que la proyección de la velocidad inicial sea po¬ 
sitiva. Ésta tiene por valor absoluto Va y forma con el eje de las x un 
ángulo a, que es positivo si el móvil se lanza hacia arriba, y negativo si 
es lanzado hacia abajo. 

Eligiremos, por último, como origen de tiempos el instante de partida. 
Siendo constante la aceleración de valor absoluto g t y dirigida hacia 
abajo, se tiene 

d*x 

y x = - 77 - = íj > yv : 

di* 



d'*y 


dt* 


- — gt. 


Efectuando una primera integración, se obtienen las proyecciones de 
la velocidad 

dx 

yj: = — 32 a t Vy s 


dy 


dt 


dt 


= — gt + ó. 


a y b son dos constantes* Teniendo en cuenta las condiciones inicia¬ 
les, es decir, lo que sucede en el instante cero: 

a ~ Vq eos a, b = Va sen a, 

dx dy 

Vx = — =: Vü COS 3 , Vy — — = — gt + Vo SCU a* 


Integrando por segunda ve/, se obtienen las coordenadas del móvil: 

x = Vo COS at 1 di y - — —— gfi + Vo sen at + e, 

2 

I . .. . . d y f < virnrn también determinadas por las condicio- 

uch mu iiilr'i ub i ¡troblenm; como el móvil en el instante cero está en 
el origen, d > 0, tiene, pues, 

1 

1 Va con aL y =* — — gt* + Vg sen ce f* 

5 

mt 

J ,,c |n<»y m hVmi ilrl móvil noble el eje dr Isa X tiene nn movimiento 
rectilíneo uniforme (fíg* 100) ! la proyección sobre el eje de las y tiene 
1111 movíuiifuiio uniformemente vanado 

Pura nbtrucr bu ecuación dr la 1 myrdo¬ 
ria, deducimos f en la primera rcUtinón y 
lo llevamos a la segunda* Oble nnuon niimi 
ces la ecuación ¿x 



Fig. 100 


y — -- g ---- t 4 a 

2 Va 2 eos 2a 

Esta ecuación es la de la curva represen¬ 
tativa de un trinomio, es decir, una parábola 
que tiene su concavidad mirando hacia el 
eje de las x * 

Sí el móvil se lanza hacia arriba, comienza subiendo con una velo¬ 
cidad decreciente, alcanza el vértice de la curva con una velocidad hori¬ 
zontal y mínima y recorre la rama descendente con una velocidad 
creciente (fig. 101 )* 



Cuando el móvil se lanza con una velocidad horizontal (Jig. 11)1), o 
dirigida hacia abajo ( fig * 101 ), el móvil cada vez va más rápido. 

Observación. Cuantío Vu está dirigido hacía arriba, la abscisa del 
punto en que la trayectoria corta de nuevo el eje de las x es 

V 11 2 sen 2 « 

x = -* 

H 

Este valor es el alcance del proyectil* Si hacemos crecer Vo, el alcan¬ 
ce aumenta. Si Vo es constante, se consigue un alcance máximo cuando 
sen 2ot = 0, a - 4 #\ Si x y V[j son conocidos, la ecuación anterior 

xg 

nos da los valores de a para un alcance X. Se tiene que sen 2a = 


Si hacemos 


xg 

Vo? 


= sen / 3 , la ecuación tiene dos soluciones: a » 


y a = 


?r 

*? 


P 


^ 90* - 


f= 


2 2 

Eeion resultad un #e aplicarían en 1 ui!íntica, si no existiera la resisten¬ 
cia del aire. No obstante, nos proporcionan útiles conocimientos: por 
ejemplo, paro aumentar el alcance, es necesario aumentar la velocidad 
inicial, listo es lo que se pretende conseguir en las armas modernas. 
En general, para un arma y un tipo de proyectil determinado, la velo¬ 
cidad inicial está (Infinida: para llegar a un punto, situado a tu misma 
altura y a uuu distancia menor que la del alcance máximo, se puede 
conseguir utilizando dos trayectorias. De éstas, la que corresponde al 
valor mu» pequeño de a es la trayectoria tensa* 

Los resultados obtenidos del estudio del movimiento en el vacío son 
ideales, a los que en la práctica se pretende aproximarse todo lo posi¬ 
ble; de ahí* por ejemplo, que se dé a los proyectiles formas exteriores 
para que la resistencia del aire sea muy pequeña* En balística, se 
han hecho correcciones ■experimentales 11 los resultados obtenidos teó¬ 
ricamente* 

Componentes del vector velocidad en coordenadas polares. 

— Sea un móvil M animado de un movimiento plano. Asociemos al sis¬ 
tema de sus ejes coordenados un sistema de coordenadas polares. Sea 8 
el valor algebraico del ángulo que forman t)i y una dirección positiva 

—^ 

tomada sobre OM, y p el valor algebraico del vector OM* 

Se tiene 

x — p eos 0 7 y — p sen 8 * 

Siendo p y 8 funciones del tiempo, hay que derivar teniendo en cuen¬ 
ta las reglas para lu derivación de productos y de funciones de función* 
Se obtiene 

dp d8 dp d8 

——* eos 8 — p sen 8 -, vy — - sen 8 + p eos 8 

dt dt 


Vx — 


dt 


dt 


Se pueden escribir estas expresiones de la siguiente forma: 

dp d8 w 

vx = —— eos 8 + p —— eos (8 + ); 


vy = 


dt dt 

dp d8 

- sen 8 + p — 

dt dt 


sen (8 + 


2 

JT 


->- 


dt 


dt 


Estas fórmulas nos dicen que el vector velocidad es la resultante de 

dp 

dos vectores: uno tiene de valor algebraico - y como línea de acción 

dt 













































236 


MECÁNICA RACIONAL 



rf eje OiM Km la «'onilJCiiM-fil^ radial drl vector im’Iui idai líl oiro tiene 
oomt) linca dr lurt ai lu prrpendieuJar en M ¡q ra[ |¡ () vrriui {/£g, 102) j 

dO 

mu v.ilüi 1 ítIgehraico lis p -■* 

di 

Siendo perpendiculares las componentes del vector velocidad se tiene 
v® * f>* + ffl 6\ 

Componente tangencial del vector aceleración. — Aplique¬ 
mos el resultado anterior 
a la hodógrafa, La velo* 
ciclad del punto P tiene 
tina componente cuya línea 
de acción es OP (jig. 103) 
y su valor algebraico 

dv 

—■—. Por lo tanto, la ace- 
di 

leración tiene una compo¬ 
nente MTt cuya línea de 
acción es la tangente y su 
valor algebraico 

dv dh 

UVt = —- = —, 
dt dt 2 

. Observaciones. I* Exb- 

te otra componente cuya linca de acción es la norma i ( en e i espaci(}> 

dicha Unen de acción es la normal principal), El valor ¿ e esta se g Unt j a 

y 3 

componente es —, siendo p el radio de C Umtura de la iraycctoria. 

El radio íle curvatura es 
til radio de la circunferencia, 
que puede coincidir con un 
pequeño arco de ta curva 
que contenga al punto M, 
lista componente está diri¬ 
gida hacia Ja concavidad de la curva* 

St Je llama componente normal del 
vector aceleración* La componente nor¬ 
mal y la tangencial son las componentes 
intrínsecas del vector aceleración, 

2 o Si el móvil M está animado dé un 

movimiento uniforme MPf — ■ — o, 

dt 

(a componente tangencial es nula. Recí¬ 
procamente sí la aceleración es normal Fig* 103 

a la trayectoria, la componente tangen- 
dv 

cial es nula; — = 0, v = o. La velocidad es constante: el móvil 

dt 

está animado de un movimiento uniforme. 



Movimientos simples de un cuerpo 

sólido 


por traslación 
tiempo: vamos 


Movimiento de traslación.—El UTWp , asram , enU , 

ha sido estudiada en geometría sin tener en cuenta el 
a estudiar abora el movimiento de traslación. 

Los ejemplos de sólidos t)uc realizan movimientos de traslación son 
muy frecuentes: la cabina de un ascensor, el pistón de una máquina y 
Icis rubinas de ciertas norias de feria. Eos (Iris primeros son ejemplos 
de traslaciones rectilíneas. 

Definición. 5c dice qne un sólido está animado de un movimiento 
dt tnzslfUrión tuundo todo vector ligado (ti sólido permanece conipvlcn ■ 
te a sí mismo , es decir, cuando su dirección, sentido y módulo per- 
manteen constantes. 

Si un sólido está animado dé un movimiento de traslación, las trayec¬ 
torias de todos sus puntos son idénticas, rodos los puntos tienen en cada 
momento los vectores velocidad y aceleración equipolentes. 

Cuando un sólido está animado de un movii^j c .]|^ traslación, pues* 

to que todos sus puntos tienen la 



misma velocidad 
leración 


C ida des que más adelante precisaremos* 


y la misma ace- 
en un instante dado, po¬ 
demos referirnos a la velocidad y 
aceleración del sólido. En otros 
casos, esto no está de acuerdo con 
la realidad* 

Por ejemplo, cuando se habla 
de la velocidad de un automóvil, 
se trata de la velocidad de su ca¬ 
rrocería . ÉsLa esta animada de 
ti n moví m tentó de lruslaeián, 
mientras (J uc Jos distintos puntos 
de las ruedas están animados de 
velocidades muy diferentes. Los 
puntos « n contacto con el suelo 
tienen velocidades nulas. Los res¬ 
tantes puntos tienen otras velo- 


Movimiento de rotación de un sólido. —Un sólido está 

do de un moví miento de rotación cuando dos de sus puntos A y B 


amina 


permanecen lijos. Por lo tanto, todo punto situado en la línea recta 
A1 í queda fijo. La recta AB es el eje de rotación. 

Existen muchos ejemplos de sólidos que realizan movimientos de 
rotación: tiovivo, volantes, bombos de la lotería, etc. Todo punto del 
sólido que esté a una distancia constante del eje tiene por trayectoria 
una circunferencia situada en un plano perpendicular al oje. 

Para poder precisar el movimiento, hay que tomar un sentido positivo 
sobre él eje y un sentido igualmente positivo para las rotaciones, con 
relación a un observador situado sobre el eje. La posición del sólido 
está determinada por la de un punto C {fig. 104), ligado al cuerpo y no 
situado sobre el eje. Como C describe una circunferencia, su posición 
está determinada, asimismo, por la función 0 = / (f), que da el ángulo 


AI1C en función del tiempo. La velocidad angular de C es-= f (f), 

di 

Si consideramos otro punto M del sólido, puesto que el ángulo for¬ 
mado por HG y JM es constante, girara el mismo ángulo que C en el 
mismo intervalo de tiempo: 


DJM ~ AHC, 


Resulta, pues, que la velocidad angular de M es igual a la de C. 
!*or 10 tanto, si un sólido esta animado de un movimiento de rotación, 
lodos los puntos tienen la misma velocidad angular en cada instante. 

Observación, Si se toma sobre el eje un vector Ofl, cuyo valor alge¬ 
braico es la velocidad angular: Oí l — f (#), la velocidad linea! de 
cualquier punto M del sólido, en cada instante, es precisamente el mo- 

— ^ 

mentó riel vector OÍ2 con relación a dicho punto M. En efecto, el vector 
momento es tangente en M a la circunferencia que pasa por el, diri¬ 
gido en el sentido del movimiento y de módulo ÍW\ 

Si el movimiento de rotación es uniforme, 0' es constante. Sea <o 


esa constante: el vector Oii sera consta ule. La velocidad de cualquier 
punto M sera ÍLt> + 


Cambio del sistema de referencia 
Composición de los movimientos 

Como se señala al principio de la dinámica, el movimiento tiene 
un carácter esencialmente relativo. Se bu estudiado respecto a cierto 
sistema de referencia considerado como fijo. Pero puede suceder que 
ese sistema de referencia tenga a su vez un movimiento respecto a otro 
sistema* El problema que se plantea es el siguiente: conociendo el mo¬ 
vimiento con relación a un sistema de referencia S y el movimiento de 
este sistema con relación a otro Su, estudiar el movimiento con relación 
a este sistema So. 

Ejemplo* Un marinero se pasea sobre su burea. Estudiar su movimien¬ 
to con relación a la Tierra* E] sistema S es la barca: el sistema So ea 
la Tierra. 

Vamos a razonar sobre el movimiento de un punto M. El movimiento 
del pumo M con relación al sistema de referencia S es el movimiento 
relativo. La trayectoria de este punto con relación a dicho sistema es 
la trayectoria relativa r* su velocidad y aceleración son también rela¬ 
tivas. El sistema de referencia S tiene una trayectoria relativa. El movi¬ 
miento de! punto M con relación a¡ sistema So se llama movimiento 
absoluto: su trayectoria es absoluta a. En cada instante el punto M 
tiene, con relación al sistema So, una velocidad absoluta y una acele¬ 
ración también absoluta. En el instante £, el punto M coincide con un 
punto M ligado al sistema S: llamamos a esa punto punto de coinci¬ 
dencia. Este punto M 7 tiene un movimiento con relación al sistema de 
referencia “absoluto” S&: la trayectoria de ese punto M 7 con relación 
al sistema Sq es una trayectoria de arrastre La velocidad del pun¬ 
to iVT en el instante i es la velocidad de arrastre. 

Teorema fundamental de la composición de las velocida¬ 
des.— ¿7 vector velocidad absoluta de un punto M es en cada ins ■* 
tante la suma geométrica^ o resultante, de los perfores velocidad rela¬ 
tiva y velocidad de arrastre. 



Consideremos dos posiciones S y Si del sistema de referencia relati¬ 
vo en los instantes t y ti. M y Mi son !as posiciones del móvil consi¬ 
derado en esos dos instantes. El sistema relativo llevu consigo, en su mo¬ 
vimiento, la trayectoria relativa r del movimiento del punto M, Sea C 
el punto ligado al sistema S con el que coincide el punto M en el 
instante í, En el instante ti, ese punto C tiene una nueva posición Ci, 
ligada a la del sistema relativo Si, y entre los instantes t y t\ ha 
descrito una trayectoria de arrastre f . Puesto que los tros puntos M, 

—> 

Ci, IVli forman un triángulo, el vector MMi es la suma geométrica 
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-^ 

(o resultante) de los vectores MCi y CiMt* Esto se puede expresar 

—> —> —v 

MMi = MQ + C 1 M 1 * 

Si por oirá parte se consideran los vectores 

—> —> —)> 

MMi MCt GiMi 


íi — i t\ — t íi — f 

obtenidos dividiendo por íi í los tres vectores (fift. H)f>) 

— > -> -> 

MMi, MCi, y CiMi, 

se forma un nuevo triángulo que es semejante al anterior, y por io tanto 

—y — y Tr^y 

MMi f MCt C1M1 

- es la suma geométrica de-y —-* pudiéndose 

íi — í íi — f íi — í 

escribir la siguiente igualdad 


MMi 


- 

MCt 


+ 


—> 
C 1 M 1 


íi 


íl — í íi — í 

— > 

MMi f 

En ella vemos que 1 es el vector velocidad media absoluta» 

íi — í 

■—y —y 

MCt , C1M1 

--— es el vector velocidad media de arrastre y --es el vec* 


íi — í íi — í 

tor velocidad media relativa de origen Ci. 

Ahora hacemos tender íi hacia f, Verificándose la igualdad geomé¬ 
trica para todo valor de íj, también se verificará en el límite. Ahora 


MMi 


íi — í 


es el vector velocidad absoluta; el límite de 


bien, el límite de 
—> 

MCi ^ a É 

-es el vector velocidad de arrastre del punto de coincidencia Ci* 

íi — t 

—> 

(4 Mi 

Y por último, el límite de ——— es el vector velocidad relativa del 

íl —í 

punto M aplicado en dicho punto ( fig , 106). Queda, por lo tanto, de¬ 
mostrado el teorema, que simbólicamente expresamos de la siguiente 
forma: 

—> -> > 

MV„ = MV e + MVf, 



Segunda demostración por los métodos de la geometría analíti¬ 
ca* — Dado un sistema de coordenadas cartesianas y un eje orientado 
(fig. 107): sí un vector de valor algebraico + 1 cuyo soporte sea ese 
eje tiene como proyecciones sobre los tres ejes los vectores de valor 
algebraico f3 t y t el teorema de T ha les nos dice que otro vector de 
valor algebraico V, cuyo soporte sea el citado eje o uno paralelo a él, 
tendrá como proyecciones sobre los tres ejes de coordenadas los vec¬ 
tores de valor algebraico aV, /3V, yV: siendo a, (3 f y tos cosenos direc¬ 
tores de la dirección considerada. 

Consideremos ahora un 
primer sistema de coorde¬ 
nadas cíe origen Qo y ejes 
x'qxq, /oye, z'dzo (fíg. 108), 
Un segundo sistema de 
ejes coordenados queda 
determinado con relación 
al primero, si se conocen 
las coorí le nadas b t c 

de su origen O y los cose- 
11 os directores de cada uno 
de sus ejes: a, ¡3, y para 
el eje x'x; a\ ¡3 r 1 y para 
el y y; a f p , y para 
el zz , Proyectando sobre cada uno de los ejes del primer sistema el 
contorno poligonal OdÜQPM, se obtienen las expresiones siguientes, que 
dan las coordenadas de un punto en el sistema de origen 0 <j en función 
de sus coordenadas en el sistema de origen O: 

oro = a + ax 4- xy 4- 
yo = 6 -f ¡3x 4 - B r y + ¡3"z. 
zq — c 4- yx + y y + y"z. 

Consideramos el sistema de coordenadas de Origen Üq como sistema 
de refercnciá absoluto. 



El sistema de referencia relativo está representado por el sistema de 
coordenadas de origen O, ¿f, ó, c; a t /3, y; ct\ (3 , y l a , ¡3 y son 
funcione* del tiempo* Asimismo x t y, z; *o, yo, son las coordenadas 
dfl movimirnto iilumluto; x , y, z f las del relativo* Si se dan a x, y, z 
valore» cornil unte, m, yo, ;o del ominan el movimiento de un punto ligu- 
do ni MHirhui rlrl movimiento relativo, es decir, un movimiento de 

n 1 fji*l n\ 

Derivando ron lelm mu ni tiempo, según las reglas del cálculo de do 
tivüílu n hc obtiene 


#/xi| 

/ da 

da, 

1 

dt 

1 *- 

T-- 

dt 

i 


\ 

+1 

{• 7. 

4■ a 

i 

dya 

í iib 

dfi 

dt 

\ dt 

* dt 

+1 

( dx 

dt 

+ 

■s 

1 

día 

f de 

dy 

+- - 


■ a 


- % + 


di 


dy 


+ « 


y + 
d 


da 

dt 


—\ 
dt ) 


x + 


dfi' d(3 


dy 


dt 


+ ív 


dt 

dx 

dt 


dt 


dt 


x + 


dt 

+ P 

Jy 

dt 




dy_ 

di 


-\- y 


y 4- 

dz 

dt 

y + 

dz 

dt 


dt 


)■ 


dy* 


dt 


)■ 


■) 

■) 

•) 


interpretemos estas expresiones* Los primeros paréntesis se han oble- 

z como constantes: de este modo, vemos que 


nido considerando x , y, 
son laa proyecciones do 
la velocidad de arrastre 
sobre los ejes del sistema 
de referencia absoluto* 
Los segundos paréntesis 
son las proyecciones, sobre 
los ejes del sistema de re¬ 
ferencia absoluto, de un 
vector cuyas proyecciones 
sobre los ejes del sistema 
de referencia relativo son 

dx dy dz 
- ——- - ■: vemos 


dt 


dt 



Ve 


Va 


dt 

que son las proyecciones 
del vector velocidad rela¬ 
tiva. Por lo tanto, en cada 

eje de coordenadas del sistema de referencia absoluto, la proyección del 
vector velocidad absoluta os la suma algebraica de las proyecciones 
del vector velocidad de arrastre y del vector velocidad relativa* Lo que 
demuestra el teorema* 

Aplicaciones y ejemplos. Si el movimiento relativo y el de arrastre 
son movimientos rectilíneos de velocidad 
des pándelos* el movimiento absoluto tie¬ 
ne una velocidad paralela a ios otras dos 
y cuyo valor es la suma geométrica de 
los valores Jr las velocidades componen¬ 
tes* 

lili particular, sí la velocidad relativa 
y la velocidad de arrastre son directa¬ 
mente opuestas, la velocidad absoluta 
es nula* 

Si el movimiento de arrastre y el relativo son ambos de traslación 
rectilínea uniforme f el movimiento absoluto es también un movimiento 
de traslación rectilínea uniforme. 

Si un avión tiene unu velocidad propia uniforme Vr y se encuentra 
en el interior de una corriente de aire de velocidad será desviado 

de su rula y Su velocidad rea! será ( fig * 109)* 

¿Como ve un pasajero de un tren caer la lluvia? 

Supongamos que el tren lleva una velocidad rectilínea horizontal y 
uniforme, y que la lluvia cae vertical mente con velocidad uniforme. 





sentido y v&locidad iJel tien 


Fig. 110 


Tomemos como sistema de referencia absoluto la fierra, y como sistema 
relativo el tren. Conocemos la velocidad absoluta Va de la lluvia y la 
velocidad de arrastre Ve del tren (fig. 110), Vamos a hallar la velocidad 
relativa V r . Como consecuencia del teorema anterior, la velocidad rela¬ 
tiva se obtendrá sumando la velocidad absoluta Va con un vector —-Ve 
directamente opuesto a la velocidad de arrastre* La dirección de la mis¬ 
ma será oblicua, tanto más cuanto mayor sea la velocidad del tren: es 
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MECÁNICA RACIONAL 


i Ir mi i i I h 1 i j rontirjim n ln ve loe 1 r I. m I del tren, EnIi» ch 1 " tjwr el piuwip io 
oh ii rva i n iiiJo vi* (na guian de lluvia golpear contra Ioh criat&lcd de Iqi 
vfHiarmllna N I vugñri. 

'Componentes de la velocidad en coordenadas polares. 

Se puede considerar el movimiento de iodo punto M como el reaul* 
ludo da don 11 mv i m rentos: uno de ellos, el relativo del punto M sobre 
el cjr (1M, y el otro, el de arrastre del eje OM. El movimiento relativo 
es un movimiento rectilíneo* El de arrastre es un movimiento de rota¬ 
ción alrededor de O. La velocidad relativa tiene como soporte la recta 

—dp 

OM y por valor algebraico MW = -—- (fig* Ul)¡ la velocidad de 

dt 

arrastre tiene por linca de acción la perpendicular en M a OM y como 

—> dB 

valor algebraico MVe — p - — , Encontrarnos de nuevo los resultados 

dt 

ya establecidos anteriormente. 


Movimiento helicoidal. —5í el movimiento relativo es una rota¬ 
ción uniforme, y el de arrastre una tras¬ 
lación rectilínea uniforme cuyo vector ve¬ 
locidad sea paralelo al eje de rotación, el 
movimiento absoluto es ün movimiento 
helicón luí. Pa ra definir un movimiento de 
esta clase, se da el eje v de rotación 
(jig * 112), sobre d qite se lleva un vec¬ 
tor de valor algebraico igual a la veloci¬ 
dad de traslación, y un vector Olí de va¬ 
lor algebraico o*, que es el vector rota¬ 
ción. Consideremos un punto M: su tra¬ 
yectoria es una curva llamada hélice. La 
hélice queda trazada sobre la superficie 
cilindrica que tiene por eje el eje del 
movimiento. Sea í el instante en que el 
móvil está en M; A su posición en e! ins¬ 
tante cero. Consideremos la circunferen¬ 
cia de ta sección recia de! cilindro que 
pasa por A. La generatriz del cilindro que pasa por M corla a dicha 
circunferencia en m ; según ia definición de movimiento, tenemos: 



;-.i if 


o A rn — 


De donde 


Rwf, 

—> 

m M 


—> 
mM = 


vt . 


arco A m 


= k, 


haciendo k = 


R 




v 


Que es La misma definición de hélice; la hélice es la curva trazada 

—> ~ 

sobre la superficie do un cilindro tal que wM m k arco Am. Cuando el 
punto m da «na vuelta completa, el punto M vuelve otra vez a situarse 
sobre la misma generatriz. Describe una espira. Si el punto m continúa 
dando vueltas, la hélice nc emolía «obre la superficie cilindrica com¬ 
poniéndose de espiras sucesivas. La distancia sobre una misma genera¬ 
triz de dos posiciones sucesivas del punto que recorre la hélice, se 
llama paso de la hélice. Estando el eje de la hélice orientado positi¬ 
vamente según el sentido de traslación, si la rotación es positiva, la 
hélice se llama directa (o sinistrórsum); si la rotación es de sentido 
contrario al de la traslación, la hélice es inversa (o dextromimX 

—^ 

La velocidad absoluta del punto M t MV^, es lit suma geométrica de 

—>■ 

la velocidad de arrastre MV*, paralela al eje, y de ía velocidad reía* 

ti v;i M V r, que es tangente n la \ú reunir rene ia y de valor Ruj* El trián¬ 
gulo MVfVa es, por lo tanto, de valor constante para todos los puntos 
de la hélice* Lomo MVu está sobre la tangente a la trayectoria, esta¬ 
blecemos, por medio de la mecánica, la siguiente propiedad geomé¬ 


trica : 

La tangente en un punto cualquiera de la hélice forma un ángulo 
constante con la generatriz. 

Si consideramos otros puntos del sólido animado del movimiento he¬ 
licoidal estudiado, todos ellos describen hélices del mismo paso, 

Uu ejemplo típico de movimiento helicoidal es el realizado por los 
cronógrafos registradores* En general, aplicaciones prácticas de] movi¬ 
miento helicoidal 8(3 obtienen todas tas venes que se pase de una trasla¬ 
ción a una rotación o, recíprocamente* efectuando una traslación a par¬ 
tir de una rotación. 


Movimiento de una rueda sobre el suelo. — ün estudio aná¬ 
logo al anterior nos proporciona las velocidades de los distintos puntos 
de una rueda de un coche que rueda sin deslizamiento sobre el suido* 
Este movimiento puede considera rae como resultante di* dos movi¬ 
mientos, El de arrastre es el de ta carrocería del vehículo; es un mo¬ 
vimiento de traslación rectilínea. El relativo es el de rotación de la 
rueda alrededor de su eje. 

El punto de la rueda que está en contacto con el suelo tiene una 
velocidad absoluta nula: su velocidad de arrastre es, por lo tatito, 
opuesta a la velocidad de rotación. Si las velocidades son uniformes, y 
si Ví es la velocidad del coche, la de rotación de la rueda y R el 
radio de la misma, se tiene, en valores absolutos, que V* = R . íü* 
Ivl punto más alio de la rueda tiene una velocidad igual a 2V<*. Todo 
elemento de ¡a circunferencia de la rueda* describe mía curva, llamada 
cicloide. 


Composición de (as aceleraciones.— Tria vez estudiada la coro- 
punición de velocidades, cuyo resultado es bastante sencilla va moa a estu¬ 
diar la composición de fas aceleraciones. Para bailar las proyecciones do 


I * n rderaejones del movimiento absoluto sobre los ejes de coordenadas 
ligadns n 1 sbtema de referencia absoluto, vamos a calcular las deriva- 
dn dr bis proyecciones de la velocidad. 



Estas fórmulas nos dicen que la aceleración es la resultante de tres 
vectores; el primero, cuyas proyecciones sobre los tres ejes son las ex¬ 
presiones que están dentro de los primeros paréntesis, se obtiene sí x 
y, z son constantes; es, por lo tanto, la aceleración del punto de coin¬ 
cidencia, es decir, la aceleración de arrastre. El segundo vector tiene 
como proyecciones sobre los ejes del sistema de referencia absoluto 
las expresiones que están dentro de los segundos paréntesis. Ahora 
bien, estas proyecciones son las de un vector sobre los ejes del sistema 
do referencia absoluto cuyas proyecciones sobre los ejes del sistema re* 

d^x d 2 y d^z 

lativo son-, ———. El segundo vector es, pues, la ace- 

dt' Á dt 3 


leracinn relativa* 

En cuanto al tercer vector, sus proyecciones sobre los ejes de coorde¬ 
nadas del sistema de referencia absoluto son las expresiones compren¬ 
didas en los terceros paréntesis: se llama aceleración complementaria 
o aceleración de CoriolLs. 

Por consiguiente, la aceleración del movimiento absoluto es la suma 
geométrica de la aceleración relativa, de la aceleración de arrastre y de 
Ja aceleración complementaria. 

Simbólicamente se expresa 


ya ~ yr + ye + ye* 

Caso particular importante. — Cuando W movimiento de arras¬ 
tre es un movimiento de traslación, a, /i, y T a\ y\ y a\ ft*\ y” son 
constantes. 

En este caso, la aceleración de Cor í olis es nula, y la aceleración 
absoluta es la resultante de la relativa y de la de arrastre, 

— > 

Api ir: aciones. Si se conoce Vro la aceleración relativa viene dada por 

—> —¡>“ —)* 

la igualdad geométrica y r — ya —- ye — ye. Un tren está animado de 

movimiento de traslación rectilínea (por lo tanto ye es nula). Considé¬ 
renles un punto pesante en el interior dd vagón, por ejemplo una bofa 
en reposo sobre el sucio, lomemos la Sierra con sistema de referen¬ 
cia absoluto* y vi vagón como sistema de referencia relativo. Conocemos 
la aceleración absoluta, que es la de la gravedad* La aceleración rela¬ 
tiva será, por lo tanto, la suma geométrica do la aceleración de la gra¬ 
vedad y de un vector opuesto a la aceleración del tren. Cuando el tren 

lleva una velocidad uniforme y rectilínea* ye es nula. Siendo normal al 
piso la única, aceleración* la bula permanece en repose* Por el con- 

írario, al empezar a marchar, y^- no es nula. — yr OS un vector no nulo 
dirigido en sentido contrario al movimiento del tren: la bola tiende a 

— ^ 

retroceder con relación al tren. Por el contrario, a! parar, y e esta din* 

—> 

gida en sentido contrarío a) movimiento; — yr rstaru dirigida en el 
sentido del movimiento. Si la aceleración es grande, es decir, si el 
frenazo es brusco, la bola y todo lo que esté en H interior del vagón 
tendrá una aceleración dirigida hacia adelante. Este fenómeno es a 
veces muy sensible: es d fenómeno de inercia. 


Acción Centrifuga» — Consideremos un punto mal erial pesante, si¬ 
tuado sobre un platillo que gira alrededor de un eje con un movi- 
mlento rectilíneo uniforme. La aceleración absoluta es siempre la ace¬ 
leración de la gravedad. La aceleración de arrastre esta dirigida hacia 
d centro del platillo y llene por valor <rK. La aceleración complemen¬ 
taria es despreciable. La aceleración relativa es la suma geométrica dé 
la gravedad y de un vector opuesto a la aceleración uett. Este vector 
tiene una velocidad que tiende a alejar el punto del centro del movi¬ 
miento: es la acción centrífuga. 

Observación* En los problemas teóricos de mecánica, se consideran 
los sistemas de ejes de referencia como sistemas absolutos* En el estu¬ 
dio de los problemas que se refieran, bien a los fenómenos terrestres 
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bien a lo» astronómicos, es necesario precisar que *¡Hfrmn ríe referen¬ 
cia fie elige. Como, en general, el aintrinu elegido será móvil, no wrá 
un sistema de referencia absoluto, y MIOMM en pfOOltO tlSH on cuenta 
la» aceleraciones de arrastre y < omplrnientú i ijn fi. 

Cuando se estudia un fenóineiio que sucede en mía zona limitada de 


HtiUn 



Fio. t13 


fu Huperíirír terrentr*', »c toma 
La 1 ierra misma como sistema de 
reír retida y ir di gen síkIcihum 
dt 1 ejes ligado» n 1» I ierra, I ,n 
a* ley de atracción do Nrwlun no» 
da la aceleración absoluta diri¬ 
gida hacia el centro de la 1 ie¬ 
rra, La aceleración relativa no 
halla componiendo con esta ace¬ 
leración absoluta, la aceleración 
de arrastre (fig. 113)* Siendo 
el movimiento de arrastre una 
rotación alrededor de la línea 
de los polos, para hallar la ace¬ 
leración relativa, es preciso 
componer la aceleración absolu¬ 
ta con un vector opuesto a la 
aceleración de arrastre, Este 


vector está situado en un plano 
meridiano y es perpendicular a la línea de los polos, su sentido es 
hacia el exterior y tiene como valor — wV, siendo r el radio del pa¬ 
ralelo que pasa por el punto. La aceleración de la gravedad, resultado 
de medidas experimentales, es la aceleración relativa; nos da la di¬ 
rección de la vertical, pero no está dirigida exactamente hacia el cen¬ 


tro de la Tierra* 


Fufa ... que itferian u una gran parte de la Tierra, se puede 

tomm como materno de referencia relativo un sistema de ejes coorde* 
mido» que tenga por origen rl centro de la Tierra y sus ejes dirigidos 
hacia cM rolla» M fi]W (/ítf. 114). Un sistema tal, que se mueve con el 
Centro de ] n Tin ni, mi fie un desplaza¬ 
miento de tmshoion, 1i joeliiíiiión irln- 
1 iva »e compoiir de l.i aiclrntcióp (il> 
noluiJi y di 1 vector opuesto a En acrlrm- 
Otón de íirrúMUe. Se lonnnlria la ace! era - 
rión ahíithiln como l¿( hiiuiI I a rile dr la 
acole i jo i «i 1 1 cíe wl i*M m na ib luda i !,l I io- 
mi y ih la icelr uirlon urivioniniiu drlodit 
a íii» astro» (Sol, I ihia, - f< I Lela ■ 1 11 i mu 
se competían se nhibb inenl» pin c| invito 
opuesto a la acelerartóq .iiiuiinq ■ ■ tu¬ 
que en la maymm di hr, |mddcniLin en 
los que Se toma como b interna dr' referen 
cia el de ejes asi considerado; la arele- 
ración relativa coincide con la urrti ra¬ 
ción debida It la atracción nc w ion i a na 
ejercida por la Tierra. (Esta aproxima¬ 
ción no puede tenerse en cuenta en los problema» que requieran gran 
precisión, y sobre todo en el estudio de ‘ua marea*, que ho basa, esen¬ 
cialmente, en la aceleración debida a los astros.) 

En el estudio de fenómenos astronómicos, se ha tomado frecuente¬ 
mente un sistema de coordenadas cuyo centro es el del sistema solar, 
y sus ejes determinados por estrellas fijas* Se pensó que se podría, de 
esta forma, encontrar un sistema de referencia absoluto, pero los pro¬ 
gresos recientes en astronomía han echado por tierra dicha esperanza* 



Dinámica 


Principios de In dinámica* Masa. Lo Principio de la inercia (Kepler). 2.« Principio lumia mental de la mccAntru. 

o Principio de la composición de las fuerzas (Gnlüco)* 4." Principio ele la igualdad de la acción y la rmcnmi 
Gravedad. Peso. Campo de fuerzas. Función de fuerzas. Superficies de nivel. Problemas y métodos de la 
di mi mica del punto. Movimiento de un punto pesante en el aire. Integrales primeras* Integral primera de 
jo | ( vy <if» tas áreas. Trabajo* Hepirsentíición gráfica del trabajo* Definición del trabajo: caso general. Luso 
en nue la fuerza deriva de unn función de las fuerzas. Definición. Teorema de las fuerzas vivas. Aplicación 
riel teorema de Las fuerzas vivas a los ejemplos ya tratados* Movimiento de los planetas. Movimiento de un 
ligado es decir, de un punto obligado a describir una curva o una superficie. Aplicación del teo- 
cle las fuerzas vivas. Péndulo slmpre* Punto móvil sin rozamiento sobre un pinna inclinado. Tinto 
con rozamiento sobre un ti curva o una superficie. Dinámica del sólido* Definición. Máquinas Sim- 
PÍjiiiq inclinado. Palanca. Torno simple. Poleas. Conjunto de poleas* — Las unidades de la mecánica: 

dimensiones 


punió 

reina 

móvil 

pies; 


Fuerza* Energía o trabajo. Potencia* Presión. Ecuación de 


Definición, La dinámica estudia los movimientos en relación con 
las causas que los producen f tas fuerzas. 

Principios do la dinámica. — Al comienzo de la dinámica, entín¬ 
ela reíaos los principios que son aplicados ni ella* Estos principios han 
sido deducidos de la observación y de la experiencia, Su validez proviene 
principalmente del acuerdo que existe entre tos hechos reales y las con* 
secuencias que se han deducido. En el estudio de la estática hemos 
utilizado ya algunos dr dios. 

Hemos definido, en la estática, las características de las fuerzas, y 
heñios estudiado también los casos en los que el estado de reposo (con 
relación a una referencia) de un punió o un sólido no era alterado 
cuando las fuerzas actuaban sobre dios. Estos casos son excepcional^*: 
io normal es que si una fuerza (o un sistema de tuerzas) úciua sabir 
un (moto o un sólido* origine un movimiento* 

La fuerza más conocida es el peso, debido, en bu mu y o i 1 paite, a la 
atracción de la Tierra: ésta es fa causa que origina la caída de lo» 
cuerpos* Un punto material libre y pesante, sometido únicamente a la 
acción de su peso, cae; el estudio de la caída de los cuerpos lia sido 
de ona gran importancia para descubrir y estudiar estos principios. 

¿Cómo influyen las fuerzas sobre los movimientos? Citemos una expe¬ 
riencia elemental: cuando un ciclista rueda sobro una carretera recia, 
horizontal* bien acondicionada y sin viento sobre una bicicleta de 
“piñón libre”, no tiene necesidad de hacer gran esfuerzo para mante¬ 
ner su velocidad; algunos golpes de pedal* de vez en cuando, son su¬ 
ficientes, Por el contrario, si quien: ir más d«prisa o más despacio, tcn- 
drá que realizar un esfuerzo* 

De Jas experiencias realizadas con precisión (las de Morid Atwüod, 
planos indi nados) fie ha deducido la siguiente conclusión de gran im¬ 
portancia: las fuerzas son las causas que originan las variaciones de 
velocidad, o, dicho de otra forma, las fuerzas son las causas que. orí - 
ginan las aceleraciones . 

Masa. El concepto de masa es muy importante. Sabemos, por la 
experiencia diaria, que una misma fuerza aplicada a dos objetos dife¬ 
rentes da lugar a efectos distintos: si el ciclista del ejemplo anterior 
arrastrara un pequeño remolque sobre una carretera en las mismas con¬ 
diciones, alcanzaría su velocidad de régimen en un tiempo mayor, tanto 
mayor cuanto más cargado esté el remolque. Mediante experiencias 
realizadas con precisión, se lian medido las aceleraciones producidas en 
uit mismo objeto por fuerzas distintas. Se ha comprobado que si un mis¬ 
ino objeto esta cometido a fuerzas diferentes Fi, F> Fn, torna distintas 
aeeleracione» yt, y2, yu T dirigirlas en el mismo sentido que las fuerzas y 
tales que las relaciones* 

Fi Fa Fa Fn 

-— - = - = — - son iguales. 

yi y¿ y3 y» 


El valor de esta constante es, por lo tanto, una característica pecu¬ 
liar del objeto considerado; se puede decir que ella caracteriza, desde 
el punto de vista de la mecánica, la materia del objeto. Esta constante 
se llama masa ti el objeto. La masa es rigurosamente constante, siempre 
y cuando quede probado que el objeto no sufre transformaciones que 
alteren su naturaleza. 

El numero que nos da medida de la masa de un objeto es la rela¬ 
ción entre ésta y otra musa que »<* toma por unidad. 

Todo cuerpo, todo demento material tiene, en un sistema de unida¬ 
des determinado, un coeficiente positivo que c» su masa, 

1® principio do la inercia (Koplcr). un punto material 

i)41 rsiñ souui ulo ¿i ninguna arción exterior, su aceleración es tilda. 

Por lo unto* »i un cuerpo está en reposo fuera de toda acción ex¬ 
terior, permanecerá mdthttid&rrunh en dicho estado; si está en mo¬ 
vimiento, übIg será rectilíneo uniforme. (Hemos aplicado ya este prin¬ 
cipio en la estática). 

2 a Principio fundamental de la mecánica. — S¿ un panto ma~ 

—y 

ferial de masa m tiene unn aceleración y, 

—y , 

está sometido a una fuerza F (fig. 1 LS) de¬ 
finida en intensidad* dirección y sentid o 

—y —y 

por la igualdad vectorial F — m ■ y 

Recíprocamente, si un punto material de ^ 

—y 

masa tn está sometido a una fuerza F ten¬ 
drá una aceleración definida en intensidad, dirección y sentido por la 
igualdad vectorial 

-y —> 

F = m * y. 

3 Principio de la composieiArt de Jas fuerzas (Gal Ileo).— 

Si varias fuerzas Fl f Fs* Fn, que actúan aisladamente sobre un mismo 
punto material m. producen aceleraciones y], yvi **., ya* la acción simul¬ 
tánea de todas ellas sobre esc punto producirá una aceleración y que 
sera la resultante de Jas aceleraciones yi, ya. .yn. 

Dicho de tgra forma: varias fuerzas que actúan simultáneamente sobre 
un mismo punto originan el mismo efecto que su resultante. 

4 1 Principio de la igualdad de la aceiAn y la reacciAn.— 

Si un cuerpo material A ejerce una aceión sobre otro B, ésle ejerce sobre 
el primero otra acción igual en magnitud y dirección, perú de sentido 
opuesto, 

OusehváCIÓn liemos basado anteriormente la estática sobre estos prin¬ 
cipios. Se puede considerar la estática como un caso particular de la 
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...111 I r ■ n 1 111 h ■ r .huido lo?i curi(MM ni r* pM I ¡ , ncrlr raciones 

Ht.ni i milis 

Grfiwocflnd, Peso. — H eirum sefiülmlo i\ ni ** i'iiu ív, p. 233) lo 

que f■< tu imrIrrndcín tic lu gravedad* Tainhitu ... ■ niJiblmdo (v* p. 

23lt v 239) que cata iioeletación era consocio- m’ut di la atracción y 
tlel movimiento de rotación de la ¡'ierra. El peso de un objeto ex el pro• 
dudo de su masa por la aceleración de la gravedad, 

Campo de fuerzas. — Se llama campo de fueran» un espacio^ limi¬ 
tado o ¿limitad o, en el que cada punto t un objeto material está sometido 
a una fuerza que sólo depende de la postetón de dicho punto . 

Ejemplos. La gravedad nos ofrece él ejemplo mas sencillo y más 
importante: en todo punto próximo a la Tierra, un punto material está 
sometido a la acción de su peso. Observemos que lo que está determi¬ 
nado es ía aceleración de la gravedad* 

La física ofrece ejemplos de campos eléctricos y magnéticos; leyes de 
Coulomb y de Gauss. 

La ley de atracción universal de Newton establece que todo elemento 
material crea un campo alrededor de él. He aquí el enunciado de esta 
ley: dos puntos materiales de masas m y rn\ situados a una distancia 

m - m 

r uno del otro, se atraen con una fuerza igual a / * --—* El coefi- 

fB 

dente / depende sólo del sistema de unidades empleado. En el sistema 

1 

C . G * S se tiene / = *—-% 

38622 

Observemos que las leyes precedente» nos dan, no la fuerza, sino la 
aceleración. Estas aceleraciones (o fuerzas) no dependen del sistema de 
referencia elegido: la atracción de la Tierra es la misma, esté un pun¬ 
to material en un tren o sobre un apoyo fijo. Estas fuerzas son, por lo 
tanto, fuerzas absoluta». Cuando se tas quiera aplicar al estudio de un 
movimiento con relación u un sistema de referencia móvil* es preciso 
tener en cuenta las aceleraciones — y¿ y — ye opuestas a las acelera¬ 
ciones de arrastre y complementaria. Recordemos que la aceleración de 
la gravedad g lleva consigo esta corrección. 

Para resolver pur cálculo los problemas de dinámica, se define el 
campo por las tres funciones: 

X = / (*, y, z), Y — g (x m y. z), Z =? h (x, y t z), 

que dan, en todo punto, las proyecciones de la aceleración sobre los 
tres ejes de coordenadas. La aceleración (o la fuerza) es la intensidad del 
campo en el punto considerado. 

Función dé fuerzas# —Se dice que un campo de fuerzas deriva 
de una función de fuerzas, cuando tas proyecciones X, Y, Z, de la in¬ 
tensidad del campo en un punto M de coordenadas x, y, z t son las de- 

dF dF dF 

rivadas parciales-- ———, - - de una misma función 

dx dy dz 

U — F ( x , y, z). 

Superficies de nivel, — Cuando un campo de fuerzas deriva do 
una función de fuerzas, U = F (x, y, z), se ¡laman superficies de nivel 
las superficies dadas por la ecuación F (x, y, z) = C, siendo C una 
constante. 


Problemas y métodos de la dinámica del punto. — Los pro¬ 
blemas de la dinámica del punto libre son los siguientes: 

P Conociendo el movimiento de un punío t determinar las fuerzas que 
producen dicho movimiento; 2 o Conociendo las fuerzas que actúan so- 
Ore un puntrt, deducir la ley de su movimiento. 

Estos problemas se basan esencialmente en la relación vectorial fun¬ 
damental 

-> > 

F= m * y. 


Conociendo el movimiento, se hallan las proyecciones de la acelera¬ 
ción mediante dos derivaciones sucesivas, tal como vimos en la cine¬ 
mática. 

Si, por el contrarío, se conocen todas las fuerzas que actúan sobre 
un punto en cualquier instante, siendo X, Y, Z tas proyecciones de la 

_y —y 

resultante de esas fuerzas, la relación vectorial F ^ m * 7 nos da las 
tres ecuaciones del movimiento 

d*x d*y d*z 

m - — X, ni —= Y, m —— = Z, 


dt* 


dt* 


dt* 


Por una primera integración, obtendremos las ecuaciones que nos 
dan la velocidad. Mediante una segunda integración pasamos de esas 
ecuaciones a las que nos dan las coordenadas 

Como en cada integración se introducen constantes, las ecuaciones 
que nos dan las coordenadas tendrán seis constantes. Éstas quedan de¬ 
terminadas por las condiciones iniciales del problema; luego, sabre¬ 
mos de antemano que en el tiempo t = t Q el móvil está en el punto 
de coordenadas xo t yo> ¿o, y las proyecciones de su velocidad son % o 
y o T z o. Admitimos que sólo corresponde un movimiento a las condi¬ 
ciones iniciales dadas (y a las fuerzas dadas). 

Cuando estudiamos el movimiento de un proyectil en el vacío (v. p. 
235) tratamos ya un problema de dinámica. 

Problema* Movimiento de un punto pesante atraído por un punto 
fijo O con. una fuerza proporcional a su distancia. 


oc f 


A" 


F 

» -1-*- 

0 M A 


A’ 


Fig, 116 

Supongamos en un principio que el punto móvil, en el instante ori¬ 


gen, está en A y que su velocidad inicial es nula (fíg. 116). Tomemos 
como eje de las x, la recta OA, orientada positivamente de 0 hacia A, 
y sea a la abscisa del punto A* El movimiento tiene lugar sobre la 
recta O A. (Se puede demostrar considerando las proyecciones sobre 
dos ejes perpendiculares a OA). Guando el móvil se encuentre en el 
punto de abscisa x, la fuerza que lo atrae hacia eí origen, tiene por 
valor algebraico — kx « 

y ^ 

La relación fundamental F = m y nos da la ecuación 

d*x 

m -— = — kx * 


( 1 ) 

De donde (2) 
k 


dt* 


d*x 


Haciendo 


(3) 


di 2 


= w* 


ni 


m 


substituyendo, tenemos 
dx 

-S. —* ítl* 1 


dt 


u> ü x. 


Para hallar la velocidad, multipliquemos, primeramente, los dos rniem- 

d*x 

bros de la ecuación (3) por 2 


dt* 


(4) 


2 


dx d*X 


dt dt* 


Integrando, resulta 

( 5 ) 


d a x / dx \ 

- = — o> 2 1 2% -- I 

df* V dt / 


id*x 4* C* 


C es una constante, determinada por las condiciones inicíales del 
problema. En este caso particular, 0 = a* + C. 


De donde (6) 


(-H - 


ü> 


3 <*3 _ **). 


Para continuar integrando, hagamos ün cambio de variable 

dx d$ 

x = a eos 6 t *-* — — a sen & 


dt 


(7) 


a 3 sen8 0 


( áB \2 

br) - J 


/ d$ \ a 

br) " 


id* o 2 


dt 

sen 2 0; 


•L De donde 


i6 

dt 


— ¿ e — i + 




y (8) X as a eos tú£ + $q)* 

La constante Óq está determinada por tas condiciones iniciales. 

Para t — 0, x — a, eos ío = 1> do — 0, 

Por ultimo, se obtiene x = a eos wí. 

Por trigonometría sabemos que eos uif — eos (— laf). 

Llegamos a la conclusión de que el móvil está animado de un mo¬ 
vimiento oscilatorio simple, de amplitud 2a, 

Consideremos ahora el caso en que la velocidad inicial no sea nula, 
pero siendo siempre su dirección la de La recta O A* El movimiento 
se producirá sobre esa recta. Si uo es la velocidad inicial, la constan¬ 
te C, que aparece en la primera integración, viene dada entonces por 

(5') vo 2 ~ ~ üAs + C, 

0 = vtfi + 

Gomo vd* es positivo, habrá un numero b t mayor que a, tal que 
C = tifikf y la ecuación (6) se convierte en 

d*x 

(6') ———- = a* 2 (// — X a ). 


dt* 


obtiene 


Continuamos integrando como en el caso anterior. Se 
x = b eos (i fl>í do). 

El valor de do y el signo de <*> vienen determinados por las condi¬ 
ciones iniciales del problema. El movimiento sigue siendo un movi¬ 
miento oscilatorio rectilíneo, cuyo período es tu y la amplitud 26. 
Si xo y ao son las condiciones iniciales, la ecuación del movimiento 
puede también escribirse 

vo 

x =* xa eos üif 4* " ~ * sen tur, 

CÜ 

Consideremos ahora el caso general en que el móvil tenga una velo¬ 
cidad inicial que no esté dirigida hacia el punto O, Él punto O y el 
vector velocidad inicial de¬ 
terminan un plano donde el 
móvil se mueve. Tomemos 
en este plano dos ejes de 
coordenadas, que tengan por 
origen el punto 0* La fuer¬ 
za que actúa sobre el punto 
M está dirigida hada O y 

—y 

tiene como valor k * MO; si 
x, y, son las coordenadas de 
M, las proyecciones de la 
fuerza sobre los dos ejes de 
coordenadas (/¿g. 117) son 

— kx y — ky , La proyección sobre los dos eje», de la relación funda- 
—> 

mental F = m * y nos da las dos ecuaciones siguientes: 

d*x tPy 

m - = — kx t m — = — ky , 


Q 

an* 


M (x),y) 


SO 

0 

" p 


t/r 



Fig. 117 



dt* 


dt 3 
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Despucis da poner qu< 
terior, a« ukitone 
X = Xt> CUS tol 4 


k 


— íii 3 , integrando como rn al 


i ,i ''i i ii 11 


ni 


vo • x 


sen tnf, y = yo eos wí 4 


vo * y 


sen íi>T 


ot 


íi> 


Siendo zo> yo las coordenadas del punto en el instante cero* y 
y tí . x , Vo * y las proyecciones de la velocidad inicial. 

Si se loma por eje de las x la recta que pasa por la posición inicial, 
y por eje de las y k paralela ai vector velocidad inicial, se obtiene, en 
cale sistema de coordenadas oblicuas 

Vo 

x — Xo eos aií* y = *-~ sen <af* 


íiJ 


Eliminando t entre estas dos ecuaciones, obtenemos la ecuación de la 

y¿<ífi 

4 -——- = 1 ■ aue es la ecuación de una elipse. 


x 1 


trayectoria 


Xú* Vo a 

Movimiento de un punto posante en el aire. — Hemos estu¬ 
diado anteriormente (v« p. 240) el movimdntu de un punto pesante en 
el vacío. Si se considera un cuerpo líbre, móvil en el aire (por ejemplo, 
un proyectil), está sometido, efectivamente, a la acción de su peso; 
pero es preciso, por otra parte, tener en cuenta la resistencia del aire. 
Éstu ejerce una fuerza según la dirección del vector velocidad, pero de 

sentido contrario ( fig . 118), y su intensidad es igual 
a mks <p (v) % siendo .5 el Area de la sección recta del 
cilindro circunscrito al cuerpo móvil y cuyas generatri¬ 
ces son paralelas ai vector velocidad, ip (v) una función 
de la velocidad únicamente y k una constante que 
depende de la forma que tenga el cuerpo. Para dismi¬ 
nuir la resistencia del aire, se han buscado las formas 
pitra las cuales k sea lo máfi pequeño posible: son las 
'‘aerodinámicas”. La experiencia demuestra que la 
función y ív) es igual a v, pura velocidades peque¬ 
ñas; si la velocidad es mayor, pero aún inferior a 200 
metros por segundo, f (u) vale v%; para velocidades 
superiores, es preciso introducir términos en v\ v\ 
etcétera, en la función <p (o). Es imposible represen¬ 
tar i p (v) por una fórmula simple. 

Nos limitaremos a examinar el movimiento de un 
punto pesante que desciende según la vertical, y supondremos que la 
resistencia del aire tiene un valor igual a krnv ¿ , Elegiremos in 
k vertical, que es la trayectoria, como sentido positivo el dirigido de 
arriba hacia abajo. Las fuerzas que actúan sobre el punto son su 
peso, de valor algebraico mg, y la resistencia del aire, de valor algebrai- 

—> ~> 

co — mkv 3 . La reí ación funda mental F “ my nos proporciona la 
ecuación 



O) 


m 


dH 

d**" 


Supongamos g = An 3 . Como 

dv 

( 2 ) 


= mg — mkv a , 
dh t dv 


dt 


(3) 


dt % 
k (n 3 
dv 


dt 
v l ); 

- di. 


obtenemos 


kw—^y 

Integrando esta ecuación, se obtiene t en función de v ; de aquí se 

deduce v en función de £, y por una nueva integración, so deduce x 

en función de f. Sin efectuar estas integraciones, vamos a deducir de 

las ecuaciones (2) y (8) resultados interesantes. Si la velocidad og menor 

dv t . . . 

que - {mj positivo: la velocidad aumenta. Si por el contrario la 

di 

dv 

velocidad es mayor que a, - es negativo: la velocidad disminuye. 


El elemento diferencial 


dt 

l 


k («a - *») 


amurilla indefinidamente cuando 


f-. 


dv 


v tiende hacia o, y bc demuestra que Ja integral, v k(a* — tP) 

es infinita: teóricamente, por lo tanto, solo al fina] de un tiempo infini¬ 
to» la velocidad dd móvil alcanza el valor de a » Si la velocidad inicial 
es a , el móvil estará animado de un movimiento uniforme de veloci¬ 
dad a. En definitiva, cualquiera que sea k velocidad inicial del móvil 
al caer, tenderá siempre hacia el mismo límite: a) final de cierto tiem¬ 
po, la velocidad será lo suficientemente próxima de a tal que parezca 
que e! móvil está animado de un movimiento uniforme. Para ciertas 
formas de móviles, se alcanza muy rápidamente una velocidad próxima 
a a: esto es lo que hizo creer a los observadores, hasta Galaico, que el 
©fecto de la gravedad daba lugar a un movimiento uniforme. En los 
paracaídas so pretende, por el contrario, obtener un valor pequeño do 
a y que este se alcance rápidamente. 

integrales primeras, —- La resolución de los problemas sobre la 
dinámica del punto mediante una doble integración de las tres ectia- 

—4 "—4 

ctones que nos proporciona la ecuación fundamental vectorial l 1 = tn y 
m teóricamente sencilla, Sin embargo, los ejemplos anteriores demues¬ 
tran (giie, aun en las problemas más sencillos, aparecen integrales difí¬ 
ciles, y a veces imposibles. La resolución de los problemas de dinámica 
tw familia considerando las integrales primeras. Una integral primera es 
nuil ecuación donde pueden entrar el tiempo f, las coordenadas x, y, z 


v la ti proyecciones de la velocidad x\ y\ z ; el conocimiento de una 

<<iir ;■ r.11 ... disminuyo en una unidad el número de integraciones. 

..ni |)iiur, L mhgrulcs primeras clásicas pueden ser objeto de 

11111 rpi rtucionrri mccjiuicjis mu y importantes: las integrales primeras 
mji Mitpni lkuIch moh II i Ir y th la\ úreas y la de las fuerzas vivas , 

Integral primera do la ley de las áreas. — Supongamos que la 

rt'Uilr¿niio F de bit fnn/nn o pl irado i «I móvil pase por un punto fijo O: 
ht dice entonces que hr< furr/as son ccninileR* liemos visto anterior- 


mente íjuc P si se considera • I vector t)G como momento del vector velo¬ 
cidad la velocidad del pumo G i'n uu vector equipolente al momento 
—> “► 

OGy de la aceleración My del punto M respecto u! mismo punto O. 

lomemos como origen de moiucuios <1 punto O, por 
el que siempre pasa Ja resulta nte de las fuerzas: pues¬ 
to que esta resultante pasa siempre por O, será tam¬ 
bién la línea de acción o soporte de la aceleración. 
Por consiguiente, el momento de la aceleración es 

nulo. Luego el punto G ck fijo y el momento OG cons¬ 
tante. Re«ultti, en primer 
lugar, que el punto M cata 
siempre en el plano que pa¬ 
sando por O es perpendicu¬ 
lar a OG: el movimiento 
del pumo M (fig. U9) tie¬ 
ne lugar, por lo lanío, en 
el piano determinado por el 
punto O y el vector veloci¬ 
dad inicial. Tomemos én esc plano un sistema de dos ejes de coordenadas 
rectángula res de centro O. Si asociamos a este sistema un tercer eje, de 
origen O y perpendicular al plano, el valor algebraico del momento del 
vector velocidad es ÜG “ xy e — yx 

Siendo constante este valor algebraico, la integral primera que se 
obtiene de esta forma es la ecuación 

xy' — yx = C. 

Ahora bien, la expresión xy f — yx (v. Geometría analítica, p. 218) 
es el doble de la velocidad del Arca barrida por r i radio vector OM, o 
velocidad arcolar. 

Cuando la fuerza que actúa sobre un punto pana por un punto fijo» 
la velocidad arcolnr es constante: en este caso el movimiento tiene lugar 
según la ley de Us áreas. El área MoOM, barrida por d radio vector 
OM, es una función lineal del tiempo. 

Sí se loman coordenadas polares (v. p* 287), bi integral primera de 
la ley de las áreas se expresa 

d& 

o 3 --- - C. 

' dt 

Ün$EltVACIOME£. I o La fuerza que actúa sobre un planeta es la atrác¬ 
eme del Sol: esta fuerza pasa siempre por d centro del Sol. Gomo esta 
fuerza es centra!, cada planeta recorre su trayectoria con una velocidad 
areolar constante; nos encontramos con una de las leyes de Kcplcr. 

2" Si la fuerza que actúa sobre un punto M (fig, 120) corta siempre 
una recta, se considera la proyección del moví miento sobre un plano 
perpendicular a esta recta. La pro- 

—> —4 

yceeiún mf de la fuerza MF pasa siem¬ 
pre por el punto O: la proyección m 
ti el punto M está animada de un movi¬ 
miento que “siguí! la ley de las Areas™* 
es decir, la velocidad areolar del pun¬ 
to m es constante. 

Traba JO. —Para llegar a la integral 
primera de las fuerzas vivas 
es necesario, antes de todo, 
precisar los conceptos muy im¬ 
portantes de trabajo y fuerzas 
vivas. Vamos a definir lo que 
es el trabajo, en los diferentes 
casos que pueden presentarse. 

I o Sea MF (fig, 121) una 

fuerza, que en principio suponemos constante en magnitud, dirección 
y sentido. Sí su punto de aplicación M se desplaza de A a II, siendo 
el segmento AB paralelo a la dirección de la fuerza y del mismo sen¬ 
tido, se llama trabajo T 

i * -►-- 


I 



Fig . 119 


3 

M 



0 


Y 





m . 


Fig, 120 


A 


M 

Fig, 121 


B 


el producto de la fuerza F 
por el camino recorrido: 

T = MF « AB, Si el des¬ 
plazamiento, paralelo a la 

fuerza, es de sentido contrario a ella, T = — MF * AB: en el primet 
caso el trabajo se llama motor, en el segundo, trabajo resistente. 

2* Consideremos ahora el caso en que la 

fuerza MF es siempre constante en magni¬ 
tud, dirección y sentido, y en que el segmen¬ 
to AB, camino recorrido por el punto M* 
no está en la misma dirección de la fuerza 

(fig, 122). Si MG es la proyección de la 
fuerza MF sobre AB, el trabajo de la fuer¬ 
za es el de su proyección MG. En lodos 

los casos, si a es el ángulo que forma la dirección positiva de AB con 
la dirección de la fuerza, el trabajo viene dado por la fórmula 

—y —4" 

T = MF - AB eos a. 



l'NcUil METÓDICA V, '— 1ó V 
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k tía fúrmuh. % <lúir que rl trabajo cw también en i'Mr cano rl 

¡irodiirlü tb 1« (un mi por la proyección del úm pla t,ü miento «obre un a 
}mi rwleU m hi dirección do En flienta. 

Si rl punto M, que recorre AB, estuviera sometido n la acción <lr 

_ ^ y .. y ..y 

varían futrías MF]* MF;% .MFit a cuya resultante fuera MR, nube- 

moa que el valor algebraico de la proyección MR de MR sobre AB 

—> —> —^ 

es la suma algebraica de las proyecciones de MFi, MFs, MFn* 

> 


MF'ri los valores algebraicos de estas 
-> -> 


Designando por MFi, MFs, 
proyecciones, ee tiene 

(1> MR* = MF'i + MF'a 4 ... 4 MF V -<— 

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por AB P se obtiene 

—^ ^ ^ —► —>- —^ —y —^ 

(2) MR' - AB = MF'i * AB 4 MF's * AB 4 4 MF'n * AB, 

Por lo tanto, el trabajo realizado por la fuerza resultante es la suma 
de los trabajos realizados por las fuerzas componentes. 

—¡V 

Si x* y f z son las proyecciones del vector AB en un sistema de coorde¬ 
nadas rectangulares y X, Y, Z las proyecciones de Ea fuerza, el trabajo 
realizado por ésta es la suma algebraica de los trabajos realizados por 
X* Y, Z, AEiora bien, el trabajo realizado por X es el producto de X 
por la proyección del desplazamiento AB sobre una paralela a la di reo 
cíóti de X: siendo esta proyección precisamente x, el trabajo realiza¬ 
do por X tiene por valor algebraico X * x. Asimismo el de Y, es Y * y 
y el de Z, es Z - z Por lo tanto, ! mal mente se tiene 

T = X* + Yy + Zz, 

Representación gráfica del trabajo* “Supongamos que el 
vector AB tenga como soporte un eje orientado: la proyección de la 
fuerza sobre éste eje tiene un valor algebraico. Para hacer la repre¬ 
sentación gráfica del trabajo, se 
dige una escala para las abscisas 
(o desplazamientos) y otra para 
las fuerzas. 

En un sistema de coordenadas 
rectangulares, sobre id eje da las 
abscisas, se lleva la del punto m f 
que es la abscisa del desplazamien¬ 
to de M sobre la recta AB, y se 
le hace corresponder con el punto 
Mi, que tiene como ordenada el 
valor algebraico de la proyección de la fuerza, Cuando el punto M 
recorre el vector AB, el Mi describe el segmento AiBj: en todos los 
casos, el valoT algebraico del trabajo es un miniero, también algebraico* 
que tiene como valor absoluto el área del rectángulo tf^BiAi (Jig, 123) 

y pot signo 4 o —* según que d con¬ 
torno descrito cu d orden ezóBiAt lo 
sea en el sentido positivo o en el 
negativo (fig. 124)* 



Fig. 123 


y 




& & 

07 * 0 


—r 

M 

1 A 

. B i 


Fig. 124 


Definición del trabajo: caso 
general, —La trayectoria -es una 
curva, y la fuerza (o más exactamen¬ 
te, la resultante ele las fuerzas) es 
variable en magnitud y dirección* 
Pin mer método. Definamos el tra¬ 


bajo cuando el punto M recomí el arco AB de la trayectoria {cada 
punto tic la misma queda determinado por su abscisa curvilínea). Para 
obtener un valor aproximado del trabajo, se divide el arco AB por los 
puntos Mi, Ma* Mu—I. Se substituye el arco de curva AB por la 
línea poligonal AMiMü, MíM¿+iMh~iB y se considera que para cada 
pequeño desplazamiento AMi, MiMa, Mrt-iB, la fuerza 

es constante e igual a la que existe en el origen de cada una de las 
—^ ^ ^ ^ 

cuerdas: sean AaFa, MlFi, Mí Fe Mn-lFft-1, estas fuerzas 

{fig> 125), y AF'á la proyección de AFa sobre la recta AMi* MiF'i 

la proyección de MiFi sobre la recta MiM 2, la proyección de 

MíFi sobre la recta MíMí+i. El valor aproximado del trabajo, suma de 

los trabajos, es 

-—^ ^ ^ ^ 

T tí = AaF'a - AMt 4- MiF'i . MiMa 4 .** 

4 M tf'i - MíMí4i 4 ... 4 Mn-iF n-i - 

Si se hace tender hacia 
infinito el numero de 
puntos que hemos tomado 
sobre el arco* los arcos 
tenderán a cero y la ten¬ 
derá hacia un límite: este 
es el trabajo T de la íucr- 
—> 

za MI cuando el punto M 
recorre el arco AB* 

Para precisar, utilicemos 
la representación gráfica 
{fig. 126). La representación gráfica del trabajo aproximado esta for¬ 
mada por la suma de los rectángulos que representan loa trabajos 

v > > > 

AF a • AMi, MiF'i - Mi Mí, ... 

Sobre el eje de las abscisas, tomamos sucesiva mente 0»i = A Mi, 



tt\tr¿ ~ MjJVfa y las colas paralelas al eje de las ordenadas que 

mugan por valor algebraico AF'a, MiF'i, MaF'a, que son los valo¬ 
ren algebraicos de las pro¬ 
yecciones de las fuerzas yi 

aplicadas en A* Mi, Ma, 

,.** Mrt-i sobre las 
rectas AlVft, M1M3, . 

M n— ]B. 

Si se hacen tender hacia 
cero torios los arcos, se 
obtiene en el límite el 
área que queda limitada 
por el eje de las abscisas, 
dos paralelas al eje de las 
ordenadas y la curva re¬ 
presentativa de la función 

-y Fig . 126 

y — JJF\ valor algebraico 

de la proyección de la fuerza aplicada en M sobre la tangente a la cur- 
vji. Este valor algebraico es una función de la abscisa curvilínea, obte¬ 
niéndose que el trabajo es la integral de la función MF' entre Jos valo¬ 
res a y b de las dos abscisas* Resulta que la derivada del trabajo res¬ 
pecto a la abscisa curvilínea s es el valor algebraico de la proyección 

di —> 

de la fuerza sobre Ja tangente- = MF'. 

ds 

Utilizando el signo de la integración, el trabajo será 

b —> 

MF'ds. 



r= y. 


SECUNDO MÉTODO* Sean X, Y, Z los valorea algebraicos de Jas pro- 

—^ 

yecciones de la fuerza MF sobre los tres ejes de coordenadas. Si dx, 
dy, dz son los elementos diferenciales del desplazamiento, el elementa 
diferencial del trabajo es 

(1) ¿T a Xdx 4 Ydy 4 7M 

y el trabajo entre los puntos A y II vendrá dado por la integral 


( 2 ) 


■ /: 


Xdjf 4 Ydy 4 Zdz* 


Si x — f (í) t y = g (í), z — h (í) son las expresiones de las coorde¬ 
nadas de la trayectoria en función de un parámetro, y si X, Y, Z se 
expresan también en función de ese parámetro, el trabajo vendrá dado 
por la integral 

(3) T = f £1 lXf f (r) 4 Yg (í) 4 Zti (i)] dt. 


- 


(0 


Siendo fo y fi los valores del parámetro que corresponden a los pun¬ 
tos extremos, A y B, del desplazamiento. 

kn parí ico lar, el parámetro puede ser la abscisa curvilínea, y enton¬ 
ces se tiene 


(4) 


- />' 


Os) 4 U) 4 z v un ds. 


Caso en que la fuerza deriva de una función de fuerzas.— 


vr v p dü dll dü 

Y*Z mn entonces ¡as derivadas parciales --- -, —— 

dx dy dz 

función Lf (x, y f z), y se tiene 


de una 


(5) 


T - 



dU dU 

dx 4 — dy 4 - dz* 


dy 


dz 


La expresión bajo el signo de integración es la diferencial dU de 
la función de fuerzas U {%, y, z), y se obtiene 

(6) T = Ub (x t y t z) — Ua {*> y t z). 

Cuando la fuerza deriva de una función de fuerzas, el trabajo reali¬ 
zado por el móvil que va de A a B, es igual a la diferencia Ub (x, y t 
z ) — Ua (x, y, z) y entre ia función de fuerzas en B y en A: eje traba¬ 
jo depende únicamente de los valores Un (x, y, z) y Ua (x, y* z) y no 
del desplazamiento o camino recorrido . Cuando la fuerza deriva de una 
función de fuerzas^ el trabajo entre dos puntos es independiente del 
camino recorrido . 

Ejemplos. I o Punto sometido a la acción de su peso. Si elegimos el 
eje de las z según la dirección de Ja vertical y dirigido positivamente 
bacía arriba, y los ejes x, y situados en el plano horizontal, las pro¬ 
yecciones de la fuerza son X — O, Y = O, Z * —* mg . La función de 
fuerzas, ríe la que la fuerza deriva, es U — — mgz. El trabajo, cuando 
el móvil va de un punto de cota ro a otro de cota zi* es —- mgzi 4 
4 mgzu — mg (zo — xi). El trabajo no depende, por lo tanto, más que 
de la diferencia de altura. 

2 o Fuerza central * proporcional a la distancia al centro . Si el pun¬ 
to 0 es el centro de coordenadas, la fuerza aplicada en un punto M 
tiene pur intensidad mkr y está dirigida hacia el centro. Sus proyeccio¬ 
nes son: — mkx t — mky t — mkz. Son las derivadas parciales de la 
función 

mh mk 

U (x* y, z) =-(x 3 4 y 2 4 = — -r 3 . 
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I I * ii xi i|< f 11 tij plinto M vu i I t‘: un JUItilo A Situado a MlIJt 

illul .. ir[ icnin> a tiiio M situado a una distancia n, wt 

MI A 

I f 1 1 r'ü) 

*3 


lintIhblÓJt. - La ¡ta rta viva de un punto material en movimiento 
» J fii ^íut to tuv ' de ut /nasa por rl cuadrado de su velocidad en el 

Mi iJiJJlf i i nf* '«r ifrt ttthh 

u- //ii miii energía cinética la mitad de su fuerza viva. 


T tiOfQITin (lo las fuerzas vivas# —La variación de la energía cine- 
u, ti (a u tnífuma viva) de un punto en movimiento t durante cierto in- 
ími-Jij di tiempo, es igual al trabajo realizado por las fuerzas apli- 
al ¡tunta durante el mismo intervalo, 

Im d'nvmin del trabajo respecto a la abscisa curvilínea es F', es 
.ti < u, *1 Viilor algebraico de la proyección de la fuerza viva sobre la 
Iiihijh'ih' n hi trayectoria. Apliquemos el cálculo de derivadas de una 

in.. dr función: la derivada del trabajo respecto al tiempo, es iguffl 

ii iimhIucIo de la derivada del trabajo con relación al arco por la deri- 
tu di i arco con relación al tiempo, es decir, la velocidad. Podemos 


VI * I 


aii nliii, por lo tanto, 
(11 


dT 


dt 


= F 


V. 


—y —y 

A lima bien, haciendo uso de !a relación fundamental F = m * y t el 

—> 

vu).! Hebraico de F' proyección de la fuerza MF sobre la tangente, 

oh ijj;uiiE «I valor algebraico de myt> donde yt es el valor algebraico 
¡Ir In proyección de la aceleración sobre la tangente. Por lo tanto, 

di 

(2) -—-— myt * v. 

dt 

Si í \ y'\ z** son las proyecciones de la aceleración sobre los tres 
rjn*, y m eos a, eos jS, eos y son los cosenos de los ángulos que forma 
ía dirección positiva sobre la tangente con las direcciones de los ejes 
tninrrioH directores), 

tf t ft fl ■ w 

yf = x eos a i j eos p + z eos y, 
dL 

Por lo tanto (3) - = m (x'v cus a + y"v eos f3 + z'v eos y), 

di 

Ahora bien; v cus & = x\ v eos ft = y\ v eos y ~ z . 

dT 

/ i \ t it i i ir * i \ 

(4) —— = m (ir x + y y + z z ), 

dt 

Kt segundo miembro es la semiderivada, respecto al tiempo, do 
\ A + y' i¿ + es decir, la sem iderivada con relación al tiempo del 
cuadrado de la velocidad. De donde 


( 5 ) 


di 


(-T 


mv 4 


dt dt 

Teniendo el trabajo 1 y la energía cinética (o ae mi fuerza viva) la 
misma derivada respecto al tiempo, se tiene 

1 

(6) T — —— mt) a + C, 


siendo C una constante. Deduciéndose que 

1 1 

(7) T — To = — 


m v 


3 _ 


2 


miv. 


Esta relación es la integral primera de las fuerzas vivas. 
Observación. Si la fuerza deriva de una función de fuerzas, y de¬ 
signamos por U y Uo los valores de la función de fuerzas: 

1 . 1 


( 8 ) 

De donde, 
(9) 


U — U 0 


mv* 


mvd ¿ . 


1 1 

—- muo 3 — Uo = ■ — mv 2 — U. 


2 


Durante todo el movimiento, la suma 


mv? 


U es constante: 


mv 2 es la energía cinética; — U es la energía potencial. La suma 


de la energía cinética y de la energía potencial es constante. 
La energía potencial está definida casi como una constante. 


Aplicación del teorema de las fuerzas vivas a los ejemplos 
ya tratados# —I o Punto pesante móvil en el vacío (v. p. 235). La 
función de fuerzas (ai el eje vertical zz está orientado positivamente 
hacia arriba) es U =s — rngz. Se tiene 


(1) 


1 

— mifl 
2 


L 

— mv c? 
2 


mgzo '— mgz. 


De donde (2) i/ 2 + 2z = vd ¿ + 2zo. 

Esta igualdad nos dice que cuando el móvil pasa por dos puntos que 
tienen la misma altura, el valor absoluto de la velocidad es el mismo. 

2 a Punto atraído por un punto fijo que ejerce una fuerza proporcio¬ 
na/ a la disíander. Sí r es la distancia al centro de atracción, la fun- 

k 

ción de fuerzas es U =-r 2 . 


1 .u mtrj.iíj 11 j nnri m de las fuerzas vivas es 

J t 1 k k 

lfll/ a - mthfl — *— - r 2 -— Tí?. 

2 2 2 2 

k 

Si ui t u 2 4* tur 2 “ Vq¿ + ti>ro“. 

m 


< MiiMilo rI . mí 111 1 1 í i par dos puntos situados a la misma distancia 

dr! 4‘í*iii1 1 f> É id vului obsidulo de la velocidad es el mismo. 

En r I .|r 111u i l móvil se desplarr sobre una recta que pase por 

rd miim di ¿mu . F hi integral de las fin inm vivas es 



Ein/imt romos mn-vi) mm rcuación, en lu serie de cálculos, que nos 
lírva a la Boli.U aún* 


Movimiento de los planetas. — Partiendo de las leyes de Ke- 
pler, se deduce que la fuerza que origina el moví miento de los plane¬ 
tas es una fuerza que pasa por el centro del Sol y es inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia, Recíprocamente, si se trata 
de hallar el movimiento de un móvil atraído pur un punto fijo con una 
fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, se obtie¬ 
ne, por cálculos que sobrepasan el nivel de este estudio y que tienen 
como base de partida las dos integrales primeras de la ley de las áreas 
y de las fuerzas vivas, que la trayectoria es una elipse. 

Movimiento de un punto ligado, es decir, de un punto 
obligado a describir una curva o una superficie. —Hemos vis¬ 
to en estática lo que es un punto ligado (v. página 218). Además 
de las fuerzas directamente aplicadas al punto, existe una reacción del 
apoyo. Para obtener la ley del movimiento hay que proceder como si 
fuera un punto libre, pero añadiendo a las fuerzas directamente apli¬ 
cadas la reacción del apoyo. 

La dificultad esLriba también en que esta reacción es, por regla gene¬ 
ral, desconocida en dirección y magnitud. Distinguiremos también dos 
casos: aquel en que d apoyo está perfectamente pulimentado, la reac¬ 
ción es entonces normal a él y se dice que no existe rozamiento; y el 
caso en que la reacción no es normal y entonces hay rozamiento. 

En los primeros ejemplos supondremos que no existe rozamiento. 
Siendo la reacción normal a la trayectoria, su trabajo es nulo. El teo¬ 
rema de las fuerzas vivas subsiste y w> se hace intervenir nada nías que 
las fuerzas directamente aplicadas. 

Aplicación del teorema de las fuerzas vivas, — El trabajo 

realizado por las fuerzas directamente aplicadas {entre dos instantes 
to y t) es igual a la variación de energía cinética (o semifuerza viva) 

1 1 

—— mv 2 —-mvol 

2 2 

Si las fuerzas directamente aplicadas derivan de una función de fuer¬ 
zas U, sé tiene siempre 

1 1 

U — Uo --- mu 3 — . mtfo*. 

2 2 


Péndula simple. — El péndulo simple está constituido por una 
partícula M, de masa m, suspendida mediante un hilo inextensiblc (de 
masa despreciable) de un punto fijo O. Es como si la partícula M 
estuviera situada en el interior de una esfera de centro O y de radio 
la longitud / del hilo. Es 
una ligadura o enlace uni- 

—^ 

lateral. La tensión T del 
hilo desempeña el papel 

de la reacción R del apo¬ 
yo, Como es normal a la 
esfera, lodo sucede como 
si el móvil M se desplazase 
sobre la esfera sin roza¬ 
miento, Si la velocidad 
inicial es nula o se en¬ 
cuentra en el .plano verti¬ 
cal que contiene el centro 
O y la posición Mq, el 
movimiento tiene lugar en 
ese plano. 

Supongamos que la ve¬ 
locidad es nula en el pun¬ 
to A. Designemos por a el 

Fia, 127 

ángulo BOA, y por 0 el 

ángulo variable BGM (fig. 127), estando estos dos ángulos medidos en 
radianes y siendo el sentirlo positivo el de B hacia A. 

Como suponemos que la velocidad es nula en el punto A, la integral 
de las fuerzas vivas da 

(1) — = mgl (eos B — eos &). 

2 

(2) v l “ 2 gl (eos B — eos a). 

Una primera consecuencia de esta fórmula es que 

eos B — eos a ^ O. 

De donde resulta — a ^ 0 ^ a. El punto móvil permanece sobre 
el arco A A . 



2 
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rutilo que r\ tnnviminito rrt tunihn, r/ J F 
d0 \ a 2g 


( 4 )'' 


C3> 


( 




1 


(cus 8 — coa a)* 


Si 4 ¡ ángulo a ea pequeño, igual sucederá con *■) y entonces se puede, 
ítin gran error, substituir coa a y eos & por los dos primeros términos 
fie su desarrollo en serie 

a a 

eos a = 1-— H" coa 0=1 — -- 4- 


Esta aproximación nos lleva a la. ecuación 

d& & 

dt j l 


(4) 


( 


(o» — 8*). 


Nos encontramos con una ecuación análoga a la deducida para el 
movimiento oscilatorio simple, 

d& dp 

Supongamos 8 = a sen <p f 


dt 


De donde 

dtp 

dt 


dtp 

dt 


ot sen <p 


g 


dt 


= ± V~r 


8 = a coa í ± 


V 


’ “ ± V ~r 


t + c. 


A 

l 


i + c 


siendo C una constante. 

Como 8 — u, para í = 0, eos C = 0, C = 1, y se obtiene, fmaJmente, 


0 = ct coa 


V-í 


S* se toma el punto B, el más bajo de la trayectoria, como origen 
de las abscisas curvilíneas, 18 es el valor algebra ico del arco BM y le t 
el del arco BA. 

g 


Se obtiene BM — BA eos 


IV-7 


/ j * Esta igualdad nos 


dice que el movimiento de M sobre el pequeño arco AA # es análogo 
al movimiento oscilatorio rectilíneo. 

El móvil vuelve a pasar por el mismo punto, con la misma velocidad 


y en el mismo sentido, cuando 


Vf ; 


t aumenta en rt. Por lo tanto. 


la duración T, de una oscilación doble, es 

de donde T 


Vt 


T = 2 ir; 


- u \ J r 


Esta duración es independiente de a: se expresa este hecho diciendo 
que las oscilaciones pequeñas son isócronas , 


Punto móvil sin rozamiento sobre un plano inclinado* — 

Sea a ei ángulo que forma ese plano inclinado con el plano horizontal. 
La tínica fuerza directamente aplicada es el peso mg. Este peso se des- 

—> 

compone en dos fuerzas: una, la MN, normal al plano y de intensidad 

-> 

mg eos a f y otra, la M T, situada sobre la superficie del plano inclinado, 
según una línea de máxima pendiente y dirigida hacia abajo, siendo 
su intensidad m# sen ou La fuerza normal al plano se equilibra con la 
reacción del apoyo- El movimiento del punto en el plano, ca el de un 
punto sometido a una fuerza cuya línea de acción es la linca de má¬ 
xima pendiente y dirigida hacia ahajo, por lo tanto de dirección cons¬ 
tante e intensidad, también, constante e igual a mg sen a. La acelera¬ 
ción cs r pues, un vector equipolente (fig. 128) de valor absoluto g sen a. 
Se plantea el mismo problema que el del movimiento de un punto pe¬ 
sante móvil en el vacío. 

Si La velocidad inicial es nula, o si está dirigida según una línea de 

máxima pendiente, el punto 
recorre esta línea con un mo¬ 
vimiento uniformemente va¬ 
riado. Sí la velocidad inicial 
formara un ángulo con la li¬ 
nea de máxima pendiente, la 
trayectoria del punto sería una 
parábola situada en el plano 
inclinado; en ambos casos la 
aceleración g se substituye por 
g sen a, que tiene un valor 
menor. 

Punto móvil con roza¬ 
miento sobre una curva 
o una superficie.— El ca- 

so cu el que no existe rozamiento es el ideal. En realidad, en todo 
movimiento de un móvil sobre un apoyo hay rozamiento. La resisten- 
iin al deslizamiento (rozamiento) ha sido estudiada expe r i mental men- 
**' (v Estítica, p» 21 H); los resultados son análogos a los que fueron 
rkpurstn& en el estudio del rozamiento en estática. 



Cuando hay rozamiento, la reacción R del apoyo no es normal a él; 
se puede, por lo tanto, substituir por dos componentes Rn y Rí, La 
componente Rn es directamente opuesta a la componente normal de las 


fuerzas directamente aplicadas al punto. La componente Rt tiene la 
misma línea de acción o soporte que el vector velocidad y dirigida en 

sentido contrario. Su intensidad Rj es igual a fiRn, es decir, al producto 
de la intensidad de la componente normal por un coeficiente /i que sólo 
depende de la naturaleza de las superficies en contacto. Ese coeficiente 
/1, coeficiente de rozamiento (resistencia a| deslizamiento) durante el 
movimiento, es, en general, menor que el coeficiente de rozamiento cuan¬ 
do el móvil empieza a moverse. 

Los valores, por ejemplo, de los coeficientes para distintas substancias 
son: 

Madera sobre madera, en seco / = 0,50, f\ = 0,36, 

Metal sobre metal, superficies engrasadas ...... / — 0,10, /t = 0,09* 

Observación, Cuando existe rozamiento, la reacción del apoyo se 
opone al movimiento y forma un ángulo constante con la normal: 
/i = tg tpu 

Ejemplo, Panto pesante móvil con rozamiento sobre un plano in¬ 
clinada. 

Sea a el ángulo que forma el plano inclinado con el horizontal, / el 
coeficiente de rozamiento al comenzar el móvil a moverse y /i el coefi¬ 
ciente de rozamiento duran- 
le el movimiento. La única 
fuerza directamente aplica¬ 
da es el peso mg: ésta se 
descompone en una compo¬ 
nente normal N de intensi¬ 
dad mg eos dt y eti una tan¬ 
gencial T de intensidad mg 
sen « dirigida según la lí¬ 
nea de máxima pendiente 
hacia abajo. La reacción del 
apoyo se descompone en una 
Rn directamente opuesta a 
N, y, por consiguiente, de 
intensidad mg eos a, y en 
otra Ré, situada en el pla¬ 
no inclinado y opuesta a la 
velocidad, siendo su inten¬ 
sidad /i - mg eos oí. 

Nos limitaremos a estudiar el caso en que la velocidad inicial es 
nula, y aquellos en que, no siendo nula la velocidad inicial, esté dirigida 
según una línea de máxima pendiente. 

Primer caso. El punto se deja sin velocidad inicial en O- Hemos 
visto en estática que si tg ot ^ /, el punto quedará en reposo. En caso 
contrario, el punto se desplaza siguiendo una línea de máxima pen» 
diente {fig- 129), Oriéntenlos esta línea positivamente hacia abajo, 
I^as componentes de las fuerzas que actúan sobre el punto son: la tan¬ 
gencial del peso, que tiene por valor algebraico mg sen a, y la com¬ 
ponente tangencial de la reacción, dirigida hacia arriba y de valor 
algebraico — ft mg eos ge. 

Por consiguiente, 
d^x 

- --— = g sen a — /ig eos a = g eos a (tgee — tg ipi), 

dt 2 

La aceleración es constante, dirigida hacia abajo y menor que la que 
aparece cuando el rozamiento es nulo. 

Si se loma como origen de abscisas el punto de partida o posición 
inicial del móvil, la ley del movimiento es 

1 

x = —g eos a (tg a — tg <pi) 

¿M 

Secundo caso. El móvil tiene una velocidad inicial vo dirigida hacia 
abajo* El movimiento también se realiza sobre una línea de máxima 
pendiente. Se tiene, por tanto, 

d^x 

——— = g eos a (tg a — Ig <p\), 
dt“ 

v = g eos a (tg a — tg yi) t 4- vq, 

1 

g COS GE (tg CE — tg pl) t 2 4- OqL 



Fig - 129 


x — 


2 


Si a pi, tg a < tg tp t, la aceleración es negativa. El movimiento 
es retardado y el punto queda en reposo a partir del tiempo 


Vo 


ti = 


g eos a (tg qoi — tg a) 

Sí tg a =3 tg pi, la aceleración es nula. El móvil tiene un movi¬ 
miento un í forme. 

Si tg a I> tg tpij el punto estará animado de un movimiento unifor¬ 
memente acelerado. 

Tercer caso. La velocidad inicial está dirigida hacia arriba. El mo¬ 
vimiento se realiza también sobre una línea de máxima pendiente. La 
componente tangencial de la reacción del plano está dirigida hacia 
abajo. Estando la trayectoria orientada siempre hacia abajo, 

d^x 

—7— - g sen a 4- fig eos a — g eos a (tg ge + tg tp\), 
dt 3 
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i , , Kn .. ilii i^n la llalli abajo, <'H tiuiym ijur ht que óptima 

t i|*i Mil" 1 *' I 111 .mi ir m I u i’H n Li lo. 

v k con a (tg a + tg yi) f -— roí 

i ^ cok a (tg a + lg 91 ) í 3 “— coi. 

*> 

áá 

I'1 punto mili jiuirmido (ir un movimiento uniformemente reta rdadft. 

vo 


El nmhiuvlIh 1I1 un Niii ilr una esfera respecto a su centro es 


Sr detendrá, al cabo del tiempo t = 

g eos a (ig » + tg ipi) 

Si t Ir i un* miles y sube menos que cuando no existe rozamiento. 

Dinámica dol sólido. — Tiene por objeto estudiar los movjmien- 
Imi dr un sólido cuando se conocen Jas fuerzas exteriores que actúan 
..ti.. ,1, I 1 complejidad y dificultad en los cálculos, sólo nos permiten 
iri im 11 ulgmioH resultados. Un concepto muy importante que interviene 
. n L dinámica del sólido, es la cantidad de movimiento. La cantidad 

~>- 

di muv nn ir tito de tiu elemento material de masa m es el vector mv t 
|.miÍKjtM" del vector velocidad riel elemento por el numero positivo m, 

- -y —y 

i, drduc^ de Iji ecuación fundamental \' — my f que si se construye, a 
¡uní n de mi punto, la resultante general y el momento resultante de 
U» 1 mtidades de movimiento de lodos los elementos del sólido, la ve- 
liiHclad drl extremo de la resultante general es equipolente a la resuL 
hioti general de las fuerzas exteriores; la velocidad del extremo del 
hn in< oiD rosoli ante de las cantidades de movimiento es equipolente al 

ni.uto resultante de las fuerzas directamente aplicadas. La variación 

■ |*• J« 1 m jrgin cinética (o semiíuerza viva) de todos los elementos del 
milii lo rh también igual a la variación de la suma de los trabajos efee- 
.lo» por todas las fuerzas exteriores. 

Un téíoiitíidü muy importante, que se deduce de las consideraciones 
mui priores, es el siguiente: en la dinámica del sólido, el movimiento de 
nu crntro de gravedad es igual que si se considerase que toda la masa 
. fió 1 oimv otrada en él y estuviera sometido a fuerzas equipolentes a las 
rxirrioH'K. Ikra estudiar el movimiento de un sólido, hay que estudiar, 
I mi lo tanto, el movimiento de su centro de gravedad, aplicando los 
mrtodos dr la dinámica del punió, y, a continuación, hay que consi* 
t ir c 11 el movimiento relativo del sólido alrededor de su centro de gra- 
vedrttl (con relación a unos ejes de dirección lija que pasen por él). 

Sí, mu un instante, el sólido tiene un movimiento de rotación con 
relación n un eje determinado, y si w es la velocidad angular alrededor 
drl undulo, la fuerza viva total es 


h m 


ij ’V ^ o _ 

ir = ¿iNlf 


i [ nigno 2 indica que hay que efectuar la suma de las fuerzas vivaa 
dr todos los elementos que componen el cuerpo, (.lomo es igual para 
lodo» los puntos, podemos poner iü a como factor común. La fuerza viva 
i rmonees ír>®2w r3 p Aparece la cantidad que se llama momento 

de Inercia del cuerpo respecto al eje considerado. 

DofíniclÓn,— El momento de inercia de un sólido (o de un sistema 
de ¡matos) con re/ación a un plano P* a una recta A o a un punto O, 
n la suma 

f a= mjri s + m¿rP + rmrí ¿ -h ... + mnrn 2 = 2 (mr 3 ) 

que se obtiene multiplicando k masa de cada punto material por el 
c uadrado de su distancia a P, a A o a O, y sumando lo» producto* 
¿iM formados. 

Fura tin cuerpo continuo, eí momento de inercia es mus exactamente 
el límite de la suma 2 (mr 2 ), obtenida descomponiendo el cuerpo en 
liarles infinitamente pequeñas. Cuando el número de esas parte» aumen¬ 
ta indefinidamente, el límite es ana integral. 

Propiedades. i® La suma de los momentos de inercia de un sólido 
respecto a dos planos perpendiculares es igual al momento de inercia 
respecto a su intersección: 

Síwwe®) + 2(m/y 3 ) — 2 hi(x :! + y 2 ). 

2* La suma de tos momentos dr inercia de un sólido respecto a tres 
píanos perpendiculares es igual al. momento de inercia respecto a su 
punto común : 

2(m.t í ) + 2(m.y 2 ) + 2 (m: ! ) = 2at(x: a + y ¿ + z 3 ). 

EJEMPLO. Momento de inercia de una barra rectilínea kom o gene a 
respecto a su centro . 

Sea 21 la longitud de la barra y p su densidad lineal. Ei momento 
vAnx relación a su punto medio O es función de í (fig . 130). Incremen- 
temos / a uno y otro extremo de la barra, en una cantidad infinitamente 
pequeña dL El momento 

de inercia sufrirá un in* B A A B 

cremento di como conse¬ 
cuencia de haber aumen¬ 
tado la longitud de la ba¬ 
ria, a uno y otro extremo 

de la misma, con esos incrementos infinitamente pequeños situados a 
tina distancia / del centro. 

O I* 


di 


1 


o 

Fia. 130 


l 


di 


l*«r consi guíenle, 1 — 2p 


di = 2i” pdl. 

/: « - 


P p. 


Como 2 pl es la masa M de la baria, I = 


M/ a . 


|>r U misma forma se demuestra (¡ue el momento de inercia de un 

R3 

cilindro de revolución (de masa M) con relación a su eje es I = M ——. 


M l< # , 


Máquinas simples 


Las rur'ii/uúii/) unqdi >h .. teiiífw empicados desde la más remo- 

tu aufq urdüd v <|Pe «div< h i> un ini!i»rtiitu la acción de las fuerzas a 

Lin i|Nc rHtún Nimirt¿dol dn ilanu mí* la poli iiíun P y Ui resistencia Q. 
La potrnriii pfii rjrntplu, la luri.>.n rjcrcidíi por un obrero con la 
mano y la rnní*lriu-bi rl peno dr iMui caiga. En el ctitüdio de las má¬ 
quinas «íiTiplr» rn ri'[n»MO, mi fi.r linn it m rumia loa roznmienlofl. Si, en 
algunos cííhiis, se urili/an miitjiiúia» ^implrs cu #ui estado de equili¬ 
brio (por ejemplo, cuando nr uiili/a lina palanca para mantener una 
carga levantada), aírven para r ni til rular prrion. Si el dcKplazamienlo es 
bastante lento, la potenriu e« ligeramente miprrior u lu que se ejerce 
en estado de equilibrio* si el rozamiento no ea amable ni ble. VA estudio 
del equilibrio permite darse cuenta de la ventaja que su pone el empleo 
de cetas máquinas simples. 

Plano inclinado. —-Sea CE el ángulo del plano inclinado. Un cuerpo 

colocado sobre él esla sometido a tres fuerzas: el peso P del cuerpo, 

— ^ 

que es la resistencia; ia reacción N del plano y la fuerza F, que cb la 
potencia. Esta potencia debe estar situada en el plano vertical que con¬ 
tenga una linca de máxima pendiente y que páse por el centro de gra¬ 
vedad del cuerpo. Debe, pues, estar dirigida hacia arriba y si se desig- 

— y* 

na por í? el ángulo que forma F 
con la línea de máxima pendiente 
la condición de equilibrio, obteni¬ 
da proyectando sobre dicha línea, 
es 

F cob fi — P sen a. 

Si (Í — O, F = P sen a. 

F es sensiblemente inferior a P A 
(/¿g. 131) y sera tanto mas peque¬ 
ña cuanto menor sea ce* No obs¬ 
tante* el trabajo de F es igual al 
de P, 

En k practica, para disminuir el roza miento, ee coloca el cuerpo 
sobre unas ruedas o rodillos. 

Palanca* — La puianca es, en principio, un sólido que tiene un 

punto fijo O (fig. 132). Sea AP la potencia y BQ la resistencia. Las 

condiciones de equili¬ 
brio soi las mi.«naa 
que para unsólid ique 
tiene un punto ijo: 

—y 

los momentos de AP 



\ 




y bq con relación al 
punto fijo O, deben 
ser opuestos (no se 
Fig . J32 tiene en cuenta el peso 

de la palanca). Por 

—^ y 

consiguiente* las fuerzas AP y BQ deben estar en un mismo plano 
que contenga O* tienden a hacer girar la palanca en sentido contra¬ 
rio y* si OH y OK son las ilist¡lucias de O a las líneas de acción de 
tas fuerzas, debe verificarse que 

AP OH = BQ . OK.. 

OH y OK son los brazos de la puianca. 

De donde 

OK 

AP = - j BQ. 



OK 

OH 


OH 

< 1* AP es menor que BQ, haciéndonos ver la relación 


la ventaja que supone el empleo de la palanca. El trabajo de la 


B 


potencia es igual al realizado por la resistencia. 

En la práctica. O, A y B, están sensiblemente alineados. Según su 

disposición relativa, existen tres géneros 
de palanca. 

Una palanca es de primer género cuan* 
do O está situado entre A y B (fig. 133). 
Ejemplos: una palanca para levantar car¬ 
gas, unas tijeras y unas tenazas* La pa¬ 
lanca es de segundo género (fig. 133) 
cuando el punto de aplicación B de 
la resistencia está situado entre el punto 
fijo y el de aplicación de la potencia. 
Ejemplos: una carretilla, un cascanueces. 
Es de tercer género (fig. 133) cuando 
el punto de aplicación A de la potencia 
está situado entre el punto fijo y d de 
aplicación de la resistencia. Ejemplos: 
unas pinzas para coger azúcar, el pedal 
de una afiladora. En ks palancas de tercer 


r 
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Fig . 133 

género, la resistencia es menor que la potencia* En el pedal de una 
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MECÁNICA RACIONAI 


,i li lu «li ií7l lio iiiTr i i'f J .i r| \t J + ( i b(é mili dé equilibrio* niuii él JJI m hh imi ihm 
muí l m ih hh ijMi il hi velocidad ungular alrededor ¡Ir < 1 ru A y ni R, 

]ií velut iijjuj lineal rn A e» muyor que lu de ü y se obtiene, gracia» il 
pedal, umi velocidad superior cu la piedra de a ti lar* 

Torno $1 mplo» — Consta <lc un cilindro llamado árbol o tambo? 
capa/ tic girar alrededor de su eje, que apoya sobre dos gorronea. La re¬ 
sistencia, que normalmente es 
un peso a levantar, actúa st> 
bre el extremo de una cuerda 
que se enrolla sobre el tambor. 
Sea r el radio de ese tambor 
(fig. 134). La potencia actúa 
tangencialmc/itc a una circun¬ 
ferencia cuyo plano es perpen¬ 
dicular al eje del torno y su 
radio R es mayor que él del 
tambor r. Esta circunferencia 
se materializa por una rueda* 
una manivela o una palanca 
acodada que atraviesa el tam¬ 
bor por su eje longitudinal. 

Para hallar la condición de equilibrio, es suficiente expresar que el 
momento resultante de las fuerzas directamente aplicadas con relación 
al eje cb nulo. El peso del tambor no interviene, ya que resulta equi- 
librado por el eje. Se obtiene 

P . R = Q . r. 

P = Q 


Pl 




-A 



zpi 

uT 

m 

, . . _ 


U 






Fig. 134 



La relación 


R 

r 

"r 


nos 


Fia . 135 


indica la ventaja que su¬ 
pone el empleo del i or¬ 
no. El trabajo de la po¬ 
tencia es igual al de la 
resistencia* 


Máquinas análogas al torno son el cabestrante (fig. 135) y el cric. 
En el torno de canteras (/¿g. i3ó), la potencia, que es el peso del 
obrero, es siempre vertirá! y nunca tangente a la rueda. 

Poleas. Conjunto de poleas- — La polca es un disco o una rue¬ 
da, generalmente maciza, acanalada en su circunferencia y móvil alre¬ 
dedor de un eje* Por 
la canal o garganta 
pasa una cuerda o 
una cadena. Lo nor¬ 
mal es que la polca 
vuyji montada sobre 
un soporte metálico 
llamado armadura o 
bastidor. 

La ptdca se Harria 
jija, cuando su eje 
es fijo. La potencio 
se ejerce sobre una 
de las ramas de la 
cuerda y la resisten¬ 
cia Q sobre la otra 
FÍO- 137 (fíg. 137). Si bal ta¬ 
ino s los momentos 

de estas dos fuerzas respecto al eje* obtenemos P — Q. l*a ventaja 
de la polea fija consiste en cambiar la dirección de la fuerza. 

La polea móvil está sostenida por una cuerda, que tiene uno de 
sus extremos atado a nn punto fijo A ( fig. 138). La potencia se aplica 

en el otro extremo (normalmente a través 
de una polea fija). La resistencia, que es nor¬ 
malmente un peso a levantar, actúa sobre 
la armadura de la polea por intermedio de 
un gancho* 

Las fuerzas que actúan sobre una polea 

móvil son la potencia BP (fig. 139), aplica¬ 
da en un extremo de la cuerda, la resisten - 

—y 

cia OQ, aplicada en el centro de la polea, 




Fig. 136 



Fiff* 138 y ] a tensión CT de la rama de la cuerda que 

está atada en el punto A. Los momentos de 
estas fuerzas son nulos respecto al punto 0, por lo tanto BP — CT, y 


proyectando sobre la vertical del punto O, se obtiene BP = 


OQ 


2 eos a 


En el caso particular de que las dos ramas sean paralelas, BP = 


OQ 


La potencia, que actúa sobre una rama, es la mitad de la resistencia 
o peso a levantar: la ventaja de utilizar la polca móvil estriba en Ja 

solidez del punto fijo A, sobre el que se ejerce la tensión CT. El ira* 

bajo que realiza la potencia BP es igual al realizado por la resiste n- 

—y 

cia QQ* 


Sr' llama tróvala el conjunto de varias polcas montadas sobre una 
iilihmiu armadura, y polipasto la combinación de dos trócolas, de las 
que una, la superior, esta suspendida de un punto fijo por su gancho, 
y la otra es la que actúa sobre la resistencia. Una cuerda, que tiene uno 
de sus extremo» atado a la trócola fija, pasa por todas las polcas. 
£n su otro extremo se aplica la potencia P (fig. 140). 

Todas las ramas pueden ser consideradas sensiblemente paralelas y, 
según la teoría de la polea simple* todas tienen una tensión igual a la 
potencia P* La resistencia Q esta, pues, equilibrada por ti fuerzas para¬ 
lelas de intensidad P, siendo n el número de ramas, o, lo que es lo 
mismo, el número total de polcas en las dos trócolas. 

Se tiene asi 

Q 

Q = nP P ~ — * 

n 




Esta relación nos indica la ventaja de utilizar los polipastos. 

Los lomos de engranaje, las cabrias, las grúas y los cries de engranaje 
son combinaciones de máquinas simples. 


Las unidades de la mecánica 

En iodo lo que antecede, hemos expuesto las relaciones de la mecánica 
de forma abstracta* sin tener en cuenta las unidades elegidas. Todas 
las fórmulas vistas, y más particularmente la ecuación fundamental 

de la dinámica F — my, suponen, no obstante, que las unidades emplea¬ 
das pertenecen a un mismo sistema de unidades: si no fuera así, ten¬ 
dríamos que haber afectado a cada fórmula coeficientes que depende¬ 
rían del sistema de unidades elegido. En ia práctica, asi como en la 
teoría, es necesario que las medidas de las diferentes magnitudes sean 
lomadas con unidades que pertenezcan a un mismo sistema. Vamos 
a señalar los principales sistemas en uso. 

Las relaciones de la mecánica, así como la» de la física, demuestran 
que se pueden deducir todas las unidades partiendo de las unidades 
de fres magnitudes fundamentales. Los sistemas en uso son definidos 
por las iniciales de las tres unidades fundamentales. El sistema um¬ 
versalmente adoptado por matemáticos y físicos es el M. T. 5. Sus tres 
magnitudes y unidades fundamentales son: la longitud, con el metro 
por unidad, la masa, con la tonelada por unidad, y el tiempo, con el 
segando por unidad. 

El sistema M. T. S. ha reemplazado aí sistema C, G. S., todavía bas¬ 
tante empleado, cuyas unidades fundamentales son el centímetro, el 
gramo y el segundo. 

En la práctica, se emplea muy a menudo el sistema técnico o M. K. S., 
cuyas magnitudes y unidades fundamentales son: la longitud con el 
metro por unidad, la fuerza con el ftiíugmmc^/iierzii por unidad, y el 
tiempo con el segundo por unidad. Como se ve, este sistema difiere de 
tos anteriores en que se adopta como magnitud fundamental la fuerza 
en lugar de la masa. 

Para las unidades de longitud y de masa, véase el capítulo Sistema 
métrico, en Aritmética y Álgebra , púg. 34. 

Para las unidades de tiempo, véase el capítulo Astronomía* pági¬ 
nas 259 y 262. La unidad de velocidad es el metro por segundo en los 
sistemas M. T. S. y M. K. S., el centímetro por segundo en el sistema 
C* G* S. 

La unidad de aceleración es el metro por segundo (M, T. S. y 
M, K. S.): es la aceleración de nn movimiento uniformemente acelerado 
cuya velocidad crece un metro por segundo. En el sistema C. G. S., la 
unidad de aceleración es el centímetro por segundo: por ejemplo, 
g — 9, SI en París en el sistema M. T, S. y 981 en el sistema C, G, S* 

Fuerza* — La unidad de fuerza es el estenio (sn). Es la fuerza que 
es necesario aplicar, durante un segundo, a un cuerpo de masa igual 
a una tonelada para que la aceleración resultante sea igual a un metro 
por segundo* 

Unidad C. G. S.: la dina, es la, fuerza que debe aplicarse a un cuer¬ 
po de musa igual a un gramo para que la aceleración resultante sea 
igual a un centímetro por segundo (1 su = 100 000 01)0 dinas). Unidad 
M. K. S.: el kilogramo-fuerza , que es la fuerza con que una masa 
igual a un kilogramo es atraída por k tierra. 
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Eiturffift O trabajo. —-SUlcmtt M, T* S*¡ el hit o julio (kj), m el 

tvtbijü M0<lmnli> Ijui .tintín rmmdu sit puiiLcj de aplicación w 

1 1im |iLhi/ n un mriru en dirección de lü litm/,11, 

t 

El julio » ■——•—■ kj, 

1 000 

lluuhd G. G* S,: d ergio, trabajo producido por una dimt rumubi 
mu punió de aplicación se desplaza un centímetro cu lu dirección de lo 
i ii r rzn. 

I kj = 10 000 000 000 ergios* 

Unidad M. K. S.: el kilográmetro es el trabajo producido jmr un 
k du^Miiiio-fitcrzu cuando su punto de aplicación hc desplaza un metió 
en lu dirección de la fuerza. 

Potencia. — Sistema M. T. S-: el kilowatio, (kW>* Es la potencia 
que produce 1 kilojulio por segundo. El watio produce l julio por 
arguudo. 

Sistema M. K. S.: el poncelet, potencia que corresponde a 100 
kilográmetros por segundo; el caballo de vapor f potencia que corres¬ 
ponde a 75 kilográmetros por segundo* 

Presión. —'Sistema M. F. S,: la pieza (pz). Es la presión uniforme 
que, repartida sobre una superficie de 1 metro cuadrado, produce un 
esfuerzo total de 1 estenio. 

Sistema C. G. S.: la baria (l pieza = 10 000 barias). 

Ecuación do dlmonsiones. — La expresión simbólica que define 
una cierta magnitud derivada en función de las funda menta íes recibe 


r 1 bre de ecuación de dimensiones de aquélla, Podemos expresar 

1 < i 111 bul h ' u i ii r ■ 111 f' jas mugnir udrs fundamentales de esta forma: L = lon¬ 
gitud, M miiHji* I 1 ■ tiempo, 

I ii vr Inri Jad, límite i Ir I cociente do una longitud por el tiempo, 

L 

i ir ni pm i’f'unc ión de (I mirnkmnv*-: la aceleración, limito del eo- 

T 

.ir i Ir I ii v lu. iiIjiJ por I tiempo, time por ecuación de dimensiones 

L M <L M-L 

; b* dr fu fiii'i'/u ra ; ti* de la potencia, -; la de 

qi ‘¡i * x 3 

M 

lu prenióiu 

i . x i B 

Las reuui iouoi de <1 imennbmnK sirven pura efectuar cambios de uni- 

liadr* y permiten también rebu iomir- distmlnn ..septos que, antea de su 

estudio, parecían no tener ninguna relación, 

Hogar Fkank. 
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Proyectos de máquinas elevadoras de agua. Dibujos de Leonardo de Vinel (Doc. Biblioteca Nacional, Paria) [FoL Larousse] 













































































































































Nobulosu fllamentosít del Cisne en un campo estelar {Fot. 

Observatorio de Monte Wilson ) 


Astronomía 


El misterio de los astros atrajo siempre con 
fuerza invencible las miradas humanas, y los 
fenómenos celestes, sus características, su pe¬ 
riodicidad, fueron observados y utilizados para 
medir el tiempo antes de que surgiera una con¬ 
cepción relativa a sus causas. La disposición 
«astronómica » de ciertos monumentos megalí- 
tícos nos instruye precisamente acerca de esas 
primeras etapas de la ciencia del cielo. 











Reseña histórica 


Los caldeos conocían el período de 18 aííos II días, Sotos, que, 
al colocar el Sol y ía Luna en la misma situación relativa, per¬ 
mite determinar la periodicidad de los eclipses. 

La astronomía fue floreciente entre los griegos. Uno de éstos, 
Tlíales de Müeto (¿636-546? a* de L O, descubrió la causa 
de los eclipses. Pitágoras (hacia 570-496 a. de JL C.) enseñó la 
esfericidad de la Tierra, su rotación y su movimiento, así como 
el de otros planetas, alrededor del Sol; para él, las estrellas eran 
oíros soles. Aristarco de Sanios (s. tu a. de J. C.) estudió el 
valor del diámetro del Sol y su distancia a la Tierra, Eratóstenes 
de Alejandría (275-194 a, de J. €.} se sirvió de un célebre expe¬ 
rimento para determinar las dimensiones del globo terrestre. 
Hiparen (190-125 a, de J. C.) señaló la duración del año trópico, 
descubrió la precesión de los equinoccios y redactó el primer 
catálogo de estrellas, 

Al hispanorromano Cayo Julio Higinio, bibliotecario y liberto 
de Augusto (s. i), debemos un tratado de astronomía y el libro 
Pe RaUone Sphaerae. Lucio Aimeo Séneca (2-68) atribuyó la 
causa de las mareas a los movimientos del Sol y de la Luna e 
indicó que los cometas no eran meteoros, sino cuerpos como loa 
planetas. 

Ptolomeo (s. n) reunió en su Almagesto todos los cono¬ 
cimientos de sus antecesores y descubrió a su vez la eyección o 
desigualdad periódica de la órbita de la Luna, En cambio 
situó la Tierra en el centro del Universo; el Sol, la Luna, los 


planetas y las estrellas giraban a su alrededor siguiendo movi¬ 
mientos circulares, que consideraba como los más perfectos. El 
sistema de Ptolomeo fue enseñado hasta el fin de la Edad Media, 

En el siglo IX, los árabes recogieron y perfeccionaron los tra¬ 
bajos contenidos en el Almagesto, Las escuelas de Córdoba, Gra¬ 
nada, Sevilla y Toledo fueron centros mundiales de cultura y en 
ellas descollaron eminentes astrónomos árabes, judíos y mozá¬ 
rabes españoles. Distinguióse entre todos Azarquel (s, xi), que 
ideó varios instrumentos astronómicos y efectuó observaciones 
para determinar ci apogeo del Sol y el movimiento de precesión 
de los equinoccios. 

En el siglo xm fue figura relevante el mallorquín Ramón 
Llull o Raimundo Lulio (1235-1315), que demostró la importan¬ 
cia de las matemáticas en el estudio de la astronomía. En el 
siglo xv apareció la Cosmografía de Nebrija. 

En 1507, Copérnico (1473-1543), apoyándose en las hipótesis 
de Pitágoras, demostró el error del sistema de Ptolomeo y esta¬ 
bleció que el Sol se halla en el centro del sistema planetario 
y que los planetas giran a su alrededor. El mismo día de su 
muerte aparecía la obra en que se recogía el resultado de sus 
tra bajos. 

Tycho Brahé (1546-1601) fue uno de los principales observa¬ 
dores; la precisión de sus mediciones sirvió de base a la obra 
de Ketiler, Preconizó, por otra parte, un sistema terrestre ínter- 
termedio entre los de Ptolomeo y Copérnico, 
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ASTRONOMÍA 


En Bflpinl| Ion cnHinograios y ANlroiionHin ínHiifnrM del 
Higlo xvti w! destacó Alonso de Santa Cruz, que notificó posi¬ 
ciones de i'Hirclhis, redactó unas tablas del Sol y de la Luna y 
«‘iludió el r<tdio autonómico. Jerónimo Muñoz mereció los elo¬ 
gios de Tyclio Brahé, y Juan de Rojas alcanzó gran renombre 
en Europa, 

Keplcr (1571 -1630) resumió la armonía de los mundos celes- 
tea cu las leyes inmortales que llevan su nombre. 

Pero, al lado de las investigaciones, indispensables para la 
concepción de la estructura del universo, se ha desarrollado tina 
segunda rama: la astronomía física, que, después de la invención 
de los instrumentos ópticos, ha alcanzado considerable exten¬ 
sión. Los anteojos y telescopios, ul mismo tiempo que permiten 
obtener la precisión requerida para las medidas, revelan el ver¬ 
dadero aspecto de ciertos astros o sus particularidades, así como 
sus dimensiones. A Galileo {1564-1642) se debe este progreso. 
Con su primer anteojo (1610), Galileo descubrió los satélites de 
Júpiter, el peculiar aspecto de Saturno, las manchas del Sol y 
las fase s de Venus, cuya comprobación dio prueba de la exactitud 
del sistema de Copé mico, A él se deben asimismo las leyes de 
la aceleración y el conocimiento del movimiento de libración 
de la Luna, K1 español Caramuel (s. xvn) concibió la astrono¬ 
mía como una ciencia puramente física. 


Newton (1642-1727) dio a conocer el principio general de la 
gravitación universal y definió las leyes del movimiento de los 
cuerpos celestes. También inventó el telescopio que lleva su 
nombre y descubrió el espectro solar. 

Roe me r (1644-1710) determinó la velocidad de fa luz por la 
observación de los satélites de Júpiter. 

Ha]ley (1656-1742) examinó y calculó la forma elíptica de las 
órbitas de los cometas, con lo que demostró que estos cuerpos 
celestes obedecían a las mismas leyes que los planetas. 

Bradley (1693-1762) descubrió la nutación de ¡a Tierra y la 
aberración de la luz, prueba ríe la traslación de nuestro globo. 

D’Alembert (1717-1783) explicó la nutación y la precesión de 
los equinoccios. 

Durante el .siglo xvm distinguiéronse también por sus obscr 
vaciones astronómicas algunos españoles, especialmente Jorge 
Juan, que en su Examen marítimo reseñó las que hizo en el Perú, 
y Ferrer y Cafranga» cuyas Transacciones fueron elogiadas más 
larde por La place. 

La gran ge (1736-1814) abordó el cálculo de las perturbaciones 
de los movimientos planetarios. 

I.aplace (1749*1827) descubrió la causa de la gran desigualdad 
de los movimientos de Júpiter y Saturno, la invaria bilí dad de 
las distancias medias de los planetas al Sol, la razón de lu ecuii* 
ción secular de la Luna y la estabilidad del sistema planetario. 
Se hizo inmortal con su Exposición del sistema del mundo y su 
7 ratado de mecánica celeste, base de las tablas de los moví inten¬ 
tos de los planetas construidas en Francia por Detambrc (1749- 
1822), y después por Le Verrier (1811-1877), Éste descubrió a su 
vez el planeta Neptuno basándose exclusivamente en cálculos 
matemáticos. 


En el transcurso del siglo xix realizaron meritísimos trabajos 
los franceses Charles Delaitnay (1816-1872), F, F. Tisserand 
(1845-1896) y Henri Pontearé (1854-1912), así como el español 
Gabriel Ciscar (1769 1829), cuyo Tratado de Cosmografía sirve 
de pauta a esto género tic obras, 

hn la edad contemporánea, los trabajos del astrónomo norte¬ 
americano Ürowii sobre la teoría de la Luna —ya establecida 
detalladamente en el último siglo por Delaunay— permiten co¬ 
nocer el movimiento de este astro con tal precisión que ha sido 
necesario revisar la definición del tiempo. La teoría de la relati¬ 
vidad de Einstein, al explicar el avance de los perihelios de las 
órbitas planetarias —problema que la mecánica celesLe no es 
capaz de resolver - y al permitir el estudio del problema del 
equilibrio general del universo mediante las teorías de la expan¬ 
sión —que dan cuenta de la recesión de las galaxias— t añadió 
a nuestro conocimiento del mundo un progreso comparable al 
de la revelación de la esfericidad de la Tierra por los astrónomos 
de la Antigüedad griega. Junto a Einstein debemos citar tam¬ 
bién a Schwartzschil» al astrónomo holandés de Sitter» al ca¬ 
nónigo belga G. Lemaítre y ol matemático ruso A, Friqdmann. 

Paralelamente a este impulso, la astronomía física adquirió im¬ 
portancia cada vez mayor a partir del siglo XVIII* al final del 
cual W, Herschel (1738-1822) se inmortalizó con su descubrí* 
miento del planeta Urano y sus innumerables arqueos celestes» 
y se desarrolló considerablemente durante el siglo xix con el 
perfeccionan!.lento de los instrumentos, cada vez más numerosos* 
empleados en los observatorios. Fizeau (1819-1896) y Foucault 
(1819-1868) midieron directamente la velocidad de la luz y apli¬ 
caron el principio llamado de Doppter-Flzeau, que permite deter¬ 
minar las velocidades radiales de los astros. En 1860, gracias a 
K i rchhoff y Buensen^sc creó el análisis espectral, y poco después 
el P. Secchi (1818-18*8) estableció la primera, clasificación espec- 
Ira i de las estrellas en cuatro tipo» princ pales. Janssen <1824- 
I >i). i fue uno de ios apóstoles de la astrofísica. Deslandres <1853- 
1948) y Hall inventaron el cspectrohcliógrafo. 



La fotografía, aplicada por primera vez en 1845 por Foucaul 
y i* izeau —que obtuvieron la primera fotografía del Sol—, tom ( 
importancia decisiva y tiende cada vez más a substituir la obser 
vacion visual. La fotografía ha permitido la espectrografía, qu« 
es la base de nuestro actual conocimiento del mundo estelar. El 
sistema de clasificación espectral de las estrellas, introducido poi 
di. secchi, lúe perfeccionado a principios de siglo por los as 
tronomos norteamericanos dei Harvard College, que estudiaron 
mas de 225 000 espectros. 

El astrónomo danés Hertsprung y el norteamericano Russell 
ban establecido c primer diagrama que permite distinguir lai 
diferentes categorías de estrellas. 

Los estudios teóricos sobre el equilibrio interno de las estre¬ 
llas, esbozados en 1870 por el norteamericano Homer Lañe v 
perfeccionados hacia 1906 por los alemanes Schwarzschild v 
tunden, han sido sobre todo obra del inglés Eddiueton. «ue 
entre Y 19 26, formuló una doctrina de conjunto muy cohe¬ 
rente. Esos estudios fueron proseguidos por los indios Chandra- 
sekahr y Khotan. I or otra parte, en 1928, los astrónomos nor¬ 
teamericanos Hubble y Humasón enunciaron !a ley de recesióti 
de las galaxias, confirmada después con nuevas determinaciones. 
A su vez, el físico norteamericano Bethe estableció en 1939 el 
ciclo del carbono, fuente de la energía irradiada por las estrellas. 

Merecen mención, entre los astrónomos contemporáneos más dis¬ 
tinguidos, el francés Bernard Lyot (1897-1952), a quien se debe 
el coronógrafo y el filtro monocromático polarizante, así como 
fos españoles José María Plans (1878-1934), autor de notables 

río/o ín-j f raecan,ca racional y terrestre, José Comas Solá 
(1868-1937), que descubrió varios asteroides, uno de los cuales 
lleva su nombre, y el Padre Luis Rodés (1881-1940) 













Instrumentos y métodos de la astronomía 


Anteojos y telescopios: Telescopio electrónico* Ecuatorial, Anteojos meridiano». Métodos generales de la 
astronomía física i Unidades, Maguí huí iipnrcntc de lux estrellas. Magnitud absoluta de las estrellas. Fotografía, 
Espectrografía, —■ Espectro* estctarcsi oi>«n vurluii de los espectros. Desplazamiento de las rayas espectrales. 
Efecto Dopplcr-Fizcou. Radioastronomía, Las leyes do la radiación i Determinación de lit temperatura do las 

estrellas. Presión de radiación. Kh rio hitm liVIHro 


Anteojos y telescopios 


No expondremos aquí la teoría de los instrumentos ópticos* 
cuyo estudio pertenece a la física. Diremos solamente que los 
colectores de luz empleados en astronomía son de dos tipos: los 
anteojos astronómicos o refractores, en los que la imagen se 
forma en el foco de un objetivo, y los telescopios o reflectores , 
en los que la imagen se forma en el foco de un espejo cóncavo. 

\job refractores* montados dentro de tubos cerrados* dan imá¬ 
genes más estables que los reflectores* y se utilizan especial¬ 
mente para realizar mediciones: tienen el inconveniente de absor¬ 
ber una parle de las radiaciones, particularmente las infrarrojas 
lejanas (más allá de 30 000 angsiromsX Su campo es también 
más grande que el de tos telescopios (2 grados y algunas veces 
más* en lugar de una decena de minutos). Pero el poder sepa¬ 
rador del instrumento crece con el diámetro del objetivo y es 
difícil fabricar lentes de grandes dimensiones que presenten todas 
las características de cristales ópticos, mientras que la fabrica¬ 
ción de espejos para telescopios no exige la misma calidad y 
precisión. 

La dimensión de los objetivos de los anteojos esta limitada 
prácticamente a 1 metro; el mayor anteojo construido es el del 
observatorio de Y erkes (U.5.A.): abertura, 102 cm» y distancia 
focal, 19,30 m. Para eliminar en los anteojos la influencia de las 
aberraciones residuales de esfericidad y cromáticas, se está a 

menudo obligado a reducir a —— la relación de abertura* míen* 

15 . 

tras que* para los telescopios, cuyo acromatismo es riguroso, se 

pueden admitir relaciones de abertura de —— ó ——, lo que da 

5 ó 

lugar a instrumentos más reducidos y más fáciles de construir. 
Por esto, los mayores instrumentos son los telescopios destinados 
a la fotografía y a !a espectrografía de los objetos poco lumi¬ 
nosos. Sus tubos no están* en general, cerrados lateralmente. 
Hasta la instalación en Monte Palomar (California) de un teles¬ 
copio de 5 m de diámetro* el mayor telescopio del mundo era el 
de Monte Wilson, de un diámetro de 2*54 m. E| peso del espejo 
de este es de 4 toneladas, en lanío que el de Monte Palomar 
pesa 15, 

Telescopio electrónico* — Se designa con este nombre un am¬ 
plificador electrónico que puede adaptarse a un teleacopio ordina¬ 
rio y aumentar su potencia unas 100 veces. Sin haber entrado 
todavía en el campo de las realizaciones corrientes* el telescopio 
electrónico permite esperar en un futuro próximo h aparición de 
numerosos instrumentos capaces de ampliar nuestro conocimien¬ 
to del universo. Su principio es el siguiente < fig. 1): en el foco 
del telescopio está situada la cura de entrada AB de un tubo ci¬ 
lindrico de cristal* en cuyo interior se realiza un vacío considera¬ 
ble* La cara AB aparece cerrada por una capa de cesio de un 
espesor inferior a una miera. Loe fotones que llegan a esta capa 
le arrancan electrones que son atraídos con fuerza por el ánodo 
CD, El haz* por otra parte, se hace convergente por la interposi¬ 
ción de una lente electrostática cuyo foco está situado sobre la 
cara CD. Cada fotón recibido no arranca un electrón al cesio; el 

rendimiento es del orden de —-* pero un electrón acelerado 

100 

de esta forma impresiona la placa fotográfica, mientras que, en 
general, se necesitan 10 000 fotones para llegar a este resultado. 

Aparte de la formación de imágenes, es a menudo interesante 
medir de forma precisa el flojo luminoso recibido de un astro y 
sus variaciones. Se obtiene un aparato de extraordinaria sensibi¬ 
lidad al colocar, en el foco de un telescopio* una célula fotoeléc¬ 
trica como multiplicador de electrones. 

Ecuatorial. — Para permitir la observación cómoda, y princi¬ 
palmente la fotografía, de los objetos celestes* los anteojos y los 
telescopios se montan en ecuatorial* La montura ecuatorial 
{fig* 2) comprende un primer eje paralelo a la línea de los po¬ 
los. La rotación del anteojo alrededor de este eje permite seguir 
un astro E que describe su paralelo bajo el efecto del movimiento 
diurno* La inclinación de este eje sobre el horizonte debe ser 
igual a ta latitud del lugar. 


Un segundo ir je?, perpendicular al primero, permito apuntar el 
instrumento en declinación, y observar todos los punios del círcu¬ 
lo graduado del esquema. El montaje da la figura 2 ee llama 
montaje alemán* Necesita un contrapeso. Los anteojos se montan 
generalmente de esta forma. Pueden fijarse al pedestal por una 
gran plataforma que permite unirles otros instrumentos (es* 
pectrógrafo, cámara fotográfica). A este instrumento se le llama 
mesa de observación. 

Existen otros tipos de montajes ecuatoriales; el telescopio de 
Monte Wilson está montado “en cuna” (esquema fig, 3). Esta 
montura* más fácil de realizar para un instrumento pesado* tiene 
el inconveniente de que no permite observar estrellas próximas al 
polo. El movimiento alrededor del eje principal, que permite se¬ 
guir la estrella, se halla asegurado por un mecanismo de reloje¬ 
ría o un motor regulado por un reloj. Un instrumento fotográ¬ 
fico va siempre acompañado de un instrumento de observación 
directa* que un operador mantiene fijo sobre una estrella guía. Se 
corrigen de esta manera las imperfecciones del movimiento me¬ 
cánico. Se ha podido, para obtener la fotografía de objetos de 
poca luminosidad, continuar una misma exposición durante varias 
noches. El telescopio de Monte Wilson permite la fotografía de 
estrellas de 21 ft magnitud. 

Anteojos meridianos» — El ecuatorial, que permitiría perfec¬ 
tamente la medida directa de las ascensiones rectas y las declina¬ 
ciones, no se utiliza de hecho más que para efectuar mediciones 
diferenciales en el interior del campo del instrumento, IjE medida 
precisa de grandes ángulos se hace únicamente mediante un an- 
leo jo llamado meridiano, que es más estable. Sus ejes están 
orientados en el sentido Este-Oeste y soportados por sólidos 
pilares, y permite determinar las coordenadas de las estrellas: la 
ascensión recta, por la observación de la hora de paso por el meri¬ 
diano del lugar* y la declinación con medidas efectuadas sobre 
círculos graduados muy exactos, leídos mediante microscopios. 
Con un anteojo de este tipo pueden hallarse las coordenadas de 
las estrellas a fin de determinar la llora sideral local, o dicho más 
llanamente, para “leer el reloj del Universo”. 



Fig. í 



























' HVojo meridiano del Observatorio de Besa neón {Fot. del 

Observatorio de tíexnn{'on) 



Métodos generales 
de la astronomía física 

Unidades. — Definiremos posteriormente el año-lux, unidad de 
distancia utilizada para las estrellas (v* p. 264), Los astrónomos 
emplean generalmente otra unidad, fundada en la distancia me¬ 
dia de la Tierra al Sol a (unidad astrawtmica en el interior del 
sistema solar), o sen el parsec o distancia en la que es necesario 
colocar normalmente a para verla bajo un ángulo de I* sexage- 
si inai. I parsec = 3,26 años-luz. 

Magnitud aparente de las estrellas. — El resplandor de una 
estrella se mide como el de un foco luminoso terrestre y esta ca¬ 
ra eterizado por la magnitud de h\ estrella. 

La magnitud aumenta una unidad en cuanto el resplandor se 
divide por una constante K* cuyo valor es de 2,5 aproximadamen¬ 
te. Esta constante ha sido elegida de forma que se puedan con- 
servar los valores básicos del catálogo de Ptolomco, donde las 
estrellas visibles estaban clasificadas en 6 magnitudes* Siendo la 
relación media de los resplandores aproximadamente 100 para 
las estrellas de la 1* y 6 0, magnitud, K se define por K B = 100 
o log K — 0,4, Para aplicar esta definición, faltaba establecer la 
magnitud de una primera estrella. Se ha fijado, en consecuencia, 
la magnitud de cierto número de estrellas fundamentales de com¬ 
paración, de modo que permanezcan de acuerdo con la magnitud 
7 en un catálogo muy extenso publicado en el siglo xrx. Las mag¬ 
nitudes así definidas no son enteras y se ve que ciertas estrellas 
muy brillantes poseen magnitudes inferiores a la unidad, e in¬ 
cluso negativas (Vega* 0,12; Sirio — 1,58). La escala de brillos 
aparentes de las estrellas es muy extensa: entre una estrella de 
J* y una estrella de 21* magnitud, la relación de brillos es de 10 R , 
Cuando se duplica el diámetro de un instrumento, el (luja lumi¬ 
noso recibido es 4 veces mayor y e! aumento en magnitud ob¬ 
servable resulta aproximadamente 1,5. Un aumento de una mag¬ 
nitud multiplica por 4 el volumen explorado. 

Magnitud absoluta de las estrellas, — La magnitud aparen¬ 
te depende de la distancia de la estrella; no permite compararías 
entre si. Se llaman magnitudes absolutas los valores que podrían 
obtenerse llevándolas todas a una misma distancia, para lo cual 
se adopta el valor de 10 par seos. La magnitud absoluta del Sol 
es de 4,7; de ahí su calidad de estrella de luminosidad media. 
Rigel O de Orion), con una magnitud absoluta de — 5,8, es 
18 000 veces más luminosa que el Sol, Existen, por el contrario, 
estrellas de magnitud absoluta + 19. La magnitud absoluta se 
calcula fácilmente a partir de la magnitud aparente y la distan¬ 
cia de la estrella. Inversamente, si por un procedimiento cual¬ 
quiera se puede estimar la magnitud absoluta de una estrella, 
será suficiente medir la magnitud aparente para deducir la dis¬ 
tancia. hete procedimiento se utiliza a menudo en la determina¬ 
ción de las distancias de las estrellas. 


Fotografía-—-La fotografía tiene hoy una importancia pri¬ 
mordial en astronomía y tiende a substituir, cada vez más, la 
observación visual. Ofrece sobre ésta grandes ventajas, entre ellas 
las de poder efectuar, según se desee* medidas de precisión en los 


i lW*s y conservar documentos para hacer comparaciones des¬ 
pués de un largo intervalo de tiempo. La fotografía con exposi¬ 
ción sobre el ecuatorial permite descubrir astros que serían in¬ 
visibles, con el mismo instrumento, para el ojo humano. 

FJ empleo de placas especiales, sensibles i La radiación infra¬ 
rroja, descubre objetos de los que el ojo no puede tener percep¬ 
ción directa. Los resultados obtenidos muestran cine el número de 
estrellas rojas y rojo obscuro es muy superior al de las estrellas 
directamente visibles. La sensibilidad de la placa fotográfica or¬ 
dinaria corresponde al azul violeta mientras que la de la retina 
corresponde, sobre lodo, al amurillo. En la determinación de la 
magnitud aparente de una estrella, se obtienen diferencias según 
se opere visual mente o por fotografía. Se da los nombres de mag¬ 
nitud visual y magnitud fotográfica a los dos resultados obteni¬ 
dos, Su diferencia, llamada índice de color* informa sobre la re¬ 
partición de la energía en el espectro de la estrella estudiad;*, la 
cual caracteriza la temperatura de la '‘fuente luminosa”, que es la 
de la superficie de la estrella. La medida fot ométrica de las mag¬ 
nitudes visuales resulta difícil cuando las dos estrellas no son 
del mismo color, y se tiende a reemplazarla por la ríe las magni¬ 
tudes fotovisuales, que se obtienen mediante una placa isocromá¬ 
tica. Veremos seguidamente que la clasificación espectral de las 
estrellas corresponde, prácticamente, a una clasificación por colo¬ 
res. En el caso de las estrellas débiles, de las que es imposible 
obtener un espectro utilizable (mas alia de m = 14), la clasifi¬ 
cación se hace únicamente por el índice de color. 

Espectrografía, — El haz luminoso que atraviesa un prisma 
forma un espectro. Cada color del espectro está caracterizado 

o 

(wtr su longitud de onda expresada en angstrorns (A), La espec¬ 
trografía forma parte de la física. 

Lt estudio de los espectros de las estrellas es uno de los más 
poderosos medios de investigación de que dispone la astronomía. 
La luz emitida por un cuerpo sólido incandescente da un espectro 
continuo. El arco iris es un espectro de la luz solar. Un gas bri¬ 
llante da un espectro de rayas; su luz está compuesta solamente 
por un pequeño número de radiaciones monocromáticas en acric. 
Si la presión es lo bastante elevada, da un espectro continuo. Un 
gas molecular da un espectro de bandas. El espectro de un gas 
cb característico de este gas, pero varía según su estado de 
excitación (temperatura y presión). Cada raya emitida corres¬ 
ponde al puso de un electrón del átomo de una órbita a otra in¬ 
ferior. Se pueden calcular todas las rayas que un átomo dado es 
capaz de emitir. Entre las rayas posibles* las hay que no se pro¬ 
ducen a las temperaturas y presiones que podemos conseguir 
en laboratorio. Pero aparecen cuando la presión es muy débil 
(en ciertas nebulosas y en la corona solar). Estas rayas* que no 
se pueden reproducir experimental mente, son llamadas prohibí’ 
das. Durante algún tiempo se creyó que existían, en las nebulo¬ 
sas y en la corona, cuerpos desconocidos en la superficie de la 
Fierra (nebulium, coroníum). Mientras el átomo posee todos los 
electrones es neutro y emite un espectro llamado espectro de 
arco; una vez ionizado, es decir, cuando la excitación a la que 
está sometido le ha arrancado uno o varios electrones, emite un 
espectro que se llama de chispa . 

Cuando un gas incandescente es observado por transparencia 
delante de un haz luminoso que emite un espectro continuo, se 
observan* en este espectro, rayas obscuras en el mismo lugar don* 
de el gas daría rayas brillantes. Dicho espectro se llama espec¬ 
tro de absorción del gas considerado. De hecho* las rayas no son 
negras; lo que puede suceder es que el gas atravesado substi¬ 
tuya la radiación recibida por su propia emisión, que es menos 
brillante. En una atmósfera compleja* la intensidad de una raya 
no es proporcional a la cantidad del cuerpo correspondiente; las 
condiciones físicas favorecen La aparición de ciertas rayas que 
pueden ser muy nítidas sin que el cuerpo que las produce esté 
en una proporción importante en la mezcla* La interpretación de 
los espectros estelares resulta por esto muy compleja. 


Espectros estelares 

Las estrellas son inmensas esferas gaseosas en las cuales la 
temperatura decrece del centro a la superficie pasando de valores 
del orden de 20 000000 de grados a sólo algunos miliares. La pre¬ 
sión central es del orden de varios millares de millones de atmós¬ 
feras. y decrece hacia el exterior de forma continua* hasta llegar 
a ser prácticamente nula. Existe un valor de la presión que 
marca el limite entre la emisión de un espectro continuo y la 
de un espectro de rayas; esta superficie ficticia —que es la que 
vemos cuando miramos el Sol— lleva el nombre de fotosfera. 

La fotosfera, por ser completamente absorbente para todas las 
radiaciones que recibe, es considerada corno equivalente a un 
‘"cuerpo negro”. 

















Arriba ; Espectro comparador de Hartmann (Fot, X), — Aba* 
Jo: Heludéti entre lu distancia y la velocidad radial de los 
espectros de nebulosas ex traga lácticas (Fot, Observatorio de 

Monte Wilson ) 


La atmósfera gaseosa o cromosfera que la rodea, y m la que 
la temperatura y presión decrecen rápidamente, produce en el 
espectro continuo de la fotosfera rayas de absorción. Se han 
enumerado en el espectro del Sol 25 000 rayas. En ciertas en 
trellas raras, algunas rayas de la cromosfera son más brillantes 
que el fondo continuo. Estas rayas provienen de la parte perifé* 
rica de la atmósfera estelar; las estrellas de este tipo son lia* 
imadas rayas tle emisión. Las rayas del espectro se deben prin¬ 
cipalmente a la parte inferior de la cromosfera (la más (lema), 
que se llama capa inversora . 

La capa inversora ha sido estudiada en el Sol durante los eclip¬ 
ses, en el momento en que la Luna oculta el disco de la fotos¬ 
fera: el fondo continuo se esfuma y aparecen las rayas brillan* 
les durante un corto instante; luego desaparecen a su vez, en el 
momento en que la Luna, a su vuelta, cubre la capa inversora. La 
duración del espectro relámpago permite conocer el espesor de 
esta capa (unos 1 OÜO km en el Sol), 


Observación de los espectros- — En el espectro frago, la ima¬ 
gen de la estrella viene a formarse en una ranura muy (ina 

( - de mm) [fig, 4]. En la misma ranura se forma, debajo de 
50 

la estrella, la imagen de una fuente luminosa terrestre. La com¬ 
paración de los dos espectros es, como veremos, muy fecunda. 
Esa ranura se encuentra en el foco de un importante sistema 
óptico formado por una sucesión de prismas. La imagen final se 
forma sobre una placa fotográfica. La dispersión empleada co¬ 
rrientemente es de 50 angslroms por milímerto. Se llega a veces 
a 1 mm e incluso a 2 por angstrorn. Siendo la imagen de la estrella 
un punto, se la alarga en el sentido de la ranura medíante vatios 
artificios. Se puede, por ejemplo, orientar la ranura en el sentí* 
do del movimiento diurno. Es difícil conseguir espectros de eslre* 
lias muy pequeñas; no se sobrepasa la magnitud 14. ^ara esta¬ 
blecer catálogos es pee troscó picos extensos, se lili liza un prisma 
objetivo constituido por un prisma de gran tamaño colocado 
delante de una cámara fotográfica montada en ecuatorial. Lis 
dispersiones así obtenidas son muy pequeñas* 


Desplazamiento de las rayas espectrales. Efecto Doppler- 
Flzeail. — Cuando el cuerpo emisor de radiaciones tiene con 
respecto a la Tierra una velocidad relativa a precia ble, las rayas 
de emisión o de absorción aparecen desplazadas en el espectro. 
Este fenómeno fue estudiado por Doppler en 1343 en relación 
con el sonido y aplicado a la luz por Fizeau en 1846. El despla¬ 
zamiento es proporcional a la velocidad relativa Vr y a la longi¬ 
tud de onda A considerada. Se utiliza para medir la velocidad de 
alejamiento o acercamiento de Los astrosa se tiene A — A 


(l + 



siendo A' la longitud de onda de la raya deaplu- 


c 

zada T la fórmula contiene la velocidad de la luz c. Con las disper¬ 
siones obtenidas por los espectros de asiros suficientemente bri¬ 
llantes. se pueden apreciar desplazamientos hasta de 0,001 

angstrom (A), Con A - 3 000 A se determina la velocidad del 
astro con una precisión absoluta de 100 m j>or segundo, y esto 
independientemente cíe la distancia de la estrella. El desplaza* 
miento se efectúa hacia el rojo en el caso de un astro que se 
aleja de nosotros, El efecto Doppler permite incluso el estudio 
de la rotación sobre sí mismos de los asiros que tienen un diáme¬ 
tro aparente sensible (un borde se acerca mientras que el otro 
se aleja). El método ha sido aplicado al Sol, a los planetas y a 
los anillos de Saturno, y permite también descubrir los sistemas 
binarios de estrellas cuyos componentes no son separables por otros 
procedimientos. Como ambas estrellas giran alrededor de su cen¬ 
tro de gravedad, se obtiene un desdoblamiento de las rayas con 
oscilación de los dos componentes a una parte y otra de una 
posición inedia. El conocimiento de tas velocidades radiales de 
los componentes proporciona elementos para el^ calculo de las 
órbitas. Una variación en la energía de cada fotón acompaña la 
variación de la longitud de onda. 

Existen otras causas que producen un desplazamiento de las 
rayas espectrales, corno la presencia en la superficie de la estrella 
de un campo magnético intenso (efecto Zeeman), de un campo 
eléctrico potente e incluso de un campo de gravitación 
importante (efecto Einsiein). Estos desplazamientos o desdo¬ 
blamientos de rayas, mucho menos importantes cuantitativa* 
mente que los que se producen por el efecto Doppler-Fizeaii* 
señalan las ronrlicionea físicas que reinan en la superficie de la 
estrella* De esta manera se ha puesto en evidencia el campo 
magnético de lus manchas solares. El desplazamiento debido a 
lu gravitación, o efecto Einstein, es muy sensible en las estrellas 
enanas blancas, que encierran una masa equivalente a la del Sol 
cu un nidio 100 veces más pequeño. 
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Protuberancia solar [Fot. X .) 


La exploración de los espectros estelares se ha exLendido al 
rojo y al infrarrojo con el empleo de células fotoeléctricas de 
sulfuro de plomo. La amplitud de las rayas del espectro, incluso 
independientemente de la amplitud de la ranura del espectros* 
copio, muestra la abundancia de diversos elementos en la atmós¬ 
fera de la estrella, pues varias de las causas que producen el en¬ 
sanchamiento dependen del número de átomos en presencia. 

Radioastronomía. — El astrónomo norteamericano Jansky 
comprobó en 1931 la existencia de fuentes de emisión radio- 
eléctrica en la Galaxia. Una de esas misteriosas fuentes, descu¬ 
bierta en la constelación del Cisne en 1948, no coincide con 
la posición de ninguna estrella conocida. Por su parte, ítyle 
ha identificado más de 2QtX) de esas radiofuentes, casi todas 
ellas situadas en el hemisferio Norte. 

El Sol empezó a ser observado radiocléctrieamente desde que, 
en 1942, se comprobó que las erupciones cromosféricas solares 
perturbaban el funcionamiento de los aparatos de radar. Así se 
ha llegado a obtener el esquema de un Sol 4 *emisor radineléclri- 
co” que difiere bastante del obtenido al observarlo con los me¬ 
dios habituales. 

En esta nueva técnica de observación, los telescopios son subs- 
muidos por los radiotelescopios , potentes instrumentos compues¬ 
tos de una superficie receptora que concentra las ondas que 
recibe en un foco, donde una antena las recoge. El mayor de 
todos ellos es el de Jodrcll Bank, instalado en Chcshirc (Gran 
Bretaña), cuyo peso es de 2 032 toneladas. 

Las leyes de la radiación 

Determinación de la temperatura de las estrellas* —He¬ 
mos dicho anteriormente que se admitía que una estrella irradia 
del mismo modo que un “cuerpo negro” de la física, o sea, bajo 
la sola influencia de la elevación de temperatura. Se ha formu¬ 
lado en física la ley de Stefan , que liga a la temperatura absolu¬ 
ta la radiación por unidad ele superficie del cuerpo negro e igual¬ 
mente la repartición de la energía emitida entre las diferentes 
longitudes de onda del espectro. La ley de Stefan permite, pues, 
calcular la temperatura de ía fotosfera, a condición de conocer 
la energía total irradiada por la estrella y la superficie de la 
fotosfera, y si, una vez medida*la energía recibida sobre cierta 
superficie, se conoce la distancia de la estrella* se puede dedu¬ 
cir la energía que recibiría la esfera completa teniendo la estre¬ 


lla por centro. La superficie de la fotoesfera es mas difícil de 
determinar, ya que loé diámetros aparentes de las estrellas no 
se pueden medir directamente. El procedimiento no es apenas 
aplicable más que al Sol. Pero la ley de repartición de la energía 
en función de la longitud de onda permite deducir del estudio 
del espectro la temperatura de la fotosfera de la estrella. El em¬ 
pleo del índice de color, definido a propósito de las magnitudes, 
es en realidad una aplicación de este procedimiento. Una de las 
dificultades principales de esta técnica reside en que se debe 
tener en cuenta la absorción producida por la atmósfera terres¬ 
tre, que puede también variar con la longitud de onda. 

El conocimiento de la temperatura de una estrella y la medida 
de la radiación total permiten, incluso, estimar la superficie ra¬ 
diante y con ello la superficie y el volumen de la estrella. Es uno 
de los procedimientos que facilitan el cálculo de las dimensio¬ 
nes de las estrellas. 

Presión de radiación* —* Consideraciones teóricas han hecho 
suponer que una superficie plana, expuesta a la radiación de un 
haz, soporta una presión llamada presión de radiación . Su exis¬ 
tencia ha sido establecida más tarde experimentalmente. 

El cálculo de la presión ejercida por la radiación solar en la 
superficie de la Tierra muestra una fuerza de unos 4 g por hec¬ 
tárea, Pero la acción de repulsión es considerablemente mayor en 
la proximidad del Sol, y como para una pequeña partícula la 
atracción newtoniana ejercida por el Sol varía igual que su peso 
—es decir, como el cubo de su radio—, mientras que la presión 
de radiación varía igual que su superficie—> es decir, como ti 
cuadrado del radio^, para las partículas suficientemente peque¬ 
ñas la presión de radiación predomina sobre la gravitación y 
puede lanzarlas desde el Sol a las proximidades de la Tierra (el 
cuadrado de 0,1 es 0,01 y el cubo 0,001). Esta teoría sirve de 
base para explicar la llegada hasLa la Tierra de emisiones cor¬ 
pusculares que provienen del So!, 

La absorción por la cromosfera de ciertas radiaciones fie 1& 
irradiación fotosféríca provoca igualmente una presión llamada 
de radiación selectiva , que mantiene en equilibrio, por ejem¬ 
plo, nubes de calcio en la atmósfera solar. 

Efecto fotoeléctrico. —Las radiaciones luminosas «on capa¬ 
ces fie arrancar electrones a ciertos átomos. En el caso de un gas, 
sólo las radiaciones ultravioleta son capaces de provocar su 
ionización. La capa ionizada de la alta atmósfera terrestre o 
ionosfera se debe, por esto, a la acción de los rayos ultravioleta 
de la luz solar. Subrayaremos su importancia más adelante* 
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(mieras) 
(angstroms) 


ESPECTROS ESTELARES 


Un cuerpo sólido incandescente produce, cuando su luz es descompuesta por un prisma (o por una red de trama muy fina), un 
espectro coloreado continuo. Lo mismo sucede cuando se trata de una masa gaseosa sometida a una presión muy elevada. 

Un gas sometido a una excitación térmica o eléctrica produce un espectro discontinuo formado por determinado número de rayas 
brillantes características del gas considerado y del grado de excitación (el llamado espectro de emisión) [fig. I], 

SÍ ese gas es observado por transparencia, aprovechando la luz emitida por un cuerpo brillante cuyo espectro sea continuo, se 

observan las mismas rayas, pero oscuras esta vez (espectro llamado de absorción) [fig. ?]. 

En el caso de las estrellas puede obtenerse un espectro coloreado continuo procedente de la parle central del astro, y, en 
sobreimpresión sobre este espectro, rayas oscuras correspondientes a la absorción provocada por la atmósfera estelar y 
también por el paso a través de la atmósfera terrestre. Excepcionalmente, pueden verse en este espectro algunas rayas 

brillantes de emisión. 

La fgura 3 representa esquemáticamente el espectro solar con algunas de sus rayas oscuras características (se han catalogado 
cerca de 30 000 de éstas), las cuales son emitidas por los cuerpos que figuran en las atmósferas solar y terrestre (las rayas son 

provocadas también por las distintas condiciones a que estos cuerpos se hallan sometidos). 

La figura A es, por el contrario, la reproducción real de un clisé obtenido en el Observatorio de París y correspondiente a la 
estrella Alfa de Perseo. El clisé ha sido reproducido sobre un espectro coloreado a fin de precisar con exactitud la correspon¬ 
dencia entre rayas y colores. 
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Halo solar observado en Groenlandia el día 21 de julio de 1951, a las 22 horas (Lat. 71 C 25'N.; long. 0.37° 30'; 3155 m. de altitud; temperatura, 15,5 e cj 
La ¡arma especial de este halo, extraordinariamente rara, hace de esta fotografía un documento de carácter excepcional (Clisé Expediciones Polares Francesas, J. Masson) 
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I I mundo solar 


M) movimiento do los pianolas» Cálculo á*' Ir* ihUíIhh i1«* lim phinrVim y i»• h nmiriid'i lt;muÍo en Iris obser- 
v liciones. Pertiir fine Iones. Descubrí mi ruin de Nc|»tiinn por Lo Veril* i. La mnoHHlon oolMito y la relatividad. — 

El movimiento de la Luna, . .... i i-m <nh*t« t\* i i . 


El movimiento de los planetas 


i .. m ve ni por las leyes de Kepler (v, p. 264), que rigen el 

irlo y i riifi nio de Ion planetas y son consecuencia de la ley de atrac- 
, mu universal í|r Newton, aun sin entrar en el cálculo propio 
di Ion movimiefttOS keplerianos se puede demostrar en un caso 
11 n 11 i uIj 1 A de la rotación uniforme en una órbita circular, 
hiiihi hi i creerá ley de Kepler se deduce del principio de la 
nlum muí universal y cómo eslá ligada a la' masa del cuerpo 
atrayente. 

i i muido orno» el movimiento de rotación uniforme en tina ór- 
hila * Ir ludio R con una velocidad w de un planeta de masa m 
ih. fledor del Sol, de masa IV1 (fig. 5). Si T es el período de re* 

2* 


vollición, está ligado a w por la relación ^ 


T 


. El planeta 


p". 111 vn equilibrio entre la fuerza centrífuga de su movimiento 
. iiciliar y la atracción newtoniana ejercida por el Soh La fuerza 

n 4 ít^ 

* p jp nliigu del movimiento tiene por valor mVJi o m - -■ , r - R. 


1 ,;i atracción ejercida por el Sol tiene por valor / 


r a 

mM 


rumo / es el coeficiente de la atracción universal (v. pp* 264 

4** £ m M * r® i „ 

V 267), m -—- R = / —, o 4?r a ---— = M: asi 


T Á 


R* 


K 1 

fs 


/ 


es proporcional a la masa del cuerpo atrayente y tiene el 


mismo valor para lodos los asiros que giran alrededor dél SoL 

Si se ha podido determinar el valor del coeficiente de la atrac¬ 
ción universal, el movimiento de un planeta permite calcular la 
masa del SoL Del mismo modo, el movimiento ríe un sale lile per* 
miic calcular la masa del planeta. De hecho, el planeta efectúa 
mu movimiento alrededor del centro de gravedad G del conjunto 
plancta-Sol, que es el único inmóvil, y en la expresión de la fuer* 
m centrífuga, R debe ser reemplazado por la distancia del pía- 

M 

neta a este centro, es decir, R-, mientras la atracción 

M + m 

newtoniana se ejerce a la distancia R. Se obtiene así una reía* 
eión inás exacta 

R 3 1 

4^2 -_ ——- == M + m* 

T 2 i 

La tercera ley de Kepler es sólo aproximada; resulta válida 
cuando —como ocurre generalmente— la masa del planeta es 
insignificante con respecto a la masa del SoL En el cuso del 
movimiento de la Luna alrededor de la Tierra, sin embargo, la 
masa de la Luna no es despreciable. 

Cálculo de las órbitas de los planetas y do los como tas 
basado en las observaciones. — Indicaremos en h página 262 
los elementos necesarios para definir una órbita en el espacio, 
Conviene añadir a esos factores dos incógnitas para definir la ley 
dd movimiento: período e instante de paso por el perihdio. 

Así pues, para definir la órbita y ei movimiento, se necesitan 
7 elementos, que el conocimiento de la tercera ley de Kepler 
reduce a 6. Para los astrónomos que estudian las órbitas de los 
planetas y de los cometas, el problema se plantea de la siguien¬ 
te forma: la observación les da la posición del astro en varios 


instantes fi, tx fa . Al Hit Lnt ttni# ¡ I vuloi <b / y las coordenadas 
observadas en las cenar ¡un es geni mira di un movimiento keple- 
riano alrededor dd Sol, ü obtienen hm relaciones entre las 
incógnitas* De todos morios es fiOCMrlo que d número de las 
relaciones así obtenidas sea ul menos igual .d mi mero de iucógni- 
tas. Diferentes métodos, generales o aproximados, han sido ima¬ 
ginados para resolver este problema. 

Perturbaciones, Descubrimiento de Neptuno por Le Ver. 
rier. Los planetas y los cometas efectúan su movimiento aire* 
dedor del Sol, pero otros planetas intervienen en estos movimien¬ 
tos como astros perturbadores que vienen a añadir su atrac¬ 
ción a la del SoL Del mismo modo, en el movimiento de los 
satélites alrededor de los planetas, el Sol y los demás planetas 
son astros perturbadores. 

Las perturbaciones inti odacidas en los movimientos keplería* 
nos lienen por efecto una ligera variación de las constantes de 
las órbitas. Producen una rotación lenta y continua de las dife¬ 
rentes direcciones que las definen: línea de nodos, línea de 
ápsides, y |tor una ligera oscilación alrededor de una posición 
media de sus características: inclinación del plano de la órbita, 
excentricidad, valor del eje mayor (y como consecuencia del 
período, en virtud de la tercera ley de Kepler). El estudio de 
tas perturbaciones exige complicados cálculos. La teoría com - 
pleta de las cuatro grandes planetas (Júpiter, Saturno, Urano 
y Neptuno), establecida por Le Verríer, comprende cinco volú¬ 
menes de cálculos. La teoría del movimiento de la Luna fue 
establecida en el siglo pasado por Delaunay, que le consagró 
veinticinco años de su existencia. Trabajos recientes, llevado» a 
cabo por el astrónomo norteamericano Brown, permiten pensar 
que, a pesar de su complejidad, el movimiento de la Luna es 
hoy conocido perfectamente en sus menores detalle». 

En el caso del estudio de la influencia de un solo astro per¬ 
turbador, alejado y situado en el plano de la órbita, un sencillo 
análisis geométrico permite, al menos, darse cuenta de las modi¬ 
ficaciones que éste introduce: sea un planeta A que gira alrede¬ 
dor del Sol S, y P el astro perturbador (fig* 6). 

P ejerce su atracción a la vez sobre el planeta y sobre el Sol, 
y la perturbación introducida en el movimiento de A alrededor 
de S hc debe a la diferencia de aceleraciones impuestas por 
P a A y a S, 

Esta diferencia, representada por AR, suma geométrica de 
Aa y de Aai (opuesta a S s\ ch la aceleración debida a la acción 
perturbadora* 

La figura í> permite una construcción sencilla del vector AR en 
la dirección AH* 

Si el vector A a está representado por la mismo longitud D\ 
t i vector S s debe ser representado por una longitud igual a 

D x ———, 

A 2 

Ahora bien, la construcción que hace pasar de AaLyaG 

D' _ D* 

da PG = D' X -, y por lo mismo, PB — PE = PG X --* 

A' A' 

Aplicando al caso de un movimiento elíptico esta construcción 
pitra diferentes posiciones de A en su órbita, se obtienen las 
direcciones de las aceleraciones perturbadoras indicadas por la 
figura 7 4 
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ASI ronomIa 


La distribución do ln ucclcrucionctt poftUíbtd^TM dflXlQilIft 
claramente que tienden a modificar la excentricidad de la órbita, 
y la longitud y la dirección del eje mayor, 

Un estudio geométrico análogo* en el caso en que el astro 
perturbador no esté en el plano ele la órbita, muestra como se 
produce un retroceso de la línea de nodos. 

En razón de las perturbaciones del movimiento de la Tierra 
alrededor del Sol, la línea de ápsides de la órbita gira en su 
plano U% por año y el plano de la eclíptica se desplaza lige¬ 
ramente: su inclinación con respecto al ecuador varia de 21'* 59 
a 24° 36" en unos 200 siglos. 

El hecho desque loa ejes mayores de las órbitas planetarias no 
puedan sufrir más que variaciones periódicas, llevó a Lagrange 
a enunciar el principio de la estabilidad del mundo solar* Esta 
estabilidad no concierne más que a ios planetas importantes; no 
se aplica a los pequeños planetas, y con menos motivo a los co¬ 
metas y a los corpúsculos que gravitan en el interior del mundo 


solar. 

Los dos mas espectaculares resultados conseguidos desde hace 
un siglo por la mecánica celeste han sido: 

a) El cálculo, en 1846, por Le Verrier, de las coordenadas de 
un planeta desconocido que permitía explicar las perturbaciones 
residuales del planeta Urano, cálculo que trajo consigo el des¬ 
cubrimiento de Neptuno; 

A) La teoría más completa del movimiento de "a Luna, citada 
más arriba. Este conocimiento, prácticamente perfecto, de su 
movimiento, lia influido incluso en la definición del tiempo (v. 
pp. 257 y 262), 


La mecánica celeste y la relatividad 

La mecánica clásica se revela im[Hítente para resolver el proble¬ 
ma planteado por el equilibrio general del universo con sus con* 
densaciones de materia en estrellas y en galaxias. 

La relatividad limitada fue imaginada por Einstein para reunir 
en una síntesis lógica la mecánica y el electromagnetismo. 


mensimu'*. Su espacio es curvo, y la noción de línea recta pierde 
hii h( ntifio. Sólo a infinita distancia de toda materia, y de toda 
i i indi ación, el espacio-tiempo vuelve a ser euclidiano. 

En el sistema solar, sólo la masa del Sol es lo bastante impor¬ 
tante para “curvar el espacio”; las estrellas se encuentran de¬ 
masiado lejos para actuar. La curvatura del espacio en las pro¬ 
ximidades del Sol arrastra los planetas hacia este astro como 
si los atrajera. La ley de Ncwton es todavía perfectamente váli¬ 
da, salvo en la proximidad inmediata del Sol. Solamente apare¬ 
cen divergencias sensibles a causa de dos fenómenos que la mecá¬ 
nica clásica es incapaz de interpretar y que permiten inclinarse 
s¡o ningún genero de duda a favor de la ley de la relatividad 
de la gravitación* 

Desviación de un rayo luminoso en la proximidad inmediata 
de una masa ( fig . 8),— La verificación experimental de la varia* 



Fig. 8 


ción de la dirección efe una estrella, cuando pasa muy cerca del 
Sol, es muy difícil porque la desviación que debe medirse es 
inferior a 2 r \ pero el resultado obtenido es considerado como 
aceptable. Esta experiencia no puede hacerse más que durante 
un eclípse total del Sol, ya que las estrellas no son normalmente 
visibles en la proximidad de este astro. 

Rotación de los ejes mayores de las órbitas planetarias , — El 
avance secular del perihelio de Mercurio, debido a las perturba¬ 
ciones y calculado por Le Verrier, era 43'" inferior al valor dado 
por las observaciones. En relatividad generalizada, los ejes raa- 


Elementos principales dél movimiento de loa planetas 



Distancia media de la Tierra al Sol: 23 404 radios terrestres de 6 378*39 km 



Las ecuaciones de Maxwell-Lorentz , que sintetizan el conjunto 
de las propiedades electromagnéticas, se modifican notablemente 
cuando en ellas se efectúa un cambio de coordenadas mediante 
el paso de un triedro fijo a un triedro en traslación uniforme en 
el sistema de Caldeo (caracterizado \yor la distinción del espacio 
y el tiempo y la geometría de Euclidesb En la relatividad limi¬ 
tada (limitada al caso del movimiento uniforme), el tiempo es 
relativo y depende del observador. La masa de un cuerpo aumen¬ 
ta con la velocidad. Esta masa no es más que uno de los aspectos 
de la energía, de la que es tina forma muy cotidensada* 

La teoría de la relcuitddad generalizada engloba a su vez los 
fenómenos de la gravitación e interpreta la identificación de la 
masa que pesa y de la masa inerte, que la física clásica mencio¬ 
na sin explicarla. No hace distinción entre el espacio y el tiem¬ 
po. Ei universo se convierte en un espaciodiempo de cuatro di - 


y ores de las órbitas están animados de un movimiento de rota¬ 
ción suplementario, y el cálculo da exactamente, el valor compro¬ 
bado en e) caso de Mercurio. 

El fenómeno es menos sensible en las órbitas de otros pla¬ 
netas a causa de su menor excentricidad* 


El movimiento de la Luna 

Distancia. Fases -La Luna gira alrededor de la Tierra con 

un movimiento kepleriano. El aplastamiento de la órbita hace 
variar su distancia de 56 a 64 radios terrestres. Su diámetro 
medio aparente es de 31/ y su radio, en consecuencia, de 1738 
kilómetros. 
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Fig * 9 


L«h fases se deben a que el hemisferio de la Luna que mira 
luir ii naso Iros no coincide con e que es alumbrado por el SoL 
El por indo de las fases es la duración de la revolución sino- 
du it d« la Luna o lunación: su valor es de 29 días 12 h 44' 31'\ 
I ¡I <liiración ríe su revolución es de 27,32 días, aproximadamente. 

La lisura 9 explica el fenómeno de las fases; los dibujos ex- 
If rim-r?* dí- la Luna representan el aspecto correspondiente a cada 
una 1 1r* sus [iosieiones con respecto a la dirección del Sol. Mien- 
nuh está en conjunción es luna nueva; en oposición, luna llena. 
|vn el momento de la luna nueva, la Luna sale y se pone al mis¬ 
mo Lienipo que el Sol: al día siguiente ha girado ya 13 grados 
ci i3 un mitos en la esfera celeste, mientras que el Sol no ha gi* 
nido más que 4 minutos en igual sentido; se pone, pues, 49 minu¬ 
tos después que el Sol. Unos 7 días después, se está en el cuarto 
rrwkmte. En la luna llena, la Luna sale cuando el Sol se pone. 
Luego se hace visible antes de la sal irla del Sol, y en el citarlo 
menguante sale 6 horas antes que el SoL 

El plano de la órbita lunar está poco inclinado sobre la eclíp- 
I ¡cu (5^ 09'). El plano Tierra-SoLLuna, plano de simetría para 
r | fenómeno de las fases, difiere poco del plano de la eclíptica 
(ruando la Luna está bastante alejada de la línea 1 ierra-Sol)* 
La perpendicular a ia línea que une los cuernos de la Luna indica 
un tunees i a dirección del plano de la eclíptica. 


nodo de la órbita m. el . .omito de las conjunciones u oposicio- 

Mt'f-i lieiH gimi imparlaiii m de < Itn depende la distancia de la 
Luna a la línra 1 iemi Sol, I 1 - impmtjmtc, pues, tener en cuenta 
c| peí-iodo «Ir los pjisnn de la lama |jor hii nodo ascendente, llama¬ 
do din ario ti de ]¡¡ rvruhit'iou duonnitun (27,212 días)* 

Si hc ir presea tu el irmvimti rilo dr la Lima con respecto ül Sol, 

se obtiene una trayectoria qiH- .da a una y oira parle de la 

órbita terrestre, y que pasa lauto |hm encima nomo por debajo 
del plano de la eclíptica. IVm t hiendo la dimancia Tierra-Luna 

-rlc la distancia tierra Sol, la lray«<ii*iía de la Luna dirige 

41)0 


siempre su concavidad hacia el Sol. 

La Luna présenla consumí emente Inicia Mofo líos el mismo he¬ 
misferio, lo cual se debe a que un lotneiún iulnr sí misma se 
efectúa sobre un eje casi perpendicular a su mldla, y al mismo 
tiempo que su rotación alrededor de la Tierra (fig 10). El perío¬ 
do de iluminación solar de la Luna es la luruttion. En realidad, el 
movimiento orbital se efectúa sobre tina elipse que sigue la ley 
de las áreas, mientras que el movimiento de rotación es unifor¬ 
me: de ahí resulta que si bien los dos movimientos tienen el 
mismo período, no coinciden exactamente en cada instante* 

El hemisferio que nosotros vernos oscila un poco hacia una y 
otra parte de su posición media* 

Incluso el eje de rotación no es exactamente perpendicular al 
plano de la órbita: forma un ángulo de 83“ 30 con este plano. 



Alumbramientos su¬ 
cesivos ti e 1 globo 
lunar vuelto hacia la 
Tierra (Fot. XJ 



En la fase de luna ¡lena, nuestro satélite se encuentra en la 
esfera celeste en oposición al Sol, es decir, en el lugar en que 
el Sol se encontrará seis meses después. Esto explica que en in¬ 
vierno la luna llena esté en el cielo tan alta como el Sol en el 
verano* 

Mientras el aumento de la Luna es pequeño, el resto del disco 
está débilmente alumbrado por la Tierra (exactamente como la 
Luna nos alumbra): es la llamada luz cenicienta. 

Órbita de la Luna. — El plano de la órbita lunar no tiene 
tina dirección fija; su intersección con el plano de la eclíptica o 
línea de nodos gira en sentido retrógrado con un período 

de 18 anos ——- Es una perturbación introducida por el SoL 

3 

En relación con los eclipses de Sol y de Luna, !a posición del 


lo que nos permite ver tan pronto un polo como otro de la Luna. 
Estos fenómenos reciben el nombre de libraciones (fig. 11). Se 
le añade el ligero cambio de punto de vista del observador bajo 
el efecto de la rotación de la Tierra. Conocemos, en total, un 
60% de la superficie de la Luna; yin embargo, debemos añadir 
que el aparato astronómico soviético Lunik /// logró transmitir 
a la Tierra, el 4 de octubre de 1959, fotografías del hemisferio 
oculto de nuestro satélite. 



Fig* 11 
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Rotación de la Tierra sobre sí misma 


Movimiento diurno aparente. — La observación, en una noche 
serena, de los sucesivos aspectos que presenta el cielo, muestra 
que las estrellas forman figuras, o constelaciones, y que giran con 
movimiento uniforme en torno a un centro determinado del espa¬ 
cio, centro materializado con error inferior a un grado por la 
Estrella fritar. Tal c» el movimiento diurno. 

El eje de rotación o eje del mundo es fijo a la vez con respecto a 
las estrellas y con respecto a los objetos terrestres que nos rodean. 

Una fotografía con exposición de la región del cielo vecina 
a la Estrella Polar, efectuada con una cániara corriente, mues¬ 
tra de modo evidente la rotación y determina m eje, La imagen 
de una estrella está siempre situada en un pequeño arco de círcu¬ 
lo con centro en el polo. El período del movimiento o día sideral 
es 3 56' más corto que el día solar medio que regula nuestra 
vida cotidiana. Los astrónomos de la Antigüedad, que considera¬ 
ban la Tierra como el centro del mundo y carecían de medios 
para apreciar la distancia a las estrellas, admitían que éstas se 
halla b an en una esfera de radio inmenso —esfera celeste o esfe¬ 
ra fija —, que giraba realmente alrededor de la Fierra, Todavía 
es cómodo, al tratarse de cuestiones en las cuales las estrellas 
no intervienen más que por sus direcciones, suponer la existencia 
de esta esfera celeste estrellada. El eje del inundo o línea de los 
polos atraviesa la esfera celeste por dos puntos: los polos celes- 
tes Norte y Sur. 

La inmensidad de su radio hace que cualquier punto de la 
Tierra, a penar del desplazamiento de ésta sobre su órbita, se 
pueda considerar situado en el centro de la esfera celeste. Así, 
por ejemplo, el eje del mundo pasa siempre por un observador 
terrestre. 

Las estrellas que se ven siempre desde un lugar dado, se lla¬ 


man cirt-anpotares del lugar. Incluso la Polar describe alre¬ 
dedor del polo un pequeño círculo. Las estrellas próximas al 
ecuador celeste —gran círculo perpendicular a la línea de los 
polos— describen paralelos que cortan el círculo del horizonte 
(fig. 12), es decir, salen y se ponen, y lo hacen adelantándose 
3 mn 56 s por día. Para un observador del hemisferio boreal, las 
constelaciones próximas al palo Sur, como la Cruz del Sur , son 
siempre invisibles. 

En un punto dado de la Tierra, el plano vertical que pasa por 
el polo corta la esfera celeste según un gran círculo llamado 
meridiano del lugar. Durante el día sideral, una estrella pasa 
dos veces por el meridiano det lugar, una vez por la parle supe¬ 
rior, del lado del cénit con respecto a la lírica de los polos, y 
otra vez por la parte inferior. En el momento del verdadero me¬ 
diodía local, el Sol se encuentra en su paso superior por el me¬ 
ridiano del lugar (estas nociones de hora solar se precisarán más 
adelante). El paso superior de un astro por el meridiano recibe 
el nombre de culminación : el astro sale por el Este, se eleva 
poco a poco por encima del horizonte y a su paso por el 
meridiano alcanza la máxima altura. El Sol participa del movi¬ 
miento diurno en estas condiciones, pero su altitud de culmina¬ 
ción varía — insistiremos en ello—- de un día a otro. El trazo del 
plano meridiano sobre el plano horizontal define las dos direccio¬ 
nes geográficas: Norte y Sur. Los polos son los puntos en que el 
eje del mundo, pasando por el centro de la Tierra, atraviesa su 
superficie. Ambos polos son fijos con respecto a la Tierra. De¬ 
terminada la dirección del polo y proyectada con un plano ver¬ 
tical sobre d horizonte del lugar, se define prácticamente y con 
precisión el meridiano de dicho lugar y la orientación de una 
dirección cualquiera. 
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il '* I h l II i*n iiimI i i i i r ¿i oim denominado ángulo horario de la 

'¡fita II ■< Ir mulé sobre d ecuador en el sentido del mo- 

V mili I lio d M ti MO 


rinmiia lliloriaL Determinación de las diferencias de Ion- 

Kit Mil, I I jÍn^hIo betuno de una estrella, y en particular el 

mu'iilo Imni.Ir fu reídla hclicia que constituye el punto y, 

por.i. i i vi i j ’it.i rif o .dar la posición de la esfera celeste en un 

ii* , <Mhiio liado . hi ti ftirr iiliimo del lugar* En un día side- 

i d ■ Áni tilo un.i i ni una * irouitferonek completa, y s¡ se 

dividí I i ■ oí imt.. i rn 1! I patín, iguales u horas, en lugar de 

dividirlii mi 3n0 r.'adii , ptird»’ únaginarse un reloj que marque 
siempre una lima igual ai ángulo horario dd punto y que se de- 
nmmna la hoto sideral del lugar, l a figura 16 murslia que, consi¬ 
dera» la • i* »’m1 r mslanlc una estudia A, mí i ¡crie II si yH. 

La hora sideral varía de un lugar a otro el vídor tic la diferen¬ 
cia de longitud entre esos lugares* Esto es evidente en la figu¬ 
ra 17, donde se encuentra el principio mismo ríe toda determi¬ 
nación de diferencia de langitiut en la superficie de la Tierra: 
el cálcalo del valor de las horas siderales en los dos puntos M y 
M en el mismo instante, 


La determinación de la hora local en fVI se hará j*or observa¬ 
ción del pg€0 de una estrella por el meridiano; su ángulo hora¬ 
rio es entonces nulo, y la relación general II = * + A I se re¬ 
duce a H — a: la hora sideral local es igual a la ascensión recia 
de la estrella. 

En M' se procede de i a misma forma. La dificultad consistía, 
antes de la invención de la T.SJL, en transmitir a M la hora 
-uJrial de VI En virtud de un convenio internacional, se cuen¬ 
tan las diferencias de longitud a partir del meridiano del obser¬ 
vatorio inglés de Greenwieh o meridiano internacional. Lo hora 
de Greenwieh es transmitida cada día con gran precisión por 
todos los grandes observatorios. La hora civil de Greenwieh y las 
tablas dadas por las efemérides, como la titulada Comíaissanee 
des temps (publicada por la Oficina de Ilongitudes), permiten 
pasar de esta hora a la hora sideral de Greenwieh, El reloj side¬ 
ral adelanta cada día 3 nuil 56 s con respecto al tiempo civil. 


La nehuloso oscura Harmirri 92, en el 
»SJigl torio (Fot. Ohsenmtorio de Monte 

Witson) 



Desde un punto de la Tierra se ve toda la esfera ce Inste, a 
excepción del pequeño casquete que queda siempre debajo del 
horizonte. Al variar la dirección del plano del horizonte con el 
lugar de la Tierra, la parte de la esfera celeste visible varía 
igualmente* lío la figura 13 se ha representado, de izquierda a 
derecha el aspecto de la esfera celeste para lugares de latitudes 
diferentes, desde el polo al ecuador. 

La latitud de un lugar en la superficie de la Tierra es definida 
como el ángulo de su vertical con el plano ecuatorial terrestre; 
se ve en la figura 14 que dicha latitud es igual a la altura del polo 
sobre el horizonte* Esta consideración permite una práctica deter¬ 
minación de las latitudes terrestres . 

El movimiento diurno aparente resulta de la rotación real dd 
globo terrestre en el sentido contrario, llamado sentido directo. 

Coordenadas celestes, — Las coordenadas ecuatoriales celes¬ 
tes, definidas con respecto al eje principal que constituye la línea 
de los polos, son análogas a ías coordenadas terrestres: la¬ 
titud y diferencia de longitud. A la latitud corresponde la de¬ 
clinación de la estrella (8 en la figura 15) contada positivamente 
de 0 a 90° desde el ecuador hacia el Norte, y a la diferencia de 
longitud corresponde la ascensión recta. La ascensión recta se 
cuenta sobre el ecuador en sentido contrario al movimiento diur¬ 
no, a partir del punto y o punto vernal, que definiremos más 
adelante, l)e esta manera se obtienen coordenadas fijas para 
cada estrella, que se anotan en los catálogos de estrellas* Como 
se verá, varían muy poco con el tiemjwh 

El gran semicírculo que pasa por la estrella y j>or los polos 
recibe el nombre de círculo horario de la estrella. Si se le relacio¬ 
na* en un lugar dado, con el meridiano, se obtiene un ángulo va- 
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Las estaciones. — El Sol, en conjunto, participa del movi¬ 
miento di arrio de las estrellas, pero, si se le sitúa diariamente 
en la esfera celeste por sus coordenadas, nos daremos cuenta de 
que no ocupa una posición fija, sino que, en un año, describe en 
sentido directo un gran círculo llamado eclíptica ifig. 18)* Encon¬ 
tramos ahora la definición del punto y: punto de intersección de 
la eclíptica con el ecuador, donde el Sol pasa del hemisferio Sur 
al hemisferio Norte* El Sol atraviesa así diferentes constelacio¬ 
nes, Los astrónomos de la Antigüedad habían dividido la eclíp¬ 
tica en doce partes iguales o Signos del Zodiaco , cada uno de 
los cuales, con el nombre de la constelación correspondiente» 
eta designado con un signo particular (fig. 20). 
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solsticio 
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Aries Cáncer Libra Capricornio 

Tauro Leo Escorpión Acuario 

Génrinis Virgo Sagitario Piscis 

Veremos más adelante que, debido a la precesión de los 
equinoccios, los signos del Zodiaco están actualmente desplaza¬ 
dos con respecto a las constelaciones: el signo de Aries coin¬ 
cide con la constelación de Piscis* La eclíptica está compren¬ 
dida entre los dos paralelos extremos + 23° 27" y — 23° 27"; la 
declinación del Sol varía en el transcurso del año entre estos 
dos límites: esto es lo que da lugar a las estaciones. Ln el mo¬ 
mento del equinoccio de primavera, hacia el 21 de marzo, el 
Sol está en el punto y : su declinación es nula; se presenta en 
el movimiento diurno como una estrella ecuatorial. En todo el 
globo las noches son iguales a los días (fig. 19). A continuación 
su declinación aumenta; se presenta como una estrella boreal y 
culmina en el hemisferio Norte cada vez más alto hasta el solsti¬ 
cio de verano , que marca el comienzo de esta estación* Su declina¬ 
ción alcanza entonces + 23° 277 Se ve en la figura 20 que en 
el hemisferio Norte, durante la estación calurosa, los días son 
más largos que las noches. La variación de distancia de la Tierra 
al Sol no interviene en el ritmo de las estaciones; su influencia 
es muy débil y actúa en sentido contrario* Durante el verano, 
el Sol desciende del solsticio de verano a! equinoccio de otoño 
en el que los días son otra vez iguales a las noches. Después, 
en otoño y en invierno, el Sol se presenta como una estrella 
austral* Su mínimo de altitud en la culminación se produce en 
el solsticio de invierno (hacia el 21 de diciembre). En el hemis¬ 
ferio Sur, pues, la estación caliente es el invierno. 

La eclíptica es la proyección sobre la esfera celeste de las posi¬ 
ciones sucesivas del Sol, pero, sí se tiene en cuenta su distancia 
para obtener su posición real, se encuentra como lugar una 
elipse, en la cual la Tierra ocupa uno de los focos (fig* 21)* El 
eje mayor de la elipse o línea de los ápsides está inclinada con 
respecto a la línea de los solsticios unos 12^ que aumentan 61" 72 
por año. En uno de los vértices de la elipse, llamado perigeo, el 
Sol está a la menor distancia de la Tierra: pasa por esc punto 
unos doce días después del solsticio de invierno. El otro vértice 
se llama apogeo* 

El movimiento aparente del Sol es el aspecto del movimiento 
real de la Tierra alrededor de este astro, que se efectúa siguien¬ 
do la ley de las áreas t La duración de las diferentes estaciones es 
proporcional a las áreas limitadas sobre la elipse por los solsticios 
y los equinoccios ( fig . 22), El verano es actualmente la más larga 
de las estaciones, y el invierno la más corta; esta situación se 
modifica muy lentamente con la rotación de la línea de los ápsides. 
Duración actual de las estaciones: 

Primavera: 92 d 20 h. Otoño: 89 <1 19 h* 

Verano: 93 d 15 h. Invierno: 89 d 0 h. 

En el movimiento real t el Sol está fijo en el espacio, y la 
Tierra describe una elipse en la que aquél ocupa uno de los 
focos. 


Fig* 34 

























Al perígtíii y apogeo del Sol corresponden d p^fihtUo y el 
afelio de la Tierra. El movimiento obedece a Iüh leyes de Kepler 
<v. p. 264) y ne produce en el sentido directo ron una vrtor¡d-nd 
media de W kilómetros por segundo. 

La figura 23 representa la trayectoria de la Tirirú ul miedo i 
tlcl Sol. La rotación de la Tierra sobre si misma en un día alie 
cledor de su eje p produce el movimiento diurno. Cuando la 
'1 ierra está en uno de los equinoccios, el plano del eeuadm Imc 
tro pasa por el Sol, pues la declinación se anula. La línea de IOS 
^latidos es perpendicular a la línea de los equinoccios. En ol 
solsticio de verano, el polo Norte es el que está iluminado. Se ve 
más claro en la figura 24. 

La inclinación del eje de rotación de la Tierra sobre la normal 
a la eclíptica produce las estaciones. 


Aspecto del cielo nocturno. Días solares y días siderales. 

- El desplazamiento aparente del Sol en la esfera celeste expli¬ 
ca que las constelaciones visibles de dioche en el cielo varíen 
de una estación a otra; en general, vemos en una época dada 
las estrellas que están en oposición al Sol, que son las que 
pasan, a medianoche, por el meridiano del lugar. Dicho de otra 
manera: el movimiento del Sol en la esfera celeste es el que 
erra la diferencia diaria de 3 56 entre el día solar y el día 
sideral. Volveremos so lúe ello oportunamente citando ha Idem oh 
de la medida del tiempo. 


Movimientos del eje de rotación 

de la Tierra 


Precesión de ios equinoccios. Año trópico. — El plano tic 

la eclíptica o plano ríe la órbita terrestre no está totalmente 
fijo en el espacio. Aunque su movimiento es muy lento, vana 
4 íf por siglo y oscila alrededor de una posición media con un 
período de 20 Ó siglos. El plano del ecuador terrestre y su eje 
(eje de rotación de la Tierra) son relativamente menos fijos. 
Giran lentamente en el sentido retrógrado alrededor del polo de 
la eclíptica. La rotación es de 50 2 por año. Su periodo es de 
26 000 años aproximadamente (fig. 25). 

El pumo 7 se desliza sobre la eclíptica y precede al Sol. que 
da la vuelta completa. Es el fenómeno de la precesión de 
los equinoccios, descubierto por Hiparen. Se denomina año side¬ 
ral. el tiempo que necesita el Sol para recorrer la eclíptica, y 
año trópico el intervalo de tiempo que separa dos pasos consecu¬ 
tivos del Sol por el punto y (éste es unos 20 minutos mas corto). 

El polo celeste no se encuentra absolutamente lijo entre las 
estrellas. La Estrella Polar actual no será siempre la estrella 
más próxima al polo. Dentro de 12 000 años, el polo estará cerca 

de Vega [fig. 26). , . . . . „ .. 

El ano trópico es el periodo de las estaciones. Empieza cuan¬ 
do la longitud del Sol alcanza 2 fiÜ L \ 

E! desplazamiento del ecuador y del punto y hace variables las 
coordenadas ecuatoriales de las estrellas que hemos definido con 
anterioridad. Un catálogo de estrellas solamente se refiere a 
una época dada. Las coordenadas al principio de cada ano y mn 
variaciones posteriores son publicadas en efemérides, como la ya 
citada Connaissance des temps* 


Nutación del eje de la tierra. Tiempo sideral medio. Des¬ 
plazamiento del polo. — La precesión se debe a la acción de 
la Luna y el Sol sobre ei en sancha míen lo ecuatorial de la 
Tierra, Al no ser la Tierra esférica, la atracción ejercida por un 
astro como el Sol o la Luna no pasa por el centro de gravedad 
y tiende a hacer oscilar el eje. La Tierra en rotación reacciona 
corno un giróscopo y adquiere un movimiento de precesión. 

La presencia de dos astros perturbadores, que son a su vez mó¬ 
viles, complica la precesión sencilla, antes descrita, con varia¬ 
ciones periódicas que se reúnen bajo el nombro de nutación 
(la nutación del eje en el sentido giroscópico es insensible). 
La posición media del eje describe el cono de precesión; el eje 
verdadero traza alrededor del eje medio una pequeña elipse cuyo 
eje mayor, dirigido hacia el polo de la eclíptica, tiene una am¬ 
plitud de 18" y el eje menor una amplitud de 13", con un período 
2 

de 18 años —-—. (Este periodo es el de la rotación del plano 
3 

de la órbita lunar.) 

La nutación comprende además términos secundarios menores. 

El movimiento resultante del eje de la Tierra forma un cono 
(fig. 27). 

La oscilación de la eclíptica modifica ligeramente la posición 
de y y añade su efecto a la precesión planetaria definida antes 
(50" 3) para dar la precesión general, cuya amplitud es de 50" 2. 
El ángulo liorario de! punto y u hora sideral de un lugar no 
varía en realidad como el de una estrella cualquiera, pero su 
variación, teniendo presente la precesión, permanece uniforme. 





Fig, 2 8 
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La mu 11 ion» | ii) i el '¡Miliario, lo coltu-li unas vcr.cn udrl.mMi lo 
otras al t íñanlo con respecto íi su ponición mediii. Esta incgnln 
rulad v.h ti>Mi¡Kii íIlcii ntf ; vale 1 segundo en un período dr )8 

j¿¡¿ 

liños-, pero la p roo ¡«ion de los relojes astronómicos modernos 

es tal que deben ser regulados en la posición media de 7 . 

Precesión y nutación son los movimientos del eje de rotación 
de la Tierra con respecto a las direcciones de las estrellas; este 
eje guía la Fierra como una bola atravesada por una aguja. 
De hecho, la masa de la Tierra oscila ügerísimamente alrededor 
de su eje, y a pesar de que el polo describe en la superficie de la 
Tierra una curva bastante compleja, nunca la separa más de 
6 metros fie su posición media. 


Tiempo solar medio 

Medida dél tiempo- — Hemos definido antes el tiempo side¬ 
ral. La rotación uniforme de la Tierra sobre sí misma constitu¬ 
ye así el reloj fundamental sobre el cual están regulados los relo¬ 
jes de los grandes observatorios. Pero es indispensable que las 
circunstancias de la vida diaria puedan ser reguladas con res¬ 
pecto al Sol. Ya hemos definido una unidad de tiempo ligada al 
Sol: el arto trópico, período de las estaciones. Es fácil determi¬ 
nar con precisión el número de días sitiera les contenidos en el 
año trópico: basta marear en un reloj sideral los instantes de 
dos equinoccios de primavera sucesivos. En la proximidad de 
estos equinoccios, se mide con regularidad la declinación del Sol 
y se deduce por interpolación el instante en que se anula. Se 
admite actualmente como valor del ano trópico en días siderales 
(en la época del principio del año 1900): 366, 24L9647, o sea 
alrededor de 366,242 2 , Queda por definir un día y una hora de 
acuerdo con el Sol va que los verdaderos días solares, interva¬ 
los de tiempo entre dos pasos sucesivos del Sol por el meridiano 
de un lugar, no son constantes en el transcurso del año. La ver¬ 
dadera variación del ángulo horario del Sol no es uniforme; 
depende, sobre todo, evidentemente, del movimiento diurno; 
además se añade el movimiento del Sol sobre la eclíptica, que 
hace el verdadero día solar más largo, aunque en una cantidad 
que no es constante, por, dos razones: el Sol gira alrededor del 
eje de la eclíptica y no alrededor de la línea de los polos; por 
otra parle, el movimiento en la eclíptica se Hace siguiendo la 
ley de las áreas. 

Para hallar un astro cuyo ángulo horario pueda definir la 
hora solar media, es necesario substituir el verdadero Sol por un 
Sol ficticio: el Sol medios que coincide cada año con el Sol ver¬ 
dadero (al menos en ascensión recta), pero que gira alrededor 
del eje del mundo con un movimiento uniforme, mientras que 
el verdadero Sol rer.orre la crlíptiru. En mi año trópico de 
366, 242 2 días siderales, el Sol da una mella en la esfera celeste 
en sentido contrario al movimiento diurno, y su ángulo horario 
aumenta rigurosamente una vuelta menos que el del punto 7 . 
El día solar medio queda definido por la fracción del año tró- 
# 1 año trópico 

pico: — , - Esta relación permite transformar en tíem- 

365,242 2 


p" rtulin medio un intervalo de tiempo expresado en tiempo side* 
■■d, IhiHin, pues, haber determinado la posición del Sol medio 
011 UH instante que se toma como origen para poder calcular la 
hora solar media correspondiente a una hora sideral dada. 

Asi. por el movimiento de la esfera celeste, se regula un reloj 
que marca la hora si <1 eral del lugar y se deduce por el cálculo 
la hora media correspondiente. 

La hora ciuit es la hora solar media aumentada en 12 horas. 
Y es mediodía en la hora civil cuando el Sol pasa por el meridia¬ 
no del lugar. 

La hora civil, como la hora sideral, cambia con cada lugar; 
la diferencia existente entre las horas civiles de dos lugares es su 
diferencia de longitud. La gran precisión de los relojes modernos 
ha puesto en evidencia, en el movimiento de rotación de la Tierra, 
irregularidades en tas estaciones, que llegan hasta ± 0,06 segun¬ 
dos. Por otra parte, la comparación de las observaciones de los 
planetas, y sobre todo de la Luna y de las posiciones calculadas 
de este astro, permiten descubrir un retraso secutar del movi¬ 
miento de rotación de la Tierra, Este retraso, atribuido a las 
mareas, hará que la Tierra gire un día presentando siempre el 
mismo hemisferio hacia el Sol, como Mercurio y Venus, pero 
¡sólo dentro de 15 mil millones de años! 

Además de este retraso, aparecen también ligeras variaciones 
en la velocidad de rotación que son actualmente inexplicables, 

Ecuación del tiempo, -El ángulo horario del Sol verdadero 
difiere del del Sol medio, 11 hora solar media, en una cantidad 
que se denomina ecuación del tiempo . 

Esta tío comprende más que términos periódicos; su signo se 
define por la relación: 

Ángulo horario del Sol medio = ángulo horario del Sol ver¬ 
dadero + ecuación del tiempo. 

Los valores extremos son aproximadamente + 15 y — 15 minu¬ 
tos de tiempo. 

Así, al mediodía, hora civil fie un lugar, el Sol verdadero 
puede haber pasado hace 16 minutos o estar todavía a 14 mi¬ 
nutos de su paso por el meridiano. 

La ecuación del tiempo se anula cuatro veces por año, como 
se ve en la figura 28, en épocas que no coinciden con los 
solsticios, ni con los equinoccios, ni con el instante del perigeo 
(hada el 16 de abril, el 14 de junio» el I o de septiembre y el 24 
de diciembre). 

Tiempo universal. Husos horarios. Tiempo legal, — La 

bora civil, al ser local y tener igual valor sólo en un instante 
dado para tos puntos del globo situados sobre el mismo meridia¬ 
no, no se utiliza en la vida normal. En virtud de un convenio 
internacional, las horas empleadas en los distintos países depen¬ 
den de la hora civil del meridiano internacional (muy próximo 
al meridiano del observatorio de Creenwich) o tiempo universal. 
Por esto, el globo está dividido en 24 husos de 15° de longitud 
(o de 1 hora) enumerados de 0 a 23 hacia él Este* El hu o n 4 * 0 
es el que tiene por eje el meridiano de Creen wich. La hora de 
un huso se obtiene añadiendo su número al tiempo universal. 
Cada país depende, según su extensión, ya del huso único que 
más le conviene, ya de varios husos consecutivos* 
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CirrlOM |inintíH adoptan en verano un lmno man ni Khte tlnua 
i Ir verano); desde l'M7, l'Vanria depende del Imso de l'.mopn 
(lenirul, pese a que su territorio está casi íiile^rtmierile sil liado 
en el huso n° l. 

La noción de fecha es una noción local, como la dr hora 
mientras son ¡as 4 del 23 de mayo, por ejemplo, en el meridiano 
<le Greenwich, es todavía el 22 de mayo al oeste de) huso tT' 2l) 
{fig. 30). 

Dada la necesidad de que exista en alguna parte del globo 
otro límite entre el 22 y 23 de mayo, se acordó hacer este cam 
bio en el meridiano opuesto al de Greenwich: el viajero que lo 
atraviesa desde el Oeste retrocede un día en el calendario; el 
que lo atraviesa de Este a Oeste avanza un día. 

Calendario. — El año civil debe estar regulado sobre el año 
trópico, pero debe comprender un número entero de días. Al te¬ 


ner el año trópico 365,2422 días, comprenderá el civil años d 



an 0,007 8 días, o sea unos 3 días cada 400 años. En 1582, el 21 
de marzo fue 10 días después que el equinoccio de primavera. El 
retraso fue anulado dando un salto en el calendario; se pasó 
de) 4 al 15 de octubre de 1582, y lu reforma gregoriana suprimió 
tres años bisiestos cada 400 años: solamente son bisiestos entre 
los años seculares aquellos cuyo número de siglo es divisible 
por 4 (1600-2000-2400). Así la duración media del año civil es 
de 365,242 5 días. Se ha previsto una reforma periódica del calen¬ 
dario, pero aún no se ha podido llegar a ningún acuerdo a este 
respecto. 


Los planetas 


Los planetas son astros que, como Ja Tierra y la Luna, no 
son luminosos por sí mismos. Deben su brillo a Ja luz del Sol. 
Se distinguen en el cielo por su posición aparente, que no 
es fija con respecto a las estrellas. Están siempre en una banda 
bastante estrecha, a uno y otro lado de la eclíptica. Recorren, 
más o menos, los signos del Zodíaco en el sentido directo, pero 
con un movimiento complicado que presenta estacionamientos y 
retrocesos. Estas particularidades se explican fácilmente, ya que 
se admite que son cuerpos que, como la Tierra, giran alrededor 
del Sol, Los nueve principales planetas son, ordenados según su 
proximidad al Sol: Mercurio (el más cercano), Venus, la Tierra, 
Marte, Júpiter. Saturno, Urano, Nepluno y Pintón. Ademas, el 
sistema comprende una multitud de minúsculos planetas, o pla¬ 
netas telescópicos (asteroides), que se mueven principalmente 
entre Marte y Júpiter, Alrededor de los planetas (exceptuando 
Mercurio y Venus) giran los satélites. La Tierra no tiene más 
que un satélite: la Luna; Marte tiene dos, Júpiter once. Saturno 
diez, Urano cuatro y Neptuno dos. Desde la más remota anti¬ 
güedad se conocían, además de la Tierra, los cinco planetas ma¬ 
yores, o sea dos planetas inferiores (situados entre la Tierra y 
el Sol): Mercurio y Venus, y tres planetas superiores: Marte, 
Júpiter y Saturno. Es relativamente fácil ver el diámetro apan-nle 
de los planetas mayores, pero las estrellas se presentan stem 
pre, incluso con los más potentes instrumentos, como puntos 
luminosos. Se ven con la misma facilidad los cuatro satélite» 
mayores fie Júpiter, las fases de Venus y el anillo de Saturno. 

Los planetas son de tamaño muy desigual (fig. 31). Júpiter, 

que es el mayor, tiene un diámetro de - ■ del solar, mientras 

10 


que el de la Tierra no es más que Mercurio es más peque¬ 
ño que la Luna y ciertos planetoides no tienen mus que algunos 
kilómetros de diámetro. 

En su movimiento aparente, los planetas inferiores nunca se 
separan mucho del Sol, mientras que los otros pueden tomar con 
respecto a él todas las direcciones* Dos astros están en confun¬ 
ción cuando se Ies ve en la misma dirección, que es contada 
sobre la eclíptica o longitud eclíptica. Se hallan en oposición 
cuando se les ve en direcciones opuestas, y se dice que están en 
cuadratura cuando forman un ángulo recto con la dirección del 
Sol 

Los planetas inferiores tienen dos conjunciones» una interior 
y oirá exterior (más allá del Sol) [fig- 32]. No están nunca en 
oposición con el Sol. Siguiendo su posición sobre su órbita. Venus 
precede al Sol al salir o le sigue al ponerse. Puede separarse 
47 grafios y seguirle o precederle más de 4 horas. La elongación 
de Mercurio, es decir, su máxima separación respecto al Sol, 
varía de 18 a 25 grados en razón de la excentricidad de mi 
órbita. 




órbita de los planetas .principales (En el interior de la órbita 
de Marte se ve la de la Tierra con su satélite la Luna y des¬ 
pués ¡as de Venus y Mercurio) 


LA TIERRA 


Fin. 31 


MARTE 


MERCURIO 
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Hl» I «i Washington en 1931)* El conocimiento de este coeíi- 
' mí. jin niir determinar la masa de la M ierra, !a de los asiros 
del ■iMileitía sedar y la dr las estrellas (v* p. 267), 


Si II.iimi ílttttii \t*:i ft ret'ohn üín \tri4tth * n t\v un i'Mim.I |>. i h i«I«• 
l]Mi ,e|íM I il loM i Mli i II 111 nillí'H O lili 1 ’ . IJHjMi.' ¡ 0 ( 1 * .IM f-SlVilí , Ihflh’lr 

fie li dti! .11 mu di I < ri'Viduea'm ádrial o rlmariun drl recorrido 
de 1 ii ór lili u. Los | dañe las inírrbrnfl giran mas rápidamente tiuc 
la Tierra y los (dunetas superfores más despacios Entre loa 
período» iie revolución sinódica S y sideral T de im planeta y 
la duración de la revolución A tic la Tierra, se verifica la relación 

t 1 1 

- - = ——* + 

T A 

para un planeta inferior y 


v 


1 

T 

para nn planeta superior* 


1 

A 


1 
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Fases de los planetas. (!tmm la Luna, 3». planous pre¬ 
sentan lasos; del hemisferio vuelto hacia nosotros no vemos más 
ijur la parir alumbrada por el Sol. Solamente los planetas infe¬ 
riores tienen fases completas, pero van acompañadas de variacio¬ 
nes del diámetro aparenté: en conjunción interior, el planeta es 
obscuro; pero brilla en conjunción, exterior ifig, 32), Los pía* 
netas superiores tienen fases poco marcadas, ya que nuestro ¡junto 
de vista está siempre situado det lado del Sol. Las fases no son 
prácticamente sensibles más que para Marte {Tierra en Ts en 
la figura 33), La oposición es el momento más favorable para la 
observación tic Marte. 

órbitas de los planetas. Leyes de Reptar. Mientras que 
sus antecesores, que se atenían a los movimientos circulares uni¬ 
formes, no llegaban a interpretar de ion na satisfactoria las obser¬ 
va* iones, Kepler, sometiendo al cálculo las exactas y numerosas 
medidas de su precepto! Tycho Hrahé, descubrió las tres célebres 
leyes que llevan su nombre, 

Fkimkka t.EY, Los ¡ dunetas describen órbitas elípticas en uno 
dt* cuyos foros está el Sol, 

Secunda lev* Las planetas se mueven de tal farma que el 
radio que los une al Sol (radio vector) cubre superficies iguales 
en tiempos iguales, 

TJ'.kckka lev. Los cuadrados de los tiempos de revolución de 
los planetas son proporcionóles corno los cubos de sus distancias 
medias al SoL 

So definen las órbitas elípticas por su excentricidad e = 


a 


a h 

o por su aplastamiento -_ diferencia entre los dos ejes con 


a 


respecto a la longitud del eje mayor. La excentricidad de la. 

órbita terrestre es de realmente muy pequeña. Venus y 
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Neptuno tienen órbitas casi circulares. En los vértices de sus 
órbitas los planetas alcanzan su mayor y menor distancia al Sol 
{afelio y perillo lio) L fig. 341. Según la tercera ley de Kepler, 
los períodos aumentan enormemente cuando se alejan del SoL 
de 88 días para Mercurio a 250 años para Pintón, A causa de 
las diferencias de excentricidad de las órbitas, el planeta Eros, 
que es uno de los pequeños planetas comprendidos entre Marte 
y Júpiter, tiene su pcrihelio en el interior de la órbita de Marte. 
Los planos de las órbitas no se confunden con la eclíptica, pero 
su inclinación es pequeña, inferior a 4 grados, excepto para 
Mercurio (7°) y Pluton {17°). Su intersección ron la eclíptica se 
llama linea tí e nodos de la órbita j su dirección está marcada 
por su longitud eclíptica (ftg. 35), 

Lara que un planeta como Venus se proyecte sobre el disco 
del Sol en el momento de una conjunción interior, basta que esté 
en la proximidad del plano de la eclíptica* es decir* cerca de 
uno de sus nodos. 


La atracción universal. Ley de New ton. Perturbaciones. 

- Las leyes experimentales de Kepler se vuelven a encontrar 
matemáticamente como consecuencia de la ley de la atracción 
universal, que lia inmortalizado el nombre de Newtun: Todos los 
cuerpos se atraen en razón directa de sus masas y en razón inver¬ 
sa del cuadrado de su distancia t Cuando se estudia el movimiento 
de los cuerpos* se ve con más exactitud que cada uno de ellos 
describe una órbita kepleriana alrededor del centro de gravedad 
común. En el movimiento de los planetas, este centro de grave¬ 
dad está muy cerca del SoL Si existe un tercer cuerpo * et pro¬ 
blema bc complica enormemente. Para calcular el movimiento 
de uno de los cuerpearse le supone en primer lugar solo en pre¬ 
sencia del cuerpo que atrae y se considera el tercer astro como 


un astro perturbador. La presencia del Sol es, por ejemplo, causa 
de fuertes perturbaciones en el movimiento de la Luna alrededor 
fie la Tierra. 

La atracción ncwtoniana se ejerce entre indos los cuerpos, in¬ 
cluso entre los situados en la superficie de la Tierra* y tu cons¬ 
tante de la ley de atracción o coeficiente de la atracción univer¬ 
sa! luí podido ser determinada gracias a difíciles experimentos 


Rotación de los planetas sobre sí mismos. Movimiento de 
los satélites* —- Para definir completamente el movimiento de 
los pi metas, debemos decir que, corno la Tierra* giran sobre 
SI miarnos. Esta rotación crea en cada uno de ellos un moví- 
miento análogo al movimiento diurno de la Tierra, El período de 
este movimiento varía con el planeta; así, el de Marte es muy 
parecido al de la Tierra (24 h 37 en lugar de 23 h 56), y el de 
Júpiter es mucho más cono {aproximadamente 10 h). 

La inclinación del eje do rotación sobre el ¡llano de la órbita 
crea nn fenómeno análogo al de las estaciones terrestres. Para 
Marte, la inclinación es de 24°50* miéntrtfs que para la Tierra 
es dr 23 CI 27 . Tiene* pues, las estaciones marcadas (v, p, 271), 
La inclinación del eje de Júpiter no es más que de 3 o 5\ 

Los sai él ¡tus describen alrededor del planeta órbitas kepl ena¬ 
nas, Veremos que la constante dr la tercera ley, que depende del 
cuerpo atraído* es proporcional a la masa de este cuerpo. 


Visión do conjunto del sistema solar. Sentido de rotación. 
Cometas. *— Para completar esta apreciación de conjunto del 
sistema solar* falta añadir que el Sol gira sobre sí mismo y que 
salvo raras excepciones casi lodos estos movimiento» de rela¬ 
ción de los planetas alrededor de! Sol, de los satélites alrededor 
de los planetas y de los planetas sobre sí mismos tienen el mismo 
sentido o sentido directo. Entre las excepciones: los satélites oc¬ 
tavo, noveno y undécimo de Júpiter se mueven en sentido inver¬ 
so, y cabe pensar que se trata de pequeños planetas que han 
sido capturados por este astro, Dr la misma forma, el noveno sale* 
[¡le de Saturno gira en sentido retrógrado. Como astros del sis¬ 
tema salar, aparte de los planetas y de sus satélites* hay también 
que citar los cometas* que obedecen de la misma forma a las 
leyes de Kepier, pero que circulan en órbitas mucho más excéntri¬ 
cas a veces muy próximas a la parábola, y más inclinadas. Se ha 
podido apreciar la periodicidad de algunos de ellos. Estos astros* 
a veces voluminosos, pero siempre de masa pequeña, pueden ser 
Inertemente perturbados en su movimiento por el paso de un 
pianola ce rea de ellos (v. n. 253). 


Descripción de conjunto del universo 


Nuestra galaxia. — El esquema de la figura 33, que rimes* 
tra la Tierra en su órbita alrededor del Sol, está lejos de 
representar bis proporciones de sus diversos elementos: ni la 
Fierra es representada por una bola de 1 ern de diámetro* la 
distancia Tierra-Sol debería ser representada por 120 m, y el Sol 
debería tener 1,10 nt de diámetro. En esta escala, la eftlre^ 
lia más próxima estaría a ( 27-000 km. Las estrellas que vemos en 
el cielo, comprendidas las de la Vía Láctea, están escalonadas 
en distancias hasta de 60 000 añosduz. Esta unidad es la distancia 
recorrida por la luz en un año a razón de 300 000 kilómetros por 
segundo. Todas las estrellas están agrupadas en un volumen que 
tiene forma de disco abultado por su centro. Este cumulo de 
estrellas ha recibido el nombre de galaxia y agrupa como míni¬ 
mo 100 mil millones de estrellas, con una gran concentración 
en dí centro. Su diámetro es de 80 (KM) años-luz, y el espesor del 
abuliamienlo central, de unos 15 000. La figura 30 ofrece un corte 
esquemático de la galaxia* que pasa por el centro y por el SoL 
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El Sol se encuentra aproximadamente a los —— de) radio a 

partir del centro. Esta concentración de estrellas próximas a un 
plano crea la apariencia de la Vía Láclca, donde su abundancia 
toma el aspecto de nubes brillantes; la observación con el telesco¬ 
pio demuestra que estas nubes son estrellas. El centro de la galaxia 
m encuentra en la dirección de Sagitario, Vemos en la Vía Láctea, 
y particularmente hacia el centro de la galaxia* nebulosas bri¬ 
llantes u obscuras que están en realidad constituidas por mate¬ 
ria difusa, gas o polvo (v. p. 278), No todas las estrella» están 
aisladas; los sistemas dobles o triples son muy numerosos. Tam¬ 
poco tienen el mismo brillo todas las estrellas. Lag causas de las 
discrepancias no se deben sólo a las diferentes distancias: et 
brillo intrínseco varía mucho de una a otra; hay estrellas que 
tienen 50 000 ve oes mas brillo que el Sol, y otras que tienen 
100 000 veces menos. Existen en la galaxia y alrededor de ella 
aglomeraciones de estrellas, cúmulos globulares, en los cuales se 
han podido enumerar hasta 40 000 cuerpos brillantes. 


Otras galaxias. —- Hacia 1850 se apreció en algunas nebulo¬ 
sas de pequeñas dimensiones una forma espiral. Desde entonces, 
y principalmente gracias a la fotografía, se han descubierto gran 
número de estos objetos difusos* que se han llamado nebulosas 
espirales . Se nos presentan en diversos planos: una» se ven de 
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trente, ensenando a menucio «os iHiw.ua *v 
central; otras se ven completamente de peí 
alargado. El telescopio de 2,50 metros dn l\ 
descubrir LOO millones de estas nebulosas* En 
fías de regiones más lejanas que la Vía bud 
espirales son más numerosas que las estrellas. 

demostrar que algunas se reducen a estrella», y de —--- 

se ha establecido que se trata de otras galaxias, análoga» a la 
nuestra, que pueblan el universo* Se Han determinado las dist¡in¬ 
das a que se encuentran muchas de ellas; la distancia máxima 
encontrada es de 250 millones fie a nos-lux. 


lie 

roí 

Irán un 

núcleo 

íü, 

ern 

forma i 

i Ir huso 

fot 

llr 

W ilstin 

permite 

K 

n a 

Ignita» 

1 o n igra* 

1 iÓ i 

’,h*a 

, las m 

dudosa» 

ral 

las. 

Se ha 

1 KM litio 

as, 

, y 

dr rsin 

mami a 


Las mareas 

Las mareas se deben a las deformaciones que las atracciones 
ejercidas por la Luna y el Sol hacen sufrir a ; a masa de los 

océanos* ™ re¬ 

consideremos, por ejemplo, la Luna y tina Tierra esienca ro¬ 
deada de una capa uniforme de agua ifig ; 37): la 1 ierra y la 
Luna a la distancia D giran alrededor del centro de gravedad 
común G. El centro de la Tierra está en equilibrio entre la 
fuerza centrífuga del movimiento M «h (M - nia&a de la 1 ierra; 
r = distancia del centro a G; y » = velocidad angular) y la 
atracción de la Luna (v. p. 255): 

M«V = / 

Para una partícula de masa en el centro de la Fierra, se 
tiene igualmente 

mp 


mM 

~W~ 


jí'.o'r — j 


D 2 


En los puntos de la superficie, se concibe fácilmente que en 
A las partículas de agua sean atraídas Inicia la Lima, pero igual¬ 
mente se produce un abultamienlo en B, ya que, para una par¬ 
tícula situada en este pumo, habiendo alimentado las dos distan¬ 
cias r y o, la fuerza centrífuga vence la atracción lunar, que ha 

disminuido. * 

La masa de los océanos toma así la forma de trn huevo cuyo 

eje queda dirigido hacia la Luna, y la rotación de la I ierra, que 
hace desfilar bajo los abulta míen tos las diferentes partes del 
globo, produce las mareas. Al girar la Luna en el mismo sen¬ 
tido que la Tierra unos 13 grados por día, tendremos dos ma¬ 
reas lunares en cada período de tinas 24 h 50 * El Sol impone una 
acción análoga a los océanos, pero de una manera menos ruar- 
cada, ya que su acción es alrededor de dos veces mas débil 
(1 en vez de 2,2). Guando amitos astros están en conjunción o en 
oposición, las dos mareas se juntan, lo que explica la importan¬ 
cia que toman en estas épocas llamadas de si-agías. 

Las desnivelaciones de los océanos serán más fuertes para un 
punto M de la 1 ierra arrastrado en la rotación del globo, ya 
que su trayectoria le hará pasar exactamente por debajo de las 
dos prominencias. Esto es lo que ocurre en las mareas de sici- 
gia del equinoccio, pues el Sol y la Luna se encuentran enton¬ 
ces en el plana ecuatorial de la Tierra. El efecto de arrastre de 
la rotación de la Tierra produce un retraso de la marca con res¬ 
pecto al paso de los astros. La altura de la marea estática teórica 
es de 0,60 m, pero el fenómeno es profundamente modificado por 
la forma de las costas y los periodos de resonancia de las cuenca» 
oceánicas. 


Los eclipses 


Los eclipses se producen en el momento de la luna llena o 
de la luna nueva. Hay eclipse de Sol cuando la Luna se inter¬ 
pone entre la Tierra y el Sol; hay eclipse de Luna cuando este 
astro penetra en el cono de sombra de la T ierra. De no estar 
la órbita de la Luna en el plano de la eclíptica (inclinación 
de no habrá eclipse en cada oposición y en cada conjun¬ 
ción" hará falla que en esos momentos la Luna se encuentre 

<™"a dcU línea Tierra-Sol, cerca .le la eclíplica, a. decir, en 

la proximidad de uno de los nodos de su órbita. El período de 

los eclipses será entonces un múltiplo común de la limación y 
ríe la duración de la revolución draeonítica de la Luna (v, pá¬ 
gina 257). Este período, llamado Saros, ya conocido por los 
caldeos, es de 18 años y 11 días y contiene 213 lunaciones y 242 
revolliciones draenníticas. 

Los caldeos habían previsto la repetición de los eclipses de 
Luna. Los eclipses de Sol no son visibles más que desde una 
pequeña porción de la superficie terrestre, variable fie un eclipse 
a otro; su periodicidad fue, pues, más difícil de comprobar. 


Eclipses de Luna. — La sección del cono de sombra de la 
Tierra a la distancia de la Luna es suficiente para que la Luna 
pueda sumergirse enteramente en ella; la inclinación de su órbi¬ 
ta le permite igualmente pasar por fuera cuando está lejos de 
sus nodos* 
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Fig. 38, — Eclipses (le Sol, Arriba: 
eclipse total* A bajo i eclipse anular en 
O, parcial en B 



Características de 


1 l i ■ i xri inri del cono de sombra varía con la distancia cíe la 
Tierra < 11 II Stil y con la distancia de la Luna a la Tierra; intervie¬ 
ne pinjH, Iji posición de los asiros con respecto a su perigeo. 

I i do ración total de un eclipse de Luna entre el momento en 
que la Luna alcanza el cono de sombra y el momento en que lo 
abamlumi puede durar 4 horas* 

L! eclipse de Luna es visible al mismo tiempo desde la mitad 
del globo en la que es de noche* 

Los rayos luminosos que pasan tangencial mente por la super¬ 
ficie de la Tierra están curvados hacia el suelo en más de 36 
por la refracción , que tiende a recortar considerablemente el 
cono fie sombra, pero, al mismo tiempo, estos rayos rasantes son 
en parte absorbidos* El fenómeno se puede prever, aproximada¬ 
mente, por la simple teoría geométrica, si bien los límites de los 
conos de sombra y de penumbra no son nítidos y quitan al fenó¬ 
meno todo rigor geométrico. En el cono de penumbra, la Luna, 
al absorber principalmente la atmósfera terrestre las radiaciones 
azules, toma un tinte rojo. 

Eclipses fie Sol- —-Desprovista la Luna de atmósfera, nos en¬ 
contramos ahora con un fenómeno geométrico que empezará y 
se terminará en instantes precisos* 

Al variar el diámetro aparente del Sol de 3T 30" a 32' 32", y el 
de la Luna de 29' 20" a 33' 26", la Luna puede, cuando está en 
conjunción en el momento del paso por uno de sus nodos, cubrir 
completamente el Sol o dejar desbordar una corona del disco 
solar ( jig , 38) [eclipse anular L 

Cuando está lejos de sus nodos, puede igualmente pasar por 
debajo o por encima del disco del Sol sin que se produzca eclip¬ 
se, Entre estos dos extremos, hay eclipses parciales. 

En el momento de tm eclipse total, el vértice del cono de som¬ 
bra de la Luna penetra en la Tierra; su intersección con la super¬ 
ficie terrestre da la mancha de sombra en la que el eclípse es 
visible (jig* 38). La anchura de la mancha de sombra es como 
máximo de 216 km, 

Lara los puntos próximos a la mancha de penumbra, el eclipse 
es parcial (B), 

En el momento de un eclipse anular, el vértice del cono de 
sombra no alcanza la Tierra* Estando el Sol muy lejos con 
respecto a la Luna, los rayos cjtie salen de un punto de su disco 
y pasan por un lado y otro de la Luna son paralelos; el radio 
de la mancha de penumbra es equivalente al diámetro de la 
Luna, o sea del orden de 3 500 km (f¿g. 39)* 

Al ser la velocidad de rotación aparente de la Luna 12 veces 
mayor que la del Sol, la Luna pasará siempre delante de) Sol 
de Oeste a Este* Este movimiento relativo desplaza las manchas 
de sombra y de penumbra en la superficie de la Tierra. Al mis¬ 
mo tiempo, la Tierra gira, desplazando al observador en el mismo 
sentido a una velocidad que aproximadamente es la mitad 
(450 m en el ecuador)* Las manchas de sombra se desplazan, 
pues, de Oeste a Este* 

La Con riáis sanee des temps publica cada año las previsiones 
detalladas de los eclipses y, para cada eclipse de Sol, ofrece un 
mapa que muestra los lugares en que será visible (total o par¬ 
cialmente) [jig. 40], 


los principares astros del sistema sotar con respecto a la Tierra 



DIÁMETRO 

aparente 

IMÁMRT MO 

ECUATO¬ 

RIAL 

VOLUMEN 

MASA 

DEN SI DA I> 
CON 

RESPECTO 
AL AGITA 

SATÉLITES 

Mercurio *.* *.* 

5" a 12" 

0,37 

0,05 

0.056 

6,2 

0 

Venus ... ... 

17" a 100" 

0,966 

0,90 

0,817 

5,0 

0 

Tierra ... *. 


1 

1 

1 

5,52 

1 

»■* * * > *•* **► 

1 13" a 20" 

0,54 

0,157 

0,108 

3,8 

2 

Júpiter ... ... ... 

30" a 50" 

1,1,14 

1295 

318,36 

1,36 

11 

Saturnio *** *.* **. 

15" a 21" 

9,4 

745 

95,22 

0,7 

10 

y anillos 

Urano ... .#* 

4" 

4.0 

63 

11,58 

1,3 

4 

Neptuno ... ... 

2 "7 

4,3 

78 

17,26 

1,2 

2 

Sa 1 

ti AA'Jfc * * ■ * m m * v m * ■ ¥ 

3U30" u 32'32" 

109,05 

1.301200 

333*432 

1,41 


Luna.. 

. 

29'20" a ;nr:-i 2 " 

0,272 

0,020 

1 

81,45 

3,33 























































































































































Dado el interés de las observaciones realizadas en el momento 
de los eclipses totales (estudio de la corona, ¡Mir ejemplo), los 
observatorios envían a menudo misiones a los logaren rn que 
es visible el fenómeno. ^ H 

El eclipse total dura como máximo 6 minutos en París. El 
eclipse parcial puede durar algo más de 4 horas. 

Hay en conjunto más eclipses de Sol que eclipses do Luna, 
pero como los primeros sólo son visibles desde una poqiicmi 
parte de la Tierra, en un lugar dado se ve mayor niitnm* de 
eclipses de Luna. 


Determinación de los elementos 
del mundo solar 


Distancias -Conocidas las dimensiones de la Tierra median¬ 

te las medidas geodésicas, la figura 41 muestra cómo se puede 
determinar la distancia D a que se halla un astro observado desde 
dos puntos A, B (supuestos aquí en el mismo meridiano). 

La medida de las dos distancias cenitales £ y ¡T y el conoci¬ 
miento de la diferencia de latitud permiten calcular el ángu¬ 
lo x bajo el cual se ve, del planeta P, la distancia conocida AB. 
Suponiendo AR perpendicular a la dirección del planeta, se 
tiene AB = D X x* 

El método aplicable a la Luna no es válido para el Sol; el 

ángulo x sería demasiado pequeño (9 como máximo). Pero, en 
el sistema solar, basta conocer la distancia de un planeta al 
Sol para deducir todas las demás par la tercera ley de Kepler. 
De hecho, se determinará por el procedimiento indicado ante* 
nórmente la distancia que separa la Tierra de un planeta pró¬ 
ximo en el momento de una oposición o de una conjunción; 
osla diferencia de sus distancias hasta el Sol permitirá deducir 
las distancias mismas. Una de las dificultades era, antes de la 
invención de la T. S. H., visar el planeta desde dos puntos en 
el mismo instan le. Se observaba entonces V emis en el mo 
mentó de sus pasos sobre el disco solar. Actualmente se utiliza 
el pequeño planeta ¿ros, que, en el momento de sus oposiciones 

más favorables, se acerca más a la "1 ierra que Marte (—— de 


la distancia Tierra-Sol). En lugar de medir las distancias ceni¬ 
tales, se transporta la dirección del planeta a la de una estrella 
que se puede suponer en el infinito. Para determinar las dis¬ 
tancias de tas estrellas más próxima$ í se tomará como base la 
propia órbita terrestre, separando las observaciones por un in¬ 
tervalo de 6 meses (la Tierra ocupa entonces dos puntos opues¬ 
tos de la órbita). 


Masas. Hemos visto en la página 264 el principio de la de¬ 
terminación de las musas del bol y de los planetas que tienen al 
menos un satélite. Esta determinación está fundad* en el cono¬ 
cimiento del coeficiente / de la atracción universal Antes de 
que éste fuera conocido, solamente se podía evaluar la masa re¬ 
lativa, con respecto a la Tierra, por ejemplo, de los cuerpos que 
sufren su atracción. 

El conocimiento de la masa de la I ierra ae obtiene airee* 
lamente por la determinación det coeficiente / 6,67 * 10 

CGS y del valor de la gravedad go (aceleración de la gravedad 
restada de la influencia de la fuerza centrífuga de la iota* 
eión terrestre)* La gravedad es, en efecto» la atracción ejercida 
por la Tierra sobre la masa unidad situada en su superficie 


R el radio de la Tierra, se deduce 


g* — f —; siendo 
R* 

M — ó x 10 a7 gramos. 

Para determinar el semieje mayor de las órbitas de los saté¬ 
lites, necesario para el cálculo de la masa del planeta, hace 
falta calcular la órbita real, de la que no vemos más que una 
proyección. Sabiendo que el planeta está en el foco de la órbita 
real, la geometría permite resolver el problema. Las masas de 
los planetas sin satélites se deducen de las perturbaciones que 
introducen en los movimientos de los oíros planetas. 

La masa de la Luna se obtiene considerando las perturbacio¬ 
nes que introduce en el movimiento de la l ierra; el centro 
de gravedad G del conjunto Tierra-Luna describe un movi¬ 
miento ke pieria no alrededor det Sol (fig. 42), Se sabe calcular 
el movimiento y obtener la dirección GS en función del tiem¬ 
po. Mientras se observa desde la Tierra h* dirección TS» ia 
máxima separación p permite calcular la posición del centro 
de gravedad G, de donde la relación de las masas es igual a; 
l 


81,45 


Arriba : Constelación de Orion. Abajo : Nebulosa 
de Orion (FoL Observatorio de Monte Witson} 










Estudio físico del mundo solar 


Corona solar durante mi eclipse total 

(Fot. X.) 


El Solí Datos numéricos, Rotación del Sol. Espectro solar. Irradiación solar. Temperatura, La cromosfera* 
Protuberancias. Las erupciones croniosféricas. Relación entre los accidentes de ki cromosfera y ciertos ferió- 
menos terrestres. La corona, — Los planetas! Mercurio* Venus. Marte* Júpiter, Saturno. Urano y Neplnno, Pin¬ 
tón, Variedad de las atmósferas planetarias: La vida en los planetas. Sistemas planetarios extraño». —* 

La Luna. — El medio cósmico interplanetario. Meteoritos. Cometas 


El Sol 


Datos numéricos*—'Distancia a la Tierra: 23439 radios 
terrestres, o sea 149500 000 km; diámetro medio aparente; 32'; 
radio: 109 radios terrestres (700 000 km); volumen: 13ÜOOOÜ 
veces el de la Tierra; masa: 333 432 veces la musa de la Tierra. 

I Para el estudio del equilibrio interno del Sol y de su ener¬ 
gía de radiación, consultar las páginas 277 y 280 relativas a las 
estrellas.] 

Se observa generalmente el So! con los telescopios fijos de eje 
vertical, al ser reflejada su imagen por un espejo que gira o 
celóstaio (torres solares). Para debilitar las radiaciones sin al¬ 
terarlas, se opera por reflexión. El empleo de cristales colorea¬ 
dos está limitado a las observaciones de posición. 

Se han obtenido imágenes fotográficas parciales del Sol co¬ 
rrespondientes a un disco de 70 cni de diámetro y espectros de 
la luz de cerca de 17 m de longitud. Hemos definido ya, a propó¬ 
sito de los espectros, la fotosfera y la cromosfera (v. p, 252 y 253). 

En el momento de los eclipses totales, se distingue más allá 
de la cromosfera una envoltura gaseosa extremadamente rari¬ 
ficada: la corona solar (densidad L0“ 1E1 g por cm 3 ). También se 
puede percibir después de la puesta del Sol un resplandor difu¬ 
so en la proximidad del plano medio de gravitación de los pla¬ 
netas, la luz zodiacal , que proviene de una corona de panículas 
extremadamente finas muy alejadas del Sol, 

La fotosfera aparece como una superficie granular cuyos ele¬ 
mentos, llamados granos de arroz , se deforman sin cesar. El solo 
hecho de que sean visibles permite atribuirles una dimensión 
de 700 km por lo menos. 

La intensidad luminosa de la fotosfera decrece desde el cen¬ 
tro hacia los bordes; la fotosfera presenta manchas negras y man¬ 
chas brillantes llamadas fáculas , Sus dimensiones, sus formas y 
sus duraciones son muy variables. Algunas, visibles a simple 
visla, tienen un diámetro varias veces mayor que el de la Tierra. 
Se distinguen, en una mancha, la sombra, que constituye el fon¬ 
do y que parece negra por contraste, y la penumbra. La mancha 
está rodeada de fáculas brillantes cuya aparición precede a la 
de la mancha. Las fáculas se encuentran por encima de la super¬ 
ficie de la fotosfera. 

La importancia de las manchas es variable; se ha comprobado 
un período de aparición de 11,2 anos. En el curso de este pe¬ 
ríodo, la latitud de aparición de las manchas varía desde 40 a 
5 grados. No aparecen nunca manchas en el ecuador ni en los 
tasque tes polares* Una mancha raramente dura más de un mes: 
se vuelve circular a medida que envejece. 


Las manchas esián generalmente agrupadas de dos en dos; 
el efecto Zeeman ha demostrado de modo evidente la existencia 
de un campo magnético intenso con polaridades de signos con¬ 
trarios en cada dos manchas. Ocurre lodo como si las dos man¬ 
chas estuvieran en la sección producida por la fotosfera en un 
torbellino cilindrico interior al SoL 

La espectroscopia ha descubierto en las manchas un descenso 
de la temperatura del orden de l 250 grados. 

Rotación del Sol. — La observación de las manchas y el 
efecto Doppler han demostrado esta rotación comparando dos 
bordes del disco* El eje de rotación está inclinado 7 grados sobre 
la normal a la eclíptica. El Sol no gira como un cuerpo sólido, 
su período ríe rotación crece con la latitud; de 25 días en el 
ecuador, pasa a 34 días en los 80 grados de latitud. 

Espectro solar, — Entre las 25 000 rayas aproximadamente 
del espectro sotar , se han identificado la mitad, y se ha dado 
como evidente la existencia en el Sol de 66 elementos simples, 
de los 92 de la química; son metales en su mayor parte. 

Entre estas rayas, 6 500, llamada? * rayas telúrica^ se deben 
a la atmósfera terrestre. Se identifican con facilidad: su inten- 
si dad crece cuando el Sol baj¿i hacia el horizonte, y no están 
sometidas al efecto Doppler de rotación del astro (v. p. 253). 

El estudio de la amplitud de las diferentes rayas (v. p. 254) 
permite evaluar en 2,5 g la masa total de gas de cada centímetro 
cuadrado de fotosfera (en lugar de 1 000 g para la Tierra), Sobre 
estos 2,5 g, hay 1,2 g de hidrógeno (o sea 80 p. 100 de los áto¬ 
mos) y 1 g de helio (o sea 16 p. 100 de los ¿tomos). Algunas 
rayas de calcio son particularmente intensas, pese a que la pro- 
porción de este elemento es muy pequeña» 

Irradiación solar. Temperatura* — A la distancia que se 
encuentra la Tierra, cada centímetro cuadrado de su superficie 
expuesta al Sol recibe 1,93 calorías por minuto. Ampliando este 
resultado a toda la esfera centrada sobre el So] y comparándolo 
con la masa, se ve que cada gramo del Sol emite una energía 
de 2 ergios por segundo. 

Sí se te aplica la relación fundamental de la relatividad limita¬ 
da, que asimila la energía a la masa m : U = mé (siendo c la 
velocidad de la luz), se establece que la pérdida total de masa 
del Sol' por irradiación es de 4 millones de toneladas por se- 
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gttndo. Por fabuloso que parezca este número» permitiría *1 
Sol una duración de ÍO 1 ^ años si toda su masa pudiese trans¬ 
formarse en radiación. La radiación solar corresponde a una 
temperatura de 5 740 grados absolutos en la fotosfera 


La cromosfera. Protuberancias. Lo olwivución dim m de 
la t-roinosfera se ha hecho durante los eclipse» lotnlc». El enpee 
tro relámpago o espectro de emisión de la ctunmwl+'ra ■< pn 'etila 
bajo la forma de luminosidades crecientes de longitud desigual* 

Los arcos más largos corresponden a las rapas más pnduntht* 
de la cromosfera. Se conoce por este medio la repartición en ah uní 
de los elementos. La parte más elevada de la cromosfe ra CODtlSM 
nubes de calcio, llamadas flocula$* que están sin duda OH rqtiilh 
brio bajo el efecto de la presión de radiación selectiva. 

El espectrohelwgrafo , inventado al mismo tiempo por Dcskii- 
dres en Francia y por Hale en los Estados LJnidos, puntille obte¬ 
ner fotografías monocromáticas de la cromosfera. Se aísla en 
el espectro una raya en medio de una pantalla detrás de la 
que se coloca una placa fotográfica, y, mientras la ranura del 
espectroscopio barre toda la superficie del disco solar, se da a la 
placa el desplazamiento apropiado. Gracias a la raya aislada, 
se puede explorar la cromosfera en profundidad. 

El aspecto general de la cromosfera es el de un campo de 
trigo en el que las espigas se doblaran en todos sentidos a causa 
de vientos de direcciones diferentes. En los bordes del disco apa¬ 
recen enormes llamas denominadas protuberancias, que se cla¬ 
sifican en protuberancias eruptivas y protuberancias quiescen* 
tes (o tranquilas). Las mayores se elevan a alturas de 60000 
a 80 001) km; algunas protuberancias excepcionales se elevan a 
más de un radio solar por encima de la cromosfera. Apenas 
contienen más que calcio e hidrógeno. En el mismo disco, las 
protuberancias aparecen bajo la forma de filamentos cuya Ion* 
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gitud pasa a menudo de 600 000 km (fig. 43). Se comprueba 
que, en general, la frecuencia de las protuberancias varía como 
la de las manchas. 

Giertas películas cinematográficas, realizadas recientemente, 
permiten comprender el mecanismo continuo de las protuberan¬ 
cias. -Se observan erupciones de materia tte enorme violencia y 
de una extraordinaria extensión. A continuación la materia expul¬ 
sada vuelve a caer sobre la base de la cromosfera, siguiendo 
al efecto trayectorias preferentes en todo punto análogas a las 
líneas de fuerza de un campo de atracción determinado. 


Las erupciones cromosférlcas. — Además d© las manchas* 
fáculas y protuberancias, se producen en la auiierficie del Sol 
otros accidentes cuya importancia se ha descubierto más recien¬ 
temente. Consisten en apariciones repentinas* en las regiones 
(aculares, de masas luminosas mucho más brillantes que los con¬ 
tornos próximos y que sufren modificaciones muy rápidas de 
forma e intensidad. Se las designa generalmente con et nombre 
de erupciones cromos}¿ricas solares . Su duración no pasa nor¬ 
malmente de una hora, aunque a menudo es más bien menor. 
La- luminosidad de la perturbación puede llegar a ser, en algu¬ 
nos minutos, más de diez veces mayor que la de las partes pró¬ 
ximas. La temperatura que le corresponde es del orden de 1 mi¬ 
llón de grados en lugar de los 6 (XK) grados de la fotosfera. 

El estudio de estos fenómenos revela una correlación muy mar¬ 
cada con los elementos magnéticos terrestres a los que perturba 
í le mudo sensible. 

Relación entre los accidentes do la cromosfera y ciertos 
fenómenos terrestres. — Se sabe que la declinación magné¬ 
tica terrestre sufre tina variación diurna que evidencia la acción 
del Sol. Pero esta acción no puede explicarse exclusivamente su¬ 
poniendo la existencia de un campo magnético cuyo centro fuese 
el SoL Se ha demostrado la existencia, en 'a alta atmósfera 
lerreativ, enire 100 y 200 km de altura, de una capa ionizada por 
las nidia»-iones solares ultravioletas y recorrida por corrientes 
rbVnicim: la ionosfera. Las variaciones de su ionización y de 


m almud se manifiestan de forma muy sensible por perturba* 
rlunes en las transmisiones de las ondas corlas de la radiotele¬ 
grafía. 

La declinación sufre también variaciones bruscas de más de 
un grado, llamadas tormentas magnéticas* que van acompaña¬ 
das de auroras polares o boreales, bellísimas capas luminosas 
irregulares y varia bles que aparecen en el cielo en las regiones 
septentrionales. 

Se ha podido usl ti Mecer que las erupciones croniosfericas van 
HeguidtiH muy ¿i menudo de perturbaciones radióte!©gráficas 
Instantáneas y que la» tormentas magnéticas se presentan con 
i,cu reí ruso de iiikih 26 horas. Después de una erupción, la ra- 
¿ilación ultravioleta recibida del Sol varía y provoca instantá¬ 
neamente perturbación#* rudiotelegráfica», pero la Tierra ie- 
eibe Igualmente, mondo posa “por encima * ^de las manchas 
solares, una radiación corpuscular cuya velocidad de propaga- 
. don es de 1500 km/». Se trata sin duda alguna de átomos de 
H, Ca y He, expulsados por un aumento de la presión de ra¬ 
diación. 

La corona. — Hasta estos últimos años no se podía observar 
la corona más que durante un corto instante en los eclipses 
totales. Su extensión depende del ciclo solar, y en el momento 
de máxima actividad rebasa por lo tanto ci radio del astro. 
Su resplandor se puede comparar al de la Luna llena. 

El astrónomo francés Lyot puso a punto un instrumento lla¬ 
mado coronógrafo^ que, capaz de eliminar la luz del Sol, permite 
observar la corona kíh necesidad de esperar los eclipses. La difu¬ 
sión de ia luz solar por la atmósfera terrestre obliga a observarlo 

desde alta montaña. 

Los cambios de aspecto de la corona no bou producidos por 
movimientos, como ocurre con las protuberancias de la cromos¬ 
fera, sino por apariciones e iluminaciones sucesivas de arcos, 
surtidores y nubes. 

El espectro de la corona contiene* ademas de la luz solar que 
difmide, rayas brillantes, en particular una raya verde y otra 
roja que no coinciden coñ las de ningún elemento conocido. 
Hoy se sabe que corresponden a rayas prohibidas (v. p. 2u2L 
del átomo de hierro muy ionizado. 

La ionización de este tipo exige una temperatura del orden 
det millón de grados, o, al menos, una agitación de los electrones 
y de los iones que corresponda a esa temperatura. Se ha sugerido, 
para explicarla, un mecanismo según el cual se producen, pro¬ 
cedentes de las profundidades del Sol, intensas erupciones en 
la corona. Los átomos emitidos, ionizados, se vuelven, según esta 
teoría, a combinar poco a poco con los electrones libres y dan 
lugar a radiaciones; después, la materia, al volver a caer en las 
regiones bajas de la corona, se hace visible y produce en las 
protuberancias ese predominio de los movimientos descendentes 
tan frecuentemente observado. A posar de este ensayo de interpre¬ 
tación, subsisten muchos misterios, en particular sobre las con¬ 
diciones tic equilibrio físico en la corona. 


Tíistrlbución de las nube» de hidrógeno en la 
cromosfera (Fot. Observatorio de Monte Wilson) 
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Tres aspectos Je) planeta Mar¬ 
te, próximo a la oposición de 
1947 (Fot. Observatorio del pico 
de Mediodiu) 


Cuadro comparativo de las dis¬ 
tancias exactas de los planetas 
al Sol y de las obtenidas teó¬ 
ricamente mediante la anlicu- 
ción de la ley de Bode 


Los planetas 


Tomando como unidad la distancia Tierra-Sol, se observa que, 
basta Urano inclusive, las distancias de los planetas siguen de 
forma satisfactoria una ley comprobada empíricamente, llamada 
ky de Titius-Bode, D = 0,4 + 03 X 2 a ~ 2 con la condición de 
atribuir 0 a Mercurio por el 2 o término y n = 5 af conjunto de 
los planetas telescópicos, que son, realmente, restos de un plane¬ 
ta llamado de Olbers * 

hsta ley empírica ha tenido una justificación en la teoría cos¬ 
mogónica de vori Weizsacker { 1944), la cual explica la génesis 
de los planetas por la formación, en un medio difuso que rodea 
el Sol, de coronas sucesivas de remolinos, condensando e a 
continuaeiom la materia de cada corona para formar un planeta. 

Los planetas se dividen en dos grupos: los cuatro más pró¬ 
ximos al Sol, llamados telúricos , tienen una densidad media su¬ 
perior a la de las rocas (2,7); [os otros, más lejanos, tienen una 
densidad sensiblemente igual a la dd Sol. 

A pesar de su proximidad relativa, los planetas son difíciles 
de estudiar, por estar constituidos de materia fría que no emite 
ninguna radiación visible. Este estudio ha hecho recientemente 
progresos con la exploración de! espectro infrarrojo mediante 
células fotoeléctricas de sulfuro de plomo. La radiación visible 
recibida desde los planetas es el reflejo de la luz solar. Las 
rayas de absorción creadas por la atmósfera del planeta seña¬ 
lan la composición de estas atmósferas. La radiación infrarroja 
se debe al mismo planeta y ha permitido determinar las ¿em- 
peraturas de los planetas* 

Por otra parte, considerando los planetas como masas enfria¬ 
das e isotérmicas, que reciben todo el calor del Sol e irradian 

a su vez, se ha podido calcular la temperatura teórica de cada 
planeta* 

Las dos seríes de resultados obtenidos son dadas en el siguien¬ 
te cuadro: 


Las diferencias concernientes a Marte se explican por la rota¬ 
ción rápida y la presencia de una atmósfera. 

Esta teoría induce a abandonar la idea del fuego central de 
la Tierra. El calor interno del globo se debe exclusivamente a la 
radiactividad de las rocas de la litosfera. El vulcanismo parece 
Temer el mismo origen; la presencia de una gran proporción de 
agua en Us lavas indica que provienen de la corteza terrestre. 


i«ci uunv 


„ - . . , , ,™ ,mo , a ‘ distancia = 0,4 tomando coma 

unidad la de la Tierra al Sol), Mercurio es muy difícil de obser¬ 
var. La lisura Ó2 muestra que pasa, como la Luna, por todas las 
ases y gue estas van acompañada® de una variación del diáme¬ 
tro de ó a U . Mercurio presenta siempre el mismo lado al Sol 
como la Luna con respecto a la Tierra. No se le ha descubierto 
atmosfera a/guna. Su temperatura experimental es de 413° Mer¬ 
curio parece presentar bastantes analogías con la Luna, y sus 

pasos ante el disco solar se producen por grupos de seis cada 
46 anos* 


* n 


, , . . -wwmu» um aoi y la uuna, el astro más brillante 

del cielo es Venus, que se encuentra a la distancia 0,7 del Sol v 
Iiasa por todas las fases, como Mercurio, en el curso de la dura- 
clon de su revolución sinódica: 584 días. La duración de su 
revolución sideral es de 228 días. Su diámetro aparente varía 
durante este tiempo de 17" a 1'40". 1 na 

Su brillo se debe al poder reflector de la espesa atmósfera ca¬ 
seosa que lo envuelve y que no permite descubrir la superficie 

? neta ‘ | Su CO OF * )l “ nc V P ,a M‘ exi K e <l ue estas espesas nubes 
esten formadas por partículas sólidas o líquidas. EÍ estudio del 

espectro indica de forma indiscutible la ausencia casi total de 

oxigeno y de vapor de agua y, por el contrario, una abundan- 
cía de gas carbontco* 
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Página siguiente * .4 la izquier¬ 
da : Júpiter* A la derecha: Sa¬ 
turno (Fot* Observatorio del 
Pico de Mediodía) 
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Marta i Mor te, a la ti islán da 1,5 del Sol, os rl pl^Mín <mi|| 
fácil de observar. En el momento de sus oposicioncH, nti ttluían 
cía n la Tierra es 0,5 y présenla entonces su cara ¡Ititiiliiiidn, Kala 
distancia varía en razón de la excentricidad de la órbita, y mi 
diámetro aparente suele estar comprendido entre i3* y '*> *iun 
que puede bajar a 2 ó 3" en las conjunciones. Su diurnioii di 
rotación, bien estudiada (K>r la observación de las mam im 
de 1 día 40\ La inclinación del eje de rotación subir el pimío 
de la órbita crea un fenómeno de estaciones análogo al 00 Iii 

estaciones terrestres: se manifiestan por la aparo ion dr . < 

quete blanco de nieve que pasa de un polo al olio y qm - d* 
rríte rápida y completamente cuando el polo corrcH|Himlh'iiii 
recibe de nuevo la radiación solar. Esta capa de nieve e&, pm% 
delgada. La presencia de vapor de agua se manifiesta, adamas, 
por nubes muy tenues (cirros a gran altura) que aparecen sobre 
el planeta, pero no ha podido ser descubierta en el espectro, La 
precisión de las medidas permite afirmar que la cantidad de 
vapor de agua en la atmósfera de Mane no alcanza el 5 por 1 DO 
de su valor en la atmósfera terrestre, Manchas más o menos regu¬ 
lares aparecen en la superficie del planeta muestran un cam¬ 
bio de color con las estaciones, lo que había hecho pensar en 
la existencia de una vegetación en Marte comparable a la de 
la Tierra. Se ha hablado mucho de Ion canales de Marte , de 
los que se han trazado mapas muy precisos. Pero^ la existencia 
de una vegetación clorofílica entrañaría la presencia de oxígeno 
en la atmósfera, y el estudio del espectro no revela la menor pre¬ 
sencia de este elemento. 

Marte está rodeado de una atmósefra rarificada de gas carbó¬ 
nico. Su carácter desértico esta probado, y concuerda con el 


color rojizo del planeta. Las manchas de colores que cambian se 
deben probablemente a la presencia de una vegetación sin clo¬ 
rofila, como ¡os liqúenes. Marte tiene dos satélites: Pobos y 
DeimoSy de muy pequeñas dimensiones y muy próximos al pla¬ 
neta. La velocidad de revolución de Pobos es muy superior a la 
velocidad de rotación del planeta. Un observador colocado en 
Marte vería Pobos salir por el Oeste y ponerse por et Este. 


Júpiter. — A la distancia 5,2 del Sol, con una duración de 
revolución sideral de 11 años 315 días, Júpiter es el mayor de 

los planetas. Su diámetro alcanza - del diámetro del Sol. Al 

JL lijjT 


ser la misma su densidad, la relación de las masas es de 1 a 1000, 
o sea 300 veces la masa de la Tierra. Su diámetro máximo aparen¬ 
te es de 50". La lentitud de su movimiento hace que le veamos du¬ 
rante mucho tiempo situado en la misma región del cielo con un 
brillo semejante ül de Venus. Su duración de revolución sinó¬ 
dica se acerca a la duración de devolución de la Tierra (399 
días). La rnLición se efectúa en unas 10 horas alrededor de un 
eje casi perpendicular a su órbita. Esta gran velocidad de ro¬ 
tación lleva consigo un aplastamiento muy sensible. La superfi¬ 
cie de Júpiter aparece estriada de bandas claras y obscuras 
paralelas al ecuador. Se trata, en realidad, de una atmósfera 
espesa superpuesta en abundantes capas ligeras. Apareció en 
1831 una gran mancha rojiza de 40 000 km por 10ÜOÜ km, aun 
visible en nuestros días, que alcanzó su máxima intensidad en 
1878. Esa mancha se desplazó un cuarto de vuelta en cierta época 
y no puede tratarse sino de un cuerpo sólida flotando en lu 
atmósfera. 

A ta temperatura de — 140°, esta atmósfera no puede estar 
constituida más que de gas difícilmente licuable. Intensas llan¬ 
das de absorción entre el anaranjado y el verde, fueron identifica 
das en 1932 y 1934 corno procedentes del metano y el amoniaco. 
Las nubes coloreadas están quizá constituidas por cristales de 
Nlh teñidos por impurezas metálicas. El metano, licuado en la 
superficie, constituye formaciones nubosas que flotan en una at¬ 
mósfera compuesta esencialmente de hidrógeno. 


Jupio r tiene once satélites, de los que cuatro, visibles con 
!»• iniun 11 * fueron descubiertos por Calileo. Los grandes satéli- 
1 + í|n Kurufiu* Límmicdes y Calixto) tienen diámetros de 3 000 
i i UtH) ktu ; hr, otrm limen minúsculas dimensiones. Tres de 
II m g ii ni i i ri rl r mi ¿di» de rd m gradación y son, quizá, asteroi- 
X * u |»i i«Iti . pm r[ plmirta El moviitiicnlo de los grandes satc- 
lili Pi |m i b i himmli' i imiih ido desde hace mucho tiempo. En el 
hi-iriu miIm f ii que k i >:li|mati ¡ u hi nombra de Júpiter es particu¬ 
larmente fácil obsérvanos. Esta ocultación se produce con un 

• f• |iJ.i- uto di ló miniiloH según sr Ir observe en conjun- 

(ji.* ^|ioMÍídon i fitf I U Sr n liana en rl momento de las con- 

junción01, que Bf cuando la luz. para Ilegamos, debe atravesar 
lodii I * órbita di f,i 1 h m i lo oí d r ííígr Lo minutos. Esto permi¬ 
tió u finí ¡m i rti |fí72, liiii o p |,i piiuiri i iletri iimiai ion de la velo- 
i ¿dad de* la luz. 
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Saturno. Casi tan grande como Júpiter, su masa no es inás 

que-— de la del Sol. Su densidad es inferior a la del agua 

3 000 

(0,7). Su duración de revolución sideral es de 29 años 167 días, 
su distancia al Sol de 9,6 y su diámetro aparente máximo de 20 . 
Último planeta visible a simple vista, su rotación se efectúa en 

1 

10 horas, su aplastamiento es del orden de ——- y su aspecto 

1 10 

resulta análogo al de Júpiter. 

El rasgo esencial de este planeta reside en la existencia de sus 
anillos, que coinciden sensiblemente con su plano ecuatorial, in¬ 
dinado 28°. El radio exterior de los anillos respecto al del pla¬ 
neta es de 2,25 y el radio interior de 1,48. Estos anillos forman 
zonas concéntricas de tintes diferentes, separadas por lagunas 
más o menos marcadas. Su espesor, muy débil, no pasa de los 
20 km; cuando se presentan de canto, forman en el planeta un 
delgado trazo sólo perceptible con grandes instrumentos. 

Estos anillos están indiscutiblemente formados por finas par¬ 
tículas separadas que gravitan, según las leyes de Kepler, alrede¬ 
dor del planeta, L,as partículas del borde interior giran más rá¬ 
pidamente que las que forman el borde exterior. 

El anillo está iluminado por el Sol, y lo observamos desde un 
punto de vista muy próximo. Así, pues, casi siempre vemos la 
cara iluminada, salvo cuando su plano pasa entre el Sol y la 
Tierra, lo cual se produce aproximadamente cada treinta años. 
No sr ve cntnncea más que la parte que se proyecta en el disco 
del planeta. 

Saturno es 15 grados más frío que Júpiter, aunque su atmós¬ 
fera muestra las mismas características. El amoniaco solidificado 
debe precipitar mejor en él, dejando la atmósfera más clara. 
Kiiipa mostró que el espectro de los anillos no era otra cosa 
que rl del hielo. Las partículas que lo componen estarían, pues, 
cubiertas de lóelo o formadas de cristales de hielo. 

Saturno tiene diez satélites. Los cinco primeros circulan muy 
cerca del planeta, casi en el plano de los anillos. Las órbitas 
de los dermis tienen, al contrario, inclinaciones bastante grandes. 
El noveno está animado de un movimiento de reí rograd ación. 
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Urano y Nepturio. - í/mno fue descubierto por W, Hcrsc hel 
en 1781. Su distancia al Sol es 19 y su duración jk rcvolu* 
ción 84 años; Urano» llene, pues» un movimiento muy lento. 
Sis diámetro aparente es de 4 , su eje de rotación está simado en 
id plano de la eclíptica (í - 98* 1 ) y sus cuatro satélites giran en 
un plano muy próximo al ecuatorial del planeta. 

NepitífUf fue descubierto en 1846 por Le Verrier (v. p. 256)* 
liste indicó el 31 de agosto de 1846 la posición que debía ocu¬ 
par en el cielo el mencionado astro» lo cual era necesario para 
explicar las perturbaciones de Urano, A su vez, el astrónomo 
Galle, de Berlín, descubrió este astro el 23 de septiembre en la 
posición indicada por Le Verrier* Su distancia al Sol es 30 y 
su r!uración de revolución sideral 164 años 28G días. Tiene dos 
satélites observables, cuya revolución se efectúa en el sentido 
r(iró^rado t míen iras que la rotación del planeta sobre sí misino 
es directa. 

Estos dos planetas gemelos tienen densidades y estructuras 
parecidas a las de Júpiter» pero con temperaturas muy inferió* 
res (— 180° y - 200°)* En su atmósfera, sólo el metano señala 
su p:esencia por bandas extremadamente acusadas. No se han 
descubierto más que trazas de amoniaco. Donde la atmósfera «a 
más clara, la agitación parece menor. En Neptimo no se ve 
mancha alguna. 

Plutón. — Pequeño astro »lc 15 a magnitud, descubierto en 
1930 gracias a la fotografía, en condiciones análogas a las de 
Neptimo y según los cálculo» de Lowell y Pickcring* Es un pla¬ 
neta de masa análoga a la de la tierra, perdido en los confine» 
del sistema solar (distancia 39), Su duración de revolución side¬ 
ral es de 249 años. El rasgo mus acusado de Platón es la gran 
excentricidad (0,246) de bu órbita, cuya inclinación m de 17 
grados sobre el plano de la eclíptica (v, p. 254). 

Variedad de las atmósferas 
planetarias 

La vida en los planetas, — Las importantes diferencias com¬ 
probadas en la densidad de los planetas y en la composición de 
bu atmósfera pueden explicarse por las modalidades de la disi¬ 
pación de las atmósferas en el momento de eu formación. La 
cohesión de los elementos de un planeta está asegurada por la 
gravedad» que es tanto más grande cuanto mayor es la masa del 
planeta. Las moléculas de gas se escapan por agitación térmica; 
la velocidad inedia en esta agitación es más grande para las 
moléculas más ligeras, que son expulsadas las primeras, A la 
temperatura actual» las moléculas de hidrógeno escaparían inclu¬ 
so de la atmósfera terrestre. 

Si se admiten 6 000 a como temperatura de formación, todo el 
oxígeno está disipado por igual. Los pía netas de poca masa han 
perdido de es!a forma lodos sus elementos ligeros y se han con¬ 
vertido en densos (planetas telúricos). Los planetas gigantes, 
como Júpiter, han guardado todo el gas con el que nacieron y, 
jHir otra parte, su enfriamiento ha sido más rápido en razón de 
su alejamiento* Su densidad permanece aproximada a la del 
Sol. La atmósfera terrestre actual se formo con pus torio rulad al 
enfriamiento- Su oxígeno se debe a la clorofila de los vegetales, 
que transforma el gas carbónico. Este oxígeno permite la re pi- 
ración cíe tos seres vivientes y los protege al mismo tiempo» for¬ 
mando bajo la acción de los rayos ultravioleta una capa de ozono 
cuyo primer efecto es convertirse en absorbente para esta ra¬ 
diación destructora, Lá misma radiación pudo ser, paradójica¬ 
mente» la que produjo en la superficie de la Tierra la síntesis de 
Ina primeras materias orgánicas indispensables a la vida. Dada 
la forma en que la respiración constituye el fenómeno esencial 
de la vida, esta no parece posible en Marte ni en Venus y menos 
aún en los otros planetas» 

Sistemas planetarios extraños. La óptica clásica no per¬ 
mite esperar que podamos descubrir pronto los planetas poco 
luminosos, sobre todo a contraluz de esos focos cegadores que 
son las estrellas. Sin embargo, desde hace poco, la gravitación, en 
tres sistemas de estrellas dobles de órbita bien estudiada, señala 
la existencia de un tercer cuerpo obscuro cuya masa es del orden 
del 1 p, 100 de la del Sol. Estos cuerpos tienen la ventaja de 
ser grandes planetas de masa 10 ó 15 veces mayor que Júpiter. 
Es necesario señalar, no obstante, que la física cuántica asigna 
a los cuerpos sólidos un límite más allá del cual las presiones 
internas engendran el estado de “degeneración”, límite que está 
muy poco \nn encima del estado de Júpiter (v, p. 280). 

Los tres sistemas ya conocidos se encuentran entre las 38 es¬ 
trellas más próximas a nosotros, y es posible que» entre los mi¬ 
llones de estrellas de nuestra galaxia, gran número de ellas vayan 
acompañadas de sistemas planetarios. 



La Luna tiene una densidad de 3,3. Su momento de inercia co¬ 
rresponde al de un cuerpo homogéneo, mientras que el de los 
planetas pone en evidencia un núcleo central más denso. El 
hecho de que su densidad sea precisamente la de la litosfera 
letrestrc induce a pensar que quizá se separó de la Tierra cuando 
ésta estaba ya medianamente enfriada. Aparte de la Tierra, la 
Luna es el único astro del sistema solar dei que podemos obser¬ 
var loa detalles topográficos* La Luna está desprovista completa¬ 
mente de atmósfera; las ral relias m: tiro lian detrás de si i disco 
sin que mu dirección haya sufrido la. menor desviación. 

La sombra que produce el relieve lunar, y la forma en que loa 
vértices emergen de la sombra antes de ser alcanzados por el 
limitador (círculo que limita la parte iluminada), permiten de¬ 
terminar geométricamente la altura de este relieve* Tiene verda¬ 
deras cadenas de montañas, más altas que el H¡malaya. Por otra 
parte, comprende grandes extensiones grises unidas apenas riza¬ 
das, a las que se llama impropiamente mares. 

Toda la superficie de la Luna está, además, sembrada de circos 
que van del agujero redondo apenas observable hasta grandes 
fosos de más de 300 km de diámetro. Por último, grietas de va¬ 
rios miles de kilómetros franquean sin desviarse circos y monta¬ 
ñas y se ramifican en una inextricable red. Los circos lunares 
no se asemejan a los volcanes terrestres, irnos, contrariamente 
a éstos» son más bien accidentes profundos cuyo borde está ape¬ 
nas elevado y cuyo fondo se encuentra a nivel muy inferior al 
del suelo exterior. 

Según la teoría de Puiscux, fistos circos sr deben al hundi¬ 
miento de cúpulas en forma de ampollas rellenas de materias 
eruptivas y formadas como burbujas que estallan en la super¬ 
ficie de un líquido pastoso. Puiseux señala también dos peque¬ 
ños abultam¡entos que considera como semejantes a dos ampo¬ 
llas sin reventar. 

Otra teoría atribuye la formación de los cráteres lunares al 
bombardeo meteorice* Los circos tendrían así el mismo origen 
que el célebre jWeíeor Cráter de Árizona (v t p, 273), Basta un 
bólido cada 10 000 años durante 300 millones de años para 
justificar la presencia de los 30 000 circos que se pueden obser¬ 
var. La Tierra ofrece una docena de ejemplos de circos a pesar 
de la acción intensa de la erosión. 

El relieve lunar ha recibido nombres; los de las montañas han 
sido tomados leí relieve terrestre, y os de ios circos» de la histo¬ 
ria de la astronomía (por ejemplo, nombres de astrónomos). 


























En el momento de la Lina llena, el relieve es mucho menos 
visible que en los del cuarto creciente y cuarto menguante, donde 
la iluminación es lateral. Lo que llama especialmente la atención 
cuando se mira la faz de la Luna son los rayos blancuzcos que 
emanan de ciertos puntos. Los más importantes son los que par- 
ten del circo 7'ycAfj. 

Eb evidente que el relieve lunar no na sido modelado por la 
erosión, Aparte de esta característica, el relieve terrestre ofrece 
gran analogía con el lunar: las fosas oceánicas que represen tan 

| os _— de la superficie terrestre poseen la misma estructura que 
4 

los mares lunares. , 

Cada punto de la Luna está alternativamente alumbrado du¬ 
rante 14 días y a obscuras durante el mismo tiempo. Esto, uní- 
do ü la ausencia de atmosfera, produce para nuestro satélite va* 
naciones excesivas de temperatura * de - h 100 grados a 
grados. 


El medio cósmico interplanetario 

Meteoritos, — La materia de la nebulosa inicial no aglome¬ 
rada en planetas o satélites no se ha evadido totalmente, y el 
sistema solar está surcado cu todos sentidos por una multitud de 
corpúsculos de masas y dimensiones variadas. En su inmensa 
mayoría, la masa individual de las partículas no pasa del mili- 
gramo. Algunas de ellas pueden alcanzar un centenar de kilogra¬ 
mos y muy excepcional mente pasar de varias toneladas. Se da el 
nombre de meteoritos a estos corpúsculos. 

Se reserva el nombre de meteoro al fenómeno luminoso que 
acompaña la aparición de meteoritos en la atmósfera terrestre. 
La denominación de bólidos, estrellas fugaces y aerolitos es pros- 
erita por los astrónomos. 

Frecuentemente los meteoritos se agrupan en cometas que, 
bajo la acción de grandes planetas, pueden disgregarse. No se 
puede afirmar en el momento actual si todos los meteoritos pro¬ 
vienen o no de cometas disgregados, y si meteoritos y cometas 
tiene por origen común una condensación planetaria abortada. 

Cuando los meteoritos provienen de la disgregación relativa¬ 
mente reciente de un cometa, se presentan en forma de masas 


Idfndrti cuyas trayectorias paralelas parecen, por un efecto de 
pi i |m'i 11 v 11 , provenir del mismo punto de la bóveda celeste Ha- 
huoIh Mii/frujfc Algunos de catón fenómenos se producen cada 
II m < H lecha fija! cuando la Tierra corta en su curso la trayec- 
tui i i 1 1 1 un enlucí a disgregado ( ftg. 45). El mas conocido 611 nucs- 

n , | olhidr t ' el Ihiinuda de f*etsetdes^ visible hacia el 10 de 

i f n lo Su trutrelnim '* parece a la de Ull cometa observado 

t u II162 s t|iir no luí reaparecido* 

El !■ mine mí bimrm -,11 pi i ivm jm ln poi el paso del melctn ¡lo a 

través de la atmdlíorn tciTrnlrr OÍ C0t&pÍ6JO* Li luminosidad pro¬ 
viene- dr mi.i c;tpa p.iisro^n i|iit imlni el meteorito. 

El ir 1 . (tMilo mmiií lien de lilis niel coi i lo i|Ue llegan ,i la IÍctíií 

conduce & pintar quo ésta puede recibir así fi totielttdú¡$ uc mu- 

feriales por (tía. 

Si un meteorito tiene uiut inusn de menos de o kg (aproxima¬ 
damente), se disuelve totalmente en la atmósfera. Se recogen los 
reatos en la nieve de los polos y de las alian cu mines bajo la 
forma de partículas microscópicas. 

La altura de aparición es de unos 110 km, y la desaparición 
se produce entre los 85 y 45 km* Las grandes masas llegan al 
suelo y abren profundos cráteres ÍMeteor Cráter en A rizón u: 
diámetro, 1200 m; borde, 45 ni; profundidad, ISO mi. 

Los bólidos de luz cegadora corresponden a musas del orden 
de 5 toneladas, y la formación de un cráter a una masa mínima 

de 100 toneladas. t 

Los meteoritos son de naturaleza ferruginosa (con el o 5 por 

100 de níquel), o pétrea (con el 26 por 100 de hierro). Su con¬ 
textura implica el lento en fruí míenlo de las profundidades de 
algún cuerpo celeste ele dimensiones planetarias. La medida fo 
lográfiea de su velocidad, que nunca pasa de los 42 km por 
segundo, muestra que corresponde a la circulación de estos cor¬ 
púsculos alrededor del Sol. Se afirma que pertenecen en propie¬ 
dad al sistema solar. 

Cometas. — El aspecto de los cometas es muy variable. Están 
constituidos generalmente por una cabeza formada por un nú¬ 
cleo muy pequeño y la cabellera; el conjunto es prolongado por 
una cola que se extiende a grandes distancias. 

Una cabeza de cometa iguala generalmente a Júpiter en vo¬ 
lumen. Su cola se dirige siempre a la parte opuesta al Sol: sigue 
al cometa que se acerca y precede al cometa que se aleja (/£#. 46). 
La cola no se despliega más que en las proximidades del Sol, 
siempre en el interior de la órbita de Marte, El U7 por 100 de 
los cometas que descubrimos tienen su perihelio a menos de dos 
unidades astronómicas del Sol (distancia Tierra-Sol). Puede que 
muchos escapen a nuestras observaciones,^ b 

El origen de las colas reside en la presión de radiación (v. p, 
255), que desprende de la cabeza moléculas y finas partículas* La 
cola es generalmente encorvada; puede^ ser recta, ya porque sea 
vista en su plano, ya porque las partículas expulsadas tengan 
enormes velocidades. 

Tres observaciones separadas por uno o dos días permiten 
calcular una órbita aproximada. Ningún cometa ha mostrado 
hasta el presente una órbita francamente hiperbólica, que impli¬ 
caría un origen exterior ul sistema solar. Alrededor del 30 por 
100 corresponde a órbitas francamente elípticas; para los otros, 
bis órbitas no se diferencian de la parabola; corresponden 0 pe¬ 
ríodo- do larga duración, indeterminados para muchos de ellos. 
Toda uiui familia dr cometas de cortos períodos tiene su afelio 
cu la proximidad de la órbita de Júpiter. Este gran planeta pro¬ 
duce a menudo cambios en las órbitas de los cometas. 

Se conoce r l caso de cometas periódicos que se desintegran. 
El más célebre es el cometa de fiiela, al que se vio dividirse 
f n 1816 y 1852. No se le volvió a ver más, y, en 1872 y 1886, 
grandes lluvias de masas de meteoritos nos trajeron lo que pro¬ 
ba ble moni c eran sus restos. 

Liu* masas de los cometas son muy débiles: cu el mejor de 
los casos representan 0,0001 de la masa de la Tierra. En maíllo 
a las colas, encierran en mil kilómetros cúbicos menos substan¬ 
cia que un cm a de aire. En un siglo, la Tierra ha pasado dos 
veces poi una cola de cometa* Ningún sólido de dimensión apre¬ 
ciable ha sido observado en el núcleo de un cometa. 

El espectro de un cometa es un espectro de gas formado por 
rayas brillantes que manifiestan la presencia de compuestos de 
carbono, de hidrógeno, de oxígeno y de nitrógeno (oxido de 
carbono y nitrógeno en la cola). 
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Coordenadas de las estrellas. Movimientos propios* Traslación del conjunto del sistema solar. Cúmulos abier¬ 
tos. Clasificación espectral, — Distancias, volúmenes, temperaturas, masas de las estrellas; Distancias de las 
estrellas. Volúmenes relativos de las estrellas. Estrellas enanas y estrellas gigantes. Temperaturas de las es¬ 
trellas. Diámetro de las estrellas. Masas y densidades de las estrellas. Resultados. — El equilibrio interno de 
las estrellas. — Descripción general del universo: Determinación de las dimensiones de la galaxia. So rota¬ 
ción. Su masa. Número de estrellas. Las estrellas variables. Las novas. Las superno vas. Los materiales in¬ 
terestelares* Estrellas en formación. Glóbulos, Los universos extragnlácticos. Velocidad radial de las galaxias. — 
Las concepciones generales del universo y la relatividad» — Las fuentes de energía y ios caracteres generales 
de la evolución estelar; Fuentes de energía. Caracteres generales de la evolución estelar. La fase final. Las 

enanas blancas 


Las estrellas están agrupadas en figuras o constelaciones- En 
cada una de éstas* las estrellas se designan, según un orden de 
brillos decrecientes, por letras del alfabeto griego (“, y 
luego por letras latinas y finalmente por números* Cieñas estre¬ 
llas llevan nombres de origen árabe. 

Coordenadas de las estrellas. Movimientos propios— Las 

coordenadas de las estrellas definidas en la página 2Ú9 no son 
absolutamente constantes. Su mayor variación se debe al despla¬ 
zamiento del propio sistema de referencia: ecuador y polos giran, 
como hemos visto, alrededor del polo de La eclíptica. Otras cau¬ 
sas hacen variar las coordenadas aparentes de las estrellas, como 


la aberración de la luz T debida a la velocidad del observador, 
que viene a componerse con la del rayo luminoso y altera su 
dirección. La principal velocidad que el observador debe tener 
en cuenta es la de la traslación de la Tierra, que le desplaza 
a 30 km por segundo. La dirección aparente describe así alrede¬ 
dor de la dirección real una pequeña elipse cuyo eje mayor tie¬ 
ne un valor de 20* 47, Esta dirección aparente describe además 
una elipse bajo el efecto del cambio de perspectiva producido por 
ei desplazamiento de la 'Fierra sobre su órbita. Este efecto de 
paralaje es mucho menos importante que el de la aberración 
anual y deja de ser a preciable cu cuanto la estrella se aleja; no 
representa más que unas décimas de segundo en las estrellas mas 




















crrrnrifiH, IVro bu medida es la que pcriDÍlí pm iNumniir *¡t t* t 
mimiT las distancias de las estrellas, y por olio Um a»!rúntimow 
lian tratado do medir los paralajes antes incluso de que din mude 
rail de elementos lo bastante precisos para llegar n un mui ludo. 
En su búsqueda de los paralajes, Bradley descubrió Iti nberra 
i lím anuid y la nutación del eje de la Tierra, 

Olio fenómeno importante que es necesario tenri rn « nenia 
rn las observaciones es la re fracción debida a la t* 


rr rstre 


(fiando el rayo luminoso que llega de las estrellas penetra en 
la atmósfera, atraviesa capas cada vez más densas. L« refracción 
rortiinuu que sufre lo curva hacia el suelo (fig* 47), 1 >n <fi ,1 nina 
t 1 en i tal aparente ce así más pequeña que la distancia cení luí reíd. 
Las medidas deben, pues, ser corregidas en una cantidad que 
aumenta rápidamente con la distancia cenital: de Y a 45*, :iU:¿m 
fi% más de 36' para una visual horizontal. Eso hace que el Sel 
parezca achatado en el momento del ocaso, al estar el borde su¬ 
perior menos realzado por la refracción que el borde inferior. 
Prolonga al mismo tiempo la duración del día. La variación de 
tu infracción con la distancia cenital complica el problema de 
orientar los instrumentos fotográficos. 

Aparte de estos movimientos aparentes, las estrellas no están 
absolutamente inmóviles en la esfera celeste: tienen movimien¬ 


tos fwopio. s, de los cu ¿des observamos la rom jumante transversal. 
Estos desplazamientos angulares son muy débiles y parecen, 
pura cada estrella, siempre en el mismo sentido, por míe nuestra 
escala de tiempos es muy corta* Apenas se conocen 200 estrellas 
cuyo movimiento propio anual pase de Y\ Actualmente el más 
importante es el de ¡a estrella flecha de Barnard t que alcanza 
KT 3, Se trata de una de las estrellas más próximas a nosotros. 

La determinación de los movimientos se hace por la observa¬ 
ción de los clisés lomados con un aro de intervalo. Se conocen 
rn la actualidad alrededor de 250000 movimientos propios. La 
medida del efecto Doppler-Eizeau { v, p. 253) da la velocidad ra¬ 
dial métrica de la estrella. Conocida su distancia, se puede 
reconstruir la velocidad real en magnitud y dirección. Las velo¬ 
cidades de las estrellas son normalmente inferiores a 30 km por 
segundo. Sus direcciones son muy variadas. 


Traslación del conjunto del sistema solar. Cúmulos abior* 
tos- — Comprobado que los movimientos propios de gran núme¬ 
ro de estrellas las hacen converger aproximadamente hacia el 
mismo punto de la esfera celeste, se ha podido deducir que esta 
convergencia se debe a un desplazamiento del Sol, con una ve* 
loe idad de 20 km por segundo, hacia el punto opuesto de la ca¬ 
lera, llamado ¿pea:, que se encuentra en la constelación de la 
Lira, Este desplazamiento del Sol constituye un movimiento con 
respecto a las estrellas próximas. Es arrastrado con las mismas 
estrellas a una velocidad 15 veces mayor en la rotación del cori¬ 
ta mu de la galaxia* 

Algunas estrellas, próximas unas de otras, pero que parecen 
a veces en direcciones muy diferentes* se mueven de forma tan 
parecida que puede perfectamente suponerse una corresponden- 
ida entre (días. Se denominan esos grupos, por ejemplo el de las 
Pléyades y las estrellas de la Osa Mayor (exceptúando a), cumu¬ 
las abiertos . 


Serie Ue espectros estelares que en tiren l:t reglón ultra violeta, 
violeta y azul (AA 3 100— 4 OODA), Puede observarse la evo 
Iucióñ progresiva de las rayan dr los diversos elementos u 
lo largo de la clasificación espectral: aparecen algunas rayas 
fiel hidrógeno, el hierro y r) calcio, y se producen cu la at- 
mbsfeni terrestre franjas de ozono (l)oc. Observatorio de Pa¬ 
rís) ¡ Fot. Chat finge \ 
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Clasificación espectral. — Las estrellas lian sido clasificadas 

según m espectro (v. p , 232) rn seis clases pn mi pal es (que 
comprenden el 99 T 8 por ciento de las estrellas) y cinco clases se¬ 
cundarias. Las temperaturas fotosléricas, que se escalonan desde 
2 000 grados a 30 000 grados, tienen una importancia esencial 
en ia definición riel espectro. De hecho se obtiene una clasifi- 
cación por temperaturas. 

(ais seis clases principales, en orden de temperaturas decre¬ 
cientes, son designadas por las letras B, A, F, G, K y M, y co¬ 
rrespondan a estrellas cuyo color varía del azul id rojo. 

Las clases secundarias son fas siguientes: una clase W de es¬ 
trellas muy calientes, cuyo espectro contiene poderosas rayas de 
emisión; una clase O, más caliente que las estrellas ft 7 y las cla¬ 
ses R, N y S, que corresponden a los mismos intervalos de tem¬ 
peratura que las clases K y M, con algunas particularidades. 
Los espectros estelares forman en realidad una serie continua, 
y cada clase está dividida en diez grupos* Los índices distinguen 
las estrellas en enanas, gigantes y supe r gigantes (ver más mir¬ 
lante). 


Como loa espectros de emisión de las estrellas raras W, los 
espectros de las estrellas más calientes están caracterizados por 
el espectro de centelleo del Indio y por el de! hidrógeno, que, 
cuando se ha descendido poco a poco en la clasificación, dejan 
lugar a los espectros de arco, míen iras que aparecen las rayas 
metálicas (potasio, calido ionizado) después las neutras y por 
último las bandas moleculares. 


El Sol pertenece a la clase G* Los estudios de los espectros se 
centran en las estrellas más brillantes, aunque desde el punto 
de vista de la repartición numérica en las ciases espectrales las 
estrellas cállenles, visibles desde lejos, están muy favorecidas 
con respecto a las estrellas enanas rojas de la clase M, que son 
en realidad mucho más numerosas. 


Distancias, volúmenes, temperaturas 
masas de las estrellas 


Distancias de las estrellas -Hemos dicho en la página 

267 que la determinación de las elisia ocias de las estrellas estaba 
fundada en la medida de su paralaje: ángulo bajo el que se ve 
desde la estrella al semieje mayor de la órbita terrestre, al que 
se supone colocado perpendicularmente. El conocimiento del pa¬ 
ralaje equivale al de estas distancias. 

Se llaman paralajes trigonométricos los medidos directamen¬ 
te- El límite que se puede medir es 0"025 (con (f 005 de apro¬ 
ximación) sobre cbsé fotográfico* Se llega así a estrellas cuya 
distancia es inferior a 4U parsecs (v. p, 252)* Se conocen actual* 
mente 5 500 paralajes trigonométricos. 

El conocimiento de las distancias a las estrellas más lejanas 
puede adquirirse por diversos métodos, todos los cuales se fun- 
d:m rn * \ u,ntm inormo prrviu de las 5 500 distancias básicas. Ya 
hemos visto en la página 2,>2 que del conocimiento de la mag¬ 
nitud absoluta se deduce fácilmente la distancia; añadiremos 
que se puede estimar la magnitud absoluta de varías formas, 

En una misma clase espectral, es decir, a igual temperatura, 
el resplandor intrínseco de la estrella, carae 1 erizado por bu mag¬ 
nitud absoluta, depende sólo de su volumen. Pero ya veremos 
que las masas de las estrellas son prácticamente equivalentes; 
la magnitud absoluta depende, en conclusión, de la densidad de 
la estrella, o, mejor aún, de la presión en ella existente. Ahora 
bien; las variaciones de presión llevan consigo variaciones de la 
intensidad relativa de ciertas rayas del espectro. Estas variacio¬ 
nes lian podido ser estudiadas en las estrellas de distancia cono¬ 
cida, y su observación en el espectro de otras estrellas nos lleva 
al conocimiento de su distancia. 
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Olm mrlitdi», muy utilizado, cm ¡I tlu i nado dr bis refeidin, 
cstrellaB de Itrillo variable ron un período inferior a 45 días. 
[VIíhn Li jtviii descubrió rn 1912 que, pañi tari cefeidas de la pe- 
ijiirúa Nube de Magallanes* eí período er¿i proporcional a la 
magnitud. Dado que estas estrellas se hallan sensiblemente a la 
misma distancia tic nosotros, su magnitud no difiere más que en 
una cuneta ule de la magnitud absoluta (v_ p. 252). Se lia podi¬ 
do confirmar este hecho por otras observaciones y trabar la curva 
lijando el período en función de la magnitud absoluta con una 
constante aproximada. El conocimiento de esta constante per- 
mi ie evaluar las magnitudes absolutas, y por lo tanto las distan¬ 
cias de todas ¡as ceíeidas* Basta, al efecto, determinar la mag¬ 
nitud absoluta de una sola de ellas. Como no existe ninguna 
estrella cuyo paralaje trigonométrico haya podido medirse, ha 
sido necesario emplear el método de los paralajes hipotéticos* 
fundado en el cambio de perspectiva producido por el despla¬ 
zamiento del sistema solar hacia Apex. Las distancias deter¬ 
minadas por este método tienen una aproximación del 10 por 100. 
Pero el método alarga considerablemente el campo de nuestros 
conocimientos, y se puede, con él, determinar la distancia de 
todos los cúmulos que contienen cefeidas, lo cual se lia obser¬ 
vado no sólo en nuestra galaxia, sino en tas nebulosa extraga* 
lácticas más cercanas (M 31 de Andrómeda y M 33 del Triángu¬ 
lo, particularmente). A partir de las distancias de estas galaxias, 
próximas a nosotros, se podrá determinar la de las más lejanas. 

Volúmenes relativos de las estrellas. Estrellas enanas y 
estrellas gigantes. — Hemos dicho antes que, en la misma cla¬ 
se espectral, la magnitud absoluta de una estrella depende de 
sus dimensiones. Clasificar estas estrellas por magnitudes abso¬ 
lutas equivale a clasificarlas por dimensiones. Se creyó que las 
estrellas de una misma clase espectral se agrupan alrededor de 
una dimensión media, mas una primera clasificación hecha por 
Russcll en 1914 demostró que, si bien esto ocurría así respecto 
a las estrellas calientes de la clase A, las demás clases se agru¬ 
pan alrededor de dos valores que, a medida que se desciende 
en !a clasificación, se separan cada vez más, Se ha llegarlo así 
a distinguir las estrellas enanas de las gigantes. Las curvas mues¬ 
tran igualmente la existencia, en cada clase, de algunas estrellas 
muy luminosas, llamadas supergigantes , y, en las clases A y F, la 
fie un pequeño nlimero de estrellas de muy débil luminosidad, 
llamadas enanas blancas , 

Temperatura da las estrellas» — Hemos visto en la página 
254 el principio de la determinación de las temperaturas super¬ 
ficiales» El cuadro siguiente muestra los resultados genera luiente 
admitidos. 

Temperaturas de las estrellas 
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80 000e 
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1J 000° 
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<F 0) 
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(tí 0) 
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(K 0} 

3 200o 
(M 0) 


22 000» 
(O 9) 
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Cúmulo globular de las Pléyades, con sus 
nebulosidades polvorientas (Doc. Obser¬ 
vatorio Yerkes) [Fot. Barnard] 


Diámetro de las estrellas. — También hemos visto que la me¬ 
dida de la radiación permitía estimar las dimensiones de las es¬ 
trellas. Un método ¡nterfcrométrico, fundado en la producción de 
fran jas por la luz que proviene de los dos bordes de la estrella, 
permite igualmente determinar el diámetro aparente de estrellas 
mu y grandes* 

De i as cuatro estrellas estudiadas en el cuadro i aserio al pie de 
esta página, las dos primeras son estrellas su perdigantes; las otras 
dos, gigantes. Encontramos en general en las estrellas enanas de 
la serie principal diámetros que son del orden del diámetro del 
Sol. En las enanas blancas, se encuentran radios comprendidos 
11 

entre — y- del solar. Se ve así la inmensa variedad de 

10 100 

las dimensiones ofrecidas por las estrellas. 

Masas y densidades de las estrellas* — La masa de las es- 

Dimensiones de las estrellas 


f reí las se determina como la de los planetas provistos de satéli¬ 
tes (v. p. 267). 

Existen muchas estrellas dobles cuyos componentes giran alre¬ 
dedor del centro de gravedad común* Se cuentan 40 de esta clase 
entre 130 estrellas más brillantes que la magnitud 3. 

Cuando las dos estrellas no se pueden separar visualmcnte, la 
existencia del par puede ser revelado, y el movimiento estudiado, 
ya por observaciones es pee t roscó picas (v. p* 253), ya por obser¬ 
vaciones fotométricas. Estos métodos se completan frecuentemen¬ 
te y permiten determinar algunas veces la distancia de la pareja. 

Resultados. — El conjunto de los resultados obtenidos condu¬ 
ce a la importante conclusión de que, en su conjunto, las masas 
de las estrellas varían poco „ Con respecto a la masa del Sol, los 
valores extremos de las masas van de 0,5 a 10 aproximadamente; 
pero para el 99 por 100 de las estrellas estudiadas la masa varía 
solamente entre la mitad y el doble de la del Sol* 
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ESTRELLAS 

CLASE 

espectral 

DIAMETRO 

APARENTE 

PARALAJE 

RADIO CON 

RESPECTO 

AL SOL 
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MÉTODO 

a Orionis ( Betelgcuse)..* 

c MO 

0"O47 

0"045 

(ron 

460 

« Scorpii (Antares). 

c MO 

<>"(>45 

ir or >2 

0"026 

160 

a Bootis (Arturo) ... ... 

a ko 

ü"022 

0*020 

0*080 

30 

<* Taitri (Aldebarán) *.. 

B K5 

0"020 

0"054 

0"057 

38 


Cúmulo globular M 13, de Hércules, en el 
que se han contado 40 250 estrellas fFot . 
Observatorio de Monte Wilson) 
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1 ,i ihh r dh ii i nUr las y t II ^ gigantes emi&bur rMnn ul 

ni4 n| * ru una dífrrcru iu di 1 densidad* 

1 oí do* croquis de la figura 48 representan ht rcputiicum de 
l.ii i iuihjis y densidades de las dos ramas principales del dóigm 
mui dr KushüIL Lti interpretación de estos diagramas es de gran 
iii.pm-tmir j ji para rl irssi ndÍo de la evolución de las estrellas* 


Equilibrio interno de las estrellas 


|.hh temperaturas de varios millones de grados que reinan en 
r| interior de las estrellas llevan la materia a un grado de ioni¬ 
zo itiii tal (pie estas, a excepción de las estrellas enanas blancas, 
M,r roMipurLan como esferas de gases perfectos. 

Hay, en efecto, una relación al menos de I a 10000 entre las 
dimensiones del núcleo de un átomo y las del átomo en sí, y la 
materia ionizada podría alcanzar una densidad del orden de I 000 
nin cesar de comportarse como un gas perfecto* En esta esfera 
gaseosa, la presión desempeña, por otra parte, el papel de un 
módulo de elasticidad y, con una presión de 10 !l atmósferas, el 
S«d es no obstante 1 001) veces más rígido que el acero* 

I lomer Lañe fue el primero que, hacia 1870, examinó las pro- 
piedades de tina esfera de gas perfecto constituida por el hidró¬ 
geno en estado atómico* Este estudio fue considerado entonces 
rumo puramente académico* Recogido y completado a continua- 
i ¡un por Eíllden, Rítter, Eddington y Chandrasekhar, lia permi- 
1 tilo conocer las condiciones físicas que reinan en el interior de 
las estrellas. 


Esta teoría, confirmada por la experiencia, establece que la 
magnitud absoluta de una estrella es función de su masa. Es Ja 
célebre relación mam-luminosidad de Eddington. Esta relación 
hc encuentra brillantemente confirmada por la experiencia, como 
lo demuestra la figura 49, donde los valores experimentales se 
agrupan de manera perfecta sobre la curva teórica de Eddington 
(que torna como base í-apella)* 

Los elementos iniciales det estudio son sencillos: un elemento 
gaseoso en el interior de la estrella está en equilibrio entre la 
presión ejercida por el peso de las capas superiores y las pre¬ 
siones gaseosas y de radiación que le empujan hacia el exterior. 
Desde el punto de vísta de los cambios energéticos, el equilibrio 
interno fie las estrellas están en equilibrio radia livor cada capa 
absorbe la radiación de las capas interiores y desprende sus 
radiaciones propias. Esto explica que la estrella no se vacíe 
más rápidamente de toda su energía, pues las radiaciones de 
corta longitud de onda emitidas a las temperaturas considera¬ 
bles que reinan en el interior de las estrellas son fácilmente 
absorbidas. En la parte folosférica, una capa de iones negativos 
de hidrógeno realiza la principal acción de absorción. El equili¬ 
brio por conducción o por convección no se concibe más que 
hacia !a parte central o núcleo de la estrella. 

Se ha demostrado que la presión de radiación desempeña un 
papel insignificante en la mayoría de las estrellas y que mi llega 
a ser importante más que para las masas anormalmente grandes* 
El estadio teórico muestra que, en su generalidad, la materia 
estelar sufre una presión de 1Q HJ atmósferas. 

En el centro del Sol, con una temperatura de 20 mil Iones de 
grados, la presión es de 10 11 atmósferas y la densidad 70,6* 



Sabemos que esta temperatura decrece hasta 7 000 grados en 
la superficie, pero la temperatura media del astro es de 12 mi¬ 
llones de grados* En ei interior del núcleo se producen las trans¬ 
formaciones del ciclo de Hethc, que engendra toda la energía que 
suministra la estrella (v* |>. 280). 


Descripción general del universo 


Determinación da las dimensiones de la Galaxia. Su ro¬ 
tación* Su masa. Númoro dé estrellas. —-Hemos definido en 
la página 264) la Galaxia, que contiene todas las estrellas de la 
Vía Láctea. El ral lidio de los cúmulos globulares ha permitido 
definir sus dimensiones, 

Designamos con este nombre ciertos conglomerados esféricos 
redondos que cent ¡unen decenas de millares de estrellas con una 
gnio condensación central. Ninguno de ellos pasa de la 3 a mag¬ 
nitud* Se conocían ya 103 cúmulos en 1888, y como no se descu¬ 
bren otros, se puede suponer que se conocen casi todos* 


























































































Ff>. 50. Repartición 
ai plano meridiano 


de los conjuntos globulares con relación 
galáctico pasando por el Sol (Según J. S. 
Plastee* t, 1035) 


Se han podido determinar las distancias de 19 de ellos por las 
ccfeidaa que contienen (v. p. 275), Se ha estimado la de los 
otros por comparación con los 19 primeros. Así se ha compro¬ 
bado que los cúmulos globulares estaban repartidos simétrica¬ 
mente, con respecto al plano galáctico, en el interior de una 
esfera cuyo centro se encuentra hacia la constelación de Sagita¬ 
rio, Se les considera como satélites periféricos de la Galaxia , de 
la cual dan así el centro y el diámetro (fig* 50). 

La Galaxia, que tiene seguramente una estructura en espiral, 
como muchas nebulosas, gira alrededor de una normal a su pía* 
no medio: esta rotación de tipo kepleriano fue puesta en eviden¬ 
cia, de una parte, determinando la velocidad del Sol con respecto 
:iI punto medio de los cúmulos globulares (se halla una veloci¬ 
dad de 270 km por segundo per pen dicu la rmente a la dirección 
de Sagitario), y, de otra, por el estudio estadístico de la dístrb 
burlón de las velocidades de las estrellas. Este estudio difícil, 
ya que se efectúa sobre estrellas que están como máxima ix 
algunos centenares de pareces de nosotros* mientras que nos¬ 
otros estamos a 9 000 parsecs del centro, nos lleva a obtener, en 
el caso del Sol, una velocidad de 300 km por segundo, que está 

de acuerdo con la precedente. _ 

La pequeña variación de la velocidad en función de la distancia 
al centro enseña, por otra parle, que la masa central de la Gala¬ 
xia es dos o tres veces mayor que la masa repartida por todo 

el espacio. _ l 

La mejor apreciación del número de estrellas de la Galaxia se 
deriva de este conocimiento de la masa total, estimada en 2 X !0 
veces !a del Sol. Admitiendo que la mitad de la masa está con- 
densada en estrellas, por término medio inferiores al Sol, Fe 
hallan cien mil millones de estrellas pard la Galaxia. La otra 
mitad de la masa no condensada constituye !a nube cósmica in¬ 
terestelar (ver más adelante). 


Las estrellas variables. -Como estrellas de brillo variable 
liemos encontrado ya las ce fe idas típicas, cuyo período está com¬ 
prendido entre 3 y 45 días. Existen igualmente variables de un 
período muy corlo, inferior a 0,8 de día, abundantes en los cúmu¬ 
los globulares, y variables de largo período más o menos regular, 
como Mira Ce ti (320 a 370 días). Todas éstas son estrellas gigan¬ 
tes. No hablaremos de las numerosas variables con eclipses, es¬ 
trellas dobles en las que loa dos componentes desigualmente lumi¬ 
nosos se ocultan a cada rotación, m de las variubtes extremada- 
mente irregulares . 

Se ha comprobado, en las variables regulares, que sus velo¬ 
cidades radiales varían con su brillo. Como se mide de hecho 
la velocidad radial de la superficie exterior, se admite que se 
trata de estrellas pulsátiles, De su situación en el diagrama de 
Russell, y de la existencia de la relación masa-luminosidad, se 
puede deducir una relación período-luminosidad que corresponde 
al descubrimiento experimental de miss Leavilt. 


Las novas. —-Las aovas son estrellas cuyo brillo aumenta 
bruscamente de una forma considerable para volver después len¬ 
tamente a su valor inicial. Kl aumento fie brillo alcanza a veces 
12 magnitudes. Su nombre viene de que no siempre se había 
observado la pequeña estrella primitiva. La magnitud absoluta 
en el momento del máximo es del orden — 7, Algunas han po¬ 
dido ser observadas en las galaxias próximas. Una de las más 
curiosas es la Nova Aquilae de 1918 , que pasa en 3 días de la 
magnitud 10,50 a la magnitud — l (v. p, 252). Su número se esti¬ 
ma en un millar por año y por galaxia. 

Se ha podido verificar en varias ocasiones la existencia de 
novas reíncidentes. Se trata de astros especiales que ocupan una 


jHthii ion particular en el diagrama de Kud&elL En el curso del 
, i unir ii h i dr resplandor, la temperatura de la estrella varía poco, 
pem el rimo üoppleT muestra que corresponde a una expul¬ 
sión dr gnu a velocidades de 100 a I 000 km por segundo. El fe¬ 
nómeno nr revela como una explosión que sólo afecta a la super¬ 
ficie de la estrella. La pérdida de energía corresponde a 1000 
y hasta 10000 años de radiación solar, cantidad insignificante 
si se consideran las posibilidades subatómicas de una estrella. 

Algunas veces se ven aparecer en e) espectro, al cabo de varios 
meses, cierto número de rayas brillantes de emisión que corres¬ 
ponden a una envoltura gaseosa extremada mente rarificada que 
se disiparía en unos cuantos años. 

Esto hace considerar como novas las nebulosas galácticas lla¬ 
madas planetarias, que *on pequeños objetos redondos de as¬ 
pecto bastante parecido al de un planeta. Se conocen unas 150 
y su diámetro es inferior a 1. Se observa generalmente hacia su 
centro una pequeña estrella fíe la clase O y su espectro presenta 
siempre rayas brillantes que corresponden a rayas prohibidas* 

Se cree que las nebulosas planetarias son remotas novas lentas 
que no lian recobrado todavía su calma aparente. 

Las supernovas. En 1885, en la espiral de Andrómeda, una 
nova alcanzó la magnitud 6,5, dando un brillo superior a! de la 
misma espiral, mientras que las novas que se descubren anual¬ 
mente (alrededor de 30) alcanzan la magnitud 15. 

Observaciones análogas en unas cincuenta espirales diferentes 
han hecho admitir la existencia de supernovas. Su frecuencia se 
estima en una por galaxia cada 400 años. La magnitud absoluta 
alcanza una media de —- 14,5, y las velocidades de explosión 
registradas son de 5 000 a 10 000 km por segundo. La pérdida 
de energía corresponde al valor total de la energía subatómica 
de una estrella ordinaria. La estrella residual es al parecer una 
enana blanca. 

En la Galaxia, se pueden citar como supernovas la nova de 
Tycho Brahc (1572), que ¡guala a Venus, y la nova de tCepler 
(1604). En 1940 se descubrió una nebulosidad en forma de aba¬ 
nico, visible sólo a la luz Ha, que le corresponde. La .Crab 
Nébula de Toro aumenta (VT8 por año, y sus dimensiones sitúan 
el origen de la expansión en nueve siglos atrás: viejas crónicas 
japonesas (1054) señalan en míe lugar una nova tan brillante 
como Júpiter. La nebulosa filamentosa dtd Cisne (v. p. 248} co¬ 
rrespondería así a una supernova de más de 100 000 años. 

Los materiales interestelares. Estrellas en formación,— 

Los materiales difusos son visibles en las espirales, que mues¬ 
tran ordinariamente bandas ecuatoriales obscuras, y en la Gala¬ 
xia, donde había en abundancia nebulosas brillantes, difusas, 
y nebulosas obscuras llamadas algunas veces sacos de carbón, 
Pero nebulosidades invisibles su revelan igualmente por sus 
efectos: ocultan la* estrellas, creando regiones pobres y regiones 
vacías de estrellas* Son filias las que dividen la Vía Láctea en 
dos ramas, y también las que impiden ver las espirales y los 
cúmulos globulares en las proximidades del plano galáctico. 


















i'ttítinu prüi'eiivnte. Abajo t La ncbulosta d«l Canm ( o M 1 Tuto* 
l'rnMUidu mediante ln Iuk tflrl hidrógeno «fp/tü* (IJOft» Obierva- 
torlu de Monte WILhojO Bfcfldffj. A la derecha: La gran 

nrlmionu espiral M 31 de Andrómeda fFof. 


Se ha establecido que ninguna nebulosa galáctica es brillante 
por sí misma; tudas consisten en jj;üh rarificado que Transptula 
algunas finas partículas- Brillan por difusión cuando el azar las 
asocia a estrellas potentes, y por luminiscencia cuando estas 
estrellas son bastante cállenles para ionizar sus átomos. Su es* 
pactro contiene entonces rayas de emisión, algunas de las cuales 
prohibidas (v. p. 253), 

i .oh gases interestelares se manifiestan en los espectros de fas 
estrellas por rayas que no participan en el desplazamiento por 
efecto Doppler de otras rayas; tienen su desplazamiento propio 
mostrando a menudo que el rayo ha atravesado nubes animadas 
di: velocidades diferentes. 

Lo esencial de los materiales intersiderales es gas, sobre todo 
hidrógeno. Las principales absorciones se deben a los vapores, 
aunque la cantidad total de éstos es insignificante, .Se estima 
que la masa total de los materiales, aún muy diluidos (algunos 
átomos por cma), es equivalente a la de las estrellas. 


Glóbulos, —Se llama así a pequeñas nebulosidades redondas 
muy frecuentes, cuyo diámetro lineal llega a ser LOO veces el del 
sistema solar. Por otra parte, las técnicas del infrarrojo revelan 
astros gigantes todavía obscuros (1500°). Se cree que se trata 
¡le dos fases de la formación de las estrellas a partir de los mate- 
ríales difusos. La vida breve de ciertas categorías de astros bri¬ 
llantes implica que el nacimiento de tales astros constituye toda¬ 
vía un proceso actual. 


Los universos extragaiáctieos. — El número de las nebulo- 

sus extragalácticas accesibles al gruí] telescopio de Monte Wilson 
i ;r rsi iuia rft millones. Con ex jjNsiriuiuíH iiiás largas se podría 
(jasar sin duda de los 100 millones, y las primeras observacio¬ 
nes hechas en Monte Palomar parece que permitirán quintupli¬ 
car este número, 

Sun cúmulos de estrellas análogas a nuestra Galaxia, Los más 
cercano 1 se revelan como estrellas. La mayor parte tienen una 
estructura en espiral, pero algunos son de forma elíptica, y otros 
de forma irregular. Ciertas teorías estiman que las nebulosas espi¬ 
rales corresponden a una época reciente. La rotación debe, en 
efecto, hacer la repartición uniforme al cabo de un pequeño nú¬ 
mero de vueltas. En las nebulosas elípticas, la aglomeración de 
ht materia en estrellas parece terminada. No se encuentran estre¬ 
llas su pe rgigantes azules de evolución muy rápida. 

La Gran Nube y la Pequeña Nube de Magallanes, que perte¬ 
necen al cielo austral, son dos galaxias irregulares próximas a 
la nuestra (26 000 y 20 IKK) parsees). 

La repartición de las galaxias en el espacio no oh uniforme; 
están agrupadas en cúmulos de importancia desigual. Nuestra 
Galaxia pertenece a un grupo, llamado cúmulo tocata del que se 
han identificado 19 miembros. Pero, si se considera en conjunto, 
la población riel espacio es homogénea. 

Aparte las Nubes de Magallanes, las dos galaxias más próxi¬ 
mas a nosotros son M 31 de Andrómeda 5 a 276 000 pareces, y 
M 33 de Triangulo, a 260 000 parsecs (por el método de las cefei- 
das). La mayor distancia estimada es de 100 millones de parsecs. 
Lor sus dimensiones, la opinión unánime de los astrónomos seña¬ 
la que nuestra Galaxia, sin constituir una excepción, figura entre 
las mas importante». Hasta el presente, no se ha podido descu¬ 
brir indicio alguno de absorción inlcrgaLáctica. 

La utilización del telescopio gigante de Monte Palomar ha 
venido a modificar recientemente esta estimación de las distan¬ 
cias. 


La distancia atribuida a la gran nebulosa de Andrómeda debía 
permitir observar en ell:c ron este nuevo instrumento, algunas 
estrellan variables fáciles de identificar (del tipo R R Lyrae), 
El hecho de que no se baya podido apreciar en ella más que 
otra categoría de estrellas de magnitud absí dula mediana —cono¬ 
cida igualmente y superior a la de R R Lyrae—, ha permitirlo 
deducir que la distancia calculada de 276 000 parsecs es insu¬ 
ficiente y que la verdadera se aproxima al doble dr esa cifra. 

Así, pues, ha sido preciso revisar el contraste de la curva pe¬ 
ríodo-magnitud absoluta de las cefeidas, pues se bahía fijado d 
origen de las magnitudes absolutas mediante la distancia de las 
cefeidas de corto período y se había admitido que la curva rela¬ 
tiva a lus cefeidua típicas (período de 30 a 45 días) prolongaba 
la de las ocíenlas de corto período. 

Estas conclusiones, presentadas en la Asamblea general de la 
Unión Astronómica Internacional, que se celebró en Roma en 
1952, llevan a multiplicar por dos todas las distancias determi¬ 
nadas por el métudo de las cefeidas —es decir, todas las distan¬ 
cias de ios universos extragalácticos— y a suponer igualmente 
que el valor de dos mil millones de años calculado como edad 
del Universo debe ser aproximadamente el doble* 



Velocidad radial de las galaxias- — Si se tiene en cuenta el 
movimiento del Sol para reducir los resultados a velocidades 
con respecto a nuestra Galaxia, el efecto Doppler (v, p. 253), 
estudiado en los espectros de las galaxias, hace aparecer única¬ 
mente velocidades de fuga, las cuales son proporcionales a la 
distancia de las galaxias. La velocidad aumenta 520 km por 
segundo cuando la distancia aumenta un millón de parsecs. Tal 
es la ley de llubfde , enunciada en 1928, mas ésta no implica, 
l>ara nuestra galaxia, una situación privilegiada: si se la consi¬ 
dera como dentro de una nube de vapor, las distancias de las 
partículas a una cualquiera de ellas aumentan proporcionalmente 
a sus valores. 

La ley de Ifubblc se aplica de hecho a las velocidades medias 
de los cúmulos, en el interior del cúmulo, y, en particular, en el 
cúmulo local; las velocidades están distribuidas al azar. No exis¬ 
te ninguna teoría a la que se pueda apelar contra la realidad de 
míe movimiento de recesión de la Galaxia. 

La mayor velocidad determinada en nuestros días es de 42 000 
kilómetro» por segundo. Una vez admitida La ley de Hubble, 
en toda nueva galaxia descubierta la medida de la velocidad de 
alejamiento da la distancia. 

Suponiendo que el movimiento sea continuo desde un principio 
según la misma ley, se puede calcular que las galaxias estaban 
reunidas en una sola masa hace dos mil millones de años. 


Las concepciones generales del 
universo y la relatividad 


Hemos visto que las propiedades físicas fiel espacio en las pro¬ 
ximidades de una masa como el Sol no son euel¡dianas. Las rela¬ 
ciones algebraicas entre ángulos y distancias pueden traducirse 
por la “imagen’' de una curvatura ¡ocal riel espacio-tiempo. 

A pesar de estas curvaturas locales, el universo podría ser 
infinito y cuotidiano en su conjunto. Es mucho mejor admitir 
que la estructura general depende, como la estructura local, de 
la distribución de las masas, 

Kinstein realizó investigaciones en torno a la existencia de tm 
esquema general del universo determinado por el conjunto de laa 
masas c independiente, a primera vista, de la» desigualdades 
locales. 

En principio, Einstein admitió que la materia de las estrellas 
estaba uniformemente distribuida en el espacio, creando una 
niebla cuya densidad, no nula, era constante en cualquier lugar. 
En segundo lugar, las velocidades estelares le parecieron bas¬ 
tante débiles para admitir una agitación nula; la niebla es esta¬ 
nca, La ley de gravitación en el vacio, que concierne a los espa¬ 
cios planetarios, ha debido ser completada para tener en cuenta 
la presencia universal de la malcría. 

Einstein trató de averiguar si existía una definición del ele* 
mentó universo que respondiera a las condiciones siguientes: 
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I” Salíw facer hm rrilinimiCH <!<■ la gravita* iún que r] ha huí 

drfimilu; 

i! 41 PiikImi u un esparto conforme a la leona de lUoniann, humo 

gélíro i H ¡sol nipo; 

3* Admitir u primera vista un espacio cuclidtano; 

i' J )'reseutni una medica espacial i rule pendiente del líe ñipo. 

Fu i">17 t Kínstein aliritió que, entre los tres espacios homhgé' 
neos de K lemán n (espacio euel himno, espacio de Lubakhcwski 
-—tjiit' es un espacio abierto— y espacio esférico de curvatura 
constante positiva, que está cerrado), sólo el tercero era coi upa 
tibie con las condiciones que él se había impuesto* 

Pero Larri aitrv mostró que d universo estático de Kmslcin era 
inestable con respecto a la menor fluctuación de la densidad 
uniforme. 

De Sitter, en 1917, estableció igualmente un modelo de uni¬ 
verso que responde al problema planteado, con la condición de 
que la densidad sea nula. Trátase, pues, de un universo vacío 
utópico, pero se fijó toda la atención en él en cuanto la astro¬ 
nomía descubrió la fugacidad de las nebulosas espirales, Kn su 
espacio, un observador tiene la impresión de (pie toda partícula 
material se aleja de él con tina velocidad proporcional a la dis¬ 
tancia, El universo real, que no es estático -pero cuya densidad 
resulta débil—, parece tender hacia el vacío de De Sitter a través 
de una expansión indefinida, 

Fn 1922, el matemático ruso A, Friednumn mostró que las 
dificultades debidas a la existencia de una densidad de materia 
no nula podían desaparecer abandonando La hipótesis de una 
métrica espacial independiente del tiempo* Un univn -n ¡ siálico 
es imposible: el universo está en expansión. La naturaleza del 
modelo (euclidiano o curvo) está determinada por el valor de 
la densidad de materia; el universo en expansión sería cuotidia¬ 
no si la densidad fuese de 6 X 10 ?,H g por centímetro cubico. 
Ahora bien, nuestro conocimiento de la tlisl rümción de Las gala¬ 
xias y de su masa conduce a un valor de 10“" - g por centímetro 
cúbico. Fu el estado actual de nuestros conocimientos, la solu¬ 
ción de Friedrmum sugiere, pues, un universo abierto como el 
de Lo baldío wk y, que crece con el tiempo desde cero hasta lo 
infinito. Kí descubrimiento de materiales ignorados que aumenta¬ 
sen la densidad convertiría el Universo en cerrado: oscilaría 
entre cero y un valor finito, Lema! I re estableció otra solución, 
conservando en la ley de gravitación una constante CO&mol 
introducida por Einstein y abandonada en la solución de Fiieib 
mann. {Incluso Einsiein se adhirió A la solución de Friedmann.) 

Esta constante aparece como una fuerza de repulsión antligó¬ 
me;! de la gravitación, y un valor particular permitiría d eqm 
libido del modelo está lien de Einstein. Fu il intuirlo en 
sión de Lcmai l re, el estado ¡ ,i .l ático de F inste i n constituye uno 
de los estados sucesivos alcanzados. Es un modelo Inperrsíérico 
cerrado cuyo radio K está ligado ¿i la densidad. El modelo lia 
pasado por 0 hace cuatro mil millones de anos, ha superado 
d estado estático de Einstein y tiende asimptóticameule hacia 
un universo de De Sitter (con un valor límite para la constante de 
reeeMÓnh 

La evolución más rápida tiltil modelo de Fricdrmmn parece me¬ 
nos satisfactoria* 


Fuentes de energía y caracteres 
generales de la evolución estelar 

Fuentes de energía* El fabuloso gasto de energía del So! 
(v* p* 268), y el mucho mayor de ciertas estrellas, no pueden 
explicarse en virtud de la combustión, ni por la radiactividad 
natural, ni aun por la contracción del astro, Edl& última será 
considerada para las estrellas como una energía inicial que pro¬ 
mueve por elevación ríe tcrnpenmira tas relaciones tcrmomieloio 
res. 

En la formación de los átomos de oxígeno de masa atómica Ifi 
a parí ir de átomos de hidrógeno de masa atómica 1,008, su ve 

desaparecer el - de la musa. Ya cu 1911, ¡AUtgeyin interpretó 
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catas pérdidas de masa como correspondientes a la energía des¬ 
prendida por la transmutación. La esencial se ha desprendido yu 
en la transformación de cuatro átomos de hidrógeno en un átomo 
de helio. 

Esta es una fuente de energía capaz ríe explicar la radiación 
solar durante cíen millones de años. Se sabe hoy que tales trans¬ 
mutaciones entre elementos químicos simples, que existen en 
abundancia en las*estrellas, son posibles mediante la utilización 
de proyectiles que tengan una energía cinética suficiente. 

El agente de transmutación atómica en el seno de una estrella 
es el protón, producido por ionización de las masas de hidrógeno 
y que obtiene su energía de la elevación de temperatura. Se lian 
podido determinar las temperaturas necesarias para dar al pro¬ 
tón la energía que podría requerir su penetración en un núcleo 
atómico cargado positivamente como él* y se ha obtenido para 
cada elemento una temperatura umbral. Para los elementos más 


b; i io' ( L • IruopciJimnis empiezan a 400 000 grados, valor que 

puede ni t 1 ... por la contracción* La fusión nuclear de 

esUrn ciernen ton ligeros (dentera, litio, berilio y boro), rápida* 
menta agorado*, produce un formidable suministro de energía 
que permite alcanzar el umbral de la reacción normal. 

Para realizar la transmutación dé hidrógeno en helio, no se 
puede suponer que cuatro átomos de hidrógeno se encuentren a 
!:i vez; es necesario establecer un proceso en el que actúa como 
lulerinediarin el átomo de carbono, o sea d ciclo de Hethe, esta¬ 
blecido en 1939. El átomo de helio se constituye en cuatro etapas, 
y el átomo de carbono se encuentra así restituido. 

Ft átomo dt helio, no afectado por las temperaturas de los 
núd eos estelares, se comporta como un residuo. Así* cuando todo 
el hidrógeno lia sido transformado en helio, la emisión de ener¬ 
gía cesa. {I j¡ formación de los elementos pesados no puede ex¬ 
plicarse más que por el usía do “t non oh ImT inicial.) Dos de las 
reacciones del ciclo de He fin; se hacen muy lentamente y limitan 
el suministro energético. Su larga duración y la rareza del ele¬ 
mento catalizador impiden a las estrellas perder demasiado rápi¬ 
damente mí energía. 

El proceso del ciclo de Bethe es muy sensible a la» variacio¬ 
nes de Han pera Pira y se produce únicamente en el núcleo central 
de la estrella. 

Caracteres generales de la evolución estelar. — Partiendo 
de Ui duración media del ciclo de Bethe y de la pro|>orción 
actual de helio y de hidrógeno en el Sol, se ha podido estimar sil 
Cf lud en cualro mil millones de años, valor hacia el cual convergen 
las apreciaciones más diversas de la edad del universo. 

Respecto a su porvenir, las apreciaciones varían de 9 a 90 mil 
millones de años, según se admita que todo el hidrógeno puede 
participar en bi reacción o que ésta no interese mas que a la 
fracción contenida en el núcleo. El helio formado es mucho me 
nos transparente a las radiaciones cortas que el hidrógeno; la 
temperatura del Sol debe, pues, elevarse y la reacción acelerarse. 
Fl cálculo muestra que su irradiación alcanzará 100 veces sil 
valor actúa 1, después de lo cual su luminosidad y su radiación 
i Ice i va' r¿ n ] i rasca men í e. 

So pensaba hace unos treinta años que las estrellas, calentán¬ 
dose por contracción* pasaban pur todas las fases de la clasifica- 
ción espectral, de la clase M (gigantes) a la clase B, para vol* 
vm en seguida la clase M (enanas). Hoy se sabe que este u dcgli- 
/»miento”, a lo largo de la V del diagrama de Russell, exigiría 
fin tiempo desmesuradamente más largo que los cuatro mil millo- 
ntí b de años que hemos ya citada. 

Las estrella» no han podido aún sufrir más que un principio 
di evolución: mi diversidad proviene de la desigualdad de tas 
musas iniciales. Las estrellas anormalmente grandes están por 
otra parte en desequilibrio (ceffcidas, novas y superno vas), 

truniow ha establecido que las estrellas de la serie principal 
del diagrama de Ru&sell corresponden a) cielo de Bethe; las 
«'sirelias variables, que están todavía en el estadio de la fusión 
nuclear de los elementos ligeros, no lian alcanzado este estadio. 
Su desequilibrio podría provenir del paso del régimen de con* 
fracción al de las reacciones termonucleares. 

Una su per gigante infrarroja como e de Auriga toaba apena» 
de nacer i\ expensas del gas cósmico y está aún en el estadio 
de la contracción inicial que debe suscitar las primeras reaccio¬ 
nes. 

Las gigantes blancas (y de Cisne) son estrellas de masa gran¬ 
de 117 veces el Sol) que timen una evolución rápida; en menos 
de 200 millones de arlos, batirán agotado su hidrógeno. 

La fase final* Las enanas bl^ncss. — Una vez consumidas 
bis energías nucleares que puede liberar, la estrella se contrae y 
agota rápidamente su energía de contracción. Cosa de irradiar y 
se convierte en un cuerpo sombrío y frío. 

Las estrellas enanas hlaru as parecen astros que han llegado a 
este estado; sólo una franja externa de gas se halla mu en 
estado normal. 

U Compañero de Sirio es una «nana blanca que concentra en 
un radio de 13 000 km (dos veces el de la Tierra) una masa equi¬ 
valente a la del Sol (0,98). Su densidad alcanza 210 000 con 
respecto al agua. Rara alcanzar tal densidad, es necesario que los 
aloraos, habiendo perdido todos sus electrones, se hallen reduci¬ 
dos a su solo núcleo. I,a materia fría de los planetas puede igual* 
mente ser reducida a esto estado bajo el efecto de una presión 
suficientemente elevada. Esta presión es casi alcanzada en el ceu* 
tro de Júpiter, que realiza probablemente el sólido máximo. 

Lhandrasekhar y Kotari establecieron que el radio del cuer¬ 
po enfriado es tañía más pequeño cuanto mavor es su masa. El 
.^ol tendrá en su estado final un radio parecido al de la Tierra. 
r>trn> I! no ha alcanzado aun totalmente este estadio. 


M. ÜUtlAMKT. 
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Ciencias naiürales 





Introducción 


[hijo i t i í i u 1 11 *\v Historia natural se agrupaban ante# La Zoología, 
]it Motan iva (o Fitología) y la Geología. AI pertler vigencia la pula lira 
Instaría en nuestro siglo ultra cien tí fien, ha sido reemplazada por la de 
ciencia. AI Lialilar de ciencias naturales queremos mostrar que no i oten*, 
tamos solamente presentar y describir unos hechos o unos seres, sino 
explicarlos por una sé ríe de encadenamientos de causas a efectos como 
se ha procedido siempre en ias ciencias fisicoquímicas* 

Las ciencias naturales están limitadas a los tres reinos Je iu natura¬ 
leza y podemos dividirlas inmediatamente en dos grupos: /nologia y 
Botánica, que se ocupan de los seres vivos, y Geología, conjtinto de tas 
ciencias de la Tierra* 

Es evidente que las dos primeras tienen más afinidades entre si que 
con [a tercera y que, por lo tamo, deben admitir las mismas subdivisio¬ 
nes y casi los mismos métodos de investigación* Por el contrario, la 
Geología empica sus métodos propios* 

Ocupémonos primero de las ciencias relativas a los seres vivos. Su 
nombre común y más general es d de Biología , aunque se reserve más 
loen este nombre a la parte de las ciencias naturales que estudia los 
animales y los vegetales vivos, y no post mortem t como lo hacen los 
anatomistas, 

¿Como procederemos en el estudio de animales o plantas? Si están 
vivos, veremos cómo viven, es decir, cómo se alimentan, respiran, se 
reproducen, ele. Estudiaremos sus costumbres (Ettdogia), sus relacio¬ 
nes con el medio que los rodea (Ecología). Estas relaciones nos servirán 
para explicar su distribución geográfica ( Biogeografía), Procederemos 
también al estudio experimental de sus funciones orgánicas (Fisiolo¬ 
gía), midiendo su intensidad y cociente respiratorio, ritmo cardíaco, 
movimiento ascensión* l de su savia, su digestión, asimilación, secreción, 
excreción, etc. Una vez muertos, estos seres serán objeto de una des¬ 
cripción precisa de su forma fmorfología)* La morfología interna 
(Anatomia) nos dará a conocer la disposición de los órganos internos 
o visceras. 


Penetrando aún más en el estudio morfológico, el microscopio nos 
ayuda a establecer la forma y disposición de las células en los diferen¬ 
tes tejidos. La Histología o estudio de los tejidos se completa con la 
Citología o estudio de las células. 

La Anatomía y la Fisiología sirven de punto de partida a la Medid* 
na, encargada de describir las anomalías que se producen en el funcio¬ 
namiento de los órganos, y a la Farmacología^ cuya misión consiste en 
resta Mecer su buen funcionamiento. 

A medida que se progresa en eJ conocimiento de los seres vivos, se 
percibe la identidad profunda de los elementos que los constituyen. Si 
bien distinguimos una morfología animal y otra vegetal, una histología 
animal y oirá vegetal, en realidad no hay más que una sola citología: 
animales y plantas se identifican en la célula. 

Esta confluencia de los dos reinos ee observa cuando son tratados 
desde el punto de vista de la clasificación (Sistemática, Taxonomía). 
Mientras que un animal y una planta superiores no pueden confundir¬ 
se, la diferencia se atenúa a medida que kc desciende en la doble es¬ 
cala de los aeres* En cierto punto ya no se sabe si tal ser, unicelular 
o no, os lio fil oflagelad o por su clorofila o un zooflagelado oír razón del 
llagólo que lo permite moverse* Es posible que tales animales-plantas 
hayan sido el origen de lu vida sobre nuestro globo* 

Hemos dicho que la Geología era, a primera vísta, una ciencia muy 
distinta de las precedentes* Al querer definir las limitaciones de esta 
afirmación pensamos en seguida en la Paleontología, enlace fundatnen- 
(al entre zoólogos, bolán icos y geólogos* Consagrada al estudio de los 
fósiles, es decir, de los restos conservados en las capas de! suelo, de 
animales y plantas que vivieron en otros tiempos vn la superficie «le 
la Tierra, esta ciencia es evidentemente más biológica míe ecológica* 


Sin embargo, los fósiles no tienen solamente valor como testigos de la 
evolución de la vida sobre t_d globo, sino también para la determina¬ 
ción de tos terrenos en que se cncueritrim, (ionio las medallas y neme- 
das descubiertas por los arqueólogos en los monumentos antiguos* los 
fósiles permiten fechar los estratos de la corteza terrestre y se con vier¬ 
ten aftí en los fundamentos de la Estratigrafía* 

Desde luego, el geólogo estudia también las rocas sedimentarias que 
constituyen esos mismos estratos, las rocas metamúrfiens que han po¬ 
dido cambiar con id paso del tiempo y las rocas eruptivas que las atravie¬ 
san* Así naco una nueva ciencia, la Pctragrajia^ que es homologa de lu 
Histología do los seres vivos. V de la misma numera que los tejidos 
están compuestos por células, las rocas están constituidas por minerales. 
A la Citología corresponde, por consiguiente, la Mineralogía, 

La historia antigua de la fierra sólo se comprando m [unción de su 
vida presente, por lo que el geólogo debe conocer los “órganos y fun¬ 
ciones terrestres" que son lu atmósfera, las corrientes de agua (de su¬ 
perficie o subtemineas), las montañas , 1 los glaciares, los mares, loa 
volcanes, los terremotos, etc* Las ciencias particulares que se ocupan 
de su estudio son la Meteorología, la Espeleología, la Ortdagía, la 
Glaciología, la Oceanografía, lu Vutcanología y la Sismología. 

Gracias a todas estas ciencias, el geólogo puede explicar la evolución 
terrestre a través de los dos mil millonea de años que nos separan de la 
primera solidificación de lu corteza. El estudio de la estructura y tic 
la génesis de las cadenas de montañas que se han sucedido en id trans¬ 
curso del tiempo (Tectónica) es una ciencia de las más complejas. Las 
vicisitudes geográficas del globo originadas por desplazamientos de ios 
mares las estudia la Paleogeografía, ciencia que cobra vida con ayuda de 
la Paleohiolagía, la cual reconstituye la fauna y flora desaparecidas. En 
contraste con este acercamiento a La Biología, podemos “salir 1 del 
globo terrestre y, gracias a lu Astronomía, confrontar nuestro conoci¬ 
miento de iu Tierra con los que podemos adquirir sobre otros planetas. 
El estudio de los meteoritos, “mensajetos celestes", constituye el enluce 
directo cutre la Geología y la Astronomía. 

Las ciencias naLuralea, ¿forman en la actualidad un todo homogé¬ 
neo e independiente de las otras ciencias? Evidentemente* no* De lo 
expuesto se deduce hasta qué punto la Física, la Química c incluso las 
Matemáticas les son indispensables* “La investigación decía yo en la 
nota final de ini libro Las anguilas —- exige conocimientos profundos y 
variados: conocimientos matemáticos, necesarios en biometríu y por 
consiguiente en sistemática; conocimientos anatómicos■ conocimiento!* 
hsicoqu ínticos, indispensables en fisiología [,..]* Guarí Lo mayores sean 
los conocimientos que se poseen antes de emprender cualquier dase de 
trabajo zoológico* mayores serán las probabilidades de éxito. Y Lo que 
es verdad para la Zoología lo es también para las otras ciencias*” 
Antiguamente, tos sabios estaban menos especializados que en nues¬ 
tros días debido a la menor complejidad de las diversas ciencias, to¬ 
da via en estado embrionario. Asi, en el siglo xv, Leonardo de Vine i 
sobresalía como matemático, físico, ingeniero, arquitecto, anatomista y 
aun como paleontólogo. Junto con Bernardo de Pulissy nos dio la pri¬ 
mera concepción de la verdadera naLu raleza de los fósiles, ■■ Indo eso 
además de ser gran pintor, escultor, músico y poeta. 

Ya casi no existen esos espíritus polivalentes* El desarrollo de cada 
una de las ciencias exige una especiali/ación cada vez más precoz y 
cada día más estricta. A la especia ligación de los estudios superiores se 
iñude la de La enseñanza secundaría, y vemos ai investigador encerrado 
m una sola cien da, cuando al can ira río debería poder maniobrar en el 
límite de la ciencia que cultiva y sus vecinas* En estos dominios fren¬ 
emos es precisamente donde se realizan los más sensacionales descu¬ 
brimientos. 

Léon Bkktin 



Venas de petróleo bruto: Imagen teórica de una roca-depósito (Doc, Es so) 
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Geología y mineralogía 


Introducción 


Lu Geología es la ciencia de la Tierra- Su misión es estudiar 1 a »• 
tiuctura del globo terrestre y explicar los feiiómrims <iur lian ocurrido 
en ¿1 desde la consolidación de su corteza hasta nuestros días. La Geo¬ 
logía comprende diversas ciencias paiticulareM que examinan nuestro 
planeta desde diferentes puntos de vista. 

Las rocas que constituyen el suelo están formados por agregados de 
cuerpos simples o compuestos; los minerales. La Petrografía y la Mine¬ 
ralogía tratan, respectivamente, de las rocas y de los minerales que las 
componen* 

Además de minerales* las rocas contienen vestigios de animales o 
plantas hoy día desaparecidos cuya descripción os d objeto de la Paleon¬ 
tología* Gracias al estudio de estos fósiles se lia podido estableaer una 
verdadera cronología de la historia do la I ierra y precisar las fases 
de su evolución; esta importante rama de la Geología es la Estratigrafía, 
llamada todavía geología histórica * 

La Tectónica se basa en la observación de las deformaciones mecá¬ 
nicas que lian originado las cadenas montañosos. 

La Geografía física y su asociada la Geofísica se ocupan de las mo¬ 
dificaciones continuas que, bajo la influencia del aire, del agua y a veces 
de los volcanes o los terremotos, se efectúan en montañas, valles y ríos. 

La evolución de nuestro planeta se ha realizado por ciclos, en cada 
unt) de los cuales se han repetido aproximadamente los mismos fenó¬ 
menos físicos. Después de describir los materiales de la corteza terres¬ 
tre, y para poder definir las fases principales de un ciclo tipo, estudia¬ 
remos la evolución de esta corteza en el tiempo tomando como base 
los fenómenos actuales. 

Una vez expuestos los principios que rigen la evolución del relieve 
terrestre, abordaremos la cronología geológica y describiremos ios aspec¬ 
tos sucesivos de nuestro planeta, así como los animales y plantas que 
lo habitan* 

Materiales de la corteza terrestre.— Solamente U pane más 
superficial de la Tierra es accesible a las investigaciones humanas. Por 
cálculos astronómicos se ha establecido que la densidad media ele la 
Tierra es, aproximadamente, de 5,5. Pero como la densidad inedia de 


las runas superficiales es de 2 t 8> luí y que concluir que el centro del 
Globo esté ocupado por materiales de densidad superior a 5,5, en par¬ 
ticular hierro o níquel. 

Estas consideraciones, y la observación superficial de la 'ierra, nos 
permiten distinguir: en el centro, un núcleo o barisfera; en la super¬ 
ficie, la litosfera, región parcialmente cubierta por la hidrosfera , y, por 
último, una envoltura gaseosa, o sea la atmósfera. 

La naturaleza física exacta de la parte central del Globo nos es 
prácticamente desconocida. Sólo sabemos que la temperatura aumenta 
con la profundidad, aproximadamente I n C por cada 30 a 33 metros. 
Es lo que llamamos grado geotérmico. 

Si el grado geotérmico fuera constante, a 30 kilómetros de profun¬ 
didad deberíamos encontrar una temperatura de unos 1 000® €, es decir, 
suficiente para mantener en fusión la mayoría de los materiales de la 
corteza terrestre. La teoría que imaginaba el centro de la Tierra como 
una masa incandescente de producios en fusión, rodeada de una pe¬ 
lícula sólida, fue admitida durante largo tiempo, pero los últimos des¬ 
cubrimientos de la física del Globo, en particular el estudio de iu pro¬ 
pagación de lus ondas provocadas por los terremotos, tíos han permitido 
obtener los resultados siguientes: la presión en el centro es aproxima¬ 
damente de tres millones de kilos-fuerza por centímetro cuadrado; 
la densidad, próxima a 12; la temperatura, aunque determinada con 
menos precisión, de tres a cuatro mil grados cuntí grados. Las propieda¬ 
des elásticas de hi parte externa del Globo, hasta unos tres mil kilóme¬ 
tros, son semejantes a las de los sólidos, pero experimentan cambios 
importantes a partir de esta distancia. 

Reseña histórica 

De los grandes fenómenos geológicos ocurridos en lu Antigüedad, como 
inundaciones, terremotos, hundimientos de tierra, solo nos han llegado 
consideraciones vagas. En cambio, en el trabajo de los primitivos mi* 
ñeros podemos ver indicios de las primeras observaciones verdadera- 




?84 


GEOLOGIA Y MINERA) O G I A 


monlc j'.í ológicaN, ; lus ímiríns fueron |i roba !i!unni|r Ion i ni iik I ocio 
res iÍ*■ 1 «ile fI+■ Ijin minas ni el mundo occidental, 

1 H ni it fie. primoruis esrriloh qtir alunen a l.i Geología rilaremos el 
Potó tul o sobre ítis piednu de Plinio el Viejo (23-79), Heredóte (481- 
425.) rMablreíó por observación de conchas marinas que Egipto fue 
antiguamente un golfo marítimo. Tales de Mileto (640-548), Aristó¬ 
teles (384-322), Eratóstencs (276-196) y Estrabón (58 a. de J. C. 21 <L 
de j, C,), describen también algunos hechos geológicos» 

Hay que esperar después ai fin del siglo xv para ver renacer la cien¬ 
cia de la Tierra, bajo el impulso de Leonardo de Vinel (1452-1519) y 
de Bernardo de Palissy (1510-1589),, que a partir de hechos bien ob¬ 
servados dieron una interpretación razonable fíe 3u naturaleza de los 
fósiles y de la existencia de mares en d emplaza mi mito de cent mentes 
actuales. De esta misma época son las primeras observaciones geo¬ 
lógicas del Nuevo Continente, debidas a, entre otros, Pedro de Alva- 
rado (1185-1511), Gonzalo Fernández de Oviedo y Valdés (1478- 
1557} y el Padre José de Acosta (1540-1599), 

Gas consecuencias de les descubrimientos precedentes sobre el origen 
de bis terrenos sedimentarios fueron expuestas en 1669 por el danés 
Nicolás Stenon (1638-1687)* fundador de la estratigrafía, Y poco más 
n menos en la misma época Rene Descartes (1596*1650), Isaac Newton 
(1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibnjz (1616-1716) laman las pri¬ 
meras teorías sobre el origen de la Tierra y su evolución. También en 
el siglo xvn se distinguieron en mineralogía Alonso Carrillo y Alonso 
Barba, y aparece la Historia Natural del Nuevo Mundo, debida a la 
ciencia del Padre Bernabé Cobo (1582-1657), 

Los trabajos de Buffon (Georges-Louü Leclerc, conde de) [1707-1788] 
nos dan una idea bastante exacta del estado de !u geología a linos del 


rigió Mr ii V< .i ya pe Hilarse varias de las futuras grandes divisiones 

de lu 15'idi i|* i ¡i est raí i grafía, tectónica y paleontología. 

En Ion ij It míos unos del siglo xvni y primeros del xrx, la Geología 
so donamdtu COftiph-támente* *Se constituyen entonces dos escuelas opues¬ 
tas. En Ingbuerni, James Hutton (1726-1797) defiende el origen volcá¬ 
nico de hi corteza terrestre, mientras que en Alemania Abrahatn Wer- 
ner (1751M8I7) sostiene la mayor importancia do la sedimentación pro¬ 
veí rada por rí agua. Las dos escuelas, a pesar de sus errores, hicieron 
avanzar considerablemente la Geología, no sólo por los grandes recono¬ 
cimientos de terrenos que hirieron, sino también por la calidad de los 
discípulos que formaron. J res alumnos y seguidores de Werner son 
célebres: et explorador Alexánder von Humboldt (1769*1859), el pro¬ 
fesor de Geología en el Seminario de Minería de México Manuel del 
Río y d vuleanólogo Leopold von Buril (1774-1853). 

En 1815, Willíam Smith establece en dos obras los principios de la 
iTorjoJogía geológica y aplica la paleontología a la csirat¡grafía, trabajo 
en el que fue secundado por otros investigadores como Broccht (1772- 
1826) en [taba, Alcidc d’Orbigny (1802-1857) y Deshayes (1795-1875) 
en Francia, y Bronn (1800-1862) en Alemania. 

En esta misma época, Gcorges Cuvier (1769-IH32) realizu sus me¬ 
jores descubrimientos paleontológicos y Rciié just Haüy (I71'i-1822) 
trabaja sobre la estructura de los cristales. Los primeros mapas geoló¬ 
gicos de todos los países de Europa Occidental empiezan ¿i levantarse en 
la primera mitad del siglo xix. 

Eri 1883 aparece La faz de la Tierra, obra finida mental del austríaco 
Eduard Suess, que anuncia y precede ludas bis grandes investigacio¬ 
nes geológicas llevadas a cabo hasta la fecha por la legión de investi¬ 
gadores que en el siglo xx dedican SU energía al cultivo de la Geología. 


Minerales 


Crístalograf ia¡ Elementos de simetría de los cristales. Sistema regular o cúbico. Sistema hexagonal. Sistema 
tetragonal. Sistema romboédrico. Sistema ortorrómbico» Sistema monoc Unico o rí i ñor rómbico. Sistema trleli- 
nico. Paso de sólidos carttcterislirns a formas complejas ; Truncamiento. Exfoliación. Maclas. Hended rio. Cons¬ 
titución interna y propiedades físicas tic ios cristales: Propiedades físicas de los cristales. Propiedades ó/i- 
ticas de ios cristales: Identificación de los minerales. — Descripción de las especies minerales; Silicatos de 
las rocas t Familia tic la sílice. Familia de los feldespatos. Familia de los feldespaloídes. Familia de Las 
micas. Familia de los pirógenos. Familia de los niifíboles. Familia de los pcrMotos, Silicatos accesorios* 
Silicatos de alúmina. Silicatos mi exclusivamente pitiminí ros. Elementos de lt>$ depósitos minerales: óxidos 
y sales oxigenadas no metalíferas. Fosfatos. Hulogemiros, ■ Minerales metálicos: Mi aera! i/adores. Minerales 
de los metales propiameidr dichos: Minerales de hierro. Minerales de cobalto. Minerales de níquel. Mine’ 

Minerales de plomo. Minera Le s de bismuto. Minerales ile cobre. Minero- 
Minerales de oro y p Inri un. Minerales de uranio. Tierras raras. Comba li¬ 
li t des minerales 


rales de cine. Minerales de estaño, 
les de mercurio. Minerales de plata. 


Las diferentes espertes minera les ? r prevenían rorrientcmenf e bajo 
la forma de poliedros mas ■* menos regida res Iimitador pro en ras lila¬ 
ilas; estos poMedios li;m recibido el Hombre de cristales v los cuerpos 
que los eonHiJluyen se hallan en estado cristalino* For oposición al esta¬ 
do cristalino se define un oslad o amorfa, que es aquel bajo id cual se 
presentan los cuerpos de forma exterior indefinida, por ejemplo un 
vidrio. 

El aspecto exterior particular de un cuerpo cristalino o amorfo revela 
tm ordenamiento interno, igualmente particular, de las moléculas que 
lo constituyen. Antes de describir los principales minera les naturales, 
examinaremos las leyes que rigen la formación de los cristales, es decir, 
liaremos un breve estudio de la rama de la Mineralogía llamarla 
i 'rislalografía. 


C ri s t a lo grafía 


cuaternarias y senarias. La simetría de orden cinco es desconocida en 
\oh cristales. 

Plano de simetría es todo aquel según el cual ri poliedro puede di* 
vid irse en dos partes exactamente iguales y que ambas estén respecto 
a él como ri objeto respecto a la imagen en la superficie de un espejo, 

Sistema regular o cúbico. — El sólido característico del que de* 
ri va n todos los cristales de este sistema es ri cabo. 

El cubo se caracteriza por tener un centro de simetría, tres ejes 
cuaternarios, cuatro ejes ternarios, seis binarios y nueve planos de si¬ 
metría. 

Sistema tetragonal.- -El sólido característico es un prisma rec¬ 
to cuya base es un hexágono recular. 

Los elementos de simetría son: un centro de simetría, un eje senario t 
seis ejes binarios y siete planos de simetría. 


Las múltiples formas cristalinas, que un observador inexperto puede 
clasificar como ríe menta les, pueden reducirse u siete fundamentales, de 
las cuales se derivan todas las demás por simples operaciones geomé¬ 
tricas. 


Estos siete sólidos característicos permiten dividir ri conjunto de 
cristales en otras tantas categorías de sistemas cristalinos. Los sólidos 
Característicos no presentan todos el mismo grado de sencillez geomé¬ 
trica. En otros términos, son más o menos ricos en ele intuí tos de si¬ 
metría. 


Sistema fetragonaL — El sólido Característico es un prisma rec¬ 
to de base cuadrada. 

Este prisma tiene mi centro tic simetría, un eje cuaternario, cuatro 
ejes binarios y cinco planos do simetría. 

Sistema romboédrico! — El solido característico es un paralele* 
pípedo cuyas caras son todas rombos. Este poliedro seJIamu romboedro. 

Los elementos de simetría son: un centro de simetría, un eje ter¬ 
nario, tres ejes binarios y tres planos de simetría. 


Elementos de simetría de los cristales,- Existen tres elemen¬ 
tos de simetría posibles: centro de simetría t eje de simetría y plano 
de simetría. 

El centro tic simetría de Un poliedro es un punto en que todos los 
vértices de este sólido corresponden de dos tm dos sobre una linea que 
pasa por dicho centro, del cual se hallan, de un lado y de otro, a la 
misma distancia. 


Ejes de simetría son lineas recias imaginarias que atraviesan ri cris¬ 
tal, unen elementos equivalentes opuestos del mismo* y se cortan en 
el centro. Haciendo girar el cristal alrededor de esas líneas cierto mime- 
ro de grados, sus elementos sv repiten dos o más veces ni igual 
posición* Si las posiciones idénticas se repiten dos, tres, cuatro o seis 
veces en una telación completa ídOÍL), los ejes serán binarlos, ternarios 


Sistema ortorrómbíco,— El sólido carácter i* tico es un prisma 
recto de base rómbica. 

Este presenta un centro de simetría, tres ejes binarios y tres planos 
de simetría. 


Sistema monocifnico o clinorrómbico. i:j sólido caracteris- 

tico es un prisma oblicuo de base rómbica. 


y 


liste prisma no tiene más que tm centro 
un plano de simetría. 


de simetría, un eje binario 


Sistema triClIníCOn ——- JCI sólido característico que lo define rs im 
paralelepípedo oblicuo cualquiera, cuyo único elemento de simetría es un 
centro. Este sistema es el más pobre en elementos de simetría, 












Sistema cúbico: 1, 2. Cutio (los números indican la clase de los ejes: 2 binarios, etc,); .1. Forma general de 48 caras, 
4. Trapczoedro; 5, G. Cubo octaedro; 7. Octaedro; 8. Cubo dodecaedro; 9. Rombododccaedro. — Su tema hexagonal: 10. 

Prisma recio de base hexagonal regular; 11, 13, 15. Truncamiento sobre tos diferentes Angulos y 1 'ííj ílS 'Vri.^icartiiciit^^obrc 
hexagonal ■ 14 Didodecaedro. — Sistemo, tetragonal: 16. Prisma recio de base cuadrada, 17, 18, 1¿. Truncamiento socr*. 
las aristas. — Sistema artorránibíco . 2(J. Prisma recto de base rómbica; 21, 22, 23. Truncamiento sobre os anfíLiíos y las 
aristas — Sistema romboédrico* 24, Romboedro; Truncamiento de los vértices; 26, 27. Escalenoeclros^; I risina 

hexagonal. — Sistema monodia ico: 29. Prisma oblicuo de base rómbica; 30, 31, 32, 33. Truncamiento ele *«» »»««!«* 
aristas, — Sistema trtclinico: 34. Prisma oblicuo; 35, 3G. Truncamiento sobre los ángulos y las aristas siméIr Icos. —- 
Formas hemiédricas: 37, Henil cubo octaedro (boracita, cúbico); 38. Trapezoedro (cubico); 39. Dodecaedro pentagonal (pi- 
rita, cúbico); 40. Ortorrómbico tcíüamina), — Maclas: 41* Ortosa; 42. Casiterita; 43. EstaurÓtida, 14. \<so 







































































































































































Paso de sólidos característicos a formas 

complejas 


ii 


Truncamiento.— Lo» cristales sq presentan f uní mentó finja lu* 

forinití. elementales que acabamos do definir, listan cusí siempre JintiiN 

dos por caras múltiplos que so oble or n 
ul truncar los ángulos de un \n ioji 
inicia i con planos diversamente nnrn 
lados. Se dice entonces que los niara 
les presentan truncamientos. 

Sean p t q, r, números definidos por 
las relaciones 

I L 

AP = — AB, AQ = —- AE, 



P 


Alt = 


i 


AC, 


i i r 

Las proporciones ——-, - definen el truncamiento PQR; son 

P V r 

racionales y generalmente simples. 

K i hecho de efectuar un trunca miento sobre un ángulo cualquiera de 
un cuerpo ea ráele rísitco, provoca su repetición automática sobro los 

Otros ángulos y esto en función del numero 
de elementos de simetría que presenta dicho 
cuerpo. 

Efectuemos un truncamiento PQR sobre el 
ángulo A de un cubo* En razón de la exis¬ 
tencia del plano de simetría diagonal ADGH, 
el truncamiento se repetirá simétricamente en 
relación a este plano (P^QR) y temí remos un 
sólido como el representado en la figura ad* 
junta* 

Como cada elemento de simetría provoca¬ 
rá un nuevo truncamiento, tendremos en definitiva que el solo corle 
PQR efectuado sobre uno dr los ángulos del cubo lo transforma en un 
sólido de 48 facetas (fig. 3 lámina Cristalografía t pág* 285). 

Las formas obtenidas por truncamiento reciben un nombre parlicu* 
lar* La luí mi tu de la pág. 285 muestra Jas principales. 

Ley i»; Romé oe I/ls le; La forma da un cristal no está determina¬ 
da fior la posición absoluta de las caras que la limitan , sino por tos 
ángulos diedros que dichas caras forman entre sí. 



Exfoliación. Cuando de un golpe rompemos un cristal (un rom¬ 
boedro i le calcita, por ejemplo), los fragmentos obtenidos están limita¬ 
dos por planos paralelos a las caras del cristal inicial y posee cada 
uno todas las propiedades del ejemplar fragmentado. Esta curiosa pro¬ 
piedad se llama exfoliarían y los planos privilegiados de ruptura reciben 
a su vez el nombre de planas de exfoliación. 


\ propiedades físicas de los cristales guardan una relación 
este ordenamiento y la morfología externa que lo revela. 


uu cuerpo 


pl IT| Ut!L, I i ■ 

nitimu con 

II.Un cm la primera diferencia que separa un cristal de 
íii no río formado por moléculas en desor* 
den y en el cual no existe relación algu¬ 
na entre la forma y la estructura interna, 
l 'na experiencia muy sencilla da tina 
idea clara de esta interdependencia. Cu¬ 
bramos una cara plana de un cristal can 
tina capa ligera de pa rali na y apliquemos 
en ella la punta de una aguja caliente* 

La para fina fundida ocupa una superficie 
elíptica: el calor no se propaga, pues, en 
todas los direcciones con la misma velo - 
cidad. Repitiendo la experiencia sobre 
oirás caras, veremos que la elipse se 
orienta m relación direcia con la simetría 
cristalina del cristal considerado. 

La conclusión que sacamos es que la 
conductividad calorífica varía según la 

dirección y es idéntica en direcciones paralelas. Lo mismo ocurre con 
todas las propiedades físicas del mineral (coeficiente de dilatación, cías, 
tieídad y sobre todo propiedades ópticas). 



Cristales de calcita 


Propiedades ópticas de los cristales 



En Un cuerpo transparente no cristalizado, el vidrio, por ejemplo, la luz 
se propaga en todas las direcciones con la misma velocidad, según una 
superficie de onda esférica, como indica la presente figura, es decir, 
la luz emitida en O llega at cabo de 
mi tiempo determinado n los puntos A* 

A\ A'\ etc., todos a igual distancia 
de *0. 

En un cuerpo cristalizado, la luz no 
se propaga con igual velocidad en to¬ 
das las direcciones. La superficie de 
onda es un elipsoide. El vidrio es un 
cuerpo isótropo* mientras que un cris¬ 
tal es anisótropo. (Excepto los mi¬ 
nerales cúbicos, como veremos más 
adelante.) 

La Tísica nos enseña que enlre la 
velocidad de la luz en un medio de¬ 
terminado y el Índice de refracción 
existe una relación directa: 


i * 

v 


* 

i 


r 


n 


Maclas. — Se designa con el nombre de macla la agrupación de dos 
cristales de la misma especie orientados diferentemente uno con re* 
1 ación al otro, y asociados sea por simple adosa miento paralelo por lina 
de sus caras o bien por interpenetración. 

La diferencia de orientación de lus dos cristales mudados se debe a 
una rotación de ángulo variable alrededor de un eje perpendicular & 
una de las caras denominada eje de hemitropia, 

Hemiedrla. — Los cristales que tienen todas las caras correspon¬ 
dientes al gTado de simetría que Ies es pee ni i ¡ir se Human holaédneos. 
Otros, por el contrario, rm presentan más que la mitad de las caras de 
la forma completa y han recibido d nombre do hemiéd ricos. 


Constitución interna ij propiedades físicas de 

tos cristales 

Para explicar las diversas propiedades que acabamos de exponer, se 
lian emitido numerosas teorías (Ilaüy, Bravais)* La más comúnmente 
ace litada es la reticular de Bravais. 

Según esta teoría, los átomos que constituyen el mineral están re¬ 
gularmente dispuestos sobre tres ejes. Dar, Oy, Oí, y a distancias igua¬ 
les entre si sobre un mis* 
mú eje, aunque pueden va* 
riar de un eje a otro, 

Los útomos están dispues¬ 
tos en filas, y cada plano, 
*0y, x Oy\ en el cual exis¬ 
ten varias filas de átomos, 
se llama plana reticular. 

En los últimos años, Latie 
y Bragg, al descubrir la di* 
fracción de los rayos X por 
los cuerpos cristalinos, han 
aportado una liase muy só¬ 
lida a la teoría reticular. 
Gracias a los lauediagra* 
mas, se lia llegado a estudiar 
el ordenamiento de las di¬ 
versas moléculas y hasta la 
distancia entre los últimos y 
enlre los planos retícula res. 



Propiedades físicas de los cristales. 

que rigen el ordenamiento de las moléculas ni 


Puesto que las leyes 
im cristal so ti muy 


Podemos, pues, reemplazar las superficies de onda que acabamos tic 
definir por superficies de índice * En otras palabras* en un medio cris¬ 
to lino, el índice de refracción es variable según la dirección. Esta 
variación podemos conocerla con precisión si disponemos del elipsoide 
de índices. 

En la práctica, esto se manifiesta en el fenómeno llamado birrefringen * 
do* Cuando un rayo luminoso alcanza la superficie de separación entre 
el irire y un cristal, se divide un dos rayos refractados de dirección 
diferente* Por oposición a los cuerpos cristalinos, los cuerpos amoríos 
homogéneos y Ira rispare ules se llaman mon arre jrin gentes. Este fenó¬ 
meno se observa fácilmente al colocar un romboedro de espato de 
Isla odia, mineral muy birrefringen te, sobre una hoja de papel raya¬ 
do: lodos los trazos aparecen dobles. 

La concordancia de la simetría externa del cristal y la del ordena* 
miento molecular que lo constituyo se expresan va óptica de la muñera 
siguiente: 


1“ Sistema cúbico. El elipsoide de índices es una 
cristalizados en este sistema son ópticamente isó- 
t ropos. Esto se debe a la gran riqueza en etc mon¬ 
tos de simetría molecular de los minerales de este 
sistema* 

2" Sistemas cristalinos provistos de un eje de 
simetría de arden superior ü 2 (hexagonal, rom¬ 
boédrico, tetragonal). El elipsoide de los índices 
es de revolución, ludas las succiones perpendicu¬ 
lares al eje de revolución son círculos. Este eje 
us denominada eje óptico, y bis minerales, uni- 
Úxlcos, 

3" Sistemas cristalinos no provistas de un efe 
de simetría de orden superior a 2 (ortorrómbi- 
eo, monod úrico, inclín ico). El elipsoide de los 
Índices es variable; todas las secciones son elíp¬ 
ticas, excepto dos circulares llamadas secciones 
cíclicas (v. fig, adjunta). Por analogía con los 

llaman ejes ópticos las 
perpendiculares a las 
xicos loy minerales de 


mine míos umaxitos, se llaman e/es ópticos 


dos direcciones 
cíclicas, y huí 


esfera. Los cuerpos 
n 9 
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secciones 
estos tres 
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mos sistemas, 


identificación de tos minerales 

Para determinar un mineral, se pueden utilizar ya sus formas exter¬ 
nas cuando las raras planas están netamente desarrolladas* ya sus 
propiedades físicas o químicas cuando los cristales son demasiado peque- 
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mi', ii imt n km .k.nnilliki >ii lu >• 1111' I trioncs nccrHaruis jxi i a podrí 

h(M n III t fililí -,tt [iMfimi 

I I , mi nn m <h 1 jii • !"imi . * i fluí. kiec i tí idkndu con un ¿'ordo 

trtrti'n k-, Jii 11 f ‘ (i I < m < ¡ i m fium..1 ■ ■ i Ins *! i íf ri-nles Caras del mineral* 

I ,i h |jni|íiíiíjifl mu 11111mica y la coin poMrión exuda ^ lf J mineral ni* 
|i iirdr 1 n |mnfi de nm tillólo mediante reacción rx eíiraderkl íca* (ir 
riitii iÍe ricino:, ¡icuI oh, t uniqi pur rl soplete» etc*)* 

Lnu propiedades fínica* son la densidad, k dureza y sobre todo k 
pro¡MüdudeH estrictamente óptícaa (color, refringencia, birrrfríngrnria, 
poder reflector), En un rnUtdio Optico, te mide el índice de refracción 
con un rejractúmctrth y k polarización de la luz con un microscopio 
polarizante, que utiliza liimmuh do cristal tuuy fmas (del orden de 2/IOd 
ii 3/1 (M> de milímetro), o una cara bien pulimentada «i el mineraI en 
opaco (estudio por reflexión), 

I Vi o irás toan recientes son el empico del microscopía electrónico y de 
h espectografia infrarroja . 


Descripción de las especies minerales 

Los minerales naturales se dividen generalmente en; 

1 M Silicatos de las rocas; 

2" Elementos de Ilis depósitos minerales (óxidos y sales no metalí¬ 
feras, compuestos halógena dos); 

3* M íneru les metal icos; 

1° Combustibles minerales* 


Silicatos de las rocas 

(¡asi todos los minerales que constituyen las rocas de la corteza terres¬ 
tre son silicatos. El término antiguamente utilizado, “minerales de las 
rocas 1 , se ha revelado impropio, ya que un mineral como la calcita o 
carbón!lo calcico cristalizado debe figurar en k segunda categoría, 
aunque sea rl constituyente casi exclusivo de todas las rocas calcáreas, 
I ios silicatos de rocas se dividen en grupos como muestra el cuadro 
sigo iente; 


Silicatos 

de 

rocas 

ígneas 



Familia de la i Cuarzo, calcedonia, 
sílice { ópalo, tridimita 

f Ortosu, m ícrocllnu, 
i imortosa, albita, oli- 
< goclasn, a n d e si na, 
labrador, hylownltu, 
u nadita 

Familia de los i Nefelina, leucitu, 
fcldospatoide 

Familia de las 


Familia de los 
feldespatos 


los í 

[!S í 


nucas 


haüyxia 

Bíotita, moscovita 


Familia de los f Enstfltita, augita 
piroxettos [ 

Familia de los j írcm o 111 a, actlnota, 
a nf i boles l Uoruablenda 


Familia de los 
per id otos 


01 ivi na 


Circón, esfena, turmalina, topacio, esme¬ 
ralda, epidota* cocí lias 

_. r t (Andalucita, slllimniib 

Silicatos t si tico tos de alúmina < la, cordierita» dix 

,le ) I tenn 

fl“mo° r ) Silicatos no excluslvamen- I üraMatcí 

V te «Ilumíneos I 


Familia de la sílice. —-La sílice u óxido dv silicio se presenta sea 
anhidra (cuarzo, calcedonia), sea hidratada (ópalo). 

El cuarzo o cristal de raen cristaliza en el sistema romboédrico y su 
forma más característica es k de un prisma cuyas bases son dos romboe¬ 
dros. El cuarzo puro es incoloro (cuarzo hialino), límpido, duro, puesto 


que raya el acero y tiene fractura vitrea* 

Esta sílice, muy abundante en la naturaleza, es uno de los elemen¬ 
tos esenciales del granito. En las rocas eruptivas cristaliza después de 
qu*e lo han hecho lodos los demás minerales, de forma que sus caras 
cristalinas aparecen raramente. 

Algunas variedades coloreadas por trazas de productos extraños son 
muy apreciadas* cuarzo ahumado (negro), falso topacio (amarillo), 
amatista (violeta). 

El cuarzo funde a l 685 a t pero antes su transforma en otra variedad 
de sílice anhidra, k tridimita^ que es muy rara en la naturaleza, aun¬ 
que frecuente en ciertas rocas artificíales (ladrillos de sílice). 



Cristales de CüAhzo: 1. Bi piramidal; 2, Prismático; 
3* Comprimido; 4, Oblicuo (esfaloíde) ; 5. Biselado 

(hasoideo); 0. Mudado 


La calcedonia o sílice de los sílex es una forma compacta finamente 
fibrosa. Su luperücie ew ¿unarillenta o gris azulada, con fractura con- 


liúda!, y ¡instan vivas y cortantes. Una variedad, el áfinta, presenta 
zoua*■ ixmcóni ricas ilr («duración diferente, 

El ópaift, iticr h id i atada , ra un mineral coloidal. 

Familia do loa feldespatos. -Con el cuarzo» los feldespatos son 
k íUMooaii". i ih'oIio tts huí, frecuentes, Sr dividen en tres grupos; 

l 4k 1L Idrspalu ntniiiH 3 unen : ortoM ; 

2* IL IJfuqiiitiK triclimrrr. «-mi truiíiócl i o icos t uucroclina, anortosa; 

3" Kcblr^pniiifl iiidniMDK n píagiocksas; albita, olígoclasa, iindesina, 
la I >nuÍoi, liyt4>wnitu, imortíl.t* 

Kn cKindu puro. i'hipH iiiniiTi]r:i non blanco^ casi opacos, pero debido 
1 i * n | mi i i dr n'tidu' rurl u liros. Ii i ■ rro gr JirrulnicniO, toman colora- 
« tunea tumiri|h rilart o joaadita, Son jf/n ilinenir alterables y presentan 
mucho*, tijm*. di macbr, las un,14 1 a r a rt e r jat Ícum ib* 

las rualfs ho u Ja di bi ort 'Ui (matdu de Ciirkhad) 
y hi de la tdbita, 

La orimo cr un ai 1 icoto aluminieopotáitico, ínter 
grante dH granito. La míeroclina y k attorrosa, 
nitiy parecidas ji la ariosa, ríe ha qtir kh]h m* ¡hslin 
gucr» en el microscopio, presenta una variedad de 
color verde esmeralda frecuentemente empleada en 
joyería y que, por encontrarse en la cuenca fiel 
Amazonas, recibe d nombre de amazonita. 

Los feldespatos plagioclasas son silicatos alimón 
nicosódifios y uluminícocalcícos* La albita no con¬ 
tiene más que sodio, y tu anortita, calcio * Las es- 
pides intermedias contienen estos elementos en pro¬ 
porción variable y son muy difíciles de diferenciar 
a simple vísta* 

La alteración de los feldespatos tiene mucha importancia práctica, ya 
que provoca la disgregación de las rocas graníticas y conduce a la 
formación de productos arcillosos, entre los que cabe destacar el cao¬ 
lín, silicato de aluminio hidratado muy empleado en k fabricación de 
porcelana* 




Cristal de ociosa 


Familia de los feldespato ides. — Estos minerales tienen compo¬ 
sición química análoga a la de los feldespatos, pero son más pobres en 
sílice y pertenecen a sistemas cristalinos más ricos en elementos de si¬ 
metría que los feldespatos. 

La nefelina, silicato alumínicúsodÍcopotnsicü % es incolora y cristaliza 
en el sistema hexagonal* 

La hmiyna y ta leu rita son minerales cúbicos que se encuentran en 
terrenos eruptivos. 

Familia da las tilicas. — Las micos son silicatos alumínicos, con 
una o más bases: potasa, magnesio, fitina y, en las variedades más obs¬ 
curas, hierro* Todas son flexibles y elásticas y fácilmente ex folia bles* 

La mica negra o biotita es el mineral 
negro del granito. La coloración varía del 
verde obscuro al negro y cristaliza en el 
sistema hexagonal. 

La mica blanca o moscovita es un silica¬ 
to rico en potasa que pertenece al siste¬ 
ma monoei mico. 

Las micas son utilizadas industria I men¬ 
te, por su poder refractario, cu la cons¬ 
trucción de puertas de ciertos elementos 
de los aparatos do calefacción. 

Familia de los pfroxetios, —Los 

piroxénoA son silicatos de hierro, de magnesio y de calcio» característi¬ 
cos de las rocas pobres en sílice (rocas básicas). 

La enstútita os un pirogeno rómbico de exfoliación laminar muy fácil* 

la augitu , de color verde obscuro casi negro, pertenece al sistema 
monoelínico* 



Prisma hexagonal de 
biotita 


Familia da los anflbolas. — Los anfíboles tienen una composi¬ 
ción próxima n la de los piroxenos y son, con 10 ellos, característicos 
de las rocas básicas y de numerosas rocas metamórficas* 

La trernoütu y k actinota son unííboles en pminas radiantes, acicu¬ 
lares* El asbesto o amianto es una variedad de tremolita hidratada. 

La kornablenda verde o negra se presenta cu prismas de sección hexa¬ 
gonal. Es elemento esencial de muchas rocas eruptivas y metamórficas. 
Los anfíboles descritos son monoel inicos* 


Familia d© los porídotos. — Los peridotQs son silicatos ferromag- 
nésicos peculiares de ks rocas muy pobres en sílice. La principal es¬ 
pecie, el divino, es clr color verde oliva, como indica su nombre, y cris¬ 
taliza en el sistema rómbico en forma de prismas algo alargados. Sin 
embargo, cuando está bien cristalizado, es transparente y límpido, y se 
empica en joyería coinn piedra preciosa denominada crisolita y per id o* 
fe. Los yacimientos más ricos se hallan cu el brasil. Más o menos puro, 
se encuentra en todas las rocas basálticas, y una de sus variedades» la 
dtinita f contiene platino. 

Silicatos accesorios* — Estos silicatos» bastante comunes, sa llaman 
así porque no desempeñan más que un papel accesorio en la clasifica¬ 
ción de las rocas, ya que se encuentran indiferentemente en las rucas 
ácidos y en ks básicas. 

finaremos el circón (silicato de circonio); la esteno, (sílico tito nato 
de calcio); la turmalina, mineral boros! 1 icatado, frecuente en las peg- 
motilas; el topacio ; la esmerttlda o feerifo, piedras preciosas que se ex- 
traen principalmente en Colombia, en los Urales y en U región de 
Sukburgo, y el grupo de ks ce ditos* 
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GEOLOGIA Y MINERALOGIA 


Silicatos do alúmina. Loi principa Irn Hilioitoi de a I inri i mi iOH| 
l.u ii imIj|I th' i E u, hi fü 11 irrnii 111 1 ji f l.i ciudiri iln, ] ;■ tliMcmi y J.i la ih iil (■ ln 

I lI itndtthuttii * i i.slü I r/;i cu pusmuH o r Im ióinldcuw cuyj ¡ + ci uní, i i . ■ 

c! til * lii h iiincm r n ¿i veces una cruz muy curiosa, formada pnr un ... 

c'ii rlmiiosiia; 

Ln siüirn&nita, igualmente ortormmbicii, se presenta en ninaus libro- 
aus 1 1 <■ adujas muy linas; 

La cordierita ti tUcroita su ofrece rn crista fas prismáticos de colm* 
u/.uj o astil 1 amarillo, según la incidencia de la tuse; 

La distentí es trielíniea y coloreada en blanco nácar o aculado; 

La estaurátida, nrtorrómbica, constituye una macla en forma de cruz 
llamada crucita , 

Silicatos no exclusivamente alumínicos, — Los principales de estos 
silicatos son los granates: silicatos anhidros de aluminio, calcio, mag¬ 
nesio, hierro, cromo y manganeso, cristalizados en el sistema regular, 
,Sín embargo, algunas variedades, a prsar de su forma externa, son 
ligeramente liirrcfri rigentes. Su color es variable (incoloro* amarillo, 
verde, rojo, mnrmn). Se clasifican, de acuerdo con su composición, en 
gr asalarias, piropos, melunitas y uwarowitm* 

Elementos de los depósitos minerales 

Las divisiones esenciales de este gran grupo vienen dadas por cí 
cuadro siguiente, establecido según la composición químico : 


I A , p Hielo, rutilo, corindón, 

óxldc,s ... hauxito 

Aliinniiíitob ■.» »■* »■ i ■ << i>< Espinela 

Nitratos *** m» *** *■« *** ,♦* Nitro o salitre 
Boratos .Bórax, boracita 

{ romboédricos . Aragonito 
Carbónidos í orlorrómbicos. Calcita, «Jolomiln 
| hidratados ... Natrón 

í anhidros .Anhidrita, baritina, celes- 

&UII Utos * i i \ Ji iij"! 

( hidratados ... Yeso, epsomU:i, alunita 

Fosfatos ... ... ... ... A patito, turquesa 

Arscmiulos, a n ti moni atos ... Farmaceuta 

Vol trámalos 

Titanatos.. .. 1 Tantoltta 

Niobatos ‘ Niobita 

HsiIoge-^ oruro|í "* *** **> *■* Sal gema, carnal ib 

uuros 

Fluoruros.Fluorita, criolita 


óxidos y sales oxigenadas no metalíferas. — El agua, en for¬ 
ma de hielo, cristaliza en el sistema hexagonal. 

El rutilo, óxido de titanio, cristaliza en el sistema tciragonaL 

El corindon* óxido anhidro de aluminio, es romboédrico y casi tan 
duro como el diamante, (derlas piedras preciosas coloreadas son varie¬ 
dades del corindón: el zafiro (azul), el rubí (rojo), el topacio oriental 
(amarillo), la esmeralda oriental (verde), la amatista oriental (violeta), 
etcétera. La bauxita, de donde se extrae el aluminio, es un óxido de 
alúmina hidratado. 

La espinela es un óxido de aluminio y magnesio cristalizado en el 
sistema cúbico o regular. 

El nitro o salitre es d nitrato potásico natural, cristalizado en el 
sistema o rtor rómbico. La ni trotina o nitro de Chile es d nitrato sódico, 
que cristaliza en d sistema hexagonal Se emplea nomo abono y como 
materia prima para la obtención de ácido nítrico. Como contiene una 
buena proporción de yodo, éste se recupera por extracción de las aguas 
madres de cristalización. 

Ll bórax es borato sódico, y Ja boracita un óxido de magnesio y boro 
de simetría regular. 

Los principales carhojtatos orí arrámble os son el aragonito, carbonato 

calcico incoloro, y la estronciani- 
fff. carbonato de estroncio meo- 
loro, rosa o verdoso. 

L o s carbón at os romboédricos 
son minerales muy importantes, 
en especial la calcita. 

La calcita o carbonato calcico 
es el mineral que constiLuye los 
terrenos calcáreos, ruando los 
romboedros son puros, incoloros y 
bien desarrollados, se la llama es * 
pata de 1 sitiadla; este espato es 
muy apreciado en la fabricación 
de ciertos instrumentos ópticos. La 
calcita es atacable por los ácidos, 
incl uso los más débiles, lo que da 
lugar a desprendimiento de gas 
carbónico. 

La dolomita, carbonato calcicomagnésico, es inatacable en frío por 
los ácidos. 

Lu giobertita es un carbonato magnésico puro. 

El natrón es carbonato calcico hidratado. 

Los sulfatas anhidros esenciales son: la anhidrita (sulfato calcica), 
la baritina (sulfato de bario) y la celestina (sulfato de estroncio). Por 
su gran densidad, la baritina es llamada muchas veces empato pesado . 

El yeso es el más importante de los sulfato* hidratados. Es sulfato 



Calcita de Ilelle-Croix 


* ni.. <.hilo o ligeramente amarillento, fácilmente exfolia ble; se 

I" • hu ■ viven rn muelas en forma de punta de flecha o de lanza 
" 'o hu'jihi! i i mui cuta de golondrina. Calentado a más de 120" pierde 
I ' «nipH i'iHir tlcl agua y se transforma en yeso cocido apto para la 
í'uiiM i mi í • i i m i ! estuco, eseayohi.., 

l a t'p.uittufti es sulfato magnésico rómbico que pertenece al grupo 
de lo i i vitriolos o sulfatas heptahíd ral ados. 

Las tdu tufas o alumbres son su líalos dobles dr aluminio y de diver- 
bus*'?., tudas rilas cristalizadas en el sistema regular. 



Fosfatos, —El grupo de los fosfatos está representado principal¬ 
mente por el apatita o fosfato de 
calcio hexagonal, que existe en 
pequeña proporción en rodas las 
rocas eruptivas. 

La turquesa o calaíta, fosfato 
alumínico amorfo, de color azul o 
verde manzana, se encuentra en 
Irán, Estados Unidos y México, 

La farmacolita es arcén ¡ato cal¬ 
cico; la tantalita, óxido de hierro 
y do tañíalo, y la niobita, Timbo- 
lanía lato de hierro. 

Halogenuros. La sal gema 
es cloruro sódico que cristaliza 
en el sistema regular, y la cama- 
lita , cloruro potásico, ortorróm¬ 
bico. 

La fluorina o espato flúor es 
fluoruro calcico y se presenta en 

LcIIm cristales regulares incoloros Cristal de sal gemq 

o ligeramente tenidos de azul o 

violeta. 

La criolita^ mezcla de fluoruro de aluminio y fluoruro sódico, perte¬ 
nece al sistema triol inieo. 


Minerales metálicos 

Las divisiones principales de este tercer gran grupo de minerales se 
establecen en el cuadro siguiente: 


m 

u 

o 

-tí 

N 

i<N 

v 

G 

4.|Ndl 

WM 


M i riera 1 i zntlo¬ 
res propio- 
mente dichos 


Minerales de 
los metates que 
dan ácidos o 
bases 


Elementos mineraliza- 

dores ... ... ... ... Azufre, arsénico, íin- 

t i mo 11 i o 

C o m b i n aciones um- 
tuas de estos ele¬ 
mentos ... ... ... Oropiniente» est i bi¬ 

no, rejalgor 


Molibdeno ... Mollbdenita 

Cromo .. .. ...Cromita 

Volframio ... ... Volframita 

Manganeso .. Pirolusita 


Cí 

C3 ^ 

ts 5 

6« 

■ff 

tfí 

O 

•H* 

tu £ 

'V li 
¿U S3 
U Q 

g i- 
C P* 


Minerales 

de hierro ... 

-—- 

cobalto 

— 

níquel ... 

-—■ 

cinc ... 

—, 

estaño ... 

— 

plomo ... 

— 

bismuto 

— 

cobre ... 

— 

mercurio 

-— 

plata 


oro «... ... 

— 

p 1 a t i n o 


Pirita, oligisto, siderita 
Cobaltina, esmaltina 
Niquelina 
Blenda, calamina 
Cus i te rita 
íValeria, cerusita 
Bismuto nativo, bis mu tina 
Cobre nativo, calcopirita, cu¬ 
prita 

Mercurio nativo, cinabrio 
Plata nativa, argentita 
Oro nativo 
Platino nativo 


Mineral i ZJ&dorcs.— Los mineralizadoreB son los cuerpos que se 
combinan con los metales pesados para dar los minerales. Aquí estudia¬ 
remos sólo los mine ral iza dores sólidos. 

El azufre es un mineral amarillo que cristaliza en el sistema orto- 
rrómbico. Funde a J14'* C, se inflama a 270° C y produce gas sulfuroso. 

El arsénico es romboédrico, de color gris o gris negruzco. El antimo¬ 
nio es igualmente romboédrico, pero tiene color blanco de estaño y 
brillo metálico. 

Entre las combinaciones ríe los mineralizado res entre si\ citaremos 
el oro pínten te (sulfuro de arsénico ortorrómbico), el rejtdgar (sulfuro 
de arsénico monoclíníco) y la eslibina (sulfuro de antimonio ortorróm¬ 
bico). 

La moHbdenitu o sulfuro de molibdeno no tiene simetría cristalina 
neta. Se presenta en láminas flexibles, muy blandas, se raya fácilmente 
y deja una marea gris sobre el papel, 

La cromita o hierro cromado es un óxido complejo que contiene, ade¬ 
más del cromo, aluminio, hierro y magnesio. Cristaliza en el sistema 
regular en masas pardonegruzcas. 

La volframita , mnnoclínica, es un óxido de tungsteno, hierro y man¬ 
ganeso, de color negro. 

Lí is principales minerales de manganeso son la piróla sita (bióxido), 
la manganita (hidróxldo) —los dos negros y ortor rómbicos—y la rodo- 
nita (carbonato), de color rosa. 

Minerales de los metales propiamente dichos, — Minerales 

de hierro. — Éstos son los óxidos y los sulfuros. 
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E! (digisto, romboédrico, es un óxido férrico anhidro, de color gris 
olisco ru. 

La limonita, amorfa, es también óxido férrico, pero hidratado y de 
color pardo obscuro. 

La magnetita cristaliza en el sistema regular, es un óxido ferroso 
férrico y una de las mejores menas de hierro. 

El carbonato de hierro es la siderita, romboédrica y de? color pardo 
urnariliento más o menos claro. 

El sulfuro de hierro corriente os la pirita , cuyos cristales cuídeos son 
de color amurillo oro. Otra variedad es la marcasita, orto r rómbica, 
t|Lje presenta maclas caracterial iems como las llamadas cresta do gallo 
y pirita cu jornia de lanza. 

Minerales de cobalto* — Grupo formado por 3 a cobaltina, 
sulíoarseniuro de cobalto, y la esmaltina, arseniuro de cu bal* 
tu. Ambas cristalizan en el sistema regular. 

Minerales de níquel. — El sulfuro de níquel es la millerita, 
llamada también pirita capilar o frícopíriía, perú el mineral 
utilizado industrialmeme es la niquelina , arseniuro <|e níquel 
que cristaliza en pirámides hexagonales. 

Minerales de cinc. *— La blenda es el sulfuro de cinc* regu- 

lar, con aspecto de cera* La calamina es el carbonato de cinc, 

de aspecto amarillo terroso. 

Minerales de estaño.— La casiterita es el óxido de es taño; es 
negra* con brillo incidí ico, y cristaliza en el sistema tetragonal. 

Minerales de plomo. 4 —La galena es el sulfuro de plomo, 

que cristaliza en el sistema regular y tiene color gris plomo* 

El carbonato di* plomo, la cerusita, es romboédrico* de color 
blanco y aspecto resinoso. 

Minerales de bismuto* — El bismuto rs explotado sea en 
estado nativo, sea en el de sulfuro o hismutina. 

Minerales de cobre. — El cobre nativo cristaliza ej\ el sis¬ 
tema regular* pero aparece frecuentemente en masas informes 
ramificadas o rct ¡culadas* 

La calcopirita , dorada y regular, en un sulfuro de cobre y 
hierro; la calcosina , un sulfuro de cobre negro azulado. 

Los óxidos son: la cuprita, anhidro del sistema regular; la 
malaquita, hidróxido verde, y la azurita , hidróxido azul. 

Minerales de mercurio. — El mineral corriente es <d cinabrio, rojo 
cochinilla, romboédrico. Existe igualmente mercurio nativa* líquido a 
la temperatura ordinaria. 

Minerales de plata* — Lomo el mercurio, la plata si* presenta sea 
bajo forma de sulfuro o argentita, regular, de color gris* sea en forma 
de metal nativo. La pr mi Hita y la pirar pirita, sulíoarseniuro y sulfaan- 



rimormiiu de pl iiu, ir ipeeriviioiente, se encuentran juntas y se explotan 
para lu fot.icti-ph de Li plata. 

Mincralc* de oro y platino* — Esios dos metales se explotan en 

estado nativo y v ... en ciertas rocas y en los terrenos de 

¿i t u v i m i, 

MinernlcN dr uranio, Tierral raras. — El principal mineral de 

uranio ■ un .grn, bi pn h hienda, El uranio existe igualmente 

en íoimii de Hito íH.i lo < tt-. h ¡riooLiU verde, autunita amarillo ver- 

duna) y ... < iMMitmí, y rn combinación COn los metales llama- 

ib IH 1 1 r i ¡ i iiii (11 \* ■ i <ii i i i i jt Vil | i i 1 - v i no bol kanatos de uranio ). 

El ] v r i 11 r i |in I 111111 r i 1 1 ib i ui ni it, La motuteita, combinación de lorio 
con coi ¡o \ i irn i i i ,i i n 
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Mimbrales: u, azufre; l>, estibtnn ; c, volframita; d, e, pirita; 
f, magnetita; a, siderita; /i. cobaltina; í, blenda; j, casiterita; 
A*, calamina; l, galena; ni, n. calcopirita; í». cuprita; p, calcos- 

tilita; i/, cinabrio; r, pirnrgiritn. 

Combustibles minerales 

Los combustibles minerales, principalmente los carbones y petróleos, 
son verdaderos sedimentos. Como tales los estudia re-mus en el capítulo 
siguiente, junto a las rocas sedimentarias. 


Las rocas 


Rocas eruptivas! Rocas granosas. Rocas microlitlcaa o vitreas. Rucas mlcrngrnnoann. Clasificación de las rocas 
eruptivas. Edad de las rocas eruptivas. — Rocas sedimantariasi Rocas siliccii»: Rocas silíceas de origen 
detrítico! Rocas silíceas de origen <{ 11 imlco, Rocas silíceas de origen orgánico. Rocas arcillosas. Rocas calizas: 
Calizas de origen químico. Colizas de origen orgánico. Mármoles. Colizas doloiuiticas o dolomías. Depósitos 
salinos Fosfato de calcio. Minerales de hierro. Combustibles minerales: Carbones. Petróleos. — Rocas 

motamórfícas 


Existen tres categorías generales de rocas: Ins rruptiuax, las redimen- 
(artos y lus rneUtrnárficas, 


Rocas eruptivas 


Las rocas eruptivas o ígneas han sido consideradas durante mucho 
tiempo como resultado de la consolidación de magmas análogos a lus 
lavas de los volcanes actuales. 

Pero hoy, a la luz de recientes estudios fisieoquímicos —en particular 
el conocimiento del medio sólido y de las posibilidades de cambio ele 
materias, sin fusión—, el problema aparece más complejo. La hipótesis 
magma tí cu es todavía valida para las rocas mic rol frica* producto de la 
consolidación de lavas análogas a las de los volcanes actuales. En cam¬ 
bio, ias rocas granosas» como el granito, parecen tener el mismo origen 
que las meiamórficas. 


Sea como fuere, estas rocas están constituidas por mezclas de silicatos 
cristalizados; su composición es variable, y el factor químico que las 
caracteriza es la proporción de sílice que contienen. Los óxidos metá¬ 
licos asociados a esta sílice son esencialmente los óxidos alcalinos, álca¬ 
li notérreos, férricos o de magnesio y, siempre, aunque en débil propor¬ 
ción, el óxido de titanio. Los silicatos característicos están descritos en 
el capítulo anterior* 

Aunque el estudio de las rocas eruptivas puede hacerse con una lupa, 
o incluso sin ella, en los laboratorios modernos se utiliza el micros¬ 
copio polarizante* AI analizar con él láminas muy linas de dos a tres 
centésimas de milímetro, las propiedades ópticas de las diferentes espe¬ 
cies nos permiten un diagnóstico muy seguro. 


Rocas granosas. — Tipo: el granito. Son rocas completamente cris¬ 
talizadas, cuyos chímenlos tienen aproximadamente la misma dimensión. 


El granito es una roca muy dura, compacta, de color gris duro, 
formada por la reunión de tres minerales: el cuarzo o cristal de rota, 
el feldespato ortosa y la mica negra o biotita. El tamaño medio de los 
cristales que lo forman oscila entre uno y cinco milímetros. A simple 
vista se distingue el cuarzo transparente, la ortosa en secciones blancas 
opacas y reflejos irisados y La biotita en láminas negras de brillo 
característico. 

Esta es la roca más esparcida por el Globo, En Europa se encuentra 
en los Alpes, en los Pirineos, en los sistemas centrales español y fran¬ 
cés, etc. En América* a lo largo de la cordillera de los Andes, en 
Uruguay, Brasil y Argentina (sierras de la Ventura de Córdoba, de 
Tandil), En México es menos frecuente. 

Contrariamente a lo que su dureza pudiera hacer creer, d granito 
se altera con facilidad; el feldespato, sobre todo, es fácilmente destrui¬ 
do por tos agentes atmosféricos y se. transforma en caolín. La roca así 
desagregada recibe el nombre de arena granítica. 

Rocas microIIticas O vitreas. — Tipo: d basalto. Estas rocas 
están formadas por lavas volcánicas enfriadas, consolidadas y de estruc¬ 
tura más o menos cristalina. 

Un buen tipo de estas rocas nos lo proporciona el basalto, tan abun¬ 
dante en la cuenca mediterránea (Francia, España, norte de África); 
en las Canarias; en algunas regiones de Asia (la erupción basáltica del 
Decán cubre 30000 km 2 ) y en América: los volcanes de Masuya (Nica¬ 
ragua}, Colima, Jarullo, Drízala y Popocatepetl (México), San Salvador 
(El Salvador), Fuego (Guatemala), Antuca (Chile), etc. 

A simple vista, el basalto es una roca negra compacta, de grano 
muy fino, que muestra con intermitencias manchas verdes debidas al 
pcrtdoto. Con el microscopio se ve que los grandes cristales de períroto 
están separados por una pasta formada por múltiples cristales (microb¬ 
ios) de feldespato plagiodasa, de peridoto o de piroxeno. Los cristales 
grandes de divino se llaman jcnacrutales* 


ENC'K'L* METOIUCA V. 
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1, Cretáceo senoncnse: Talud de creta blanca cargada de 
sílex. Acantilado de Fécamp (Francia) [Fot, Neurdein] 

2. Esquistos rojos del Pérmico, en los que es tú excavado 
el cañón dei Cians (Alpes Marítimos, Francia) [Fot, Jean 

Roubicr] 

’b Hocas eruptivas : bocas intercluíais (basalto). Columna¬ 
ta o tubos de órgano de Saínt-Flour (Cantal, Francia) [Fot, 

Feher] 

4, Calcáreo urgonetisc y otros formaciones del final del 
Cretáceo, En primer plano, lns agujas de Vareos (2 689 y 
2 548 m) y vista del Monte Blanco, más allá del valle del 
Arve (Alta Saboya, Francia) [Fot, A ir-Photo] 
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I i .. ór CHÍim. hi i i i f ’ 1 1 * h‘H i r | N t ji 1 i/jiduft, i|c I rU 11 F | Un ■ i 11 ■ iit» . 

I i ., II . i \ii arinni mi*rulitis a. A vrei'N* la jmstM dr ninndilu mmiIhim 

■ * > *.mí r ia Iim-, vilic'íi 1 Lmi rlln nos uirnumas .i Ium mu. i ¡nímm 

■■ ■ ¡i r 11111 > K ^ i i iii> i i|Mrn r ■ s ] ,i ohsidianfíi verdadero ..mí.I 

I I a |m rio i Ir la mk'Iis mu roldóos, uonridr nidria r o gLiinh . 

nvrlii 111111 1 111 m 1 ■ l i rápido ni fritiin ionio. Asi, la diHpimii inri p< moilim 

I.la ' olaiía* ¡indina las ^colmmiMías" o “tubos d» órg.. muñir 

■’ ib o'i 1 \r 1 loria . formaciones basálticas, 

Rocas ni I ero granosas. I estructura de estas tura 1 es u M > > 

■ n. Ji í dr lo granosa y la inicrolítica. Como 011 rl rano del ha*ullii, r 

iiliM'ivan grandes erigíalos y una pasta que sirvo do cemento* Liih crin* 
|ítl guinde» tienen a voces varios centímetros do longitud, y la pasta, 

■ 1111 ■ iniuru contiene vidrio, os cristalina, 

la. ruca» vulgarmente llamadas pórfidos tienen estructura miMogni- 
U" 11 v Hnri más antiguas que las microlitó-as, 

Clasificación de las rocas eruptivas. - El problema de la < C 

dii ir mu 1 í t* las rocas eruptivas os bastante delicado s puesto que existen 

I h( 1111 f íih 1 I ases que sólo se diferencian en la proporción de sus oom- 

p.inris, El c rilo rio más seguro os clasificarlas de acuerdo con la pre- 

i '\u íji o nusencia de cuarzo y feldespato. La presencia de cuarzo crista - 

I I /.¿ido subraya la abundancia do sílice en el medio original y caraete- 
n n lii i rocas acidas o teucoc ratas* de color claro. La ausencia de cuarzo 

.. 1 iicterísiica en las rocas básicos f metan ocr titas} t que* en compensa- 

- mu, non mus ricas en minerales íerromagnéBieos í pendolos, piroxenos, 
indi bulen) y, por lo tanto, de color mas obscuro. 

Edad de las rocas eruptivas. — Ebu edad se determina por la 

‘dvirnriirión do los sedimentos que han cubierto las rocas (sedimentos 
ooih 1 relentes) o que han sido cubiertos y han sufrido el metamorfismo 
ib dichas rocas (sedimentos más antiguos), 

3 41 edad de las rocas eruptivas, es decir, la de su génesis, es abso- 
liit imente independíenle de su naluralesea y estructura (por ejemplo, 
r muios arcaicos y granitos lerna ríos, que son idénticos petrográfica- 

mr nte). 

Rocas sedimentarias 

Las rocas sedimentarias, dispuestas en capas paralelas o estratos, pue¬ 
den tener varios orígenes. Algunas resultan de la aglomeración de 
í ni guiemos arrancados a otras rocas preexistentes; origen detrítico. 
Otras son el resultado de una precipitación química en el fondo de 
aguas marinas* pluviales o lacustres (rocas de origen Químico), o se 
han formado a partir de restos animales o vegetales (rocas de origen 
orgánico). 

Las rocas sedimentarias se pueden clasificar según su origen o su 
composición química, Nosotros adopta ritmos la segunda clasificación, que 
es la más general. 

Rocas silíceas. — Rocas silíceas de origen detrítico. — Casi todas 
h»s rocas de origen detrítico son silíceas; la sílice, representado gene¬ 
ralmente por el cuarzo, es, en efecto, uno de los compuestos químicos 
más estables* 

Un buen tipo de roca silícea detrítica es la pudinga o conglo - 
mcrado* que resulta de la reunión de cantos rodados (cuarzo, sílex n 
fragmentos de rocas eruptivas) soldados por un cemento. 

Las brechas son de composición análoga, pero los elementos soldados 
entre sí son angulosos. 

Lít arena esta constituida por pequeños granas de cuarzo sin soldar, 
La coloración es variable, blanca, amarilla n ocre cuando está impreg¬ 
nada de óxido de hierro. 


I ■ ip’-tt¡u‘ir no r ut 1 '.i cuna que a reiui soldada con un cemento silíceo, 

t|ii> .. i iiNhib/ju de nuevo en forma ríe cuarzo y dar la cuarcita* 

<á « ' - . bidrh !h*u Íji 11 i r ’ i! 1 11 motar* el tt$p erón y la mol as a, 

M«« n* *i\í\ eiiN de origen químico. — A esta categoría pertenecen los 
■ L * h bdilit y el iiiverlmn silíceo. 

I i mi. lili x, que m* rncurntuMi «n terrenos cretáceos, son nodulos más 
M ■ ( h I 1 1 41 ' p.l lides ile rolm pardo i 1 o? pe trusión se rompen y sus aristas 
00 muy v 1 . y i'oiUuites. I ■ mji de bis |o me 1 pales especies es el peder- 
rol n ¡urdía §t e t hispa empleada i • 11 íjhkmh prehistóricas para obtener 
furqj.o, y .igbet our tarde como pinito dv fusil; olía es la piedra molar* 
Mr* ,j bmu binte en hi rtienra de Pin r., 

1,4 hdttn* «le [tumo lm ísuihi, muy dum y roinpilClu, es de color negro 
o rojizo* 

El tiavcrtino sil teco fs un .tgrrgudo de sílice amorfa que contiene 
cierta proporción de agua. 

Rocas silíceas de origen orgánico. listas non Listante raras. Cita* 
remos los farros dé rad¿otarios* fonnudos en H fondo fie los océanos 
jior deposito de animales microBCupiros (rodiolunm)* y tas tierras de 
díatorneas 1 resultada de l.i acumulación en H fmydo de aguas dulces de 
restos de estas algas microscópicas de caparazón ai liceo. La harina fósil 
Formada por estos esqueletos silíceos (trtpoli) es empleada cu la indus¬ 
tria para pulir metales* absorber la nitroglicerina y fabricar la dinamita. 

Rocas arcillosas- — Las arcillas son rocas detríticas que se forman 
en el fondo del mar « de ciertos lagos de aguas tranquilas por depósito 
de limos o lodos i m pupa bles, y abnndun en la Naturaleza. 

El aspecto terrosa dr las arcillas y su suavidad al tacto son caracte¬ 
rísticos, Existen anillas de todos los colores: blancas, rojas, verdes, 
azules* negras, etc,, y su metidas a la acción del agua dan una pasta 
plástica* 

Las arcillas están constituidas esencialmente por silicato de alumina 
hidratado asociada u ciertas p roda el os sedentarios* como el óxido de 
hierro o el cuarzo, en forma de pequeños granos, y su origen hay que 
buscarlo en la destrucción de los silicatos alterables de las rucas erup¬ 
tivas, en particular feldespatos. 

El caolín, arcilla blanca muy pura, es el resultado tte la transfor¬ 
mación de rocas eruptivas ricas en pegnuttüas. 

La Imuxita o mineral de aluminio se presenta con aspecto arcilloso, 
Es blanca, amarilla o roja, 

HOCES CeBozeS-—-L as cáliz as son, con las arcillas y las margas 
(arcillas con caliza o dolomía), las rocas sedimentarias más abundantes* 
Existen muchas variedades, todas ellas constituidas por diminutos cris¬ 
tales de calcita . Su color es variable, generalmente claro; el acero Jas 
raya fácilmente, y son atacables incluso por los ácidos más débiles, con 
desprendimiento de gas carbónico. 

El calor descompone las calizas en gas carbónico y cal, por lo que 
son utilizadas industrial mente para preparar este último producto* 

Calizas de origen químico. — El carbonato calcico es tnsoluble en 
rl agua ordinaria de lagos o ríos, perú soluble en aguas con exceso de 
gas earltónico, (urna entonces la forma el bicarbonato calcico. Si un agua 
que contiene bicarbonato calcico pierde su exceso de gas carbónico, se 
deposita el carbonato calcico. Así se ha ti formado m las grutas las 
estilladiías y estalagmitas* 

Las tobas o traveñiños calizos^ de origen análogo, contienen a rne- 
ntuln restos de vegetales o de insectos. 

Las rocas nohticas son calizas marinas de origen químico, formadas 
por agregación de pequeños granos (oolitas) parecidos & huevos de 
pescado. Las oolitas son capas concéntricas de caliza alrededor de peque¬ 
ños fragmentos de cuarzo o de conchas marinas. 
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GEOLOGÍA Y MINERALOGÍA 



Caliza tosca con errata* 


CftlUoi de origen orgánico. — A 0tti categoría prrtiairirn, en pié 
me f h ii(n um lii t c til zas stcrt'trulux 11 í 11 nrgunlHiHOH iuarinnx, en ptrllCU 
U i Ion |p*»li |m r v hi» i■ í m . 1 1 f ■ '-i t anilinas 

( h \ a* i'íili/ü eMiiri formado- por agióme rución de fragmento. <I> 
eqilioodcioiON ( erituddros y erizos). 

La creta, por ejemplo, esta formada de finísimos restos de equino- 
dernióK, moluscos y otros organismos diversos (micrvjoraminíferm). 

Del mismo tipo son bis cu lizas de foraminiferos gigantes llamados 
n u mu Uticos * 

Las lu maquetas son calizas constituidas por acumulación de conchas 
fósiles soldadas entre sí. 

La caliza Itiogiáfiea suministra ejemplares interesantísimos de fósiles. 

Mármoles,—'Se llaman osí calizas unty puras susceptibles d< pulí* 
mentó y que son utilizados en ornamentación* 

Los mármoles son calL 
zas m clamor ticas, en Iují s 
que la calcita ha cristali¬ 
zado en grande* chímen¬ 
los* Litaremos el mármol 
sacaroide (Carmrii, m 
Italia), blanco, translúcido 
incluso en espesores de 
varios centímetros y que 
es carbonato calcico puro, 

Los jaspes son mármoles 
que presentan diferente* 
cola raciones. 

En la industria de lu 
construiré i un se llama l am¬ 
ble n marmoles a simple* 
calizas cí>mpactas no me- 
i amórficas* 

Calizas dolomidcas o 
dolomías. — El mineral 
llamado do/amía está for* 
orado por partos iguales 

de carbón a tos de calcio y de magnesio. La* 
calizas contienen frecuentemente una propor¬ 
ción notable de dolomía. Estas calizas doiotni* 
ticas se distinguen de las ordinarias por un ata¬ 
que más difícil de los ácidos y una patina negra 
característica* Sita formas de erosión son curio¬ 
sas y muy pintorescas* 

Depósitos salmos.— El agua de mar con¬ 
tiene en solución, ademó* de cloruro sódico, 
otras sales; las principa íes son el sulfato cal¬ 
cico, el cloruro y el sulfato potásico. Kn el trans¬ 
curso de los tiempos geológicos, *c produjo la 
evaporación del agua de las lagunas costeras, 
análoga a la que se produce artificial miciuo en 
lis marismas, lo que condujo a la formación de 
depósitos salinos* En algunos en so a, estos depó¬ 
sitos se han visto protegidos contra los agentes 
disolventes por otras capa* dr sedimentos y han 
podido llegar a la época actual* Los principales 
depósitos de sal gema así producidos se encuen¬ 
tran en Widiczka (Polonia), Lons-le^Saunier 
(Francia) y Cardona (España). 

Lo mí^mo ocurre con el yeso (sulfato de calcio), que existe en gran 
cantidad cu el subsuelo parisiense, y las soles potásí*ns. explotada* en 
A Lucia y Su asían (Alemania). 

Fosfato d6 Caldo. — Los huesos de los vertebrados con tienen tnm 
importante proporción dr calcio. Acumulaciones de osamenta* han pro¬ 
ducido grandes depósito* fosfatados cuyo valor industrial, como abonos, 
es muy notable. Los principales depósitos son los de los Pirineos y, 
sobre lodo, lo* de Africa del Norte. 

MÍI 18 rfilCS de hierro. — Ya hemos descrito los principales mine- 
rale* cu el capítulo anterior (v. p, 288 y 2H9). Algunos, como la 
limonita 0 hematites parda, y la hematites roja* constituyen verdaderas 
rocas sedimentaria#. El oxido de hierro, asociado a proporciones varia¬ 
ble* de caliza o arcilla* es el principal constituyente de estas rocas* 



.r" # «d Mi i'opí arrastra hasta sil delta numerosos troncos de 

*• 1 1»« 1 L «tiii i'ihtrientcM de agua pudieron acumular en el período car- 

honil.. enormes de vegetales. Este modo de formación 

(ii/otUma o por transporte) se aplica bien a la cuenca hullera del 
Midió Ctntñl franech* donde se han encontrado heléchos arboreaccn- 
< rs bó.rb's ron [jt copa hacia abajo y Lis rutees en ]u ¿ilt*>. 

niriin autores estiman, al contrario, que la hulla so lia formado gene* 
raímente in sita (formación autóctona}. Según ellos, es el resultado 
fie k d eseum parición ele grandes selvas, arel logas a los bosques tro¬ 
picales de nuestros días, constantemente inundadas. El cálculo demues¬ 
tra, sin embargo, que las selvas vírgenes más densas conocidas no darían 
más que unos centímetros de hulla. tVr esta razón, los geólogos mo¬ 
dernos se inclinan más hacia la teoría del arrastre y acumulación. 

Petróleos* El petróleo o aceite mineral se presenta como un 
líquido muy viscoso, de color obscuro, pardo o negro. 

En la corteza terrestre, el petróleo impregna por lo genera] ciertas 
rocas porosas, arenas o areniscas cavernosas, y &e encuentra en forma 
de depósitos o cuencas subterráneas. Las rocas» que lo contienen fie 
IJamatl tocas depósito, por oposición a las r ocas madres en que se 
ha formado* En los estratos plegados, el petróleo m acumula en los 
pliegues anticlinales junto con el agua salada y los gases que lo acom¬ 
pañan» 

Estos pliegues anticlinales regulares proporcionan las mejores con¬ 
diciones para la prospección y la explotación (yacimientos de los Esta¬ 
dos Unid os y de Meso pota mi a), 

Los geólogos han atribuido ai petróleo un origen, ya orgánico (vege¬ 
tal L ya inorgánico (acción del agua sobre carburos metálicos). La teoría 
orgánica ha prevalecido y se considera que el petróleo en un producto 
de transformación de materias vegetales por la acción de bacterias 
anaerobias. Al producirse una putrefacción particular llamada hita no 
nizticion. la materia orgánica se enriquece en carbono e hidrógeno. Los 
petróleos, constituidos esencialmente por mezclas de hidrocarburos, se 
purdrn dividir como éstos (v. p, 343, v» VI) en acíclicm o forméniem 
(tipo: el petróleo de Femisylvania) y naf tónicas o cíclicos (tipo: < I 
petróleo del Lauca so). Algunos petróleos, por ejemplo los de 11 unía nía, 
llénen un en ráeler mixto. 

AI destilar un petróleo bruto se obtienen, pri¬ 
mero, proel netos ligeros y volátiles (éter de pe¬ 
tróleo, gasolina a bencina para automóviles, pe¬ 
tróleo de alumbrado); después, ¡ü elevar la 
temperatura, el aceite pesado para motores Die¬ 
sel; luego, los aceites para engrasar, #1 aceite de 
para fina, el alquitrán, y final me ule, el coque* de 
petróleo y Ja vaselina. 


fl ». TÍ ■ 
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Rocas metamórficas 



Mlcrofotogniriji tic una caliza mimuntien 


Combustibles minerales. — Carbones- — Entre los diferentes 
tipo» de tocas sedimentaria» compuestas esencialmente de carbón y utili¬ 
zadas como combustible, podemos establecer una clasificación según 
mí contenido cu carbono. 

En orden decreciente de riqueza, tenemos k antracita (de % u QO %); 
la hulla (de 90 a 75), dividida en categorías secundario# (hullas ma- 
grax o anuacllusas, hullas seiuigrasas, hullas grasas y carbón de gas); 
el lignito o carbones pardo* (dé- 75 a 60) y la turba (de 60 a 50L 

indos estos combustibles son de origen vegetal* como atestiguan Este 
los numerosos restos de plantas que loa acompañan. 

La turba, combustible pobre en carbono que se farnm todavía en 
fo* pantanos, resulta de la descomposición, al abrigo del aire, de gran¬ 
des cantidades de materias vegetales* La descomposición se efectúa 
ha jo el agua y es el resultado de acciones microbianas. Los carbones se 
lian producido en condicione* análogas y se han emitido varias teorías 
puiií explicar stt formación. Algunos autores piensan que los restos ve* 
guíales fueron arrancados de su lugar de origen y transportados por 
corrientes de agua hasta ciertos punto» privilegiados. í)c la misma for- 


Las rocas melumórfiem son cristalinas como 
las eruptivas, pero sus e lumen tus están dispues¬ 
tos en estratos como los fie las rocas sedimeii* 
Tai'ks, Los tipos principales de untas rocas son 
la micacita y el gneis. 

La micacita. Integrada por cuarzo y mica, es 
una roca que puede desagregarse en láminas muy 
finas* 

El gneis es una roca de composición idéntica a la del granito, del 
que diferencia por tener orientados lo» cristales, Las agujas de 
mica, cu particular, están Concentradas en capas, lo que da a la roca 
un aspecto de piel de cebra característico. 

Se ha creído durante largo tiempo que la h rocas tnelamórficas run 
presentaban 1 ofi primeros sedimentos formados en b superficie dtd Globo, 
y q ue eran, por lo tanto, inmediatamente posteriores al "granito fun¬ 
damentar 1 . De ahí que se las clasificara automáticamente en el Arcaico, 
í-1 más antiguo de los terrenos conocidos. Esta teoría ha sido abando¬ 
nada en favor de la que supone que, igual que hay rocas eruptivas do 
todos los períodos las uní amórficas no ludas son de la misma edad. 
Además, estas rocas no son sedimentarias, sino resallantes de la Iraní* 
formación de otras sedimentarias o eruptivas bajo la acción de fenóme¬ 
nos químicos, térmicos o mecánico». 

Las que resultan de la transformación de rocas sedimentarias se lla¬ 
man par ame t amor (¿cas. En las grandes cuencas de sedimentación mari¬ 
na, llamada» geosincUnaÍús y se acumulan espesores enormes de mate¬ 
riales, generalmente arcillosos. Estos materiales, sometidos a una fuerte 
presión y altas temperaturas, ac encuentran en condicione» que favo¬ 
recen o provocan cambios en la comparición química. 

Prácticamente, encontramos todas las variedades de arcilla no esquk 
tosa y micacita* Los esquistos pizarrosos son sencillamente una forma 
de arcilla de metamorfismo poro acentuado. 

Las rocas sedimentarias pueden transformarse también por contacto 
con las eruptivas que surgen un su seno (metamorfismo de contacto). 
proceso, muy localizado,, no alcanza nunca lu amplitud del ante¬ 


rior, llamado metamorfismo general. 

luis rocas meta módicas originadas por transformación de otras erup¬ 
tiva* se llaman orto metamórficas. 

Existe todavía otra categoría de roca» metamórficas, es decir, las 
comprimidas* originadas por la acción de presiones considerable» en 
ciertos lugares^de la corteza terrestre en el transcurso de formación de 
cadenas moni añosas* Gracia» a estos fenómenos de dinamo rnet amar fio» 
rntK < i granito puede tomar un aspecto semejante a simple vista al de 
un gneis producido por metamorfismo general. 






















La evolución de la corteza terrestre en el tiempo 


I ji i'niífv.n terrestre exper imbuía continuas truunfunm.tu ■ iu > n 

perpetua evolución. < 'orno ya hemos indicado, c-¡iu evolm. n uil 


< |iíii rii Íok, rada tmn dr los rúales presenta una sucesión análoga de 
... La evolución «Ir la corteza terrestre se estudia aparte. 


Los períodos geológicos 


Era primaria: Animóles primarios. Vegetales primoums. Cronología de ios tiempos ... Evolución de las 

tierras y los mares. — Era secundarias Anímales secundarios* Vegetales seriimlarlo», Cronolnglu de tos tiem¬ 
pos secundarios. Evolución de las tierras y los mares.— Era teroiariat Animales terciarlos. Vegetales tercia¬ 
rios* Cronología de los tiempos terciarios. Evolución de las tierras y los mores, — Era oua tornaría! Anima» 
los y vegetales cuaternarios. VA hombre fósil. Cronología rio los tiempos rmiternarios, Evolución de h*s tierras 

y los mares 


Los tiempos geológicos islán divididos en cuatro grandes eras* que 
son* a partir de la más antigua: la Era primaria, la secundaria, la 
ícrctfiritf y la cuaternaria* Su duración es muy desigual: la Era pri¬ 
maria tiene ella sola una duración más grande que las otras tres reuni¬ 
das. La Era secundaria es más larga que la terciaria. Por ultimo, la 
Era cuaternaria, cuya distinción, ficticia, está ligada a la aparición del 
hombre, representa en la escala geológica un período muy nulo. 

Algunos autores hacen preceder la anterior clasificación de una gran 
época geológica llamada Era arcaica o azoica, la primera y más unto 
mía de todas, cara eterizad* por rio haberse encontrado en su* estratos 
restos de organismos vivientes. Esta era sude ser dividida en dos pe¬ 
ríodos: el arcaico propia mente di dio y el aigonquinn. 


Era primaria 



La Era primaria comienza con los terrenos más antiguos que con¬ 
tienen fósiles. Su límite inferior está, por lauto, mal definido y sujeto a 

las modificaciones que aportan los nuevos descu¬ 
brimientos geo 1 ógi c\ i s. 

Los animales encontrados en los sedimentos pri¬ 
marios son muy primitivos y es característica la 
ausencia de mamíferos y pájaros. 

Los vegetales conocidos san plantas cri plaga mas 
y gitiinospermas. No existían plantas con flores. 


Graptoltte (Cli- 
macograptn$ sea - 
inris) 


Animales primarios. — Los invertebrados 
característicos eran las insulinas, los gráploliies, 
los pólipos, los b raqui ápodos, los moluscos y, so¬ 
bre todo, los irilobitcs. 

Las fusulinas, animales unicelulares con concluí 
caliza, tenían el aspecto exterior de un huso muy 
pequeño. 

L.os graptotiteSf anima los nadadores, forma luto 
colonias flotantes análogas a los sifonóforos tic- 
tuales, y estaban provistos de una gran vesícula 
flotadora* 

Los pólipos o corales eran muy abundantes. Ln 
acumulación de esqueletos calizos de esto* anima¬ 
les forma capas enteras. Por analogía con las cotí 
iliciones actuales de vida de los corales, h< ha 
pensado que el clima de los lugares donde vivían 
era cálido y húmedo* 



Trllobites vistos por su parte dorsal. El de la derecha, con las 
antenas y las patas visibles (Según G, D> Watcott) 


Los braguiopodos se parecen exteriurmente a los lamelibranquios 
actuales, pero su organización interna y la naturaleza de su concha son 
diferentes de las de los moluscos. La concha está formada por dos 
valvas, una ventral y otra dorsal. Los braquiópodos se fijaban uf suelo 
mediante un pedúnculo* 


En los mares primarios vivían numerosos moluscos. Loa más co¬ 
munes eran los ce jaló piulas, parecidos a los ñau tifus actuales. Según 
que la concha fuera recta, arqueada o arrullada en espiral, se distin¬ 
guían ios géneros Orthaceros, Cyrthoceras y Nautilus, Moluscos seme¬ 
jantes a las amonitas secundarias eran los goniatites. 


Los trüobites, animales articulados caráete» 
rístiros de la Era paleozoica, deben ser clasi¬ 
ficados i i n el grupo de los crustáceos. Su nombre 
viene de íu forma de su cuerpo, dividido lon¬ 
gitudinalmente en tres partes. La cabeza, for¬ 
inal la por una g la hela central, estaba rodeada 
de dos mejillas sobre las que se asentaban [os 
ajos. 

Alj-u nos ejemplares bien conservados mues- 
tran la exritenea de numerosas palas locomo¬ 
trices* antenas y mandíbulas. 

Entre las especie* más conocidas tenernos el 
calymnene, que podía enrollarse como las co¬ 
chinillas, el Ulaetms y el parad oxides. 

5c han encontrado otros animales articulados 
como arañas # escorpiones c insectos. Algunas 
libélulas medían hasta 80 centímetros de en¬ 
vergadura. 

Los vertebradson mucho menos abundan- 
íes, aunque existieron peces, batracios y algún 
repfií. 

Los peces eran por lo general diferentes de 
bis especies actuales y poseían un caparazón 
óseo que cubría todo o gran parte de su cuerpo 
(peces acorazados), En cambio, la columna ver- 
t cb ral im rstaha rom píela mente osificada* Tam¬ 
bién hc han encontrado vestigios de peces cu¬ 
biertos tic escamas semejantes a los actuales. 



Trilobite (Ihtfmatu¬ 
tes cauda tus) : 1. 
Cabeza; 2. Glabelo ; 
:L Mejilla; 4. Oto; 
5. Tórax; 6* Pigí- 
dio; 7, Pleura; 8* 
Punta maxilar 


Los otros vertebrados* batracios y reptiles, sólo se han encontrado 
en terirnos riel final de la Era primaria y son todos de pequeño tamaño. 



Vegetales primarios, — Estos vegetales son muy importantes, 
puesto que su acumulación ha dado origen a las capas de bulla, entre 
Uva cuales se encuentran '‘huellas” fie plantas* muy bellas, parecidas u 
nuestros heléchos (criptógamas) o a las coni¬ 
feras actuales (gimnospermas). 

Knlrr las cripta gamas, a menudo arborescen¬ 
tes, citaremos, además de lus heléchos, los lien- 
podios (Lepidodendrm sigillariu) y h>s equise¬ 
tos (Calamites) t 

Las especies más importantes de gimnosper * 
mas son las cordal tes y las valchia piniformes . 


Cronología de los tiempos primarios. 

La Era primaria se divide en cinco períodos 
que son, empezando por el mas antiguo: 

I a Período cámbrico; 

2* Período silúrico; 

Periodo devoniano; 

4° Período carbonífero; 

5® Periodo pérmico. 


Los nombres dados a estos períodos tienen su 
origen en las regiones donde están mejor repre¬ 
sentados los terrenos correspondientes y donde 
se han encontrado más fósiles. 

El Cámbrico está bien desarrollado en Gales 
(Cambria); el Silúrico, también en Gales, don¬ 
de antiguamente vivían los silures; el Devonia¬ 
no, en el rondado inglés de Deven; el Carbo¬ 
nífero es el terreno hullero por excelencia, y el 
Pérmico es característico del distrito de Pertn, 
en Rusia* 


Le pi dopt us, pez 
fósil del Liásíco 
(Holzmaden, Ale¬ 
mania) [F 0 I. La- 
rousse] 
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hfttoM | m i i i m 1 1 *■ t hu M ividr ri <11 


4 *. : *1 

JUMOS , 


según el Mgu ¡ente v 


A 


i n 


C am tiitreo **, 


SILÚRICO *** 



Georgiano 
Acuelle use 
Postdiimiano 


Ordovicicnsc 
Güila odíense 


Era secundaria 

i .011 la Era secundaria entramos en una fase de la vida úe la Tierra 
que pudiéramos llamar tranquila, por lo menos en Europa, Solamente 
w registran grandes cambios en los mares* pero sin que veamos sur¬ 
gir cadenas de montanas importantes* 


Devoniano.. 


Garuoníkeiui 


rKUMit;o 



Gedinínno 

Coblenzlano 

Eifeliano 

Givetlano 

Eras ni ano 

Fameniono 


{ Dmantin no 
Vest fallaría 
lis le fa iliense 

{ A utu iliense 
Sajón 
Turinglo 


Los terrenos primarios se presentan ea forma de esquistos duros y 
compactos (pizarras) o calizos* también existen niveles de areniscas o 
conglomerados de colores obscuros* 

Evolución de las tierras y los mares. —Al principio de la Em 
primaria, dos continentes emergían en nuestro planeta: el primero* 
septentrional, se extendía del norte del Canadá a Groenlandia y ocu¬ 
paba una gran parte de! 
actual mar del Norte; 
el segundo, meridional* 
comprendía África Cen¬ 
tral con el Sabara y 
Arabia* Entre estas dos 
vastas extensiones, un 
profundo mar cubría la 
casi totalidad de la Eu¬ 
ropa actual y sólo en el 
emplazamiento de lo que 
Planta de la hulla fWalchia Schtothei~ son hoy Finlandia, cen- 
itut) [Fot* Laranssv] tro de Francia y Bohe¬ 

mia emergían tierras* 

En el curso de la Era primaría* en dos grandes etapas sucesivas, 
los plega mié ritos disminuyeron considerablemente el dominio marino. 
Durante el Silúrico, el plegamiento ctdedvniano originó los montes 
Allcghanys en los Estados Unidos, los Gram pianos en Escocia y los 
del norte de la península escandinava* Más larde* cu el Carbonífero* 
d plegamienta he r riman o hizo surgir altas montanas en gran parte de 
Europa (meseta española, macizos centrales europeos: llurz, Vusgos, 
Selva Negra.,.)* fia y una correlación est recluí entre las cuencas hulle¬ 
ras europeas y las jmnieitlaridadcs de la cadena hercíniaim. 




Valle cid Tourmnlct (Pirineos) en los esquís los 
tiernos del Carbonífero (Fo/* Rollar) 


De esta forma* al íin de la Era primaria el profundo mar ¡nterrón* 
tinental estaba reducido a mares interiores y lagunas poco profundas 
rodeados de altas cadenas montañosas. La evaporación del agua de 
estas lagunas produjo depósitos salinos, 

Lu actividad volcánica fue intensa, sol» re todo después del plega mien¬ 
to herciniano* 

E] estudio de la flora y la fauna muestra .[uc el clima de la Era 

primaria era cálido y húmedo, con estaciones poco marcadas o inexis- 
lentes* 



Animales secundartosi — Ciertos grupos característicos del Pri¬ 
mario, graptolites y trilobites, han desaparecido por completo* Otros, 
los braquiópodos, por ejemplo, conservan aún algunas especies. Los cri- 
noides, los erizos y los cora* 
les abundan, pero la Era 
secundaria es sobre todo la 
era de los moluscos cefaló¬ 
podos (amonitas y belemni- 
tas) y de los reptiles. 

Los braquiápodos existen 
en toda su serie, pero sólo 
en corto número. Citemos 
las terebrátidas y las rhyn - 
chonellas^ que adquieren su 
importancia máxima en el 
Liiisico y el Jurásico. 

El grupo de erizos se des* 
arrolla mucho al final de la 
Era secundaria, en el Cre¬ 
táceo. 

Los moluscos, existentes 
son lamelibranquios o cefalópodos. 

Entre los lamelibranquios o bivalvos citemos algunas ostras y los 
curiosos hippurites, que tienen una valva muy desar rollad a v la otra 
muy pequeña* 

Los cefalópodos, representados 
en el Primario por algunas espe¬ 
cies ya mencionadas, alcanzaron en 
el fecundarlo un desarrollo consi¬ 
derable* Las amonitas fueron innu¬ 
merables, tanto por la variedad 
de especies como por el número 
de individuos de cada especie* 

Además, su variación en el tiem¬ 
po fue muy rápida y cada tipo 
pertenece a una capa o estrato 
de edad bien deternfinada* Gra¬ 
cias a ellas se ha podido estable¬ 
cer con precisión la cronología de 
los tiempos secundarios* Las amo¬ 
nitas tenían la forma de un cuerno 
de carnero y se les ha dado esc 
nombre porque en la Antigüedad 
la representación de la cabeza de Júpiter Anión se adorna lía con los 
cuernos de ese animal. 

La figura adjunta muestra una amonita con sus tabiques internos; 
la línea de sutura de estos tabiques es a 
veces muy complicada y ofrece útiles 
indicaciones para la distinción de los di¬ 
ferentes grupos* 

Entre los géneros más importantes* ci¬ 
taremos los ceratites * muy semejan tes a 
los primarios y con suturas poco compli¬ 
cadas; los arietites y los peltoceras T que 
marcan su apogeo, y los baculites* de 
forma recta, que aparecen en las ultimas 
capas sedimentarias. 

Las belemnitas t igualmente característi¬ 
cas de los tiempos secundarios, son menos 
numerosas. Sus restos se presentan como 
conos macizos negros, de forma de ciga¬ 
rro puro, constituidos por fibras radiadas 
de calcita, Tenían diez brazos y su manto llevaba dos aletas que les 
servían para nadar; eran, por lo tanto, muy semejantes a los calama¬ 
res y sepias actuales* 

Los vertebrados de los tiempos secundarios están re¬ 
presentados esencial mente por los reptiles, que alcanza¬ 
ron un desarrollo extra ordinario y cubrían toda la ex¬ 
tensión <leí Globo, Se han conservado esqueletos enormes 
intactos. 

Los principales reptiles terrestres o dinosanrm son el 
igutmodón, con aspecto de canguro; el diplodoco , que al¬ 
canzaba longitudes de 25 metros; el gigantosaii.ro, aún más 
grande (hasta f \H metros); ■el triceratops, con el cráneo 
acorazado y armado de tres cuernos; el dimetrodén , ele* 

Estos seres eran pesados y torpes; el diámetro de su cere¬ 
bro era inferior, en algunos casos, al de su medula espinal* 

Su dentadura era potente, si bien fueron animales herbívoros. 

Algunos reptiles eran voladores, como el pterodáctilo, 
de alas membranosas. El archampterix encontrado en Bü- 
viera era más extraño todavía, pues presenta a la vez carac¬ 
teres dé pájaro y dé reptil* 

AI lado de los reptiles, que desempeñaron en esa época un 
papel parecido al de los mamíferos actuales, se encuentran 
pájaros y peces* Los mamíferos aparecen al fin de la Era. 



f 

Ikd em¬ 
ití tas 



Amonita 



Bivalvo hippurites (Fot. La- 
ronsste) 



A Q 


braquiópodos segundarlos: A, rhyn- 
choncllu {iihp tic hundía decórala ); 
B. terchrúlulú {Terebratnla digona) 
del hatoPense 























Diplodoco (Doc. Museo de 
Historia Natural, París) 
[ F ot. Laro ii ase} Ptero- 

(itíCtuht a spe c t « hit i $ 


Esqueleto del dimetrodón. Este 
enorme lagarto de 3 m de lar- 
go vivía, hace 240 000 000 de 
anos, en America del Norte 
Otar* París-Match) [FoL //, de 
Segonzac] 


Vegetales secundarios* “ Al principia de la Era secundaria pre¬ 
dominan las gimnuspermas y después aparecen las plantas con flores, 
primero las münocoUledóneas arborescentes (palmeras) y en seguida las 
dicotiledóneas pertenecientes a especies actuales (alamos, castaños, hayas). 

Cronología de los tiempos secundarlos. —La Era secundará 
se subdivide en cuatro períodos, que son, comenzando por el más an¬ 
tiguo: 


I o Período triásico; 
2“ Período I fásico; 
3 o Período jurásico; 
4“ Periodo cretáceo. 


El período inferior o Triásico debe su nombre a que se distinguen 
en él tres pisos bien definidos; areniscas, calizas y margas* El nombre 
del Lidsico viene de /¿as, palabra inglesa que designa una caliza dura 
y compacta. El Jurásico está bien representado en el Jura, y el Cretá¬ 
ceo en el período de la creta. La división completa de estos períodos 
en pisos es la del siguiente cuadro: 


Tu í Asteo 


Liáshio . 


JUHAS ICO 


Cretáceo 


f Areniscas abigarradas 
< Calizas conchíferas o Muschelkalk 
* Margas irisadas o Re u per 



Rétense 
i fettnngon.se 
Sincnuiríense 
Citarntu lien se 
To árcense 


Í najocensc 
Botónense. 
Cultívense 
Oxfordense 
Secuanense 
Kímmerídgetise 
Titónico 


I Berri ásense 
Valangíniense 
Hauterivense 
Barsemeuse 
Aptense 
Albiense. 
Cenomnnense 
Turonense 
Seno líense 
Dárteme 


Los terrenos secundarios están constituidos por calizas y marga*, 
que alternan de manera bastante regular, debido al aumento (margas) 
o disminución (caliza) de la profundidad de los mares correspondientes* 


Evolución de las tierras y los mares. — Al final de la Era pri¬ 
maria, casi toda Europa estaba emergida u ocupada por lagunas. Al 
principio de la Secundaria, el mar volvió a ocupar la tierra y durante 
casi toda la Era estuvo Europa cubierta de agua y sólo subsistieron 
algunas islas y la península escandinava* t ambién se fragmentó Ameri¬ 
ca dei Sur, se inundó la cuenca del Amazonas, y en África se extendió 
id mar sobre toda la actual meseta desértica. Australia quedó definiti¬ 
vamente aislada. 

Del estudio de la flora y la fauna se deduce que, at menos en algunas 
regiones del Globo, el clima variaba según las estaciones, y era en general 
calido* 


Era terciaria 

Durante la Era terciaria aparecen animales y plantas muy parecidos 
o idénticos a las especies actuales. 

Animales terciarios. — Los numuUtes eran forammíferos grandes, 
circulares y aplastados, muy abundantes en los bancos calizos de aquel 
tiempo. 

Los moluscos, bivalvos o gasterópodos, eran también muy semejantes 
a los actuales. 

Se han encontrado insectos en buen estado de conservación en el 
ámbar, resina fósil que abunda en los alrededores del mar Báltico. 



Entre los vertebrados , los reptiles estaban en completa regresión y 
fueron menos voluminosos que en el Secundario. Los pájaros y los 
peces no presentaron particularidades especiales y los esqueletos encon¬ 
trados en numerosos puntos muestran una identidad perfecta con los 
tipos actuales. 

Los mamíferos merecen una atención particular, puesto que en el 
Terciario alcanzaron su desarrollo máximo. La gran extensión de este 
grupo se manifiesta desde principios de la Era con la proliferación de 
los marsupiales y, sobre todo, la apariciiSn de paquidermos (Dinoceras). 
A medida que se avanza en la serie se descubren carnívoros, rumian¬ 
tes, ungulados y final mente monos. En la segunda mitad de los tiem¬ 
pos terciarios el grupo de los mamíferos alcanzó su apogeo. 

Entre las especies clá¬ 
sicas citaremos el hipa¬ 
rían* antepasado del caba¬ 
llo actual, la sorprendente 
serie de proboscídeos gb 
gantes (Dinotkeri u m , 
mastodonte) y el machat- 
rodus, carnívoro de largos 
y curvados dientes, más 
potentes que los del tigre. 

A finales del Terciario 
desaparecen los mamífe¬ 
ros gigantes y el grupo 
de vertebrados tiende 
hacia su estado actual. 
Los elefantes, rinoceron¬ 
tes, caballos, etc., son muy 
semejantes a los que vi¬ 
ven boy día. Osamentas 
de estas especies acompa¬ 
ñan en las grutas y cue- 
Grñneo de macha irodus vas cuaternarias los restos 

de hombres fósiles. 


Vegetales terciarios. — Los vegetales terciarios son en todo com¬ 
parables a los de nuestros bosques. Es interesante señalar, sin embargo, 
que en terrenos de clima actualmente frío vivían, al principio del 
Terciario, plantas de países cálidos, como las palmeras, y que sola¬ 
mente al fin de esa Era aparecieron los árboles y plantas de hojas 
caducas. 


Cronología de los tiempos terciarios* — La Era terciaria se 
sulxüvíde en cuatro períodos; 


1" Período eoceno; 

2 o Período ol i goce no ; 
3 M Período mioceno; 
4* Periodo p Hocen o. 


Los dos primeros se agrupan bajo 
el nombre de /Vamalííico, y los dos 
últimos bajo el de Neógeno. 


Estos períodos se subdividen 


en los pisos siguientes; 


Tórrenos num míticos 
o 

Numulítico 


Terrenos neágenos 
o 

Neógeno 


Eoceno... ... 


ÜL1G0CENÚ... 


Mioceno ... 


Pliqceno ... 


I Móntense 
Th anótense 
Sparnacensc 
Ypcrcnse 
Lutaceuse 
Bario neme 
Ludense 



Snnnolsense 
Stamptanse 
Aqu i túrnense 

Burdlgalienst 
Helvettanse 
Tortonense 
Sa mui tense 
Pontense 


{ Plnísancicnse 
Astlensc 
Siciliense 


Puesto que la Era terciaria corresponde a un espacio de tiempo mucho 
mas corto que la Secundaria, y mucho más corto aún que la Pri- 
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■ Muría pin!- ' m iun y,, I ii uta» nubfliviMOnf"*, Se ciplitu e»1n por li 
mejor cmi n viu ion de los Nial tu mi los, todavía (rr»r<» f con todo» u 
fjif/ic'fi ii-n mtriulr:, y También porque lo» primeros estad kr- géológk 
eos 16 liun llevado u cabo cu terrenos l arelar ios, représen lados por cali* 
/av. arcillas, murga*. areniscas e incluso arena». A veces condenen de* 
pinito* lacustres, como td yeso* Las calizas son tiernas y u menudo con* 
Hi iteras. 


Evolución de las tierras y los mares.— La Era terciaria fue «le 

¡nteasa actividad endógena 

Los movimientos orogénicos se iniciaron ya eu e! Eoceno (movimien¬ 
tos pirenaico ?.pero culminaron en el Mioceno con los movimientos 
al putos, que provocaron la emergencia de los sedimentos acumulados des* 
de el Carbonífero en el fondo del mar que separaba el continente ñor- 
atiaulieo del africano* Esto» movimientos originaron las cadenas de moro 
tañas que van desde los Pirineo» y «*1 Atlas —a través de Um Alpes, Jos 
Apeamos, los Cárpalas y el Cuucaso—basta el 1 i ¡malaya. Se formo 
d Mediterráneo, y Europa adquirió tu configuración actual. Las dos 
Amé ricas, que estaban separadas al principio de esta Era, se unieron 
gracias a la formación de los Andes y las cordilleras que bordean el 
Pacífico Occidental. Estos plega míen los determinaron en la segunda 
mitad «le la Era terciana un gran recrudecimiento de la actividad vol¬ 
cánica rn las reglones recién dislocadas* El volcanismo actual es como 
un eco do ese intenso período eruptiva. 

El clima, parecido al actual, se caracterizó por la existencia de 
est aciones, 


Era cuaternaria 

La Era cuaternaria, la más corta de todas, se caracteriza par l.i 
aparición del hombre. Su duración corresponde como máximo a una 
pequcíia subdivisión de la Era terciaria y* sí prescindimos d- i hombre, 
H0 hay razón geológica que permita separarla de los períodos preceden i 

Anímales y vegetales cuaternarios. — El mundo vivo euater* 
mi rio fue vn conjunto prácticamente idéntico ai mundo vivo actual. 
A lo sumo vemos desaparecer algunas especies de mamíferos como el 
mamut, Ion osos di* las cavernas y r\ rinoceronte de narices tabicadas* 
Algunas de estas desaparición es son incluso muy recientes; el diñar- 
wíX uve gigante de Mudagascar, semejante al avestruz, desapareció 
después «leí período histórico* 

Los vegetales no presentan nada de particular en lo que &e refiere 
« especies y sólo su área de repartición ha sufrido modificaciones de¬ 
ludas a los cambios -le climas. 

El hombre fósil • — El descubrimiento di* ¡os primeros hueso» d»- 
hombre fósil* verdadera revolución cu el inundo «drilltfien es bastant«' 
reciente y se debe a Boucher de Perl lies (IfMfi). Aunque lu existencia 
del hombre fósil ha sido objeto de muchas dkrtrfüomx * < lmy din ad¬ 
mitida por iodo el mu rulo. 

En el orden cronológico, el esqueleto más antiguo conocido es tí del 
PUhemntroptis de Java, que data del período final del Plloruno* Los 
restos incompletos de este animal son intermedios entre el mono y el 
hombre, y la ausencia en los parajes vecinos de indicios de industria 
humana concuerda con el carácter primitivo de su esqueleto. 

No hace muchos años se descubrió en China el esqueleto de un ser 
parecido al hombre actual, al que se ha llamado Sinántropos, y que, 
a pesar de ciertos caracteres de simio, parece ser un hombre, puesto 
que en el urisrui* yacimiento se han encontrado algunos útiles. 

Después de estos dos tipos de gran importancia para el estudio de 
las relaciones del mono y el hombre, encontramos en épocas más re¬ 
cientes esqueletos típicos de hombres. 

Tenemos primero «■[ tipo conocido bajo el nombre de hombre de Ncttn- 
dertal, coloso ele frente retirada* de arcos superciliares muy salientes 
y de mandíbula inferior fuerte y sin mentón. Vivía al abrigo de 
las roca» y sobre Indo en cavernas. Los uliles que nos hu dejado, de far- 



Gráneo 

de L:t ChupclIe-ntix-Sai nts 
(Fot. Mateé de THomme. 
París) 



hechicero* Lugo Onega (U* 


10gura 


de 


H 


S.) 


S* 


luía nm\ piquito ' r*a iban destinados únicamente a su defensa y a lu 
Incqni d,< dt ... ratón hechos de piedra talludo, y tienen fur¬ 
nia- «le h,i fui giu. n punía de flecha. 

Del ... -b S«mnderUil pasamos en seguirla a esqueletos de hom¬ 

bre del lip«i arind. lie restas encontrados en Europa no son evidente¬ 
mente igimb-H n Ion del europea de lu>y t pero sí son idéntico» a los «le 

cierta» trihie *.ni iva» ármales, negritos u hot enlates; »e trata, pues, 

de Simple di íe rancia de raza. 

Estos hombre» vivían al principio en cavernas* pero su industria era 
superior a la del hombre de la piedra talluda. Sus hachas y puntas de 
Hcehu eran de piedra pulimentada* Las paredes de las grutas que ha¬ 
bitaban étftin cubiertas dé dibujos de los animales que los rodeaban, 

También en he cavernas se han recogido fragmentos de esruiluras en 
marfil, o cuemofl de reno grabados con motivos anímales de la época. 

Después de la industria de la piedra pulimentada, viene la industria 
del bronce y la del cobre, y con ¿fita Edad de tos Metales se abre el 
periodo histórico* La ge vi. agía deja paso a la historia. 


Cronología de los tiempos cuaternarios* — La cronología de 

bis tiempos cuaternarios, fundada en D evolución del hombre* es la 
si guiente: 
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Conviene notar que esta cronología es relativa y aplicable sobre todo 
a las regiones civil midas, En efecto, cierto* pueblos primitivos (cintro 
de Australia) están todavía en la Edad de la Piedra tallada* 


En d Cuaternario no 


Evolución de las tierras y tos mares, 

hubo grandes fenómenos 
geológica*. Las variacio¬ 
nes de los mares se limi¬ 
taron a oscilaciones de 
nivel, c¡ue mi pasaron de 
unas decenas de metros. 

Sin embargo, el re¬ 
lieve terrestre se modi¬ 
ficó mucho y, a la esea* 
la humana, íu formación 
de la topografía actual 
revistió una importan¬ 
cia considerable. 

Al final del Terciario 
se formaron los Alpes, 
entonces más altos que 
el Himalaya actual* Bajo las miradas humanas del Cuaternario ocurrie¬ 
ron los grandes períodos glaciares (glaciaciones); grandes extensiones 
de Europa, Asia y América del Norte quedaron cubiertas por una es¬ 
posa capa de hielo. Las cordilleras meridionales europeas eran también 
"núcleo de glaciación intensa. A los aluviones fluviales se unieron los 
id aviones glaciares , morenas frontales o laterales de las que se encuen¬ 
tran indicios en todos los valles bajos. 
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Biología 

Introducción 


Definición de la biología, — Aunque su nombre sea reciente, la 
biología (del griega bio$ y vida, y Logos^ estudio) es una ele las cien¬ 
cias más antiguas, Puede definirse como la ciencia de la vida o, si 
se prefiere, la ciencia de los seres vivientes. La medicina es simplemente 
biología aplicada, La ganadería y la agricultura son otras tantas ramas, 
de la misma disciplina. Por seres vivientes debe entenderse, en doble 
sentido, los vegetales y los animales* Tanto unos como otros tienen una 
estructura celular y una organización mis o menos compleja, que ad¬ 
quieren en et curso de su desarrollo* Los vegetales y los animales nacen, 
crecen, se reproducen y mueren. Para crecer, unos y otros se nutren 
de alimentos, que digieren y asimilan. Los fenómenos fisicoquímicas se 
efectúan en los seres vivos según un modo y un ritmo particulares, que 
constituyen tos caracteres de la vida, 

Reseña histórica 

Faltos de espacio para poder seguir la evolución particular de cada 
una de ¡as ciencias biológicas, nos limitaremos a esbozar a grandes ras¬ 
gos la evolución general de la ciencia de los seres vivientes* 

Antigüedad . — Los verdaderos iniciadores de la biología fueron 
Hipócrates (hacia 460-377) y Aristóteles 384-322)* De Hipócrates y 
sus discípulos nos ha quedado el Corpus hippoeraticiim, colección de 
estudios en tos que, por primera vez, son discutidos los orígenes semi¬ 
níferos femenino y masculino, la formación del feto, lu herencia, etc* 


De Aristóteles sólo conocemos la obra zoológica, que es, sin embargo, 
considerable* Ya se trate de la Historia de los animales o del Tratado 
de la generación^ este filósofo asombra por la variedad y profundidad 
de sus puntos de vista. 

Aristóteles conocía, por ejemplo, la viparidad del tiburón y de la 
víbora, la partenogénesis de la abeja, el hermafroditismo del ruño... 
Sabía que el murciélago es un mamífero, a pesar de sus alas, lo mismo 
que la ballena, tío obstante sus aletas* Si es cierto que consideró primero 
al hombre diferente de los animales, más (arde se inclino a pensar que 
no era completamente distinto. Incluso opinó, como precursor del trans¬ 
formismo, que existen, entre los seres, transiciones insensibles. Debió 
ocuparse también de las plantas. 

Su discípulo predilecto, Teofrasto (3804287), era muy versado en 
botánica* Fue el primero que estudió la clasificación y reproducción de 
los vegetales, y estableció la diferencia entre las mo nacotiledóneas y 
las dicotiledóneas. Entre las primeras citó principalmente la datilera, 
a causa del reparto de sus ñores machos y hembras en árboles dife¬ 
rentes* 

Con Galeno {hacia 131-haeia 201), la anatomía hizo grandes progre¬ 
sos, aunque diseco sólo monos en vez de hombres. Más afortunados que 
los sabios griegos, los médicos de Alejandría obtuvieron permiso para 
operar sobre cadáveres de criminales* Uno de estos médicos descubrió 
la retina y la a rae no id es, así como los ovarios de la mujer* 

Renacimiento. —-Después de los siglos casi sin ciencia de la Edad 
Media —-durante los cuales en España descollaron sin embargo 
San Isidoro de Sevilla, quien en De Rehus rustida (Libro XVII de 
Etimologías.) menciona diversas plantas; Aben Golgol, que estudió 
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i'u dt *■.(I*i ■ ln v i rl od c ■ < d* 1 |ji t- pbniin*; H Mcvilhiun Ibti 4 Awunu 
autor r1 1 * 1 una «lint sobre agricultura en el siglo XIt, e Ibtt nl-ISáytarp 
i ti i|m|ji4i 11 riel xiii , I hiulngiji llegó al rjqdendm t\r Íh , siglos \ v v 
v i f l l..i 111 i y u r [i«i t*- ile |hh grande^ ii r( i«r H-H de esta época m- míense 
r i ■ n i><n !;i i h 1 11 . i de la Niil uruh'/a. Otemos, entre «iros, a Miguel Angel* 
Leonardo de Vinel y Bernard Paltasy. Trust rilas evolucionaron si 
multan rumen te i:i anatomía y la fisiología humanas, la zoología, la lio 
tti «ira i' incluso la pa leo otología. 

En 1 a primera dt: estas disciplina* sobresalieron Andrea Vesalio 
(15144564), que residió en España, fue medico de ('arlos I, y revisó y 
cor rigió lilis obras de Galeno; Fahrtcto d’Acqu;t pendente (1537 I6Í9), 
uno de los más famosos maestros de la Universidad de Padua, y 
Eustaquio! muerte en 1574, cuyo nombre llevan varios órganos. 

En fisiología domina el gran William Harvcy (1578-1657), que dea* 
cubrió la circulación de la sangre y sostuvo que el pollo no preexisu? 
en miniatura en el interior del huevo. Módico del rey de Inglaterra, n 
cuyas cacerías asistió con frecuencia, disecó cierva* y en mis matrices 
descubrió verdaderos huevos, por lo que resumió su saber ríe esta forma 
lapidaria; Omite vivum ex ove. 

No obstante, el módico español Michel Servel (hacia 15114553) fue 
d primero en dar una descripción exacta de la circulación sanguínea, 
en tú verdadero sentido de la palabra, t:s decir, del amisión u los pul* 
t no lies y de los pulmones al corazón, en su obra Ckristianismi restiiutiu 
(1553), Otro español que trató de la circulación sanguínea fue el sal¬ 
mantino Francisco de la Reytia en su Libra de Albeyteria , publicado 
en Burgos en 1564. 

En zoología, Fierre Belon (15174564) y Gtitllmimc Róndele! (1507* 
1566) se especializaron en el estudio de los peces. El suizo Contad 
Gesncr (1516-1565) extendió sus investigaciones a ¡os cuadrúpedos, jas 
avea y las serpientes. Como botánico, sr le atribuye el establecimiento 
dej genero, división superior a la especie, que el francés Joseph Fitton 
de Tournefort (1656-1708) definió después con muís exactitud, 

Bnt i nicas celebres de la misma época fueron el italiano Andrea 
Ccsalpirii (15194603), el primero en intentar la clarificación rlc Tus 
plantas por sus flore* y sus frutos, y el fuizo Gaspard ttuuhin (1550. 
1624), que descubrió una seis mil plantos, 


La empresa de América ofreció un nuevo c inmenso campo de e:stli¬ 
dio e investigación n Jos hombres de ciencia hispa no lusitanos. Entre los 
primeros en dar a conocer plantas amen ranas figura Diego Alvares de 
Chanca, compañero de Cristóbal Colón en si* según tic» viaje y autor 
tic Carla a Lt ciudad dt’ Sevilla, donde se establece une lisia bastante 
extensa. Pero el naturalista por excelencia fue Gonzalo Fernández de 
Oviedo y Valdes (1478-1557), dedicado no sólo al estudio de lo* mine¬ 
rales, plantas y animales de America k sino también al del hombre y sus 
costumbres. Su Relación sumaría de la Historia natía ni de in\ Indias, 
publicada en 1526, es el nías antiguo trabajo de esta cíase ndweiomtdo 
con el Nuevo Mundo. 


A Oviedo siguieron el medico sevillano Nicolás Mon ardes (1493- 
1588), CQyt Historia medicinal de tas cosas que se traen de nuestras 
Indias Occidentales, que sirven en Medicina (136545741 e tradujo al 
latín, inglés, italiano y francés; Juan Caro» que computo un tratado 
De tm aves del Nuevo Mundo; I-Va y Bernardina de Sahagúit (¿1499?* 
4590), autor de Historia de las cosas de Nueva Esparta, que no vio 
k luz hasta 1829; Francisco Hernández (15)7-1587), médico y natu* 
lulipa, quien, encargado por Felipe II dt* una expedición científica a 
México, dejó 17 tomos con dibujos y estampas, destruidos en su mayor 
parte en 1617 durante el incendio que devastó rl monasterio de El Es- 
Cork!, y el jesuíta Padre José de Acosta (15104599), que exploró el 
Peni y trató de ordenar científicamente los seres vivos americanos cu 
nú Historia natural y moral de tas Indias (1590), 


Época moderna. — Lu botánica española conoció en el siglo xvtii 
su período más brillante. Durante este siglo se adoptaron la doctrina 
y nomenclatura de Lirmeo. Con Carlos III wc creó d Real Jardín 
Botánico tir Madrid y se «rgtmkarmi por d Estado importantes explora* 
cioncs científica# en América: en 1777, k del peruano Hipólito Ruta 
(1754-1816) y su compañero d español José Pavón; en 1783, la de José 
Celestino Mutis (1/32-1808), gran botanista, médico, astrónomo y «>a- 
temático, en cuyo honor Cirineo dio su nombre a una planta americana, 
k Matina; en 1787, la de Martín Smc (m. en 1809), quien con el bo¬ 
tánico mexicano José Mariano Mociño (1758-1819), exploró d virrei¬ 
nato de Nueva España y de cuya colaboración ha quedadn Flora me¬ 
xicana y Flora guatemalteca, etc. En d Jardín Botánico de Madrid se 
experimenta rom muchas plantas ¿injerirá mis, dadas ¿i enrioerr rn varias 
de sus obras por Mariano de La gas cu (17764839) y Antonio José 
Cavaailks (1745-1804), 


Ha cía 1600, ron la invención dd microscopio, se había abierto un nue¬ 
vo campo ¿i la biología. Gracias a este msi ruínenlo se descubrió lu existen¬ 
cia» en casi tudas las materias examinadas, de una gran pulular ion de ara* 
dores de la sarna y de animálculos, que impresionó enormemente a los 
naturalistas y filósofos de todos los países. El Italiano Mareello Malpight 
(16284694) descubrió los vosos capilares; el holandés Antón van Leen- 
wcnhock (1632-1723) describió cierto número dé microbios e infusorios 
y su compatriota Jan Swammerdam (1637-1680) presentó, en su Biblia 
de la Naturaleza, uno de las más notables conjuntos de observaciones mi¬ 
croscópicas, En esta misma época, los ingleses Robcrt Hookc (16354703) 
y Nebcmiah Gie w (1641-1712) rl rscu b ríen m la h eé I o la 4 que <■« u -q i 1 u y en 
los organismos, 

Dos grandes controversias agitaron el mundo. Primero, la de k gene- 
ración espontánea, Sus adversarios, además del ya diado Swummcrdum, 
fueron d italiano Francesco Redi (1620-1698), denos! ró que 
!ax moíctuf no nacen nunca de la carne; Rcaitmtir f Rene* A rítame 
Ferchault de) [ 16834 757 L celebre sobre todo corno entomólogo, y 
Lazzaro Spnllanzan! (17294799), incomparable experimentador e ílus- 


1 "■ 1 1 u4'... John Turburvillc Nccdbam (1713 1781) 

qu»' mrigun .. ni'-r de materia inerte, Pero los argumentos 

eq f¿iiv. -.. 1 ■ i 1 ||« teoría nn resolvieron la cuestión. Sólo en 

1861, (li'Kpiir- « 1 ■ II liiMiM 1 polémica entre Pnucbrt y Puslcur, la gene- 
¿ación cHpimi .. . luí- < Li iiíu ada delinilivamenlc como una leyenda. 

Segundo, k do lu« preformueionistas contra Jos epígenesistas. Los prb 
fue ios upiruib.Mi que cJ htt futuro está completamente constituido en 
miniatura dentro drl Inievo y que sólo tiene que desarrollarse para 
llegar a adulto. Entre los partidarios tic esta teoría figuraron loa ya 
aludidos LeeuwenUoek y Spalknzaní, este convencido de que el semen 
tiene únicamente como efecto excitar el desarrollo de ks células sexuales 
femeninas, y el suizo Charles Bonnet (1720-1793), descubridor de la par- 
lenogénewifi de! pulgón Entre Uts epigenesistas, partidarios de ht temía 
de* lu evolución progresiva del ser a partir del germen, el más grande 
fue eí alemán Raspar Fríetlrich Wolff (17334794), Uno de tos más no¬ 
torios preformación i nías, el suizo Albert de Hallcr (1718 1777), llama 
dci ! 1 1 Papa de tn fisiología, 1 rato de esta cuestión en una extensa obra en 
varios volúmenes. 

La clarificación hizo también sus progresos. Bullan (Crorgcs-LonU 
Léele re, cande de) [1707 1788] fue sobre todo un descriptor de gran 
talento. íSu Historia nata tal, etm indo, nn supera el trabajo ¿«tatema tico 
de Ariatótelew. En cambio, mi etmtemp«rán<*o rl suero Cari von Linné 
(Ltnneo) [1707-17701 llevó k clasificación a su más alto grado de per¬ 
fección;* míenlo en su Sistema de la Noiunrfe¿a t qur aburen los dos 
reinos* Se le atribuye k invención de k munencbitura binoimnal, aun¬ 
que el francés Tournefort había ya definido el género antes que el 
botánico sueco, Remard de Jussíeu (1699*1777), el genial jardinero 
del Triunón en Versalles^ y, principalmenle ? m sobrino Antoinc-Lau- 
rent de Jussietl (I7444836) f definienm las familias vegetales, para de* 
jar u sus sucesores Aüjfu&tin-Pyrante de Candollc (1778-1841) v 
Adolphc Brouguiart (1801-1876) la tarea de definir los grupos del ordt n 
superior. Lauta Daubenton (1716-18011), colaborador de Huffon, divi¬ 
dió el reino anima! en órdenes y clases, aunque sin llegar ¡il dominio 
de Cuvíer* 

Período contemporáneo. — A partir del rigió xtx, los descubrí- 

nsientos biológicos se multiplicaron con los progresos de k técnica. Ib^ 
aquí una sucinta enumeración: 

1* Citología e histología* Hookc y Crcw no veían en k* células mú» 
que una especie de |ici¡urñ¿t caja. Otro inglés, Robert Brown (1773- 
1858), descubrió el núcleo, y el francés Félix D ti jardín (1801-1872), una 
substancia gelatinosa que lo rodea, ¿i la cual dio rl nombre de surcada, 
que es, cu realidad, el prutnplasma. A bis alemanes Muihtus Jakob 
Schteidcn (1804-1881), Thcodor Schwann (1HHÍ4882) y Ilugo von 
Mohl (1805 -1872) correspondió eí honor de demostrar que todo órgano 
nc compone de células y que toda célula proviene de otra por división; 
manís ccllula ex cdhtla. Éste fue d fundamento «le la doctrina celular 
y el punto de partida de dos ciencias nuevas: k citología y la hisf*flogia t 

En citología, Edouard vutt Bcncdcn (18464910) demostró, con sus 
estudios sobre las ascárides, <4 pnpH dr !<!K rroioosionas en la fecunda 
ción* Sus ínvcstigacioncíi reforzaron la idea de que esas parlen del 
núcleo son ks transmisoras de k herencia, Sobre cela hipótesis tu- 
vieron grito importancia los descubrírttieritiis del austríaco Johaim 
Grcgor Metí del (1822-1884) sobre la hibridación fle^ los guiñantes y los 
del uortcatnerkutio Thooiaa Huat Morgan (18664945) sobre k hi> 
biidación de la tnoMca del vinagre. Al mismo tiempo WiIhoii mostró 
la función de ciertos cromosomas en la determinación drl sexo. 

Entro los primeros histólogos figura Xnvicr Bicha! (17714802), cuya 
Anatomía general constituye históricamente el primer tratado sobre 
los* tejido#. Entre sus continuadores cabe señalar a Rudolf von 
Koclllker (1817-1905), Lotlix Ranvier (1835-1922), Gamillo Golgt 
(1844-1926), Félix Henneguy (1850-1928) y Pren;int (1866-1927), 

Poro ks teorías de Koellilcer, Ranvier, Golgi, Henncguy, etc,, sólo 
fueron confirmadas después de los dcscubiimicnios del sabio español 
Santiago Ramón y Cajal (1851-1934) sobre las leyes que rigen la 
moílübigiii y las conexiones «le las células nerviosas en lu .substancia 
gris (1888), primero halladas rn rl cerebelo y mas larde en todos los 
demás órganos, por lo que en 1906 se Ir concedió rl premio Nobel de 
Mrd ieina. Sus investigaciones abarcaron Jos temas histológicos más di¬ 
versos, no sólo sobre los vertebrarlos, sino también “obre algunos 
invertebrados, como eí estudio de la tetina de los cefalópodos. Entre sus 
obras más destacadas figura o: Histología del sistema nervioso del. hom¬ 
bre y lüx vertebrados. Estructura del cono terminal de la médula expL 
naL Histología y técnica mÍcrognÍlictt¡ Red suéterjivial de las células 
rivftdasus ventrales, de, 

2 U Embriología, La doctrina celular tuvo su repercusión en el estudio 
de ht formación dd ser, Charles-Erncst de Raer (1792-1876) estudió 
el desarrollo del pollo, Franeta Maula»d Balfour (18514882) el de los 
peces dasmobranquiog y Richard Hértwig (1819-1922) el del ertao de 
mar. Otros, como Y ves Dckgc (18514 920) y Leo Loeb (1859-1924}, 
hicieron experiencias de pa rumo génesis. 

ú" Anatomía y zoología. Dos sabios crearon simultáneamente k ana- 
tonriíi comparada; en Francia, Georgcs Cuvíer (1769 1032) y en In¬ 
glaterra, Richard Owen (18044892). Al primero se deben hm grandes 
principios de la subordinación de los caracteres y de k correlación 
de los órganos. En su obra Reino animal los aplica a la clasificación de 
lo* anima fes actuales, y en las Investigacífmex sobre huesos fósiles, ;t k 
reconstitución de los animales desaparecidos. 

Cuvier creyó en k estabiliiiad de ks especies, mientras que, por el 
contrario, sus colegas Lamitrck (Jem-Baptiste de Monet , caballero de) 
[ 1744-1829J y Etienne Geoffroy Stuot-Hikire 0772-1841), del Musen 
de Parta, fueron los fundadores del transformismo. Esta doctrina dio 
nueva vida a las investigaciones Anatómicas, zoológicas y paleontológi- 
ra.N, que adquirieron gran auge con Charles Darwtn (1889*1882). 
Thomas Huxlcy (1825-1895) y Erast Haeckel (1034-1919), 
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Kii paleontología descollaron Alcide d^Orbigny <)802-IÍ157 I m W m 
vertebrados y Albert Gaudry (1827-1908) en los vertebrados, Miffth 
(1831-1899), Edward Drinker Cope (1840-1897), Charle» Oihom 
(1857-1935), etc., aplicaron también a los fósiles los {munidos dr la 

evolución, 

4* Biología* ecología y bionomía* El estudio de lur> costumbre* de Ion 
animales, sobre todo las de los i oséelos, ha apasionado a naliit.il ístu* 
como Henri Fabre (1823-1915), cuyos Recuerdas entomológicos gn- 
/,an <lc fama universal. En Roscoff y Banyuls (Francia), licnri de 
Lacaze-Düthiers (1821-1901) fundó los primeros laboratorios para v\ 
estudio de los animales marinos. La oceanografía lomó cuerpo con Ja 
expedición inglesa del Challenger y las del príncipe Alberto I de 
Monaco (1889-1929). El doctor Jean-Báptiste Charcot (1867-1936), con 
su Pourquoi-Pos? t contribuyó también a esos estudios, y uno de los mas 
grandes oceanógrafos, el danés Schmidt (1877-1933), se debe el descubri¬ 
miento de! lugar de postura de las anguilas. 

5 o Botánica, El francés Van Tieghem (1839-1914), con su gran Tra¬ 
tado de botánica llevó a su más alto grado la clasificación del reino ve¬ 
getal. Alexis Jordán (18!4-1897) y Hugo de Viles (1848-1935) descu¬ 
brieron las variaciones bruscas o mutaciones, con lo cual dieron nuevo 
impulso a las teorías transformistas, 

6 o Fisto logia. Con Antoine-Laurent de Lavolsier (1743-1794) se re¬ 
anudó la tradición de la fisiología experimentaÍ. Su memoria sobre 
la respiración dio un impulso definitivo a esta ciencia. El ya nom¬ 


inado doctor Bichín demostró que la vida es una propiedad gene- 
mi de indos Um tejidos. Fratifois Magendie (1783-1855) adquirió eele- 
l»i id.id con miíi experiencia* sohre las Taires de los nervios raquídeos. 
Clutsde Bcmard (1813 1878), además de sus descubrimientos sobre los 
¡invHiH vj isutuulmén y lu función glucogénica del hígado, estableció en 
n ¡rtlt atina tón al estadio de la Medicina experimental la codificación 
di- Li-. irrla dr tu r xpdí*Mli h i U ricntíljcu. 

7‘ Huela talogía El siglo xix vio nacer lu nueva ciencia de los micro¬ 
bio», cuyo pudro indinan ible fue Loui» Pu«tcitr (1822-1895). Harto co- 
tKietdtiH son muh d<*Hcubriminiii»n sobro los formemos y Uis enfermedades 
contngíóHiifi, h lun que encontró n no do» con las vacunas. Su mayor mé¬ 
rito rrm^ilió eti haber disipado *A mÍNtrrio que envolvía muchos de los 
fenómenos naturales, Lu enmela de Plltfttií comprende muchos investi¬ 
gadores y mcdico»i pero sólo cjl aremo» a Edíai Mctchnikov (1845-1916), 
Emilc Roux (1853-1933), Alphontc Luyeran (1845-1922), y Albert 
Calmette (1863-1933). 

8“ Biología general . Puede ronsidrmrsr ¡i Fluíale Heriuml como el 
verdadero fundador, por sus l^eccUmcs sobre los fe tilinten os de la trida 
comunes a ios animales y los vegetales, 15mJí Mimos cihii iimncrosna citó¬ 
lo gos y genetistas (investí gado tes que w ncupjm de Iuh leyes* de lu he¬ 
rencia K todos los transformistas, ele., pero UjihIjm/i leeun! ir, entre éstos, 
a Alfred Giard (1846-1908) y Félix Le Dantec (18fi9 1917), 

f.émi Huitín 
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Por primera vez y en el instante preclsí» de ls 
tren mi ación del óvulo por el espermatozoide 
ciertos módicos han podido presenciar el nac; 
miento tic un ser humano, lísle feliz acontecí 
miento fue lograrlo merced a los trabajos de 
doctor Landrum U. Shettles, de Nueva York, que 
después ele extraer el óvulo del ovario de ufii 
operada, le puso en contacto con el semen. 11 
aquí una de las fases de una película mierofo 
tográücn t[iie muestra esc instante: la fecmidaciói 
humana ¡Fot* /*. Papnvv) 
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Biología general 


í'nríictíTrs genernles tic los scrrs vivientes. Foiier de proiiíVnMiíin de ios seres vivientes* Morfología de la 
célula* Membranal* PlllOlOlll <1 c/ Ln célula, Cultivo tic las célulus* Microdisccdón. Cinema logra Ha ni teros có- 
plca* Función del núcleo» Función tic L comlrloimi» Función del vncuomn. Ronce iones de la célula. División 

de la célula* Cultivo de los tejólos 


La biología es el estudio de los seres vivientes considerados desde un 
punto de vista general* Como ta fisiolnglt i, la biología estudia los me- 
carlismos que condicionan los fenómenos de la vida; pero mientras 
el fisiólogo, con iin propósito ríe análisis, aísla el animal de su medio 
y estudia sucesiva mente todas sus funciones, el biólogo estudia el ner 
vivo en su medio: lo estudia en sí mismo y en relación con su medio* 
No intentaremos definir la vida, ya que, según Claudu Bernurd, ‘tu» 
es sino una palabra que revela nuestra ignorancia; es un estado que no 
comprendemos sino por oposición a lu muerte: podemos caraclerizarla* 
l>ero no definirla’** La única manera de comprender la vida es estu¬ 
diarla, según sus manifestaciones, en una serie de ejemplos concretos. 
Oponemos los vegetóles y los animales, bajo el nombre de seres vi¬ 
vientes, ¿i J os seres inertes o minerales. Los vegetales iknrn, por consi¬ 
guiente, cafarte res comunes ron los animales* 


Caracteres generales do los seres vivientes. — Kstoa cara ote- 

res son: 

I a Composición química, lodos los seres vivientes se componen de 
substancia* orgánica*, cuyo estudio constituye Ja química orgánica. 
Estas substancias xe componen sólo de elementos usuales ((!, II, (h N. 
S, P, etc.), pero cumbinados entre sí de una manera compleja; 

2'' Estructura celular, l odos los seres vivientes, comprendidos los ve¬ 
getales, m componen de una o de varias células: son unicelulares o plu¬ 
ricelulares. Lu célula rs lu unidad anatómica de los seres vivientes* Sus 
tres parte* esenciales son: el pro t o plasma, el núcleo y la membrana; 

3 a Origen celular. Animales y vegetales provienen siempre de un;t 
célula generadora (espora, gameto, huevo) que se ha dividido por ru- 
ríürinesi h ; 

r í r> Desarrollo. iodo ser viviente se desarrolla, es decir, pasa tn el 
curse» tic su vida por una serie de fases: nacimiento* crecimiento, ma¬ 
durez, reproducción, senectud, muerte. Las células generadoras, al 
transmitirse de un ser a otro, son las únicas que escapan a la muerte 
y gozan de una especie de inmortalidad virtual; 

5 rt Evolución . Igual que los individuos, las especie* han evolucionado 
en d curso de lu» tiempos geológicos* Nacen, crecen, alcanzan su apo¬ 
geo, luego envejecen y mueren después de haber o no engendrado otras 
especies; 


6" Nutrición y asimilación, FÚl crecimiento y el desgaste di los orga¬ 
nismos exigen su nutrición* Para los organismo*, la nutrición consiste 
en procurarse materia y energía en el medio ambiente. La nutrición im¬ 
plica un gran número de fenómenos, tales como lo* de la digestión, ab¬ 
sorción, circulación* respiración, secreción, excreción* ele* Los vegetales 
verdes tienen además una función clorofílica. El resultarlo total de la 
nutrición es la asimilación, gracias a Ja cual un ser viviente transfor¬ 
ma en substancias semejantes a la suya fad simitis) los alimentos que 
ha ingerido; 

7* Irritabilidad y movilidad, A pesar de ru estabilidad aparente, los 
vegetales participan, igual que los animales, de la doble propiedad áo 
ser irritables (excitables) y de responder por un movimiento a las ex¬ 
citaciones* Su protoplasma, especialmente, posee ambos caracteres. Cier¬ 
tos vegetales tienen incluso movimientos más amplios, que les permiten 
trasladarse en su \utal idad o poner en movimiento tal o cual de 
sus órganos. 


Poder de proliferación de los seres vivientes*— Colocados 

en condiciones favorables, los seres vivientes rc multiplican; uno de 
los caracteres más sorprendentes de la vida es el de ser invasora, 

El agricultor y el horticultor deben luchar ún descanso contra la ve¬ 
getación salvaje que tiende a sumergir sus cultivos, 

Las plantas seleccionadas que constituyen unes!rus alimentos o el de 
los anímale- que hemos domesticado son delicadas y el hombre debe 
protegerlas contra las plantas salvajes, “la mala hierba 1 ’» o contra los 
parásitos, que timen un poder ríe expansión aún más considerable. El 
biólogo que en su labora lorio cultiva bacterias, seres unicelulares, 
o incluso tejidos, puede* a través de medidas muy precisas, hacerse una 
<dca exacta de esr poder de proliferación y llega a resultados que 
asombran. 

Así* un microbio como el Bacilas cali, el famoso col i bacilo que vive 
en nuestro intestino, se divide, por término medio, cada veinte minu¬ 
tos* Los nuevos bacilos so dividen a su vez al cabo del mismo tiempo, 
de forma que su número aumenta en progresión geométrica, lo que 
da por resultado que en treinta y seis horas estos bacilos podrían for¬ 
mar una capa capaz de extenderse sobre toda la superficie del globo 
terrestre* * 

Una sola alga unicelular (diatónica) podría dar en ocho días, por 
divisiones sucesivas, una musa viviente mucho más considerable que Ja 
de la Tierra. 

Lo mismo ocurre con Jos cultivos de tejidos de animales superiores, 
de que volveremos a hablar. Así, c¡ carácter que más sorprende en el 
ser viviente es la proliferación y el desarrollo* La vida es invasora, expan* 
si va* Veamos cuales son los mecanismos que ta maní teñen en los límites 
en que la vemos* 

Morfología de la célula. — Lu célula es la unidad fundamental 
de iodo ser viviente. 



Hay seres compuestos de una sola célula: protozoarios, algas única- 
hilares* bacterias, lodos los demás seres viviente* están cmisiiluidoa 
por gran nú moró de células que, según 
los órganos, varían considerablemente de 
forma y dimensión* Esta maleabilidad 
morfológica* combinada con las compli¬ 
cadas relaciones que existen entre las cé¬ 
lulas, mantuvo dura uto largo tiempo en la 
ignorancia a ios anatumislas sobre la es¬ 
tructura celular de los órganos. Fue ne¬ 
cesario el uso del microscopio y de téc¬ 
nicas apropiadas para fundar la teoría 
celular sobre fiases sólidas* Por esto Ta¬ 
zón sólo fue umversalmente admitida ha 
er apenas algo más de uu siglo (Sohlri¬ 
fle n, 1838; Schwünn, 1839)* 


La célula se compone esencialmente de Sección de mía célula 
una pequeña masa de gelatina ira rispa- 'l tlr inueslru lu rtlcnibru- 

miLe, más o menos (luida y no mezclable Uti V ;I1 ’ *' . M l lC y su 
. > * i nucléolo* vacilólos y mi¬ 
rón el agua: d protoplasma. tocoiulrlo» 

En el centro de esa gota diminuta* que 
tiene generalmente un diámetro de unas milésima* de milímetro, se 
observa un cuerpo redondeado, de una refringencia diferente de lu del 
protopksma que lo rodea; el núcleo. Este cuerpo encierra en su inte¬ 
rior un corpúsculo fm cent emérito brillante: el nucléolo* 

He aquí poco má& o menos lo que revela el examen de la célula en 
estado viviente * ya he examine un protozourio, un pequeño animal tnms- 
parenté» nna membrana o un órgano translúcido. Pero lo& histólogos» 
gracias a fijaciones y coloraciones apropiada», han mostrado que* m 
realidad, la célula tiene una estructura mucho más compLeadu* 

Ante todo, la célula está rodeada de una fina membrana que limita 
uxte nórmente el piulo plasma* 

El prot o plasm a no es homogéneo. En su interior presenta inclusiones. 


que son: 

a) Materias de reserva: esférulas de grasa y glucógeno; 

ó) Granulos de secreción, en las células glandulares; 

c) Filamentos o granulos aislados llamados rnitocondrios y cuyo con¬ 
junto constituye el condrioma. En muchas células vegetales, el condr¡n» 
tna es visible en estado vivo» Pero en las células animales no se puede 
descubrir sino por medio de técnicas apropiarías* El comlrioma se conoce 
hólo desde hace unos cuarenta años; 

d) Un sistema de caiiuliElos o vacuolas difíciles de ver. que varía según 
el papel de lu célula: este sistema es td vavúoma o sistema vacilóla? 
(Guillieriuotid). 


Membranas, — Aparte de lu membrana propia de k célula, que 
es extremamente delgada» cíe tí as células poseen una membrana inde¬ 
pendiente cu forma de celda cu lu cual oslan contenidas: poi ejemplo, la 
envoltura quítinnsa en los insectos y la envoltura celulósica en los ve¬ 
getales* 

Kí núcleo, limitado por una membrana, encierra el jugo nuclear re¬ 
corrido por una fina red de filamentos (Unina), En puntos diversos del 
surt t nuclear se observa k masa de urnt substancia que se tiñe mí en sú¬ 
mente ron los colores básicos* por lo que se Ir ha ti ado el nombre de 
ermuitina, 


Fisiología d0 la Célula» — La fisiología de la célula ba realizado 
grandes progresos desde Inice unos treinta anos, gracias a dos nuevas 
técnicas: el cultivo y la microdisección. 

Cultivo de las células, — Sabemos que colocando bacterias en un 
medio apropiado (caldo de cultivo) veremos cómo se multiplican* Si se 
siembra una sola especie se obtiene lo que se llamo un cultivo puro * 
Este método* introducido por Pastenr en la ciencia, ha prestado a la 
bacteriología nmy importantes servicios y ha permitido estudiar la evo¬ 
lución de mié roorganismus y determinar k influencia de los agentes 
físicos y químicos sobre estos seres: temperatura, luz, substancias fa¬ 
vorables y desfavorables (am¡sepíleos)» 

Gracias a ese método se lum podido aislar las toxinas producidas 
por los microorganismos y atenuar su virulencia* Por consiguiente, 
constituye la base de las investigaciones sobre la inmunización y las 
vacunas» 

Se sabía desde hace tiempo que ciertas células podían vivir algún 
tiempo fuera del organismo (leucocitos de k sangre conservados en el 
suero); pero solamente hacia 1910, Burrows y Alexis Carrel demos¬ 
traron que, colocadas en condiciones de nutrición favorables, las cé¬ 
lulas de los tejidos, y particularmente las de los tejidos embrionarios, 
pueden multiplicarse tn nitro , Cuando, por operaciones sucesivas* los 
residuos resultantes de k vida de las células son eliminados medíante 
lavados apropiados, cuando se estimula después la división gracias u lag 
trefonos de los tejidos embrionarias y* por último, se preserva el cultivo 
fie toda contaminación por bacterias del modín exterior, estos cultivos 
de tejidos pueden conservarse indefinidamente. De este modo, un cultivo 
de miocardio embrionario, aislado por Carrel en enero de 1912, pudo 
subsistir por espacio de treinta unos en perfecto estado* Su mu cric fue 
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debida un ionícenle a un accidente. Tras haber sufrido vario* milla rea 
fie tras pía ules, su vitalidad era la misma del primer día. 

Rodeado de los mayares cuidadas, el pollo que dio origen u ene eal¬ 
tivo habría muerto mucho antes (sin duda hacia el ano 1*122), Además* 
r in.sisiirnos en ello* el cultivo no dio signo alguno de senectud* lo que 
induce a creer que la célula “criada en libertad 1 ’, o sea que nu lime 
que sufrir el contado de las células de los tejidos vecinos, es inmor¬ 
tal* Si el cultivo ce fular hubiera sido conocido en la rpnrt de Iuh fu 
raimes, lia luía podida llegar hasta nosotras un fragmenta perfvetttmrnte 
viva del cuerpo de Sesostris* 

Pero esa técnica extraordinario, por otra parte, no nm suministra 
solamente este conocimiento nuevo, sino que nos permite seguir lu evo* 
Ilición de las células y, por tanto, resolver cuestiones sobre las cuales 
los biólogos discutían sin resultado desde hacía mucho» años, por cjem* 
ido, la del parentesco entre las diversas especies de leucocitos: mrmonu* 
oleares, plurinucleares, etc. 

Esa técnica permite el cultivo de las tt/frotan* es decir, el tic 
microbios demasiado pequeño* para ser victos inri uso ron los micros¬ 
copios lie mayor aumento y que, refractar ion a los medios He cultivo ha 
bit Líales, solo prosperan en contacto con las células vivas. Permite 
también estudiar la acción de las diversas substancias farmacológicas y 
terapéuticas sobre las diferentes especies de células y t si es necesario, so¬ 
bre células humanas. Se realiza, pues, una verdadera mieroviv¡sección. 

Por último, se ha revelado cuino uno de los métodos más fecundos 
para el estudio de la célula cancerosa. 

Mi erad í sección, — El anatomista que desea conocer ciertas estruc¬ 
turas finas se ve obligado u icaluai operaciones que están “fuera de su 
alcance”. < ó rutas estructuras son demasiado exiguas para que el ojo 
humano pueda peí el billas o para que lu ¡nana del anatomista, aunada 
de la aguja de dirección, pueda disecarlas. ¿Qué lmec ésta entonces? 
Ha ce lo que el relojero que tropieza con las misma» dificultadas: sc 
arma de una lupa* 

Mas los elementos de los tejidos y de bis célula*, y también Ion mi- 
ero organismos, son incomparablemente más pequeños que los rupia 
najes de los mas minúsculos reluje*: miden sólo unas milésimas de 
milímetro. 

La lupa no es suficiente: es necesario el uso del microscopio y 
emplear Jos mayores aumentos que ese admirable instrumento pueda din'* 
Pero cuando se ve la célula en todos sus detalles, entones* es la mano 
lu que resulta insuficiente. Lti más fina aguja de disección aparece como 
una estaca enorme cuyo- torpes moví Hílenlos lo aplastan lodo. Semejan le 
situación es como la de un hombre que quisiera disecar una alondra 
con un mástil de gran navio, 

Estirando el vidrio, >i han llegado a obtener agujas extremamente 
finas, que se fijan en soportes nieló líeos movidos por lora ¡lio* míe remé- 
lricos, de forma que sus agudas puntas puedan moverse bajo el obje¬ 
tivo del microscopio con una precisión mi mí rabie, (Chumbera.) 

He aquí, pues, un instrumento que pone la célula, el protoxoario y 
los microorganismos a nuestro alcance, que los eleva a nuestra esada* 
Con algo de práctica podemos extraer el núcleo o bien operar donde 
estaba. Por medio de micro pipetas podemos inyectar en el interior de 
la célula un líquido que nos permite conocer la reacción operada en 
ella, así nomo estudiar la influencia de diversos compuestos químicos, es 
deeir* lutoci fttt macotaa editiar* 

Cinematografía microscópica. — Se olvida ron freeurneiu que 
el cinematógrafo es un aparato que nació en un laboratorio, Lo cons¬ 
truyó un gran fisiólogo francés, fules JVLircy (1R3CM904), para estudiar 
lu locomoción de] hombre y de diversos animales, así como el vuelo 
de las uves* Machos de esos movimientos no están a nuestro alcance en 
el tiempo. Son muy rápidos o muy lentos tiara que el ojo humano pueda 
seguirlos. El cinematógrafo registra esos movimientos, y H operador, 
haciendo pasar la cinta ante nuestros ojos a la velocidad conveniente. 
(disminuida o nnmtsntadiO, nos permite un estudio que sería imposible 
realizar directamente* 

La cinema logra fía microscópica, es decir, de eJiiitirnlos aumentados 
vanos cent emires de veres, presenta considerables dificultades hVidea^ 
Esas dificultades fueron resueltas en gran parte hace unos veinte anos, 
especialmente por un francés, Coro man don, que lomó vistas admira¬ 
bles, En la célula, las modificaciones morfológicas se desarrollan con una 
lentitud tal que son casi imperceptibles para nosotros* lomando una 
fotografía microscópica cada diez segundos, por ejemplo, y proyectan¬ 
do luego a una velocidad acelerada la serie de esas imágenes, se repro¬ 
duce en cierto modo una síntesis de esas deformaciones o de caos movi¬ 
mientos* Se obtienen así no sólo películas de demostración de un efecto 
cautivador, sino que se obtiene —hay que insistir en ello un método 
At investigación de primer orden, que ha permitido el descubrimiento 
de hechos nuevos o importantes. 


Función del núcleo. — No existe célula desprovista de núcleo. Las 

exerpriones de esta rrrJ-i m'Jm -.mi n p/i rrnjes. Las bacterias y fas 0¡&« 

nuííceas (algas) nu poucerc núcleo morfológicamente definido, pero hay 
en el citoplasma una especie de polvo nuclear, es decir, el núcleo se ha 
fra gmentado. 

Además, una célula desprovista de núcleo no puede vivir. Ciertas cé¬ 
lulas son, en efecto, suficientemente voluminosas para que, bajo el mí- 
eroscopiu, se puedan dividir en dos partes, una ríe Hlas tí es provista de 
núcleo. La parte nucleada sigue vi viendo y regenera incluso la par¬ 
te suprimida. La parte desprovista de mielen, después de haber sub¬ 
sistido algún tiempo, termina por degenerar y desaparecer* (Las expe¬ 
riencias de meratomía se realizan en Franela desde IllBíi, en que Bal- 
bümi utilizaba infusorios de gran tamaño.) 


Existen relaciones fisiológicas evidentes entre citoplasma y miden, 
H,i a ¡i liriidn la periferia de uuu célula por medio de un aparato de 
mu mdiisn vióu para que se observen lesiones en el mi ideo. 

Cuando una célula ”tmbajV\ el núcleo modifica su estructura; cuan¬ 
do fucila» re hilan gl.nidiilín .. m lu Ese de secreción, el núcleo 

¡»o acerca a lu parle que are reí a. Kit Iftfl dltlllt jóvenes, muy activas, el 

lo'c Iro i icio n ii ví .. oí ni. . pu ■ n los adultas* 

Lxih.tr pm . una V'-idathi 1 nubiM e mitre el proiuplasnut y el mi¬ 
rlen, ¡muophiluuu y .leo deben em \iMir pata ascgnrai Ja vida de La 

célula. 

Parecí’ '\rr qtir utm de |a huicmiicn |>rmeipiileB del núcleo es lu tic 
presidir Icol I nmnn íiom i h ■ i til ■■ i 

Por su e roma ti na, el iiú( f o ruino »r verá, d esc ni peña un papel de deci¬ 
siva importa nejé en l«r ie.. iioo d< lo hcieneia* 

Función dol condflorritt. !l n .. le con lo?; mitncondrio», tan¬ 

to en las células vegeta les cuino cu llt lhu nuiles, ex como se ven apa* 

recer las materias de re:*rrva id 1 1.L ptu la célula (almidón, grasas, 

etc,)* Parece, pues, que cata» fímiuiriruirw intervienen de una manera 
activa en la elni.wftiei.titt di la¡- r.iibM mn-i.u que Tiaei-u en el -^nin del 
p roto plasma. 

Función del Vácuoma.—-El vacnoma,. aún mal conocido, parece 
sobre todo acumular los productos elaborados por lu célula y que no 
son inmediatamente utilizados* En una misma célula pueden coexistir 
dos variados que no tengan la misma constitución química (variados 
con tanino o sin tan i no de las células vegetales). El vacúoma está más 
desarrollarlo en las células vegetales que en las animales y se encuen¬ 
tra situado generalmente entre ei núcleo y la parto secretoria de la célu¬ 
la, con 3o cual materializa la polaridad de ésta* 

Reacciones de la Célula.- La antigua citología estudia ha sobre 
todo la célula muerta o la célula aislada de corta supervivencia: las 
nociones así adquiridas tenían un carácter muy artificial. El cultivo y 
la cinematografía microscópica han renovado nuestras concepciones. 

En lo* cultivos puros se permite a las células aisladas manifestar 
propiedades que permanecían latentes en td tejido; por otra parte, ata 
Ies permite asociarse con otras especies de células y poner do manifies¬ 
to tfis fuerzas de sus mutuas reacciones* 

La morfología de la célula está sometida u dos fací ore» principales; 
la herencia y el medía , Existe una especializadón celular, y cada tipo 
de célula respondí* a su manera a un mismo ambiente, “Una célula de¬ 
pende de su medio tan rigurosamente como el núcleo dd citoplasma,” 
(Carrol *t 

Entre los más recientes y extraordinarios conocimientos adquiridos 
figuran los movimientos y ios desplazamiento» de las células* Hasta 
hace muy puco tiempo ten tamo» una» nociones completamente erróneas 
sobre este asunto. **En la película aparecen células lijas tan móviles 
como una llama* En ciertos puntos de su supcrlicic se producen burbu¬ 
jas como en el agua hirvieiilc. Las colonias de células epiteliales se 
asocian de un modo ordenado; pueden compararse a un regimiento, en 
el que cada cual tiene su sitio asignado. Las célula» amiboideas, por el 
contrario, no tienen ninguna tendencia a asociarse; parecen grupo» 
de chiquillos que huyen en toda» direcciones. Los leucocitos poli fon 
monucle&rc» son amibas pequeñas y muy ágiles; los )intoritos se arras¬ 
tran lentamente; los mucroEa gocitos progresan a lo manera de un pul¬ 
po y catón rodeados de uno membrana ondulante casi invisible, cuyas 
hojuelas tienen la apariencia de sendópodos flagelados/’ (CarreL) 

En resumen, el rasgo más destacado que nos revela esta nueva cito¬ 
logía es la extraordinaria intensidad de vida presentada por tejidas 
que en otros tiempos parcelan en estado casi extático. 

División (fü l£l Célula. — La multiplicación de la» célula» se efec¬ 
túa por la división del núcleo, seguida de la división del cuerpo celular* 
(.!umulo ¡nui célula fio 3ns organismos pluricelulares luí alcanzarlo su 
volumen especifico y se encuentra en buenas condiciones, se divide, sea 
pot vía directa -en cuyo caso el núcleo »e alarga, sufre una estrangu¬ 
lación y termina separándole en dos partes para formar dos núcleos—, 
sea por vía indirecta* que es el caso mucho más frecuente» Se ha dado 
a este último modo de división los nombres de mitosis o earioeinesis. 

En la carioemesis se distinguen tres fase* principales: la fase prepa¬ 
ratoria o piafase^ la nietafme y la {mofase* 

Profase, El primer fenómeno que llama la atención al comienzo de 
una división de la célula es la hinchazón del núcleo: »n cunten ido m 
hace más heterogéneo y se forma una red que alcanza la periferia. 



MEcrofotogrufía que muestra In úlLlm» fase de la eariocine- 
sls : Ascensión de los cromosoma» en dirección de cada polo 

del huso (Fot, Larousse) 
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Cnriocinests r 1» Núcleo normal; 2. Formación de Li red; !L Formación de lo* cromosomas y 
4. Hr lio ion <ii' kis cromosomas y transformación <1<T núcleo CU ovoul*’; 5. Los cromosomas 

ti y 7. Atracción de Ion cromosomas por los ceiitrosomas; K. Los dos núcleos de las célalas 

se reforma y se convierte en retí* i lesa parición fie los ceñir osomas 


aparición 
forman 
hijas se 


d c 1 o s centrosomns ; 
la placa ecuatorial; 
se paran * el filamento 


Los filamentos ríe esa red se hacen cada vez más espesos y sus frag- 
metüns no lardan en Inniun un urso filamento hecho un ovillo wnhre 
si mismo, al cual se da el nombre de es/nrema o filamento cromatico. 

La división fie esa especie de ovillo en cierto número de fragmen¬ 
tos nos da íes cromosoma» o asas cromáticas. El número de rromo* 
somas es característico de cada especie. Durante esta» operaciones. Ja 
membrana nuclear se ha disuelio y el núcleo se lia hecho ovoide. Cerra 
de sus extremidades aparecen, en la substancia protopláslica* linos fila¬ 
men los radíales alrededor de cada uno de los polos del núcleo, que 
loman entonces el aspecto de estrellas. En este lugar se ha comprobado 
la existencia de una partícula más refringente, a hi que se fui dado 
el nombre de ceñir asoma o áster. Los finos lila méritos que parlen de 
cstoK cent roso mas se reúnen entre sí y forman una especie da huso. 

Los cromosomas se disponen en círculo en medio dd núcleo y forman 
la placa ecuatorial. 

Meta fose* Los cromosomas se cortan en dos parles iguales en eí sen¬ 
tido longitud i nal y forman dos placas ecuatoriales. Tienen formas cur¬ 
va* y la paite convexa está siempre vuelta hacia el interior. Bajo la 
influencia de lo* cent roso mas, las dos partes de los cromosomas se 
fK-puniiL En ktH proximidades de cada centro soma se reúne un número 
de mitades d t* cromosomas igual al numero de cromosomas específicos 
del núcleo* 

A nafas?. Los cromosoma» que acaban tic reunirse alrededor del ecn- 
troanmn se arrollan y se sueldan para formar un nuevo espírenla* Loa 
ásteres y los filamentos del huso desaparecen, el espircma se convierte 
en red y las membranas nucleares se reforman. El p roto plasma de la 
célula se divide por aparición de una membrana que deja adherentes 
las dos células hijas. 

La complicación de la división celular indirecta parece deberse a 
que en los seres poli plástic! ios ésta asegura la perpetuación de una 
organización que viene condicionada por la transmisión a las células 
hijas de la mitad exaelámente de todas las partea contenidas en la 
eél ula madre y, por consiguiente, de las propiedades y caracteres ínhc* 
renlcs j a esas partes, especialmente a los cromosomas. 

Más adelante se verá la función del cromosoma en la reproducción 
sexuada. 


Cultivo de JOS tejidos. —Es sabido que, desde los estudios, de 
Pastcur y sus colaborad ores, el cultivo de las bacterias se ha convertido 
en mía de las operaciones funda muñíales de la bacteriología. 

La considerable utilidad de esos cultivos incitó a los biólogo» a inves¬ 
tigar sí no sería posible el cultivo de las células que componen el cuerpo 
ilc un animal igual que ror cultivan los microorganismos, 

En 1ÍÍ84, Roux extrujo del huevo de gallina un fragmento de embrión 
que sumergió en una solución de cloruro de sodio al cinco por ciento 
con lina temperatura conveniente. Así pudo estudiar con el inicroscu- 
pio ht evolución y Ja edificación de una parte del sistema nervioso y 
del tubo digestivo, 

Leo Locb» hacia J901, mostró cómo la* células epiteliales podían pru- 
Itfcrar en la superficie de un coágulo de sangre. JoUy observó en 1903 
que los glóbulos rojos de la Mugre de batracio, conservada en tina 
pipeta ti la temperatura dd laboratorio, se dividen aún al cabo de quin¬ 
ce chas. Los leucocitos de la sangre pueden ser conservados durante un 
mrs e incluso más de un año si la sangre es mantenida a baja tempe¬ 
ratura. Los. leucocitos manifiestan su vitalidad con movimientos ami¬ 
boideos. 

Pero estas experiencias de tanteo demostraron solamente que cintos 
elementos anatómicos podían conservarse cu vida más o memos tiempo 
fuera del organismo e incluso sufrir alguna que otra división* lo que 
quiere decir que no se realizó entonce* un verdad* t o cultiva, r» decir, 
una proliferación abundante y de larga duración o aun prácticamente 
indefinida. 


En 1907, Rosa Gran vi He Hárrison logro elaborar la verdadera té 
nica del cultivo de los tejidos por el empleo, como medio de cultiv 
de linfa coagulada. Por este procedimiento obtuvo el desarrollo i: 
jas células nerviosas, el de las fibras musculares, su multiplicación 
la aparición de contracciones en los miuhlasios de nueva furnia (Ton, 

Lon las investigaciones y nuevos métodos de. impregnación de Rain ó 
y Caja]» la histología pudo realizar grandes progresos en el conocí miei 
to de la estructura del sistema nervioso. Como se dijo antes, el gra 
histólogo español vino a confirmar las teorías esbozadas por Rnnvie 
LoJg 1 ele. Basómlosr en Lis investigaciones de llamón y Gajal, el pr 
fesm Waldayer din a la célula nerviosa el nombre del neurona. 

En 1910, Burrows y Alexis Garre!, al perfeccionar el método c 
Harnson en los laboratorios dd InfilítutO Roekeídkr, de Nueva Yorl 
mostraron que estos procedimientos de cultivo son dr aplicación genera 


Actualmente, d cultivo de los tejidos ha dado lugar n un número de 
traite jos considera bies, y ha permitido, en muchos aspectos, renovar 
nuestras concepciones referentes a la morfología, la fisiología y la pato¬ 
logía de los elementos anatómicos. 

La técnica de) cultivo de los tejidos exige mudm cuidado y un ínslru- 
mental especial, pero tiene uim reputación de complejidad inmerecida. 

Se han propuesto diversos medios de cultivo. Uno de los mejore* 
es el de Carral» formado de plasma sanguíneo coagulado y de una 
solución salina que lo diluye y produce un coágulo de densidad apio* 
piada. A este plasma se adiciona después extracto de irjidos de embrión 
(o de leucocitos) que aportan bis trefonm. 

Esas substancias, descubiertas por Garrid, non- de primordial impor¬ 
tancia, pues son las que estimulan la nutrición de los tejidos y pro¬ 
vocan la proliferación de las células. 

Los tejidos de los embriones son los mis apropiados para realizar 
cultivos, yii que poseen un considerable poder de proliferación y ¡ a 
condicitm esencial de ser asépticos. 

Pueden utilizarse embriones de ave (huevo de gallina incubado y 
abierto asépticamente) o embriones de mamíferos, extraídos aséptica- 
mente d el ti tero. Para esa operación Se utilizan uno* fragmentos muy 
pequeños de embrión, de uno a dos milímetros de lado, puestos sobre 
una laminilla aséptica impregnada de plasma. A esos fragmentos se 
añade un poco de extracto embrionario que provoca la coagulación dél 
plasma y h» formación de la fibrina, extracto que suministra asimismo 
■ irehnos indispensables. U» laminillas son entonces colocadas en 
un recinto aséptico y húmedo. 

f blando d cultivo prospera, se observa que las células dé k perL 
feria permanecen bien vi vientes, mientras ks de| centro degeneran 
y mueren. Esta zona fértil de la periferia proiifera y da nuevos de¬ 
mentas anatómicos que invaden el medio de cultivo, es decir, la zona 
de invasión, verdadera colonia celular. 

Esta ultima zona del cultivo es la más interesante de tudas, por ser 
la que constituye el verdadero cultivo, la que se compone de elementos 
anatómicos creados a expensas de los materiales suministrados por el 
medio de cultivo. 


AG tudimcmc, firmón a ra gran Vitalidad de esos elementos anatómicos, 
los conjuntivos (fibroblastos) non los que predominan en Jos cultivos de 
tejido». Sin embargo, en h mayoría de los casos, se obtiene un cultivo 
mixto, i or esta razón, una partícula de hígado embrionario puesta 
en cultivo da primero células amiboideas aisladas; Imfocilos y ma- 
crofagos. Unos días después Se ven aparecer elementos anatómicos con 
tendencia a asociarse y a formar tejidos; epitelio y cridóte] io vascular 

hl cambio de técnicas ha permitido obtener cultivos puros de tejidos 
especiales; epitelio del cristalino, célula tiroidea, célula cartilaginosa, 
mioblasco cardiaco, así como elemento* procedentes de tumores, como 
el fibroblasto de sarcoma de Roux. 

Los nuevos progresos debidos al método del cultivo de tejidos mn nu¬ 
merosos c importantes. 

-Se ha logrado, gradas a ese método, k tríete en libertad de la célula 

que se encuentra asi liberada de la» acciones vasculares, nerviosas e 
incluso humorales. 

Podra objetarse que tales condiciones son a 1 ro anormales. Pero, sin 
embargo lia quedado bien establecido que las propiedades fúndame,!, 
ales de la célula persisten en el cultivo. El epitelio conserva su morío- 
loma y sus reacciones estructurales en presencia de un tejido antae,',. 
meo; el tejido muscular conserva su contractibilidad; las células de 
Job tumores no dejan de.presentar sus caracteres de nocividad. 

hl cultivo de los tejidos permite dar una solución definitiva a ciertas 
cuestiones aun pendientes, a pesar de la infinidad de estudios realizados 
pura resolverlas. Se sabe, por ejemplo, que existen en la sangre de los 
vertebrados diversas variedades de leucocitos: linfocitos, mononuclea- 
res, polinucleares, eosinófilos... Para ciertos histólogos, cetas variedades 
no eran sino formas particutares de «na misma especie de células que 
hab«tu evolucionado en diferentes direcciones. Para otros no existía 
transición posible entre esas diversas células blancas, que constituían 
verdaderamente especies distintas desde el pumo de vista del origen 
la morfología y la fisiología. 

(inicias a! método de los cultivos se ha podido obtener la prueba formal 
do ia transformación de los mononuclea res e n polinucleares, en marró- 
lagos y hasta en fibroblastos* 

Esc método Significa, pues, el triunfo de la teoría unicista. Gracias a 
la cinematografía microscópica, realizada sobre todo por Comtnandon. 
se juiéde asistir it esas ltransformaciones y mostrarlas incluso a un 
vasto publico. La película cinematográfica réemplaza ventajosamente 
la xtnr. de preparaciones que inmovilizaban los diversos estados del fenó- 
nieiui. La preparación viviente substituye las preparaciones fija» y colo* 
rcadus, es decir, las preparaciones muertas. 
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J o*. cultivos pueden ser soinrtfilos ;i la arción de Mibsi >t n• i.is una 
..i.nlüs v realizarse n s í hivestigaciunes itf farmurohu'ui n «fi mxu h 11 1 o j ■i.i 
■ * -1 h lit l es, 

I a este modo la vivisección ordinaria os substituida jhm la.¡rovivi 

• . mn, que permite realizar experiencias directas sobre las tejidos 
llIJllKllMlS. 

I. ir método do cultivo do los tejidos ayuda además, de un.i mu urna 
i 1 1 ¡i/,, a la bacteriología. y lia permitido el cultivo do los ullnivuus ut 
iitnr (o que era antes imposible. También hit permitido estudiar el 
11 . i| 11 I desempeñado por diferentes células en los fenómenos de i n moni 


([■id poi ejemplo L p mil noción de b>s anticuerpos o la génesis del 
I n hoi ( íi ti i r ii, j 4i iidii i ion ¡mi el bacilo de Knoh* 

I i rim .o. im im i.i d< or \u s nuevos pmeed itii ion l os de ínvest i gao í nn 

i r d >, i 1 ■ 11 .I ii ha * 1 h i ■ 1 1111 i i c“’ del i.nnjio do \;i biología. Sabemos que se 

lio podido li dd-ii d* iimtori.tlidnd rn los protu/oarios: la célula única 

que i oin|:.. .ii i ■ 111 i* 111 * i da ..oíslo poi: división a otros seres que, 

di vid ii ; nd om i o viv, fi‘n | no .i o I.i perpetuidad do I.i descendencia. 

I 1 .ii I.N on ib icjidi j■ ■ pío tnptfus stiorhivos sobre medios nuevos, 

mí romimnduil p.ueii podrí |oo|i,ij., ns<- indcíinklumciiic en of tiempo 

y en oí rM|Mirio T 




Introducción, — Multiplicación asexual: Multiplicación asexual cu Ion vegetales, Muí 1 1 pUcnchui nseMipl ■ ■ Ion 
animales. — Multiplicación sexual; Definición. Dimorfismo sexual y hemml'md Mismo* Fenómenos que im¬ 
par un la fecundación. Fenómenos generales resultantes de la IVfundación. Segmentación del Imevtu Fenómenos 
histológicos y citológieos* Fenómenos nucleares (cromáticos) concernientes a la un duplicación asexual y o la 

roprodueetóri ftcXilstL Hipótesis sobre la acción del elemento macho 


introducción.-—11 n cristal tiene umi forma determinada; un pe- 
d.un do roca, una estructura definida, En el seno de su medio habitual, 
uno y oirn subsisten indelin ida mente o bien muehn tiempo; el prime¬ 
ro cu su forma original., el segundo con la estructura que 1c lia confe¬ 
rido el conjunto de sus elemrntos. Existe, pues, al menos en principio, 
una t:<maenHtt-ión pasiva de los seres inanimados o hechos de mal fría 
inerte. 


No ocurre lo misino con los seres cuyo cuerpo está fon mulo de mate 
na viviente; un ser unicelular (un infusorio, por ejemplo, o tina bac¬ 
teria) rea lista, por id contrario, cu so medio habitual, intrrvanibias acti¬ 
vos can Un tt os con el exterior y no podría subsistir bajo mj forma sin 
id los, Del mismo modo, un organismo pluricelular, como una encina u 
un hombre, conserva su estructura anatómica gracias a una lucha y a 
una colaboración de lodos los instantes con el agua, el aíre, el sol, los 
alimentos y las demás plantas «» animales. En los seres vivientes no 
se observa una conservación pasiva, sirio una perpetua reedificación 
ilo su cuerpo, cuya composición, lid a si misma, es sin embargo mes- 


rali le. 


Atientas, a) cabo de unas Imras o de n me líos anos, y a la inversa de 
Eu que ocurre con un diamante o un bloque de granito, sucede fatal 
mente que, por una forma de degradación de la energía fisiológica, lodo 
Kcr viviente pierde su individualidad : unas veces —como es el euSO 
de la mayar parle de los infinitamente pequeños- ■ porque su cuerpo 
¡4e fracciona en dos o varias porciones y el individuo desalía rece para 
cotí veri irse en “dos o varios individuos”. Otras veces —es el caso de 

I ¡.i mayoría de los oigan.. . superiores —, el cuerpo se descompone, se 

destruye en cuanto a su forma y estructura, pero antes de este fenó¬ 
meno —que es la muerte—, el individuo se desprende, en varias veces, 
de una porción viviente y más joven que la dr sí misino, es decir, de 
un germen que, al desarrollarse y aumentar su masa, podrá, en ciertas 
en mi i don es, volver a dar un cuerpo idéntico o muy parecido al que ya 
no existe. 


Hay, por crin siguiente, si no conservación, por lo n irnos perennidad 
o continuidad dinámica de la materia viviente, debido ¡j dos fnmuirmik 
fundamentales: rlc tina parte, la fragmentación de] individuo, gracias a 
Jo cual se multiplica; por otra, la extracción de una fracción dd indi¬ 
viduo, que, por medio de este germen, se reprtxiuce. I’or ello, la muer¬ 
te fisicoquímica, excepcional cu los seres capucca do multiplicarse, es una 
regla común en los que se reproducen. 

La continuidad de la vida queda así asegurada entre los as tendientes 
o genitores y los descendientes, de dos modos principales (también los 
hay intermedios); la multiplicación* que es asexnal, y la reproducción, 
que, en general, es sexual. 


Multiplicación asexual 

Multiplicación asexual en los vegetales. Esia multiplicación 
es muy común entre los vegetales, que tiene» una individualidad menos 
destacada que los animales y soportan, sin morir, el ser a ti i fie tal mente 
curiados, podados y desyemados* Muy frecuentemente, la planta madre 
y el trO^o que se le ha sacado viven igualmente bien (aplicaciones 
hortícolas o agrícolas: anudadura, reproducción por medio de estocas 
o desqueje, injerto, acolladura o aporcadura). Pero numerosas plantas 
se multiplican también espontáneamente al desprenderse de partes más 
o menos voluminosas de sí mismas constituidas pnr tejido joven o reju¬ 
venecido con relación al tronco. 

Según Chouard, "todos esos brotes” (o formaciones nuevas), que ‘‘pro* 
vienen hahititalmente de tejidos jóvenes, me listemos, células el e 3 cám- 
Ijium, etc., pueden también provenir, algunas veces, de cualquier otro 
i ejido diferenciado y aún viviente, incluso de la epidermis* La pro¬ 
ducción de brotos lia sido objeto de numerosas hipótesis, Parece ser 
que la modificación del medio interno, sobre iodo la acumulación de 
materiales nutritivos, es uno de los principales factores que provocan 
divisiones celulares, así como el sentido de las corrientes de agua y dr 
savia parece desempeñar un papel importante en la polaridad que toman 
desde el primer momento los tejidos en brote”. 



Mi ero fu logtu fia de un esporangio que, ai romperse, esparce 
sus esporas {Fot. Fres se múdeme) 


Si nos servimos del rnicmsciqijiq en con Inmunos análogos fenómenos 
en los vegetales inferiores: musgos, algas, hongnft, liqúenes* e igual en 
los prolófiíos, 

Así* la extensión de inm capa de jii usgo es el resultado de una mui* 
tqdimnún de Iom tallos que rnnstiluycn mi espesor. Por oirá parte, el 
mu'.gn se perpetúa pui tíos medios alte munirs; el de Iris órganos sexua¬ 
dos v el de las esporas vegetativas* linios son las que vemos desprenderse, 
en forma dr bao polvo» de las cápsulas sosten idas por finos pedúnculos 
q ni «m h'n en lo -tito dr ('jeitos pillos revestidos de hojas. 

Las algas uiat Lúas se desquejan fací luiente. El mar de los Sargazos 
debe cu parte su nombre a la íaruJfnd que tienen los sargazos de nud- 
I [pilcarse ni pida mente por desqueje, pero su medio nutritivo de recupera¬ 
ción es el agua del mar en lugar do la tierra *. 

Lus hongos superiores fragmentan su talo o lo alargan indefinida¬ 
mente para producir sombreretes (que son sexuados) a gran distancia 
del tronco. Ocurre lo mismo ron los hongos inferiores, pero éstos po¬ 
seen además órganos asexuados en forma de pera, o esporangios^ que 
entilen esporas propagadoras,,. De este modo* los liqúenes diseminan a 
lo lejos pequeñas masas formadas de alga y de hongo o sea propágalos 
que no llenen más que desarrollarse para dar origen a liqúenes seme¬ 
jantes a sus progenitores. 


Multiplicación asexual en los animales. —Aunque estamos 

acostumbrados a ver multiplicarse las plantas sin ayudo do semillas, 
nos asombra por el contrario ver un animal cortarse en trozos que no 
sólo siguen viviendo, sino que se completan y regeneran individuos 
semejantes al primero, o bien cebar brotes que se separan de mí cuer¬ 
po* Este animal puede todavía formar reservas (limitadas en volumen) 
de tejido joven, que tienen cierta analogía con las esporas de los vege¬ 
ta los inferiores y cíe los prutistas. Me aquí algunos ejemplos que 
ilustrarán eslas tres clases de multiplicación "vegetativa”: 


I a Un infusorio ciliado, como el estentor o el pftramécido, sufre una 
división previa de mi núcleo y después una estrangulación transversal 
de su cuerpo celular, que se corta al fin en dos y cada una de sus 
porciones hlj as se lleva »d núcleo hijo* íiu flagelado como id Iripano- 
soma se divide también en dos, pero según un plano longitudinal* 

Los espongiarios, los celentéreos (pólipos y medusas), los anélidos, 
formados sin embargo de un gran número de células distribuidas en 
tejidos di furentes* sufren la división con mucha frecuencia. ¿Quién no 
ha visto dividirse a una hidra dr agua dulce, o a dos trozos de una 
lombriz de tierra regenerar otras don lombrices? 


2" La gemación* muy extendida en las especies que forman colonias 
de individuos ligados entre sí* fisiológica o anatómicamente, existe tam- 
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'i l! ti rspQfttlucnht ron>iMi‘ rn que do i i ti iirgani^mt) * 
sobrevivirán gérmenes -pUiricdlllllWt GllUldO 46 traía dr Un 
tío—* oye 10 dimano Liarán en nuevos seres (hibern denlos o estatoblasloa 
,lc j, l4 hiio/imrius; sorbes y gémula* de los espongiarios; ycntus cargada» 
i|,„ r *,--,ccviiM dr oto) las USCÍiiÍUs)« 

l!ny tjt w preguntarse* igual que en el reino vegetal, cuáles 3im, ü m 
Las car sai directas dr todos estos ca*os de la reproducción asexual, 
sí al menos las condiciones generales que las provocan, Bruchet las 
presenta tle cata forma i “Parece ser que un organismo capaz de re* 
producción asexual entra en propagación cuando, por una parte, la* 
condiciones ofrecidas por H medio ambicnie son muy favorables a su 
vida y permiten* por consiguiente, de bu mu “durable \ una nutrición 
abundante, un rápido crecimiento y una vida larga; por oirá, cuando 
esas condiciones son desfavorables (temporalurna excesivas, uliiMentaetsui 
insuficiente o tóxica, ete.)*\ Sabemos, «demás, que, gracias a los man* 
dos del sistema nervioso y a la difusión do las secreciones internas» 
las diferentes parles del organismo funcionan armoniosamente ligada» 
unan con otra», es decir, las “corredaciones fuñeiunales* de ( laude 
BernardL Pero los centras de influjo nervioso o las glándulas de recree ion 
interna ejercen una acción a disi a riela que depende, precisa mente, de la 
misma: asi, el metabolismo dle ta cola de un animal es menos intensa 
que el de su cabe ¿a y, a todo lo largo de hu cuerpo, el metabolismo 
varía según una encala en la que nula grado es un “‘gradiente metubó- 
lien" (nociones establéenlas por (., M, (ddltl). 

Planteado lo que un leen le, podemos concluir con Braehet: ‘Tunde 
suceder que en un animal do estructura simple, o incluso altamente 
organizado, la estrechez do las correlaciones se relaje, o que la mten&i- 
dad de una función dominante te debilite: en tales condiciones, una 
o varías partes del cuerpo cesarán de ser dominadas total o purria!* 
mente por las demus. Podrán éstas recuperar una fuerte autonomía m 
Mis manifestaciones si el metabolismo especial al que estaban sume* 
tidas no las ha marcado con rasgos indelebles, Kn el caso en que la 
autonomía sen completa» lux parles aislad as po<l run rccupcríii li pt 1 
dida aptitud pura el mola bol i sino total y, por consiguiente, mik poten* 
cía lili mies volverán también a ser totales, Le& bastara vivir y álinicn* 
i a r se para desarrollar esas potencialidades y sufrir las diferenciaciones 
necesarias para la edificación de un organismo nuevo. 

Tal es la interpretación general oiu.il sobre los dos puntos de vista 
extrínseco e mlriiisreo del organismo* dr los actos de multiplicación 
asexual en los anímales y, por conexión, de los actos de cicatrización 
después de] corte y de regene ración. 
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Definición. - Esta formo do generación se distingue; orto mente de 
la multiplicación asexual o vegetal iva. Se ha comí probado con ejemplos 
que e$tu varía hasta el infinito cu sus medios y en sus manifestaciones. 
Su eficacia es li mi tuda. En efecto, los productos de una multiplicación 
asexual repetida terminan por ser diferentes de los primeros ascendien 
les, hasta el punto de que debe intervenir la reproducción sexuada para 
dar nuevo vigor a la descendencia (ejemplo: las diatónicas, cuya dis¬ 
minución de tamaño es detenida por la formación de 1 l utixorapuras’*; 
los producios hortícolas, cuyo valor disminuye a medida que se fuerza 
la fXiulliplieMetóii vegetativa). 

1 .n reproducción sexual tiene, por el contra rio, caracteres precisos y 
constan IPX en todos los seres; animales, vegetales y protistas. Esa re- 
producción consiste e^rncialuiente en la formación de nn nuevo hit 
h partir fie una sola célula de cu rae teres especiales, llamada oosfera, 
más brevemente óvulo, o más generalmente gameta hembra, Este huevo 
tiene el poder su (premíente (desde luego, en un medio adecuado) de 
dar nacimiento u mil limes dr células que resultan generalmente tan 
diferentes tinas de otras como puedan serlo una célula nerviosa y una 
célula glandular, Es lógico cal i lira r de sorprendente esc poder emhrio- 
génico, cuando se le compara al de una espora vegetal iva de vegetal 
inferior u incluso di- helécho,, ni cual podemos intentar comparar una 
célula huevo* Una espora asexual sería, al “germinar**, incapaz de dar 
una hierba, un árbol o un vertebrado. 

Por regla general, td huevo no rtuun fiesta ese poder de reproducción 
si no hu sido fecundada jmr una segunda célula de caracteres especiales 
y muy dife rentos ele los del lluevo, llamada mUcrozoide en el reino 
vegetal, t'Spt'f matozüidc en r! r'cmo : 11 r tn i.i j y más genera bocntc gameto 
macho* 

¿En qué consiste la fecundación? Esta cuestión encierra una serie de 
problemas, capitales o aecrsuriue, que van a se i aquí estudiados co 
un orden que no es el de la Na tu raleza, sino el orden tle dificultad ere* 
cíente de la observación de los fenómenos. Mas el fenómeno central 
(invisible por Ion medios habituales) hacia el cual van a convergir todos 
los dciñan es la fusión del núcleo del huevo virgen o gameto hembra 
con el núcleo del gameto macho tras haber sufrido ambos núcleos una 
reducción cuantitativa dr* sus nuil cria les cromáticos resper I i vos que los 
ha preparado para la unión: eso fusión se opera siempre en hendi¬ 
do del huevo. 

Sin perder de vista esc centro natural —y lógico— de la reproduc¬ 
ción bcxuuI, sueleo examinarse los principales fenómenos de conjunto que 
concluyen en la fecundación para examinar después los que siguen. Pero 
lo que debe retener antes lo atención es la disyunción dr los organis¬ 
mos en machos y hembras, diferenciados los pioneros, en mi estado precoz, 


mui*, m i rfii ijada en el reino animal Pero en ciertos cu sois se muestra tan 
ucunada, que los naturalistas han clasificado en especies y a vece» 
en gene ron diferentes a anímales hijos do k misma madre. Nadie 
discutirá que vi hombre y la mujer son morfológica, fisiológica y pri- 
q n reamente muy diferentes y que de esa disparidad resulta un armonio» 
ho conjunto, íáiiioeido es el extraordinario dimorfismo sexual del ave 
del paraíso: el macho tiene enormes y magníficos plumas, míen iras que 
lu hembra sólo posee un modesto plumaje; la mariposa Orgya antíqua 
tiene ala» *i e* macho y no las posee SI es hembra; el ruiseñor canta 
9 Í c& macho y la hembra se Li cuita a escucharle. Por el contrario, cuando 
se trata de cuidar de lu progenie* las hembras poseen para ello cusí sieim 
pre, y en alto grado, dispositivos anatómico» y disposiciones psíquicas 
de las que loa machos están desprovistos, salvo raras excepciones. Esta 
destine ¡aliza de aspectos y de instintos está en evidente relación con lus 
respectivos papeles de los cónyuges, con los volúmenes y caracteres res- 
peruvín; de sus órganos reproductores y con las diferentes hormonas 
sexuales que incitan en ellos tales o cuales caracteres sexuales secun¬ 
darios. (Ver párrafo sobre las hormonas sexuales, en el capitulo Anato¬ 
mía HUMANA, 11. 428.) 



Acoplo miento de cifucráncos, El mucho (urr iba) es de l ama¬ 
fio mucho más reducido que lo hembra (Fot, Foneter) 

Lu» oxeo liciones de esta ley de distinción de los <ngnn fimos anímales 
en machos y hembras no bou muy numerosas: los primero» poseen les- 
tirulo», y las segundas ovarios. Eos añónales hermafroditas, es decir, 
que poseen a lu vez test ¡culos y ovarios, se en encofran normalmente 
entre los briozoanos; algunos políquctos (lombrices marinas): los oli- 
goqucToá (lombrices de tierra); htíudíncos (sanguijuelas); lurbehirios 
(placarías); tremátodos (duéla, saguuipc); eeslodos (lombrices solí* 
tur i as), eímpedos (huíanos); pulmonadoe (cu no oles); opistobranqutoa 
(apüsí «sí; algunos lamelibranquios (ostras, pechinas), y ciertos pro* 
picón lados (ascidUs, salpas). Todos los demás animales, es decir, la 
ooi yo i tu, tienen un solo sexo pon individuo. 

En d nina vegetal ocurre a k dnversa: el hermafroditismo es la 
r< N gla, lu diferenciación sexual lu excepción, lodo el mundo salir qor 
una flor vb, típica y esencialmente, el receptáculo de los órganos hent* 
bra, que son los pistilos, y de los órganos muchos, que son los estambras, 
A veces fallan los pistilos o los estambres: las flores así disminuidas se* 
Xtiul me ntc son llamada a dictinas; si esos órganos están en un mismo indi* 
viduo (como en lu calabaza), Lu planta, cuyas (lores tienen un mismo 
pie. se llama monoica; si están en dos individuos diferentes (como en 
d clavel coronado dioico), la plan la es diftictt* Esta sola cual ¡dad repte- 
Hcata una verdadera separación de sexos, pero separación de sexos 
no implica en los vegetales caracteres motín lógico* diferentes, o por lo 
turnos visiblemente muy diferentes- La laxitud mUinu de las redar iones 
inrlnhóJicus que nos explica la facultad de lo* vegetales para multipli¬ 
carse por fragmentación puede aun justificar lu débil influencia de loa 
órganos sexuales sobre el aparato vegetativo. Según nuestros conocimien¬ 
tos, las hojas y las ramas de un sauce hembra (con amentos de pistilos 
verde ceniza) no son disoernihles fie las de un sauce macho (con amen¬ 
tos de estambres amarillos)- El hecho de producir ot?ii/us (el óvulo 
cIr una planta comprende varias células, una de las cuales es la oosfera 
o huevo, por lo que el término de uvulu no tiene pues el mismo sentido 
que en biología animal), o el de producir granos de pnfen, sólo están 
li gados a modificaciones de las piezas anexas de la flor o a las trans¬ 
formaciones de k inflorescencia. Esto en l.o que se refiere a los vegeta¬ 
les superiores. 

En los vegetales inferiores pluricelulares* k separación de los sexos 
no acuiten tampoco un dimorfismo sexual muy acusado; los talos de 
Ion fucos con conceptúen los machos son semejantes a los dr las hem¬ 
bras. Mus aún, el isomorfismo que se aplica a los individuos machos y 
hembras cuando los sexos están separados puede, en ciertos cusub, ser 
aplicado a los órganos sexuales mismos, a n tendí os (órganos muchos) 
y nngumos (órganos hembras) [hongos inferiores]. La identidad de 
aspecto de ]os dos sexos puede incluso ir hasta hacer indiscernibles Iob 
gametos: hay isogamitt; H vegetal es en este caso isógaiuo. La isoganua 
se da en lo* vegetales inferiores pluricelulares (por ejemplo: algas con 
jugadas)* pero también frecuentemente en las unicelulares d* los dos 
reinos (proto/oarins y protó!■ tos). Se traía aún do una propiedad bioló¬ 
gica en la que se encuentran, o ti k base de la encala de los seres, nni 
males y plantas. Planteada así la cuestión, es posible emprender el estu¬ 
dio de kis fenómenos externos de la fecundación, distinguidos ya antes 
en dos grupos. 
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Fenómenos que preparan la fooundaclón. —Si Ion amífmali** 

iun h por temor a la armonía, se oponen a prior i a la fimikkd de k* 
grandes fundones biológicas invocada a cada matante por Ion finalista» 
en su terror de las imperfecciones* y desarmo mas tintúrale»^ #Wi de* 

¿ adversario* deberían por lo menos reconciliarse a la data <le 

tan múltiples precauciones que toma la Nmuralcza para asegurar, de 
una pane la madurez y la conservación en cada individuo reproductor 
de nn numero inmenso de gérmenes, y por otra el encuentro (le Kér* 
mencí* hembras y de gérmenes machos, condición de la perpetuación de 
la vida. Sin embargo, existe una multitud de plantas (y algunos anima- 
leh) que no parecen estar favorecidas con dispositivos perfeccionados o 
con funcionamientos precisos para lograr con seguridad d acto genera 
dor primordial que es la fecundación, sino que son ayudadas por lo que 
llamamos el asar. Por ejemplo, los fucos ya citados dejan escapar de 
stih cu acepta culos machos y hembras, como por '"casualidad”, hilos de 
iif!ua de mar, las oosferas y los anterozoides. Éstos son muy pequeños 
m relación con las oosferas, pero, ;i la inversa de éstas, los antefuzoidea 
ruitin dotados de un aparato locomotor formado de dos flagelos vibran- 
íes gracias a los cuales pueden dirigir sus movimientos hacia el objeto 
de su atracción cuando la distancia se lo permite* 


En cuanto a las plantas /(urubú, la fuerza de gravedad o el aire son 
los encargados de aproximar los sexos: en mayo, los bosques de pinos 
se doran de nubes de polen en cuanto la brisa agita las rama*: loa 
conos de ks flores hembras, al recibir ese polvo fcrtilizudor, quedan 
necesariamente fecundadas (en Africa del Norte, los árabes substituyen 
la acción del aire con el polen recogido de los datileros machos y lo 
sacuden después sobre las flores de los pies hembras). Todas las gramí¬ 
neas, a pesar de ser hermafrodilas, son fertilizadas gracias a los granos 
de polen transportados por el aire y que la gran superficie de plumosos 
estigmas detiene a fui paso* 

Esta polinización, llamada indirecta, dejada asi al azar, no es menos 
segura, sin embargo, que la llamada directa: ésta, que e-< específica 
de bis plantas cuyas flores poseen a k vez calambre» y pistilo*, tiene 
lugar cuando los estambres de una flor llegan a k madurez al mismo 
tiempo que su pistilo. Como sucede que ios estambres abrm mis ante* 
ras en h proximidad inmediata del estigma, ocurre que, ya sea c¡ con¬ 
tado directo, ya el menor estremecimiento, asegura la aproximación y 
la adhesión de los granos de polen a las papilas glutinosas que constitu¬ 
yen los medios de captura del estigma. For otra parte, hay ciertas 
flores que están dotada» de mecanismos verdaderamente extraordina¬ 
rios, destinado» u proyectar o a aplicar el polvo fecundado? sobre el 
estigma; su funcíonanniento, basado en k distensión de los tejidos cías* 
ticos (estambres “sensibles^ y móviles del a graceje, lóbulos estigmati¬ 
zo» que se cierran sobre el polen en el mi mulo), es una prueba de que 
rl mundo vegetal, a pesar de la rigidez que le imponen sus cuadros 
de celulosa y pese a la simplicidad de sus estructuran, puede, como el 
mundo animal, realizar movimientos de precisión. 


No discutiremos aquí la realidad o k apariencia de una coaptación 
de los insectos con ks flores cuando éstas son fecundadas gradas a 
pilos. Sólo podemos asegurar que las abejas, los abejorros y otros hime- 
nópteros aseguran, en gran numero de casos, la polinización indirecta 
n cruzada que se produce forzosamente cuando las plantas tienen flo¬ 
res didinas íi cuando los estambre» de un mismo individuo hermufrn* 
dita maduran antes o después que su pistilo. También aseguran la 
polinización de flor en flor en el caso en que la autofecundación^ aun¬ 
que difícil, es posible sin ellos (orquídeas). Según Bonmer, d papel 
de los insectos en sus relaciones egoístas con las flores (la busca del 
néctar) parece ser que es el de aumentar, en beneficio de cierta» cape¬ 
óles* el numero de fructificaciones que, con el solo concurso del aire 
y k fuerza de gravedad, serían moderadas e incluso se harían insufi¬ 
ciente» para conservar las descendencia» correspondientes.,, O sea adap¬ 
tación que podríamos calificar, de acuerdo con varios autores moder¬ 
nos, de estadística* pero que no es cualitativa en absoluto. 

Se ha dejado de kdo la parte estática y morfoanatómica de k cues¬ 
tión,, pero es probable (los estudios en este sentido están poco avanza¬ 
dos.) que el sistema de escamas, de hojas modificadas, bráeteas, tépalos, 
pétalos, nectarios o glándulas de néctar, de pelos, etc., que se observan 
alrededor de los órganos reproductores de la inmensa mayoría de las 
plantas, no son inutile* para la preparación del acto generador. El calor 
que reina en el interior de las corola» es tal vez un simple residuo 
energético, pero quizás también favorezca La maduración de los gér¬ 
menes. Sin llegar, como hizo Bernardin de Saint-Fierre, a ver en 
los colores y el brillo de ks corolas otros tantos espejos capaces de 
recibir los rayos solares que el hombre podría utilizar, cabe preguntar¬ 
se si, aparte su belleza, las envolturas florales, los sombreretes de los 
hongos y ks criptas de las algas tienen o no un valor fisiológico* 

En el reino animal son relativamente raros los ejemplos de proceso* 
p regenerad ores que se desarrollan a w lo que salga*’, por capricho del 
medio ambiente. Tales procesos sólo hc encuentran en el medio acuático, 
que puede contentar a lo sumo un momento los espermatozoides,, que 
son buenos nadadores. Los espongiarios y los celentéreos no conocen el 
acoplamiento; lo* peces, salvo los sekeeos y las especie* vivíparas, 
tampoco. En general, *ios huevas, después de ser puestos por la hembra, 
son fecundado» por el macho, que los riega con su líquido seminal/’ 
(IL Pender). Peni la mayor parte de los animales están provisto» de 
árganos de acoplamiento* cuya perfección iguala con frecuencia a su 
complejidad: obras enteras han sido dedicadas a los dispositivos, apa¬ 
ratos y accesorios asombrosos de que están dotadas ks glándulas sexua¬ 
les de loa mas variados animales. Tal vez es entre los mécelos —cuya 
quitina superficial puede adoptar todas ks formas al obedecer a ks 
inflexiones y a los pliegues de la hipodermis que la secreta— donde se 


realiza man exacto mente el acoplamiento en el doble aspecto anatómico, 
...ilógico y bmrional, l.its piezas de k armadura del macho *c adap¬ 
tan nin hoI lición de continuidad a la extremidad (o al anexo) vaginal 
<h 1 ihVidurHi que recibe l n legra mente rl licor espermatieo. 

Fenómenos generales resultantes de la fecundación,— 

Khtoa fenómeno» um rl objeto de una de la» rienda» m&n difíciles y 
eHpeemlt/adasi, U emhuotogin, d» lu que nú lo podremos dar aquí una 
breve £deu, pnnr¡piiliurnle mi lo qiu ue refiere u la* formaciones y 
feuómrjim de a>ujunio 

Segmentación del huevo, lumrd latamente <k*pué& de k fe¬ 
cundación, rl huevo ur guie uta un gnui número dr veces y, tras, 
una tterie de rtiipii» que mui rirmpr, nuj'MiUH, los elementos del 
embrión, dotado* de una gran fuerza vital, d i fe re n ciarán para dar 

k* yereft ma» elevador en hi r Iarifii u i<m b u mi. < <i /noJoicica. 
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Arriba; Segmentad ón del huevo hasta la mórula. Abajo, de 
Izquierda a derecha; blástula, gástrulu, gástenla con sus tejidos 

diferenciados 


El huevo, obtenido por k fecundación del gameto hembra por el 
gameto mucho, se divide por carrocín cata, forma primero dos célula», 
luego cuatro, ocho, etc, liste conjunto de célukn no diferenciadas se 
líarnji mórula, 

I ji segmentación de las células continua, pero en lugar de seguir 
formando un pequeño conjunta que tiene el aspecto de una mora, las 
células se colocan periféricamente para dejar entre sí una cavidad in¬ 
terior, El cuerpo adopta entonces la forma de una pequeña esfera que 
bc llama blástula. 

Aunque ta blástula no cesa de xegmentam, se invagina como cuan¬ 
do se hunde un dedo en un balón poco hinchado. Entonce» se distin¬ 
guen en esta etapa fgástrula) dos tejido»: uno exterior, que daré 
origen a los tejido» de protección, exodermo o cctodermo „ y un tejido 
interior, el mdodermo, El orificio así producida cit la gástruk* que 
tiene la forma de una boca primaria, lleva el nombro de hlmtoporm 

Lo* tejido* continúan difereitciindoitc todavía más y crean una ter* 
cera ‘ upa, o hcíi el mesodcrrntK 

La» diferencia done» siguen eu cediéndose, pero desemejante», según 
biH diverso» aeres que deben reproducir. 

EL embrión, que en su evolución pasa por la* etapa» en las que los 
antiguos evolucionistas querían ver los recuerdos materiales de ks 
especies que le precedieron, es, como dice Wiatrebcft* un embrión 
“de su tiempo* 1 . Alimentado por el medio interior de su madre (cuan¬ 
do se trata de un mamífero) t en unión con los tejidos maternos, su inter¬ 
dependencia anatómica es tan estrecha que ambos tienen en comunicación 
ios vasos sanguíneos. El embrión lleva una vida casi parasitaria y de 
condiciones tan singulares que no puede dar ni siquiera k imagen redu¬ 
cida del futuro adulto. Hay, por consiguiente, funcione» fisiológicas que 
merecen el nombre de embrionarias; sin dejar de evolucionar hacia los 
mecanismos de inte rea rubios normales en la medida de Us diferencia¬ 
ciones, desplegaduras, plegadura» y gemaciones de kn hojas primtlb 
vas, dichas funciones están perfecta mente adaptada» a la permanencia 
del pequeño ser en el obscuro calor del vientre materno. 

Si de los animales superiores vivíparos pasamos a los uv¡puro», ventos 
que los anexos embrionarios destinados a asegurar k protección del ser 
en el interior de k madre mu reemplazados por las envolturas del 
huevo mismo, que se multiplican bajo diferentes formas protectoras y 
nutritivas y se preparan a entreabrirse para que pueda salir la larva 
(glándulas embrionarias de jugo corrosivo destinado a romper la cáfc- 
cara). 

Las plantas llevan también a sus pequeños, los alimentan y los pro¬ 
tegen, El óvulo que dará d grano comprende no sólo el embrión, sino 
también los anexos embrionarios , que son, en los casos más generales, 
k albúmina, el perispermo y ios cotiledones. Lo» materiales de estos 
anexos son llevados al óvulo por tos vasos de su funículo de unión 
con k placenta del ovario materno. (La palabra placenta tiene un 
sentido análogo al que se le da en embriología animal, o sea ; los órganos 
mediante los cuales el huevo se adhiere a la mucosa de los oviductos 0 
del útero para nutrirse a sus expensas.) 

En ks vegetales puede observarse cuán grande es en k fecunda¬ 
ción d número de formaciones de tejidos accesorios fuera del embrión 
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11 mjtM Miente dicho: rl 
nuiiH aumenta a me- 
iiiníu de volumen romo 
mu fruto hílala ser mil 

V a mrumio diez mi! u- 

i r 1 mayor que el em- 
In ion i los sépalas Mielen 
lietKÍmir y crecen a su 
alrededor (níspero); el 
receptáculo puede hacer¬ 
se carnoso y substituir 
Ion ovarios dcíhicntes 
(fresas); lo* tegumen¬ 
tos de íiunn Hiwib frutos 
(aquende de los cardos) 
y de algún os granos 
(¿nn , 1 clemátide, vence* 
tósigo) re lian alas o pe¬ 
nachos ni yo efecto disr- 
minador se añade o su* 
pk a la dehiscencia de 
los frutos. 

En resumen, podemos 
retener como rasgo cu* 
mu ti de las embrioge¬ 
nias ve ge r a l y a ni tria 11 
la di fe re ru tartán infnv * 


Semillo de 1 olmo y el a ¡o* ruto que 
facilita su diseminación (Fot* Cintre) 

diata, a 

célula liuevci fecundada, de las células q u >■ darán los diversos i ejidos y 
órganos. lina espora do musgo no du, ni germinar, más qnv mi filamento 
homogéneo (ptotonema), y una espora de helécho sólo una lámina ho¬ 
mogénea (prolnhi): ni una ni otra podrían dar jamás, sin la fusión 
sexual de dm de mis células, un musgo n un helécho, Fnr la misma 
m/nri, una sola célula vegetal iva de un animal pluricelular no tendrá 
nunca el poder de diferenciar directamente un embrión. Es necesaria 
la fecundación de mi huevo, u por lo menos hi cola bu ración de varias 
células no sexuales, para que nazca un meta filo u un mettizoatio. 



Fenómenos histológicos y ortológicos* Estudia remo* estos 
fenómenos sobre un ejemplo vegetal y otro animal; 

a) Los procesos íntimas de la fecundación son más complicados en 
la* plantas que en los animales* y he aquí la razón: 

El óvulo fiSlá for¬ 
mado por una masa 
celular, la núcela o 
nuececilla, unida a 
la placenta por un 
prd ¡culo vascular!* 
siiidu, o funículo, ro¬ 
deado por dos tegu- 
mmios, salvo en un 
punto en el que es- 
los dejan una pts 
quena a herí tira lla¬ 
mada miocrópilo. La 
núcela lleva en su 
región distal el saco 
trnhr iortario, especie 
de gran célula com¬ 
puesta, que ene ie¬ 
rra: hacia el centro, 
el “núcleo secunda¬ 
rio del saco embrio¬ 
nario*'; del lado del 
mirrópilo, la oosfera 
y dos células com¬ 
pañeras (Lis 1 res de 
membranas no celu¬ 
lósicas), y del lado 
del funículo, otras 
tres cé lulas peque- 
fias* 

Lo mismo que el 
óvulo (como ya se 
ha dicho) es un sis¬ 
tema complejo que 

eMa lejos de ser el gameto hembra, el grano de polen no es el gameta 
niadho. El gameto macho tendrá, pues, que franquear numerosos obs¬ 
táculos para llegar hasta H gameto hembra. El grano de polen, cuya 
envoltura, provista de estrías regulares, protege los puntos débiles por 
los cuales su pro! o pira sin a pugnara por salir, encierra dos células, una 
dentro de ía otra: vegetativa una (centrada en el núcleo vegetativo)* 
sexual la otra (cenírada en el núcleo reproductor)* Dicho esto, be aquí 
cómo se realiza, según G* Borní ier, la “doblé fecundación' 1 de una 
planta angiospernm: 

-uando d grano de peden ha llegado al estigma, germina como una 
espora de criptógama y. al encontrar un punto débil, produce un tubo 
polínico que al penetrar cu el tubo recién formado asciende a la superficie 
de una papila estigma tica, Ja perfora y se desarrulla en el tejido con ■ 
doctor del pistilo como un fila mentó de hongo parásito. El grano tfc 
pulen alcanza así el micrópilo de un óvulo y llega a establecer contacto 
con la oosfera. El núcleo vegetativo se encuentra en genera) en lu extre¬ 
midad del tubo y parece desempeñar un papel activo en <1 aumento 
terminal del mismo. El núcleo se reabsorbe y desaparece cuando el 
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tubo polínico ha casi terminado hu desarrollo. En cuanto al núcleo re¬ 
productor, que sigue la marcha del otro, se divide en cierto momento 
en dos y cada uno de ellos se transforma en un cuerpo má& o menos 
encorvado sobre sí mismo. Estos dos cuerpos reproductores son los 
anterazoides,*. 

El huevo fecundo propiamente dicho constituye m núcleo por In 
fusión del núcleo de la oosfera con uno de esos dos anterozoides, A! 
mismo tiempo, el proloplasma de la oosfera se hace granuloso y se 
rodea de tina membrana de celulosa. Al desar rollarse, rl huevo fecundo 
forma el embrión (la plántula). 

“Mas hay un kit evo necesaria formada por toda Li parte del saco em¬ 
brionario que no es la oosfera ni procede de las pequeña* células ames 
señaladas. El núcleo secundario del saco embrionario se fusiona con 
el segundo anteroKoide y es, pues, fecundado como la oosfera, aunque 
no dará un segundo embrión, sino un tejido que se llenará de reservas 
y nutrirá al embrión (albumen)*” [Se ha hablado antes dd perispermo, 
otro tejido nutricio, que no es riño la núcela u nuececilla del óvulo, 
hipertrofiado en forma de anexo embrionario bajo la repercusión vege¬ 
tativa de esc fenómeno sexual que es la fecunrlnciónri 

h) Los gérmenes macho* y hembras de un mamífero deben ser carac¬ 
terizados, como lo explica Jean Rosta nd en hs siguientes líneas: 

“Los espermatozoides son muy pequeños y dotados de una gran mo¬ 
vilidad, ararías a la presencia de un flagelo vibrátil que les permite 
progresar en el medio líquido en que se efectúa la fecundación. Loa 
óvulos son voluminosos, de forma más o menos redondeada, provistos 
de abundante* reservas nuLiitivas, e inmóviles, 

“El espermatozoide, con .su especie de cabeza, cuello y cola, tiene 
el aspecto de un miarmajo. 1 ¡t raheza comprende una especie de punta 
afilarla ü perforador. El espernuun/mde progresa en el líquido derra¬ 
mado por el macho después de la unión M'xttal a una velocidad de don 
a 1 res milímetros por minuto, lo que requiere varias horas para ascen¬ 
der a lo largo de lúa vías genitales de la hembra hasta el óvulo que, 
en general, rs fecundado u bt salida de lo glándula uva rica, al nivel 
del tercio superior de la trompa uterina,*’ nicho lo que anLecedkq he 
aquí cómo se opera la fecundación, según el mismo autor: 

“Varios espermatozoides se introducen en la envoltura del óvulo, El 
primero que llega a locar su superficie, en un punto cualquiera, lo 
perfora y entra su cabeza en la masa protoplasmática. Entonces la cola 
del espermaIoznidr se desprende de su cuerpo (por inútil ya) y el 
núcleo díd que está formada esencialmente ®u cabeza aumenta de volu¬ 
men por absorción de agua* El óvulo, ero el precrió momento en que 
ha sido violado por el espermatozoide, reacciona a su contacto como 
recurrido por una especie de onda contractiva, se enrogé y arroja un 
poco del liquide que kc interpone entre su superficie y su envoltura. 

Itirio ahí transformado en huevo. Alrededor del huevo se forma mía 
membrana muy fina que opondrá, a pesar de su delgadez, una burrera 
infranqueable a los demás elementos machos. Después del primer esper¬ 
ma tozo id e t ningún otro elemento logrará en le sucesivo introducirse en 
el huevo: protección indispensable, ya que la penetración de varios 
esperma tozo id es sería no sólo superfina, sino funesta, y perturbaría 
gravemente el desarrollo embrionario* Sin embargo,' el núcleo esper¬ 
ma tico y el núcleo uvular marchan uno hacia el otro u mui velocidad 
creciente, i umbíén aquí el macho desempeña un papel activo; el 
núcleo espermútieo efectúa la mayor parte del trayecto Nn le jo# del 
centro ild h Llevo se real i/a Li fusión de los dos nuciros, 1 mis huras 
después empieza el desarrollo y H huevo opera su primera división, 
En eso momento, después do unos días de descenso a lo largo de la 
trompa, el huevo se Jijará en La mucosa de! útero, donde el embrión se 
desarrollaré cuino parásito del organismo materno, 

"El punto de partido dr iodo indi vid un es, pues, la formación de una 
célula única, portadora de un mielen de doble origen/ 1 

Para penetrar aún m¡$ en la intimidad de los fenómenos es necesa¬ 
rio precisar ahora el comportamiento de esas fumoMis mídeos celulares, 
que tan importante papel desempeñan en la reproducción sexual, así 
como, por otra parte, en la nuill ipil camón asexual, 

Fenómenos nucleares (cromáticos) concernientes a la 
multiplicación asexual y a la reproducción sexual* — Humos 

estudiado ya h división de la célula (earinrinesis n mi Casis). 

S¡ se trata di- reproducción sexual, cuando el huevo es fecundado se 
divide de la forma precedentemente descrita, ron la diferencia de que 
k cromatina de su núcleo lleva consigo un conjunto de ero malina su¬ 
ministrada por la hembra y otro proporcionado por el macho, Gomo 
H numero de iiomoMooris ex el mismo en el huevo dividido que en 
tina célula vegetativa cualquiera de enría uncí de los cónyuges, ¿qué es 
lo que ocurre? .Si i-í número carácter isi ico de los cromosomas paternos 
se hubiese añadido, m el momento de la fusión de tos dos núcleos 
sexuales, al mimen» raráeteríslno fie los maternos, el número de los 
cromosomas del descendiente hubiera sido doble: cual ilativa mente, el 
material cromático hubiese permanecido invariable, pero cuantitativa¬ 
mente habría sido modificado, y ese hecho habría provocado tm aspecto 
inédito de bi progenitura. 

Por una feliz compensación, los gamelas o gérmenes sólo se han 
provista cada uno de ellos de la mitad de) número normal de cromo¬ 
somas: en el curso de las divisiones que han formado, a partir de célu¬ 
las germinales primordiales, las células sexuales, ha habido para eada 
tma de ellas una división reductor a, que difiere de lu miiosis normal 
en los siguientes punios; 

1 Q La división reduclora propiamente dicha es precedida de una divi¬ 
sión normal (en el caso de los organismos superiores, la eélula del 
futuro huevo no fragmenta en dos porciones iguales su citoplasma, sino 
que expulsa con uno de los núcleos hijos una pequeña masa de prolo» 
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i'l. Iii qil« »■*. 1.1 ex 11 (1 LíÓll flrl JJMmCí Klobltlu pola/, )¡.Hk II.Miimiu 

pMi + jiH i I i í | .lijo glóbulo i l s expulsado en un punto privilfgus ¡lo, que r i i 

■ mi i i ■ il> MUH'iíi pura la estructura del embrión); 

/' I mi < i(Hniriinuiiu de las células resultante* de esa divmi+m ihhiu iI 
|urlkjiiimii t *Vii ve/, de unirse por las punías pura non si iluir un nuevo 
1111 < í ■ m |it i iiuuu'e.en separados; aparece liiiíi nueva divinó. (oium 

■ 11 lui'iii, y los cromosomas, sin sufrir una nueva bipuitn mn H «r n piu 

i .h« f. 1 ropos ifne constituirán los núcleos «le dos rélulii* *<rmab 

m.M ln»H n hembras (en el caso del huevo tic los oi'gtmiwmn* iMqi'-i nnr<.. 

. de erutos núcleos sale del futuro ovalo bajo hi forma dr un ■> ‘gimd" 

id id Milu poLir; simple variante como en el Apartado l"l, IL-unli.i d« I 

.pjiiln ile rttftiH fenómenos que el núcleo de cada producía» di ■ t i 

.lu í i i'ni i sólo encierra la mitad del numero normal de erniunsmii i 
til I** iricr*) 

M» e m|c modo, la fecundación puede operarse sin qu* el maicii.il 

. Iríii del descendiente sea modificado euunt dativamente ; noto himú 

.«puesto, ron lu que hará participar a su portador de los ea r ¡ict etc* 

it- ir; dos progenitores, 


nipótosls sobro la acción del elemento macho. - liemos vis¬ 
to ciertos efectos de la fecundación, como por ejemplo: la aportación 
i\> mu medio núcleo, es decir, de la cantidad di" cromatiruL que le falta 
til uúelro hembra para ser completo; la aportación, por este medio, 
ib Ion caracteres paternos. Veremos, a propósito de la herencia, otro 
ícelo vecino de los anteriores pícelos de la fecundación: el de la deter- 
ii óiuirióii dd sexo. 


(Vio las manifestaciones dinámicas y mor fngenét leas de la fecundación 
■on Ijis más interesantes y las que mayor número de problemas plantean. 
Su explicación requiere, en efecto, un conocí ni ionio minucioso de ía 
mhI rurllira del lluevo virgen, puesto que esas manifestaciones, al modi- 
Imu r muchos mal cria les prot o plasmó ticos y dctuoplasmuiicoB, modifican 


ft tu vez cm estructura, (el dcutoplasma es el conjunto de las reservas 
iinN iLiva incites que fn‘rt inaim n11 prestan al huevo virgen una parte de 

11 iifn i i|i), 

«i m i» i i.ouidn los resultados de los trabajos de Driesch, Conidio, Van 
Ib nedf o, HríiWJf^ ele., Itracllet m*. expíela así: 

I i iruuilíenürmntH dinámica t son los cambios gracias a los cuales 
1 I 11 • 11 í ■ 111. i rsiiiiieti, q iic ch ei huevo maduro, da progresivamente paso 
<1 < i non dimuntrn, qtir en e| huevo fcctimliido,.. El huevo fecundado 

.. n i ui huí ie ih pi Oto píllenla y dr delito plasma (vitelo) mezclados 

ile eii.ilquu r tiunrMi y simirlido» a hi sola acción de la fuerza de gra- 

vr ilad I' o «■mu ruana m* d e-t ni finen ya regiones o parcelas en los que 

I 1 pulí n r uilidju h-i ofeiiivae no nou identien* a pesa, r de estar CElre- 
» h i ri h■ uir eoMidnmdaH, lu ene niasa hay "loralizaciones germinales 11 * 
i i lifiienm defmuiv.t de I • i * loen I r/,i nnrie-, germum jes, en su orden y 

luga i i’h pier tNiiifierjí« .. le toa aetos de la fei muhtci¡ m y entra cu 

el mil reo de -.ti» mamIeslaríimes di muñó os 

l’ni oirá parir, el huevo virgen ptoi-.euio E i eeuenlrmi n le «m esbozo 

di simetría bilateral y un seto ido de o iif'litación que calan en ínfima 

relación edil las hinieti ías y smil ido ríe oricnlaeión renpeel ív<is fiel etn- 
bíión,». Pues bien, eomu ba dicho IJiuchci, ‘In fecundación reparte y 

estabiliza, a vr ecít en un sentido tlett cm mudo por el meridia .le entra* 

da del espermatozoide, materiales y energía* íormurlaras preexistentes 
en el huevo maduro, pero diferentemente disi ribo nías y localizadas en 
una forma más vaga y débil." 

Todas esas afirmaciones, cuya exactitud es completamente cierta en 
la hora actual, fie jan sin embargo en ni misterio los dele numismas de 
todos los fenómenos metan icos y tí sicoquí míeos (de los que la variación 
de tensión súpolo tal es uno de los más notorios) que dan por resultado 
que el huevo maduro, inerte, renazca a Ja vida y comience una evolu¬ 
ción larga y cumple ja, condición de un ser nuevo* 


La herencia 


Introducción. 


Leyes de Mentid. — Los factores hereditarios o genes y su local i/ación en los cromos tunas, - 

La herencia y el sexo* — La partonogénesjs 


Introducción* — La h ercncift es, a primera vísta, la propiedad de 
los seres vivientes de parecerse a otros seres de los cuales descienden. 
IVro parecerse no quiote decir sur idénticos: la herencia es así inse¬ 
parable de la variación* es decir, de la propiedad que tienen los seres 
vivientes de adquirir caracteres nuevos, o de resucitar cu ellos ciertos 
caracteres de ascendientes más alejados que sus padres y que éstos no 
habían manifestado en aliso!uto. 


Cuando hv piensa que una sola célula de un organismo, la célula 
huevo, una vez fecundada, es capaz de dar, por divisiones sucesivas de 
su protnplama y de su núcleo, un organismo completo de un tipo bien 
determinado, se puede creer que el protoplusmu y el núcleo de pubis 
sus células tienen propiedades biológicas de orden hereditario caracte¬ 
rísticas de ese tipo de organismo, Idénticas ele una célula a otra* o por 
lo menos lo más semejantes posible, cualesquiera que sean his diferen¬ 
cias que el lugar de los elementos n milóniicos, y su propio funciona' 
miento les lian impuesto. Con mayor motivo debe existir similitud de 
caracteres transmisibles a la descendencia entre la rehíla huevo, origen 
del organismo de que se trata, y las célula» genmiudes que forma esc 
organismo en los primeros estadios de su desui rollo. 

Las substancias que entran en la composición de la célula en todas 
sus partes, substancian hsicoqu únicamente camelerísücas de la especie o 
de hi variedad, es probable que sean las que constituyen, soportan 
o provocan Las propiedades hereditarias. Las hormonas que ratas subs¬ 
tancias difunden a través del citoplasma son al parecer bis respousables 
de ciertos caracteres sexuales secúndanos e influyen en ciertos caracteres 
hereditarios importantes. 


No es menos cierto que ht crvmatina del núcleo , capaz, como hemos 
visto, de reunirse para formar los cromosomas, es la responsable de la 
mayor parte de los aspectos que distinguen un tipo de organismo de 
otro. Los trabajos de T, H. Morgan han establecido este hecho funda¬ 
mental, 

(Vías para continuar rl orden de nosición seguido hasta ahora, es 
necesario hablar de los fenómenos más visibles, puestos en evidencia por 
Monde], Naudin, Vilmorin y otros, que Kan permitido descubrir 
después la intimidad de loa mecanismos de la herencia y basta la 
esencia misma de esta propiedad fundamental de !os seres vivientes. 


Leyes de MendeL — Gracias a lu acción y a lu reacción de unos 
objetos o de unos cuerpos sobre otros se llega en toda ciencia a descu¬ 
brir las estructuras dé estos objetos o cuerpos. Dos compuestos quími¬ 
cos mal conocidos, puestos en presencia uno de otro, se combinan o se 
destruyen parcialmente, pero esa combinación o destrucción parcial puede 
liberar uno o vatios elementos simples muy conocidos. Éste es uno 
de los principios riel análisis químico. 

De la misma manera, si se llega a mezclar los caracteres de dos se¬ 
res vivientes de tipos diferentes, al efectuar, por ejemplo, un cruza- 
miertto^ es posible que la descendencia manifieste aspectos que permi¬ 
tan el análisis elemental de los caracteres de los prognllores. Ésta es 


una experiencia indirecta real izarla sobre algunos aspectos, pero que 
conduce, mediante simples leyes aritméticas» al conocimiento directo de 
los fenómenos mas íntimos. Experiencia que, en todo caso, sólo es posi¬ 
ble entre lipns de organismos bastante próximos, especies veci-ruts o 
variedades de una misma especie. Una variedad de guisante tiene semi¬ 
llas redondas y lisas, otra irregulares ron tegumentos rugosos. Cojamos 
un pie de h segunda variedad y efectuemos sobre él las operaciones 
siguiente»: se su primen los estambres a todas las flores antes de que 
hayan podido realizar lu autofecundación : luego se recoge el polen do 
un pie de lu pEhuera variedad de semilla lisa y se ocha sobre el eslig- 
mu de bis llores ¿imputadas. El cruzamiento es fructuoso: las llore» 
ferlindadas de ese modo producen vainas con el resultado, de capital 
impon .atleta, de que éstas contienen únicamente semillas redondas y le-a a. 

El carácter “Eso" disimula y domina , pues, el carácter ík rugoso" en 
la descendencia de i sas dos variedades de guisantes qu¿- han mezclado 
y combinado sus caracteres hereditarios. Esta experiencia„ muchas ve¬ 
ces repetida sobre el mismo material y sobre otros muy diversos, sirve 
para enunciar, con L* Plantefol, la primera ley de Alende!: 


Hay unijnrmuítid m ¡os productos de ta primera generación (estas pro¬ 
ductos son ora Arme jantes a uno de los progenitores, ora intermedios 
entre ellos). 


Profundizando más el estudio, podemos sembrar los guisantes asi ob¬ 
tenidos: las plantas crecen, floreteen. Si lux dejamos auto fecundarse, 
veremos que las nuevas vainas obtenida» encierran a la vez semillas 
lisas y rugosas en la proporción dr 3 a L "A pesar de todo, los guisan¬ 
tes redondos eran efectivamente seres híbridos que conservaban en dios 
los dos caracteres afrontad os, díspu estos a maniejierluB en sus descen¬ 
dientes, Las semillas nuevas pertenecen, en realidad, a tres tipos: las 
rugosas ya no son híbridas, puesto que su descendencia (pura, por 
autofecundación) permanece fiel ai tipo rugoso, Dd mismo modo, un 
tercio de Jas semillas lisas vuelve a su tipo puro y no m>» mostrará sino 
tegumentos sin pliegues. Las otras, que sólo ta experiencia (una nueva 
experiencia de cruza miento) puede discernir, son todavía híbridas, ya 
qtic, al igual que en la primera generación, nos darán, mezcladas, se¬ 
millas semejantes a las dos formas que han sido cruzadas,” La segunda 
ley de Mendel puede, por tanto, enunciarse así: 

Hay polimorfismo en ta segunda generación, cuyo mitad vuelve a los 
tipos puras. 


Podemos esquematizar los resultados de estas experiencias: Sea A 
d carácter liso y li el carácter rugoso, Sj cruzamos la variedad lisa con 
la rugosa (sea lleva mío el polen de una variedad rugosa sobre los pisti¬ 
los de una lisa, sea procediendo inversamente), el resultado es el mis¬ 
mo: h>s caracteres A y B se reunirán t?n cada una de las células huevos 
formadas y en todas las células de cada uno de ios híbridos correspon¬ 
dientes. Puede representarse esta reunión por la combinación AB (o BA P 
que es equivalente); como A domina a (3 (se dice entonces que B es 
recesiva respecto a A), estos híbridos de primera generación tendrán el 
aspecto que les da A, o sea aspecto liso. 
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BIOI OGÍ A 


VifiiiHt' iliiMH uim» >h hibridus: *’S ^uiHiinír forma ii n v*-/. mi 
MU* unírniM y en mi* óvulos (órgano* de estructura y rm óf jogciiii com* 
peí 1,1,1 Mon. i, células m xunlcs por sucesivas divisiones de célula*. *■ i mina 
lí-M primitiva^ y una de man divisiones (ver más arriba) es mluctortU 
í’n i Iré ir, reduce u fe mitad el número de cromosomas y los Mr para en 
do, grupo», rada uno de los cuales pasa a cada célula sexual definitiva. 
Si *e mu pone, como se lia dejado ya entrever a propósito de los fenóme¬ 
nos cromáticos de la fecundación, que a cada cromosoma va invariable» 
mente libado un aspecto y un carácter del organismo* se puede lum 
bien imaginar que en la disyunción cromatica de la división red urdirá 
el carácter A de tino de los dos progenitores se va por un ludo coa un 
cromosoma, mientras que el carácter B se va por el lado apuesto con 
ot ro. 
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Verificación de La ley de Mcndcl mediante el crupal ti lento de 
un guisante liso A con otro rugoso U 


Precisamente es lo que la experiencia confirma; las células sexuales 
del híbrido de primera generación, al fusionarse en gran numero y al 
azor t tí un productos en los cuales A y II se combinan de cuatro maneras 
diferentes: 


AA, AB, BA* BU, 



En un examen superficial no se observan más que dos aspectos* dos 
fenotipos (para emplear este término genético): el fenotipo liso (ríe 
cada cuatro individuos, tres) y el fenotipo rugoso (un individuo cada 
cuatro), puesto que A oculta B. Pero el fenotipo liso oculta un geno¬ 
tipo liso puro (AA) y dos genotipos equivalentes impuros (AB) y (BA), 

Eso puede verificarse si se dejan florecer los guisantes (AA), (AB), 
(BA)* que son los híbridos de primera generación. Al formarse sus cé¬ 
lulas sexuales* sólo conservan cada una de días uno de ios caracteres 
ríe los dos antecesores considerador ut principio, scu A. sea B, Si esos 
ascendientes son cruzados cada uno de ellos con un pulsante (BB) cuya 
disyunción de caracteres ha tenido ya lugar, los cruzamionios podran 
wr representados como sigue: 

A | A A | B li 1 A 

Y/ \/ \/ 

/\ /\ /\ 

it | B B | B B j B 

y los productos de los cruzamientos serán representados por: 

iAB +■ aBB. 


[ labra* pues, cuatro híbridos de aspecto liso y dos rugosos puros, lo 
cual se comprueba experimenta luiente. 

Estas dos leyes de Mendel: la primera de dominio de unos caracteres 
con relación a otros, la segunda de disyunción cu la descendencia, han 
encontrado su verificación en el hombre. He aquí algunos ejemplos: el 
carácter o factor “ojos negros” domina el factor “ojos azules”; “ri 
una persona de ojos negros puros, es decir, de doble factor ojos 
negros, se une con una de ojos azules, todos los hijos tendrán forzosa* 
mente los ojos negros y formarán la mitad de células reproductoras por¬ 
tadoras del factor ojos negros y la oirá mitad lo será riel factor ojos 
azules. Si dos personas de ojos negros híbridos, es decir, que transmiten 
el factor ojos negros y el de ojos azules, se unen, producirán tres indi¬ 
viduos de ojos negros por cada uno dé ojos azules. Sí una persona de 
ojos negros híbridos se une con una persona dé ojos azules, ambos 
producirán la mitad de individuos con ojos negros y la otra mitad con 
ojos azules*’, (I* Rostand,) 

Desde el punto de vista de los caracteres patológicos se hn podido 
determinar que la resistencia a la tuberculosis domina la no resistencia; 
que la calvicie es dominante en el hombre y recesiva en la mujer; que 
la fragilidad hereditaria de los huesos y la catarata hereditaria domi¬ 
nan los caracteres normales* etc. 

De todos modos, esas observaciones son superficiales, por lo que es 
necesario ahora volver al estudio de la célula, de su núcleo y de sus 
cromosomas* así como verificar la realidad de sus hasta ahora supuestas 
relaciones con las manifestaciones de la herencia. 


ría de M endel: al polinizar la flor privada de estambres, IVIendcl yux¬ 
tapone dos genes diferentes, uno de los cuales es aportado por el polen ; 
el otro está ya presente en el óvulo. La semilla que se desarrolla, 
híbrida y lisa por la madurez* queda* a pesar de los dos genes pre¬ 
sentes en todas sus células, mareada por el único genes dominante. 
Una vez plantarla, la semilla germina, crece y florece. I.os gametos de 
sus llores, formados en los estambres y en los óvulos, sufren la reduc¬ 
ción cromática, por lo cual sólo cuentan con uno de sus dos genes; 
entre sus gametos se encuentran en igual número las dos formas “se¬ 
milla lisa" 7 y “semilla rugosa \ Entre esos gametos diferentes, usvviados 
td azar , es donde se deciden las fecundaciones. Sí el gameto polínico 
lleva d mismo genes que el óvulo que fecunda, se forma un tipo puro 
de se mi lia lisa o rugosa. IJn gameto macho y uno hembra, con un genes 
diferente cada uno, producen un híbrido idéntico al de nuestro primer 
cruzamiento; d guisante es liso y revelará su hibridación por el poli¬ 
morfismo de su descendencia. La reducción cromatica nos explica, pucs ? 
por qué los gametos producidos por el híbrido son puros, al igual que 
los de los tipos puros. En fin, fes proporciones numéricas de los diversos 
grupos dependen sólo de la aplicación de las leyes de probabilidades 
y del azar. Así, la hipótesis de los genes da perfectamente cuenta de 
los resultados experimentales y confirma los más minuciosos detalles, 
lo que es suficiente para que Morgan vea cada cromosoma como una 
serie de genes yuxtapuestos. En la masa alargada de esLa serie - -en la 
que no existe una diferenciación aparente—, Morgan su jume que exis* 
ten territorios distintos. Hay que encontrar un procedí miento que per¬ 
mita conocerlos, que diga a qué cromosoma pertenece tal gene, en qué 
punto se encuentra de ese cromosoma, cuáles son los genes vecinos, qué 
distancia separa dos genes estudiados/’ 

Morgan encontró ese procedimiento al examinar los cruzamientos de 
las múltiples formas de fe droaófila, cuyos gametos presentan para el 
genetista fe gran ventaja de no poseer más que cuatro cromosomas que 
pueden ser reconocidos perfectamente: uno puntiforrne, otro en forma 
de bnntnwillo alargado y dos en forma de btmierang que no se distinguen 
fácilmente, fin vez más, fes diferentes combinaciones que van a reali¬ 
zar los cromosomas, sistemas de genes, son las que permitirán el anal i* 
sis hereditario de sus elementos. “El número de caracteres de la 
drosúfila es considerable, seguramente muy superior a 2 OÜÜ. Los cro¬ 
mosomas poseen, pues, un gran número de 
genes cada uno. Podemos prever que los 
genes de un mismo cromosoma y* por 
consiguiente, los caracteres que represen¬ 
tan, vun a permanecer asociados al patri¬ 
monio hereditario que será transmitido 
por ese cromosoma, Por ejemplo, los genes 
correspondientes ai tono leonado o a las Los 
largas alas de la drti&oíila normal se (fus 
encuentran en un mismo cromosoma, pero 
so» reemplazados por genes diferentes 
cuando se trata de la mosca negra y de 
cruzamiento de estas dos moscas no nos da, en segunda generación, 
fes cuatro combinaciones de caracteres que las reglas numéricas de 
Mentid dejaban prever y sólo se obtienen formas idénticas a fes que 
se han cruzado; ni moscas leonadas de alas rudimentarias, ni moscas 
negras de alas largas. Las células sexuales dé los híbridos de primera 
generación han recibido* en efecto, sea el cromo santa de la mosca 
normal que les da a fe vez el tono leonado y el ala larga - dominantes 
ambos caracteres—, sea el de la mutación que implica el cuerpo negro 
y el ala rudimentaria. Ningún cambio parece posible entre estos dos 
grupos. La investigación de tales excepciones de las leyes de Mendcl, 
que índica uniones o "linkagFa’” entre los genes, es el medio de deter¬ 
minar cuáles son los genes que constituyen un mismo cromosoma.” 
(L. Plántelo].) 
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Entrecruza ni lento (crossing-over) que muestra arribe, tina re¬ 
ducción ero má tí en con intercambio de genes (puntos negros), 

y, abajo, sin intercambio 


Los factores hereditarios o genes y su localización en ios 

Cromosomas- — “Morgan ha imaginado, escribe L- FLintefol, que 
un ser viviente manifiesta un carácter hereditario determinado porque 
presenta una croma tina especializada para esc carácter, una partícula 
riel cual se encuentra en cada una de sus innumerables células. Estas 
partículas materiales hipotéticas, llamadas genes t permiten explicar más 
fácilmente las leyes m ende lianas de fe herencia. Repitamos fe exper íen- 


No obstante, pueden producirse accidental mente ciertos cambios que 
son aprovechados por el genetista: si se supone que en el primer tiempo 
de fe reducción cromática (ya indicado), dos cromosomas alargados que 
se enlazan se enroscan ligeramente uno alrededor del otro y no se fu¬ 
sionan verdaderamente más que en algunos puntos, puede preverse que 
se separarán de tal suerte que los dos cromosomas que se alejan estén 
constituidos de dos partes dispares, “Imaginemos que fes dos serpientes 



















LA HERENCIA 


309 


flr im i jiílm i Ht, después de haberse con 1 iludido en Un punió, se *e pu¬ 
lan y mi/iin la parte baja de sus cuerpos. Un tu! eni reen*/auucHto 
o "rioHring-ovcr 1 no tiene siempre lugar en el mismo pimío y catu di 
vi i iiI hI del itutdü ile erazarse se señala por tal o euul combina*' ion n 
disyunción anormales de caracteres muy visibles en la mosca Ktiliou-i"* 
%v concibe, por ejemplo, por qué el entrecruza miento se Un pindurólo 
moM jirá n mas allá de un gene que corresponde a un carácter bien 
ilrlimdo* FJ lugar de ese gene se encuentra» pues, determinado i lo 
lingo del cromosoma, al menos en relación con otros genes ya topogiá 
lien mente situados../' 

Tules son los principios experimentales de la genética o cien* m fiiu 
-ni de la herencia. 

Los hechos de orden dtnlúgico, que son responsables de hr imnníra 

taciones hereditarias, también lo son, romo vemos, de las .brl t 

i iones de la variabilidad de los seres. Sin nece sidad de mimn a m«> 
dificaciones profundas —químicas y estructurales- dd mati rinl dr I < 
crlubt, que producirían alteraciones de la fisonomía de tma cwprcic 
(mutaciones bruscas), basta considerar la variedad de tipo* I nocir, y 
mentales de los hijos de una misma pareja y fu desemejanza que pueden 
acusar respecto a sus padres. He aquí cómo podemos explicárnoslo: 
consideremos los hijos de una misma pareja; hay que detrmtinur las 
cu/.unes de sus diferencias y para dio estudiar lo que sucede cu uno 
de los progenitores, d padre, por ejemplo: en el momento de la íor- 
i nación de sus células reproductoras, todos los genes maternos que ha 
heredado de su madre no se han separado en masa de los genes pa¬ 
ternos heredados de su padre, sino que cada grupo (cromosoma) de 
genes paternos se ha separado por su cuenta del materno que le co- 
i respondía; por el capricho del azar, la mayor parte de las células 
ieproductoras recogen una mezcla de Unos y de otros. "Por pura que 
Mra la heivneiii en el detalle, no deja de ser mixta en el conjunto/' 
(J. líostand.) Si recordamos que se han producido análogos fenóme¬ 
nos en la madre, comprendere nina el inmenso número de combinacio¬ 
nes diferentes y nuevas a que darán lugar la unión del padre y la 
madre. "El número de diferentes clases de gérmenes es, en realidad, 
todavía mucho más elevado que el que indica un cálculo basado en el 
número de pares de cromosomas del hombre, que es de 21, a causa del 
cambio de factores que se efectúa entre cromosomas rle una misma 
pareja/' “De ríos seres humanos.,., podrían nacer, teóricamente, 22h 
tril) unes de hijos/ 1 (J. Rosiand*) 


La herencia y el sexo 

Sobre la determinación del .sexo y desde el doble punto de vista de la 
época de su aparición y dr la causa que lo determina han sitio cunti¬ 
das las más conlrudielorias y, ron frecuencia, las mas i n ve ros í miles 
hipótesis. 

En el párrafo dedicado a las hormonas, el lector encontrará consi¬ 
deraciones sobre las substancias formal ivas secretadas por los órganos 
genitales 11 c los seros que caminan hacia el estado adulto y conocerá que 
u m campo de anión se limita a las ultimas diferenciaciones de la 
morfología y de la fisiología sexuales . (R. Gcddselintidt*) Pito el me* 
carlismo especial encargado del reparto precoz de los dos sexos en la 
descendencia ha sido descubierto y analizado por los métodos de la gctlé* 
tica, La croma tina nuclear es una vez man La responsable de la determi¬ 
nación del sexo macho o hembra, ib* aquí bis resollados fundaméntalo 
de los rucie ni es ira ha jos (ejecutados sobre lodo con bis insectos) dr' 
Paul M a re bal» Salir y R. Goldschmidt: 

1° El sexo está fijado desde la fecundación del huevo» 

Prueba de tdlo es que tos verdaderos gemelos, es decir, loa que pro¬ 
vienen de un mismo huevo fecundado por un solo espermatozoide, perú 
que se dividió inmediatamente en dos partes equivalentes, son siempre 
del mismo sexo; y que, inversamente, los falsos gemelos, resultantes 
di? una doble fecundación por dos espermatozoides diferentes, son, con 
frecuencia, de diferente sexo; 

2 M Se han observado en ta drosdfik los hechos siguientes; entre la 
mosca macho y la hembra existe una cierta diferencia nomos árnica. 

En la hembra, la pareja de cromos.as cu forma de bast tundios esta 

formada de dos bastoneaos semejantes y rectilíneos. En cambia, cu el 
macho es disimétrica y formada de dos cromosomas desiguales, uno 
rectilíneo y otro doblado en forma de codo. Los dos cromosomas recti¬ 
líneos de la hembra y el único rectilíneo de! macho se designan con 
una X; los cromosomas en forma de gancho del macho con una Y. 


En el momento de su formación, las células reproductoras sólo reci¬ 
ben un cromosoma de cada par. lodos los óvulos de la mosca hembra 
reciben» entre sus cromosomas» un cromosoma X. Pero, en el macho, 
l.i ulitad de los es prrnui tozo idus recibe im cromosoma X, mientras la 
«Ira mitad recibe un cromosoma Y. 

I>< spiicH, los huevos feeimi lados por los espermatozoides de cromo- 

. .ni X tendrá ti do r lomosoi n.r de este signo y darán moscas provistas 

.I. d<i-, rnnnoHomuh X cu hubo sitw células: estas moscas serán hembras, 
1 jitt huevos Icnoid.idoí poi espermalozmdes de cromosoma Y tendrán 
iin cromosoma \ y otro Y: estos huevos darán moscas provistas en 
Pubis mih célula h de un cromosoma X y de otro Y y serán machos. 

Admitiendo vuriat limen mdiic « te modo cíim esquemático de la de- 
Ii f ruMiiio'oni fleí :.rxn, i icoidiu utiu nica generaif de los mecanismos 
mu tiles que divideo la deseeiidcnnu en muchos y hembras, en pro¬ 
pincuo! ce, a mcjoid" tan 'Iium ‘.te, que u veces ¡legan a faltar los machos. 


La partenogénesis 


No pocas veces se da el caso de que huevos puedan desarrollarse 
directamente sin fecundación previa. K*le proceso de reproducción so 
llama partenogénesis* 

La parten o gene sis puede .ser accidental (estrellas de mar, gusanos de 
seda, ranas, ele.), pero es normaÍ en ciertas especies, pur lo cual se 
ven sucer terse generaciones partenogenésicaa formadas exclusivamem 
te de hembras» cuyos huevos se desarrollan sin fecundación, hasta que 
aparece una nueva generación sexuada, 

**En los pulgonea» por ejemplo, los huevos que han pasado el invierno 
y que se abren en primavera dan sólo hembras ápteras: estas Hembras 
son vivíparas y evidentemente paríuno gen ericas, puesto que no hay 
machos. Poco más tarde nace una segunda generación» formada tam¬ 
bién exclusivamente de hembras. De esta forma pueden sucederse una 
decena de generaciones parienogenésicas» entre las cuales puede haber 
hembras aladas, que van a fundar nuevas colonias sobre oirás plantas. 
Pero al final del verano apa me una última generación que comprende 
machos alados y hembras. Estas hembras son las que, una vez fecun¬ 
dadas, ponen los huevos de invierno, con h* cual ñus bucen volver al 
punto líe partida. La pnricnogéneris es, en este caso» función de la* 
estaciones, y de ahí su nombre de parten o génesis de estación." 
(R. Furrier.) 


La parí filogénesis no depende ú nica mente del tipo del organismo con* 
sid erarlo, de la esturión o, más general mente, de las condiciones me¬ 
teorológicas (temperatura, etc*). Puede realizarse bajo lu acción de 
los centros nerviosos, por medio de dispositivas orgánicos. Asi, la a be ja 
reina de una colmena puede, en el mu menta de su puesta» abrir o dejar 
cerrada su bolsa copulad ora, que encierra una reserva de licor seminal. 
Los óvulos que pasan “cerca del orificio reciben i> no la impregnación 
del liquido fecundante Los óvulos fecundados y los no fecundados o 
partenogenésicos se dc&urrollan igualmente bien, pero los primeros dan 
hembras, mientras los segundas dan machos* 

¿Como explicar la predominancia del sexo femenino en la deseen- 
dencía partimo genérica? ¿A causa de que el cromosoma Y, caraeterís- 
iiro del sexo masculino, no desempeña su papel? Tal vez, pero ¿cómo 
explicar entonce* la parle oogénesis urrenutóeiea que produce machos? 
No se poilrá responder a estas preguntas hasta que no este más ade¬ 
lantado el estudio cito lógico y eromoBÚmieo de los organismos que las 
plantean* 

Memos hablado anteriormente de lu acción o más bien de las diver¬ 
sas acciones sobre el huevo fecundado por el espermatozoide. Esas ac¬ 
ciones, gracias a experiencias memorables dr Jacques Loeb, Del age, 
Bataiilon» etc., han podido ser reemplazadas artificialmente por medio 
de inyecciones, t ratamientos químicos, agitaciones mecánicas, con lo 
cual se ha realizado una partenogénesis experimental. Pero esta parte- 
oogénesis experimental, ¿nos informa sobre lu intimidad de los trastor¬ 
nos estructurales del huevo virgen o» en tina palabra, de la fecundación í 
;Es que nos informa sobre las causas rito lógicas de la parí en o génesis 
natural, considerada generalmente tumm una derivación de Ja repro¬ 
ducción sexual? Gracias a la ¡miseración de esas investigaciones, pode¬ 
mos esperar de su* futuros resultados un poco de luz para esclarecer 
los grandes enigmas de la reproducción de los seres vivientes. 


P. Portier 


Pulgón verde (FoL R t -ÍI. Noailtcs) 





Clasificación de los seres vivientes 


Nomenclaturas zoológica y botánica. —En presencia dd in- 

menso numero «le los animales y de (os vegetales, los nal Lira lisias sin¬ 
tieron desde el primer momento la necesidad de clasificarlos, I ostial i- 
va me rite, el hombre comenzó por llamar u todos los caballos con el 
mismo nombre, a Indos jos perros con otro, y asi sucesivamente. Exis¬ 
tía tina noción intuitiva de la especie. La misión de los primeros zoólo¬ 
gos, como Aristóteles (381-322), y de los primeros botánicos, como su 
alumno Teofrasto (372-287), fue la de precisar la noción y extenderla 
¡i un número cada ve/ mayor de seres vivientes, Pero el problema de 
la especie tenía múltiples dificulta des. 

Además, era necesario reunir las especies según su grado de seme¬ 
janza, en grupos superiores y jerarquizados, de forma que abarcaran el 
conjunto de Jos reinos animal y vegetal. Los cuadros umversalmente 
admitidos para la clasificación llevan los nombres de especies, géneros, 
¡amiluts, ordenes* ciases y tipos. Kn caso necesario se intercalan sub¬ 
géneros, subfamilias n tribus, subórdenes, subclases o subtipos. A veces 
se añaden series, divisiones, etc. 

Desde Linneo (1707-1778), la especie hu sido designada por un do¬ 
ble nombre latino: el del género de que forma parte y el suyo propio. 
Esto es la nomentialutu binaminaL Así, Ja especie perro es denomi¬ 
nada Canis f a miliar Ls ; la especie zorra, Cania vitlpeS ; la especie lobo, 
Canis lupus. En el género cucúrbita hay el melón (Cucamis meto) t la 
calaba/a (Cucúrbita pepo)* la sandía (Cttrullas vulgaris), etc. Los nom¬ 
bres de las familias se terminan en idos cuando se trata de animales y 
en áceas paro las plantas. Ejemplos: cánidos, cucurbitáceas. Los nom¬ 
bres de los grupos superiores no tienen desinencias particulares. 

Clasificaciones artificial y natural. —Una edificación es ur* 
ti ficta I cuando se basa en unos ea factores cualesquiera y elegidos arbi¬ 
trariamente. Éste es el Sistema de la nuturaltza Je Línneo, Para este 
naturalista, la clarificación no era sino un cómodo catálogo, basado, 
por ejemplo, en lo que concierne a los vegetales, sobre el número de 
sus estambres y de sus carpelos. 

Tales sistemas se utilizan aún en 
las Floras y en las Faunas, obras 
que tienen por objeto permiLir la 
rápida determinación do bis es¬ 
pecies. 

En cambio, la clasificación na¬ 
tural pretende agrupar las espe¬ 
cies según sus afinidades reales. 

Cuvler fue el iniciador de ottta 
clasificación. En mi obra Reino 
animal estableció la distinción en* 
tre caracteres dominantes y ca¬ 
nte teres subordinadas* El sistema 
nervioso, por ejemplo , domi¬ 
na tanto anatómica como fi¬ 
siológicamente los demás siste¬ 
mas conjuntos de bis órganos. En 
los insectos, la presencia de un 
caparazón q ni tinoso implica ca¬ 
rácter dominante. En resumen, 
existe una subordinación de ca¬ 
racteres que hay que tener en 
cuenta si st* quiere llegar a una 
clasificación natural. Otro princi¬ 
pio, puf si o en evidencia por 
Etlenne Geoffrciy Saint-Hilairc, 
fue el de la unidad del plan de 
composición, Cada grupo zoológico 
o botánico tiene una arquitectura 
determinada que se trata de poner 
en evidencia. Finalmente, la doc¬ 
trinadle la evolución de Lamarck 
y Darwin arrojó una mi ova luz 
sobre el problema de Ja clasifica¬ 
ción de las espacies. Si éstas de¬ 
rivan unas de otras, la labor de 
clasificación equivale a expresar 
su encadenamiento. 


Definición de Ea especie* — 

Una de las mejores definiciones 
de la especie es la de Üuvier; ""La 
especie es el conjunto de indivi¬ 
duos nacidos unos de otros o des¬ 
cendientes de padres comunes, así 
como todos los que se parecen a 
esos individuos tanto como ellos 
se parecen entre sí.'* De este modo 
entran en- la especie humana 
(Homo sapiens) no sólo nuestras 
ascendientes y descendientes, sino 


nuestros primos y primas, y 



Árbol genealógico del reino animal según Tcilhttrd du Char- 

din (Doc, Healltésí 


también nuestros hermanos y hermanan, 
todos los seres que se nos parecen en el mismo grado. 

Pero, ¿quien no vt? la insuficiencia de esta definición? En primer 
lugar, nos condure a la eliminación de las razas negra y amarilla de 
la especie humana, razas que difieren de nosotros más que nosotros 
de nuestros primos. Esa definición no tiene en cuenta las razas y las 
variedades* y con tamo mayor motivo ha sido refu tuda por el descu¬ 
brí míen tu de las su bes pee ies en un gran número de especies vegetales, 
Concebida sobre la hipótesis de la fijación de las especies, esa definí* 
t¡ion no concuerda con la más reciente de! tmisformismo. La de G&udry 
es mejor: 11 La especie es el conjunto de individuos que no se han 
diferenciado aún bastante para cesar de tener producios comunes”. 

Para definir bien la especie, liaría falta recurrir a una multitud de ca¬ 
racteres : 

1" Cur (toleres morfológicas* Éstos son los más aereai bles y, eu general, 
los más empleados; 

2 P f,araderes ctt alógicas. Los aeres de una misma especie tienen en sus 
células d mismo mí mero de cromosomas, La longitud, el aspecto y la 
repartición de ios cromosomas son característicos. Ato, pues, d hombre 
Llene 48 cromosomas, d conejo Tt y el caballo 6Ü. Eerii especies muy 
diferentes (como d hombre, d erizo y d murciélago) pueden tener d 
mismo número de ("rom oso mas. Inversamente, especies de próximo paren¬ 
tesco (como la zarigüeya y el canguro), difieren mucho en el número de 
cromosomas. Clasificar, pues, según el número de cromosomas sería 
completa mente artificial; 

3° Caracteres fisiológicos, Los cruzamientos no so» en general fecun¬ 
dos sino entre individuos de ía misma especie. Dicho de ulru mudo: los 
híbridos , productos de dos especies, so» infecundos, mientras que los 
mestizos, producios de dos razas de la misma especie., m> n fecundos. Pero 
existen excepciones. Si es cierto que el mulo (asno X yegua) y el bur¬ 
dégano (caballo X burra) so» infecundos, los híbridos perro X chacal, 

perro X lobo y conejo X liebre 
tiene» una fecundidad que dura 
varias generaciones. Inversamente, 
el gato del Paraguay no puede 
ser cruzado ya con su a ni ('pasad o, 
riuestro galo doméstico; 

4° Caracteres químicos. Cada 
especie tiene su protoplasma, cu¬ 
ya composición acarrea la de to- 
dos sus humores y todas sus se¬ 
creciones, Por esta causa existen 
hemoglobinas, clorofilas, toninos, 
etcétera. He ahí, por ejemplo, el 
cardo corredor, con el riesgo de 
ser clasificado en U familia de 
las compuestas, por parecer un 
cardo, pero del que basta mascar 
sa tallo para ni i contra ríe un sabor 
dé zanahoria: en efecto, el cardo 
corredor es una umbclííera. Otro 
ejemplo: se cuentan dos especies 
de alamos. Ahora bien, el muér¬ 
dago vive sólo en el álamo negro, 
porque sir composición química 
particular conviene u esa planta 
parásita. En el mismo orden de 
ideas, la carne deí caballo es mu¬ 
cho más sana que la dd buey. Ja¬ 
más se encuentran larvas do tenia 
en el caballo. 

La característica química de las 
especies ha vuelto a la actualidad 
desde la aplicación de los mé¬ 
todos ser alógicos. Veamos un 
ejemplo. El suero de un conejo 
al que se han dado varias inyec¬ 
ciones de suero humano da un 
precipitado: I o con el suero del 
hombre; 2 rJ con el suero de los 
numos antropoidea, pero no con el 
de los monos inferiores. Eso prue¬ 
ba el parentesco específico entre 
ct hombre y los antropoidea. Se ha 
llegado incluso a inyectar a un 
conejo extracto de carne de un 
mamut que se halló congelado en 
los hielos siberianos. El suero anti- 
mumut de ese conejo dio un pre¬ 
cipitado con el elefante de Áfri¬ 
ca, del cual el mamut está, en 
efecto, más alejado morfológica¬ 
mente. 
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Botánica 


Generalidades 


Los principales caracteres distintivos de los vegetales son tos mi- 
guii 1 ules: 

1* La función clorofílica , Los vegetales teñidos de verde por la clora- 
fila tienen la facultad de absorber ciertas radiaciones luminosas y de 
utilizar esa energía para efectuar síntesis de malcrías argón tms (foto¬ 
síntesis). En particular, loman el carbono del gas carbónico y lo mui- 
binan con el agua para dar hidratos de carbono, Pero muchos vegetales 
están privados de clorofila (bacterias y huiigus) y, desde este punto de 
vista, se parecen a los animales; 

2 q La posesión de celulosa* La membrana externa de la* rílulas ve ge* 
tales está formada de celulosa, hidrato de carbono vecino del almidón, 
cuerpo que no se encuentra en los animales. Sin embargo» luí y que 
añadir que muchos vegetales no tienen celulosa más que en unu época 
de su existencia y están desprovistos de ella el resto de su vida. Espe¬ 
cialmente carecen de celulosa las células reproductoras móviles di* euüft 
vegetales (zooesporas y anterozokks). 

3* La posesión de plastos y de vacuolas* (Generalmente, aunque rio 
siempre (bacterias), las células vegetales contienen corpúsculos o plas¬ 
tas y cavidades o vacuolas cuya papel es muy importante en su nutrí* 
don. Estas inclusiones del protoplasma no existen de una manera 
constante en los animales. 

Membrana celulósica. — La mayor parle de las células vegetales 
tienen dos membranas sobrepuestas: 

l fl Una membrana aíbuminoide tatema, que no es otra cosa que la 
parte superficial y coagulada del proloplasma; 

2" Una membrana celulósica externa, 

lina y otra membrana pueden ser separadas por la experiencia de 
la plasmolisis, que consiste en colocar una célula o grupo de células 
en una solución concentrada de azúcar. El proloplasma pierde agua 
por el fenómeno de osmosis y se contrae hacia el interior de la célula 
al arrastrar consigo la membrana albúminaide. La experiencia es 
sumamente clara en una fina sección de remolacha colorada examinada 
con el microscopio; el p roto plasma, teñido de rojo, se contrae en forma 
de bola en cada una de las células poligonales. 

La celulosa es un hidrato de carbono, cuya fórmula es análoga a 
la del almidón y el glucógeno; CbHioOs. En realidad hay que escribir 


(Ctd I ihOfi)n. El valor del expolíente n es el que distingue esos di fe* 
remes cuerpos unos de otros. 

La celulosa sólo es soluble en el líquido de Schweitzer o azul celeste, 
que se obtiene vertiendo amoniaco sobre virutas do cobre. En este líquido 
puede disolverse algodón en rama, papel filtro, medula de saúco y otros 
objetas constituidos por celulosa pura. 

Los colorantes más empleados para poner en evidencia la celulosa 
sobre las preparaciones microscópicas son el carmín, que tiñe la celu¬ 
losa de rosa, y el cloroyoduro de cinc, que la tiñe de azul. Este reactivo 
actúa de la manera siguiente: el cloro, en presencia del cinc, que 
hace de catalizador, transforma la celulosa en almidón; después, el 
yodo tiñe de azul el almidón. 

Bajo la acción del ácido nítrico, la celulosa da varios productos 
llamados nitrocelulosas (colodión, algodón pólvora, etc.). 

La membrana celulósica puede sufrir un cierto número de modifica* 
dones: 

l ü La cutinisacién o transformación de su capa externa en cutiría, 
substancia grasa y protectora vecina de la cera; 

2" La subcrizacióa o transformación en subtrína, substancia muy 
próxima de la cu lina y que puede ser teñida con el empleo de la 
fucsina amoniacal; 

S° La lignificación o impregnación de lignina. Esta substancia, que 
forma la madera, tiene por fórmula OisH&iOu, La lignina es dura, 
resistente y se tiñe con el verde de yodo; 

4° La gelatinización o transformación en gelatina, por inflación cu 
el agua, como, por ejemplo, la goma derramada por los arboles fruta¬ 
les y el macitago viscoso, que se obtiene bañando granos de lino en 
el agua. Las cataplasmas utilizan esia propiedad; 

5* La mineralizúción o impregnación de carbonato de cal COsCa, 
sílice SiOa, etc. 

PíastOS 0 l&UCltOS. — Todas las células contienen en su protoplas- 
ma partículas o mitocondr¿as t cuyo conjunta se llama condrioma t 
Estas mitocondrias son grano® o filamentos que se transmiten de célula 
a célula, las cuales pueden ponerse sólo en evidencia por medios espe- 
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e tales de adoración, Agentes de síntesis* dirlms partíanlas son enrar- 
fiadas de elaborar las diferentes substancias de reserva. 

Junto a esas milocondrias comunes, las células vegetales añaden oirás 
más voluminosas, ¡i las que se da el nombre de plastas o leucUos. 
Su conjunto se llama pla&madio* Más aun que las nutocomlrhis, los 
plastes son agentes de síntesis a ios que las plantan deben su extra* 
ordinaria actividad química. Los plastoa se dividen en diversas cate* 
jarías, según la substancia que elaboran: 

1° Los leucoplastas f leu ritos incoloros, fíes! inaf los a producir las cate¬ 
gorías siguientes; 

2" Los amilopl míos, median le los rúales se forma el almidón; 

3" Los aleoplasios, con los cuales se forma la grasa; 

4 W Los pro te aplastas, que elaboran álbum mobles o proteínas; 

5" Los cromo plastas. de color amarillo o rojo anaranjado; 

6 11 Los cioroplastos * teñidos de verde por la clorofila y que son !hm 
agentes de la función clorofílica. 

En ciertas algas, en vez de numerosos clonqduMóft, en cada célula 
sólo se encuentra un pequeño número di 1 esos corpúsculos, a vecen uno 
solo, pero mucho más voluminoso y diferenciado que los cloroplaHlns 
ordinarios. En las espiro giras, por ejemplo, existe un solo rlornphisin 
en forma de cinta espiral, pero que contiene pequeños granos o jiirenoi 
des, cuya función se desconoce. 

Vacuolas. — En el protoplasma de las células de los vegetales hay 
un cierto número de vacuolas cuyo conjunto constituye el vaca orna r Esas 
vacuolas son. al principio, muy pequeñas, luego cada vez mayores a 
medida que la célula aumenta de volumen. Por último, toda la extensión 
de la célula queda ocupada por una sola vacuola, con lo cual el pro- 
to pía sin a y el núcleo son empujados hacia la jierí feria y terminan por 


desaparecer, Pero la célulu, aunque muerta, sigue desempeñando un 
papel mus o une nos importante. 


Fases diploide y haploidc. — La mayor parte de las células se 
mullipücun por nutnsis, enriot iticsis o división indirecta* Este modo de 
división implica varias fases, en el curso de las cuales la red nuclear 
se convierte en filamento nuclear (es p i rema) y éste en cromosomas. 
El número de cromosomas es constante en cada especie: cuatro en el 
hongo de estiércol, 24 en una especie de lirio, etc. Llamemos 2a a este 
numero de rmriLohíHmo, + líos raso* pueden producirse. 

I nr caso* Cariw'ineMS normal o emaeitmal* Cu da uno de ios 2n ero* 
mono mus ,i divide en el sroitido Ion gil ufl i nal y cada uno de los núcleos 
hijos reedw* '¿ti rinmoMiiu¡a que fi» idrtilifiruu trun el núcleo generador. 
Se dice que se i r;■ ln <tr núclvo\ completos o núcleos diploidts (eleI grie¬ 
go dipíifs, doble 1 ludas Jas ciduluH de núcleo dijduidc que provienen 
u lia h de <U r a:*, pin i¡ n rioei ije^iK ronM i 1 11 yeji ana frise diploide; 

2" o mi. t'otiacuirds i eductor a. Lux numoHomax no se dividen y cada 
uno de los nuciros hijos leeibc ió|o jj í louio-MUiias* Se trata de núcleos 
mroiiijdetoH o nú efe m fntploidt'b (del ¡ • r < i ■ n ' ha píos t Himple), llamados 
también ienmíUn leus* Dos casos pueden pt cíícoI urHr entonces; 


tí) Las células de núcleo aploidr rtOn crio fas sexuales o gametos que 
se Unen de dos en dos (fecundarion) y rrprndiir.cn asi una Célula (huc* 
vo) de 2n cromosomas; 

h) Las células de núcleo haploidc engendran por cíirioemeshs suce¬ 
sivas otras células de n cromosomas cuyo ron junto constituye una fase 
haploidc. La vuelta a la fase diploide por fecundación sólo tiene lugar 
secundaria mente. El ciclo evolutivo completo del individuo comprende 
entonces una diplofase seguida de una haplofase o, como también se 
dice, un es por ojito seguido de un gametefito. Los vegetales van a ofre* 
cornos muchos casos de semejante alternancia esporagamet ají tica* 


Clasificación de los vegetales 


Quizá seria lógico dividir los vegetales, como los anímales, di dos 
grandes grupos según estén formados de una o de varias células* Po¬ 
dríamos decir vegetales protojitos y me (ojitos, como decimos animales 
pentozoarios y meta roanos, 

No obelante, ha parecido mejor no tener en cuenta el numero de 
células y conceder, por el contrario, una gran importancia a la dife¬ 
renciación del aparato vegetativo, a la presencia o ausencia de la clo¬ 
rofila y a la naturaleza de los órganos reproductores. De esta forma se 
ha llegadn a dividir las plantas en cuatro tipos, de acuerdo con el es¬ 
pañol Lázaro c Ibiza. 

Tipo de las talofltas. — Las plantas de este grupo están despro¬ 
vistas de raíz, rallo, hojas y flores. El aparato vegetativo de estas plan¬ 
tas es un talo no diferenciado que puede ser unicelular o pluricelular. 
Las talo fitas comprenden cuatro clases; 

l" Las bacterias, unicelulares, de núcleo difuso, desprovistas de clo¬ 
rofila ; 

2 o Los hongos, unicelulares o pluricelulares, sin clorofila; 

y Las algas, unicelulares o pluricelulares, provistas de clorofila; 

4 o Los liqúenes, pluricelulares, formados de una asociación fie algas 
y hongos. 

Tipo de las briofüas 0 muscíneas.— Las plantas de este gru¬ 
po tienen tallo y hojas, pero están desprovistas de raíces y flores. Desde 
ciertos puntos de vista, el aparato vegetativo de estas plantas se aproxima 
al de un talo y es siempre pluricelular y clorofílico* 

Las brío fitas comprenden dos clases: 

I o Las hepáticas, que tienen todavía un verdadero lab»; 

2* Los musgos, con un talo y tallos foliados. 

Tipo de las pteridofitas o criptógamas fíbrosovasculares. 

“ Esias plañías tienen raíz, tallo y hojas, pero no flores, y se distin¬ 
guen de las precedentes, sobre todo, porque sus órganos están forma¬ 
rlos de tejidos diferenciados, entre los cuales se encuentran los vasos 
que conducen la savia. Las pteridofitas se dividen en tres clases; 

1“ Las filicíneas o heléchos, de tallo no ramificado y de grandes ho¬ 
jas; 

2' 1 Las equis afincas o colas de caballo, de tallo de ramificación ver* 
tieilada y de hojas rudimentarias; 

y Las licopodiáceas, de tallo de ramificación di coto ni a y de hojas 
rudimentarias* 

Tipo Pe las espermatofitas o fanerógamas. — Estas plantas 

tienen raíz, tallo, hojas y flores, Los órganos de las espermatofitas es¬ 
tán formados por tejidos y contienen particularmente vasos* Las plan¬ 
tas de este tipo, que se reproducen por semillas, se dividen en dos sub* 
tipos: 

I o Las gimnospermas, de semillas desnudas; 

2* Las angiospermas, de semillas dentro de un fruto* 

Cada uno de esos subtipos comprende a su vez dos clases* Las gnu* 
nospemas se dividen en nal rices, que no tienen tubos polínicos, y en 


vec.tr ¿ves, qur los iiosecn. Las angifjsptTinas, todas vretrices, se dividen en 
man acotiledóneas y dicotiledóneas* según tengan tino o dos cotiledones 
en rl interior pie sus semillas. 

bajo el nombre de criptógamas (del griego kruptos , oculto, y gamos? 
unión) se reúne con frecuencia las talofilas, las hriofitas y las ptt 1 rielo- 
fitas, d cbido a que estos tres tipos carecen de flores y, por consiguiente, 
su reproducción es menos aparente que la de las fanerógamas (del 
griego plumeros, aparente* y gamos, unión) o plantas con flores. En 
realidad, ésta es una distinción imprecisa, puesto que la flor se forma 
progresiva mentí 1 a partir de las pie roblas* 

La verdadera diferencia entre criptógamas y fanerógamas está en que 
en las fanerógamas el embrión se desarrolla en dos tiempos, separados 
por una pausa. En el estado de reposo, el embrión está rodeado de 
reservas nutritivas y constituye Ja semilla* 

También con frecuencia, y bajo el nombre de plantas celulares, se 
oponen las ta Jolitos y brioíitas al conjunto de pt crido fitas y espermatofitas, 
que son plantas vasculares. Esta distinción es mejor, jiurs reúne, como 
debe ser, las pieridofUas con las espermatofitas, de las cuales éstas deri¬ 
van muy seguramente. 

El cuadro siguiente resume la clasificación del reino vegetal: 

Plantas celulares 

I. Tipo de las TALOFITAS 

lo Clase fie las bacterias 
2o Clase de los bongos 
3o Clase de Jas algas 
4o Clase de los liqúenes 

II* Tipo de las BR10FITAS 

lo Clase de las hepáticas 
2o Clase de los musgos 

Plantas vasculares 

III* Tipo de las PTERIDOFITAS 

Jo Clase de las filicíneas 

2o Clase de las equisetmeas 

3<> Clase de las licopodiáceas 

IV* Tipo de las ESPERMATOFITAS 

A, Subtipo de las gimnospermas 

lo Clase de las natrices 

2o Clase de las vectrices 

B* Subtipo de las angiospermas 
1« Clase de las m onceo tiledóneas 
2o Clase de las dicotiledóneas 


Criptógamas 


Fanerógamas 




Frutos del murajes ro~ 
jo (Fot JL //* Noailtes) 


Plantas celulares 


Ti k|jh Iec. phmt.i i están formadas de céluían y son, pues, pro | llamen» 
ir 1m 1 >Tiih lo, celulares* No alistante, este calificativo se reserva a las 
¡ila litan cuya rehílas no están diferencia ti as y que, por consiguiente, 
no timen tejidos, Por estar estas plantas privadas de vasos, su savia 
circula gradual mente tic célula en célula, por simple fenómeno de os¬ 


mosis. Sin embargo, esto nt> impide a las citadas plantas adquirir 
grandes dimensiones (algas gigantes de Jos mares árticos), o hasta una 
diferenciación externa harto acentuada (musgos). 

Las pl un tas celulares constituyen, en suma, el primer subreino del 
reino vegetal y se dividen en dos tipos: las talofitm y las briofiias, 


Tipo de las talofitas 


Clase de las bacterias: Dimensiones de tas bacterias. Ubicuidad de las bacterias* Forma de las bacterias: 
Bacterias globulares o cocos. Bacterias alargadas y rectilíneas* Bacterias curvas o espirales. Bacterias íilamen¬ 
tosas* Bacterias invisibles. Estructura de las bacterias. Be producción de las bacterias* División, Esporo 1 ación. 
Cultivo de bacterias : medios ele cultivo. Recipientes de cultivo. Esterilización del medio. Siembra del me¬ 
tilo. Cultivos impuros y cultivos puros* Estudio de las bacterias. Nutrición de las bacterias* Acción del medio 
sobre las bacterias: Acción del calor. Acción de la luz. Acción del oxigeno. Acción de las substancias químicas. 
Manifestaciones vitales de las bacterias : Producción de pi guien tos. Producción de di as tasas. Producción de 
toxinas o virus* Producción de calor. Producción de luz* — Clase de los hongos; Clasificación de los hongos. 
Orden de los ficvnucetos: Mu cor. Atilden o mildiu. Orden de los aseomieetos: Levadura de cerveza. Moho 
verde. Pez iza. Morilla. Trufa. Cornezuelo de centeno* Orden de los l?as i diotn Icelos: Hoya del trigo. Carbón 
o tizón de los cereales. Hongo de mantillo. Boleto y poli foro. Hongos comestibles. Hongos venenosos. — Clase 
de tas algas: Clasificación cíe las algas. Orden de las eiarwficeas , Orden de las cloroficeas. Prntococo. Vau- 
cheria. Oedogonia. Mcsocnrpio. E.spiroglra. Orden de las feoficeas: Dfulomeas* Fucos. Laminarias. Orden de 
las rodoficeas: Nemalión. Empleo de las algas, — Clase de los liqúenes; Caracteres generales, ib producción 

de los liqúenes. Análisis y síntesis de los liqúenes 


Las lalofitas (<iel griego tindíos, retoño, y phyton , planta) se compo¬ 
nen esencia] mea te de un talo que constituye su apa rain vegetativo. Este 
talo puede ser unicelular o pluricelular. Cuando es pluricelular, está 
formado de filamentos entrelazados, A veces, esc entre laza mitin lo da 
lugar a láminas o a macizas que pueden simular hojas y tallos, pero 
que no tienen ninguna diferenciación interna, Las talofitas St>n, pues, 
Lis más inferiores de todas las plañías, 

Desde él punto de vis*a de la nutrición, ciertas plantas tienen cloro- 
lila y viven exclusivamente de materias minerales (plantas tmt atrojas), 
mientras que otras no tienen (duroIda y se alimentan de malcrías orgá¬ 
nicas (plantas heterotrafas). 

El tipo se divide en cuatro clases: bacterias, hongos , a?gas y liqúenes. 

Clase de las bacterias 


Durante largo tiempo se creyó que las bacterias nacían por genera* 
don espontanea en las materias en putrefacción. Pero Pasteur, al de¬ 
mos! rar Ja imposibilidad de la generación espontánea e instituir loa 
métodos bacteriológicos, permitió su estudio. También se debe a los 
trabajos de Pasieur el conocimiento del papel considerable desempeña¬ 
do por las bacterias en las fermentaciones y cu las enfermedades in¬ 
fecciosas. 


Dimensiones de las bacterias.- Las bacterias son siempre uni¬ 
celulares, aunque sus células puedan asociarse tempo raímenle. Sus di- 
me neo once son del orden de una miera (p) o milésima de mili metro. 
Algunas bacterias (virus fibra ules) son invisibles incluso con el micros¬ 
copio y no se relevan más que por sus propiedades fisiológicas. Otras, 
por el contraria, son llamadas gigantes porque alcanzan siete u ocho 
mieras de ancho por cien de largo, bu todos los casos, las bacterias 
sou microbios (del griego micros, pequeño, y bio& f vida). Pero hay que 
saber que si bien todas las bacterias son microbios no lodos los micro¬ 
bios son bacterias, Estas pueden ser también hongos, algas o prolozoarios. 

Ubicuidad de las bacterias- — Las bacterias son seguramente los 
seres más difundidos* Las hay en profusión en el aire, rn el agua, en 
el suelo, en las materias en descomposición, etc. Los misinos seres vi¬ 
vientes no están exentos de bacterias y viven generalmente, incluso 
cuando gozan de buena salud, en asociación o simbiosis con miríadas 


de estos microorganismos (flora intestinal, bacterias del vientre de los 
ru m imites L 

Pasieur demostró con sus experiencias de 1860 que los microbios del 
aire son menos mime rosos conforme nos alejamos de las ciudades o 
subirnos a la montaña* No pocos factores influyen en lu existencia 
de los microbios: temperatura, humedad, viento, etc. En un cuarto 
habitado o en una calle ele tránsito *se han podido contar hasta 6 OÍ X) 
bacterias por metro cúbico de aire. En los grandes parques de las ciu¬ 
dades el número de microbios es de unos centenares, y en lo alto de 
los grandes monumentos sólo de unas decenas. 

El agua de los ríos, después de pasar por las ciudades, es la más 
contaminada debido a las mu tune rabies causas de corrupción (a lea ni ti¬ 
rillas, lavaderos, etc.). En verano, el agua del Sena contiene, antes 
de llegar a París, 30 (WU bacterias por centímetro cubica y 400 000 
después* Este ejemplo demuestra Ja prodigiosa cantidad de microbios 
engendrada por una gran ciudad. El agua de los pozos y de las fuen¬ 
tes puede ser contaminada por infiltraciones de los pozos negros y de¬ 
pósitos dé estiércol, incluso el hielo puede contener bacterias. 

En el suelo* principal mente en las tierras cultivadas, se pueden en¬ 
contrar millones de bacterias por centímetro cúbico , Estas bacterias 
desempeñan un papel considerable en la agricultura* bien sea empobre¬ 
ciendo de nitratos el suelo (bacterias desnitrificado ras) o, por el con¬ 
trarío, enriqueciéndolo en nitrógeno (bacterias nitrifijadoras y bacte¬ 
rias asimiladoras de nitrógeno). 

Forma dG fas bacterias- — Aparte 1:4* bacterias invisibles, todas 
tas que pueden ser estudiadas al microscopio se clasifican bastante fá¬ 
cil mente en cuatro grupos: 

I" Bacterias globulares o cocos, — Estas células tienen de una a dos 

mieras de diámetro y son inmóviles. Aisladas, esas bacterias son mí* 
c.rococos ; reunidas de dos en dos, diptococw ; dispuestas como las 
cuentas de tm rosario, estreptococos. Agrupadas de cuatro cji cuatro 
en tm mismo plano son teiracacos. Reunidas en tu asa cúbica toman el 
nombre de Barcinas* En fin, presentes en masas irregulares más o me¬ 
nos semejantes a racimas de uva, se da a esas bacterias el nombre de 
estafilococos. 

2" Bacterias alargadas y rectilíneas. — Estas cédulas son generalmen¬ 
te de media miera de ancho por algunas mieras de largo, son móviles 
o inmóviles, y son llamadas comúnmente bacilos (del latín badil as, 
bastoncillo)* Por ejemplo, « I bacilo i le Koch o d e la tuberculosis, til 



Estafilococos, aumentados 40 000 veces por el microscopio 
electrónico { Doc . Instituto Pastear) 


Vibriones del cólera vistos mediante el microscopio electró¬ 
nico (Doe r Instituto de míeiwCGpíet electrónica de Delfl) 
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bacilo de Ebcrtit u de fu fiebre tifoidea, rl bacilo de Klebs-Loc ílcr o de 
la difteria, tile.; 

3" Bacterias curvas o espirales. — Estas células son alargada*, romo 
los bacilos, pe i o toman la forma de una media luna (vibriones) y otras 
veres la de una espiral (espirites)* Las espirales muy alargadas y on¬ 
duladas son llamadas más especialmente espiroqueta* ; 

4 o Bacterias filamentosas.—Estas bacterias, generalmente aeuálb 
cas, están formadas de fi lame utos simples o ramificado**, rodeado** o no 
de una vaina nvucllaginosa (especie de gelatina), y $6 dividen en nu¬ 
merosos* géneros: Leptotrix. Clúdotrix, Streptotrix* lieggiatoa. ete, 

La mayor parte de las bacterias son polimorfas^ es decir, capaces de 
cambiar de forma según las condicioncH de temperal uro v de rn ,, i]io< 
Abi, el bacilo de la tuberculosis puede alargarse y ramifica rae o pasar 
moriieutáticamente bajo una forma invisible, El bacilo del pus BSU1* co* 
inún en ciertos iihcesos, puede tomar la forma de bastoncillo! cortos o 
alargados o de espirales, según sea cultivado en presencia de tal o cual 
antiséptico. En fin, iodos los viejos cultivos de bacterias presentan for* 
mus extrañas (hinchadas, ahusadas, rnntíTiendas), llamadas formas de 
involución . 

No es necesario decir que el polimorfismo obstaculiza considerable¬ 
mente la determinación de tas bacterias. Hay que estar seguros antes 
de p mu un ciarse sobre su identidad de que estas se encuentran en con¬ 
diciones normales y prósperas. Ademas es siempre indispensable com* 
plclur In determinación morfológica por una determinación fisiológica. 
Ciertas bacterias derriten la gelatina de los medios de cultivo; otras 
sólo pueden ser cultivadas al abrigo del aire y mueren ai r< mi a oto ríe i 
oxígeno; otras, por último, se tiñen de tal u cual forma, etc, 

Bacterias invisibles. — Estas bacterias no son visibles ni con los 
más potentes microscopios y atraviesan ademán fie* filtros nuL- finos. 
Dichas bacterias son ultramic roídos, llamados también virus filtrantes, 
reconocidos por los virus o toxinas que segregan y que pueden ser causa 
de enfermedades contagiosas, Tales son las bacterias de la rabia, de 
la viruela, de las paperas, de la gripe, de Ja encefalitis letárgica, 
dr la glosopeda y de lu perineumonía hnvimi, En cuanto a esta última 
especie, se lia llcgai lo u observarla con el ultramicroscopio* Las di metí- 
sienes de esta especie parecen ser de una décima de miera* 

EstfUCtiira de las bacterias. — Desde luego no se sube nada de 
la estructura de las bacterias invisibles. En cuanto a las demás, hay 
que reconocer que m estructura v s m m;tmente simple. 

En la periferia de la célula se encuentra una membrana snidneelu- 
lósiea capaz de transformarse, al contacto del «gnu, rn una gelatina n 
mucílago que* a veces, envuelve varias células. 

En el i rile rio r de la célula rslá e! prot o plasma, que es más n menos 
homogéneo, No obstante, se observan en él pequeñas vacuidas, glóbulos 
de grasa y de glttcógcno> asi como unos granos bastante enigmáticos que 
vuelven rojos los colorantes a/.ules. 

Hasta el presente no se ha enconlrudo ningún indicio aparente che 
núcleo, por io que durante largo tiempo se ha dicho que las bacterias 
citaban desprovistas de él* En realidad, el núcleo c* en ellas difuso. 
En todo el piulo plasma relaten granos dv cr amotina que pueden ser 
le ti idos por los métodos habituales. 

A esas partes esenciales de toda bacteria se añaden con freí nene i a 
cilios vibrátiles dispuestos sobre toda la superficie t localizados en 
los dos extremos de !a célula. Estos cilios vibrátiles son lo» órganos loco* 
motores de las bacterias, que les permiten nadar y recorrer algunos 
decímetros por hora. Algunas bacterias, como las espiroquetas, no tienen 
cilios o flagelos, pero ondulan como ht* anguilas. 

Reproducción de las bacterias* — Las bacterias tienen dos mu¬ 
llos de reproducción, que alternan según sean buenas o malas sus con¬ 
diciones de existencia : 

l* División. — Este procedimiento de »^producción corresponde a la 
vida activa de las bacterias. Bien alimentadas y colocadas en condicio¬ 
nes favorables de temperatura, humedad, etc, vemos crecer las células 
y cortarse luego en dos, previa formación de una membrana transversal. 
Las dos células bijas se dividen a BU 1 veje, y n*f sucesivamente. Una divi¬ 
sión completa exige alrededor de media hora. De seguir este ritmo, 
una bacteria podría tener un millar de descendientes al cabo de cinco 
horas, un millón a las diez y mil millones en quince horas, etc. En 
realidad* las divisiones Be moderan y cesan al cabo de un cierto tiem¬ 
po, a causa de lu Baiuración del medio de cultivo, IY¡i otra parte, luí 
número enorme de células sucumbe antes de reproducirse. La pululado n 
de las bacterias se ve de ese modo limitada, aunque conservan una fuerza 
capaz de asombro r tu imaginación y que suficiente para explicar la 
rapidez de propagación de las enfermedades contagiosas; 

2* Espowlación. -—(Cuando las condiciones del ambiente son desfa¬ 
vorables (pobreza alimenticia, elevación o descenso de la temperatura, 
sequía, etc.), las bacterias cesan de dividirse y no tardan en csporular. 
El protoplasma de cada célula se condensa en uno de los polos y se 
rodea de una doble membrana. El resultado es una espora, pequeño 
corpúsculo esférico y brillante, que no ítems más de una a dos p de 
diámetro. Puesta en libertad por ruptura de la membrana celular, la 
espora pasa al estado de vida lenta. Esta espora es muy resistente a los 
agentes físicos. Mientras que una bacteria muere a los pocos minutos 
de ser sometida a una temperatura de 80“ C, una espora resiste los 100* C 
de calor húmedo y soporta durante horas una temperatura de 120“ t; de 
calor seco. Cuando una espora vuelve a encontrar condiciones favora¬ 
bles, se hincha; su membrana externa estalla y da niidmhnUo a un 
lobo germinativo que se divide en nuevas bacterias. 

Cultivo do bacterias. — Dada su pequenez, la bacteria no puede 
estudiarse fisiológicamente por separado. Por consiguiente* es necesa¬ 


rio cultivar u criar la?* bacterias para estudiarlas rn colonias. El cultivo 
dr las bacterias rx una dr las operaciones esenciales de ía bacteriología 
y comprende varias fase» sucesivas* comparables a ¡as de la agricultura: 
preparación dr! terreno (medio de cultivo), extirpación de la mala hier¬ 
ba (r^tenlización), siembra y cultivo propiamente dicho. 

Medios de cultivo* El medio de cultiva v.s r! terreno sobre el cual 
se van a cultivar las bacterias. Abura bien, no lodos los medios son 
i i id ist i uta mente favorables a todas las bacteria*: las hay más difíciles 
que otras y que exigen un medio especial, y algunas incluso no lian 
podido ser tium ji idttvail i t %>r K'gln gruñ id, hs bacterias exigen un 
medio altuhrto \ im ■ viven en un medio hquida y oirás en un medio 
sólido Alpnn.c. mi pueden privji i ti- i omínelo del aire, por cuyo mo¬ 
tivo reciben el nombre de aerobia'-, mientra, que otras, a Luí cuales, 
por el contra rio» il oxígeno líbre nuila, son I la mui las anaerobias. 

i" Medios liquidas El mil- nidr/udi' r. el . oído dr buey o caldo ordi¬ 
nario, que sí? tiene t i cuidado de derigrits-i t , salar, neutralizar si es 
ácido y adicionar de prppmu, ILmbhn sr puede urtli/üf, rn ciertos 
casos, cabios de legumbres o de fruía . miu¡r. leche, suero sanguíneo, 
etcétera. Estos medios naturales enciman todo-. le elementos necesarios 
al desarrollo de cierta* rsperies; 

2* Atedias sólidos. Pueden utiliza roe w baña das de putam y de /.a nabo¬ 
ría, peni también puede solidificarse un medio líquido cualquiera con 
el empleo de gelatina (substancia extraída de huesos) q de gotosa 
(substancia extraída de algas). Con este fin se somete ene media liqui¬ 
do a la temperatura que requiere la disolución de la gelatina o de Ja 
gelosa, para enfriarlo a continuación y dejarlo cuajar en una especie 
de jalea transparente. Los medios ge latinosos deben ser conservados 
a menos de 2fi a ü (lo cual limita mucho su empleo) y los medios gelo¬ 
sa a menos de 711* C, Estos non los mejores medios bólidos. 

Recipientes de cultivo. Los medios de cultivo son colocados en 
tubos o en frascos, simplemente cerrados con algodón si se trata de 
aerobios, y hermética mente tapados, por el contrario, después de hacer¬ 
se cuidadosamente el vacio de aíre, si se trata de anaerobios. Entre Jas 
divcrhUH clases de recipientes hay que distinguir Ins simples tubos de 
ensayo, análogos .? los de les químicos; los matraces de cristal; ios 
frascos cónicos de Erleiunayei ; lu^ bote Hitas cuadran guiares ríe Koiix; 
los grandes fraseos plan os que permiten obtener colonias más extendí* 
das; lux cajas de Petri con fondo y tapadera de cristal, etc. Para los 
pedazos de zanahoria o de patata m; empican de preferencia tubos 
estrangulados que contienen cu el fondo una pequeña cantidad de 
agua a fin de nimilenei' húmedo d medio de cultivo. 


Esterilización del metilo* La esterilización nmsiMr en matar indos 
los microbio^ y otn> organismos vivientes que? puedan existir en el 
medio de cultivo. Esta operación se logra, según los casos* por filtra* 
eión n por mlni seco o húmedo: 


I a Esterilización por filtración. El filtro de Chamberland se compo¬ 
ne de un tubo o bufia de porcelana porosa abierto por bu parte infe¬ 
rior y encastrado en ana funda metálica en la cual u* encuentra el líqui¬ 
do que hay que filtrar, Una presión ejercida sobre el liquido poj medio 
de una bomba le obliga a atravesar los poros de la porcelana y a deposi¬ 
tarse cu la parte inferior de bi bujía. Los microbios demasiado volumi¬ 
nosos bou contenidos por d filtro, y sólo pueden pasar los microbios 
invisibles, llamados precisamente por esta razón virus filtrantes. El in¬ 
conveniente de los filtro» c» el de engrasarse muy rápidamente y de ser 
muy ixitegurot' Lo* hay cuya porcelana no es suficientemente! espesa para 


retener todos los* gérmenes; 

2* Esterilización por el calor. La temperatura de 120 a C húmeda, tío 
cesaría para matar las espora\ no puede .ser obtenida, bajo la presión 
atmosférica, sin que el agua de los medio* de cultiva m evapore. Por 
tanto, debe operarse por presión con la ayuda de un aparato llamado 
autoclave. La autoclave de Chatnbcrhmd es una es per ir de marmita de 
Papin, de pared muy espesa y hermética mente cerrada. En d fondo 
hay un poco de agua, y rn el centro, en un cesto metálica, se suspen¬ 
den los tubos y fraseos que se quieren esterilizar. La marmita se ca¬ 
lienta en un aparato de gas. El vapor de agua que se desprende no 
puede escapar d la atmósfera y ejerce una presión sobre el agua, que, 
al tío pode i hervir* hv calienta rada vez más basta llegar a los 120“ e 
inclusa a los 130® C. Inútil decir, pues, que un manómetro y una 
válvula de escape, colocados en la tapadera de la autoclave, permiten 
regular la presión interior y evitar todo peligro de explosión. La expe¬ 
riencia demuestra que basta calentar un medio de cultivo durante 
treinta minutos a 120 a C para esterilizarlo. Desde ese momento se con- 
serva indefinidamente sin sufrir a fie raciones. El tapón de algodón basta 
para impedir a las microbios del aire penetrar en el recipiente. 


Siembra del medio*— Lo misino que el agricultor echa las semilla* 
en la tierra que acaba de labrar, el bacteriólogo siembro su medio de 
cultivo. A tul fin* se procuro el microbio objeto del cultivo (bacilo de 
Koch en un esputo de tuberculoso, vibrión del cólera en los excremen¬ 
tas del enfermo, etc,) y lo introduce en el tubo o en el fraseo. El ins¬ 
trumento empicado para esa operación es una a gafa de platino cuyo 
mango es una varilla dr cristal, 

En i irnos cabos se puede utilizar una pipeta de cristal. He aquí 
las operaciones sucesiva* de una siembra; esterilizar la aguja o la pipeta 
en la llama azul de un mechero Bunsen; dejarla enfriar; tomar con 
ese instrumento algunos microbios objeto drl cultivo; abril el tubo o 
el frasco; introducir los microbios y depositarlos en el medio de culti¬ 
vo; esterilizar el tapón de algodón y colocarlo en el orificio del tubo o 
del frasco. Todas esas operaciones deben ser hechas con destreza y* de 
preferencia, en la zona estéril que rodea la Huma del mechero de gus. 
De esta forma se tiene la posibilidad de no introducir más que el micro¬ 
bio que se ha elegido para la siembra. 

Cultivos impuros y cultivos puros* — Lo» medios sembrados se con 
servan de ordinario en una estufa a temperatura constante de unos 30® C. 
Este aparato, utilizado en bacteriología, es un armario de vidrio cuyo 
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i li I r i jo i iiiImiIiiIm |ioi ga * 0 i I .'rt j im inriitr, .1 muritirur ji Ump*’ i *t urft 
ron i/untr por medio Av orí li'gukdcn. Al rabo ib irnos din*. •.*- vni upii 
recer en )ok medio» do cultivo colonias microbianas* cada una tic la* 
runtrK procede A*' Iji miilti plicarión de urt¿i bacteria inicial qur lia Ando 
millón tu A*' individuos. Entonces pueden producirlo dos casos: todtin 
las colonias se parecen pm su forma, consistencia, coloración y toda» 
]as rio mus propiedad cb, en cuyo casto el cultivo es puro y no contiene 
más que tina sola especie microbiana, o las colonias se diferencian entre 
si: unas son brillantes* otras mates, algunas tienen un pigmento del 
que las otras carecen, etc- Esta heterogeneidad es propia de un cal 
tivo impuro. Varias especies de bacterias se h/m introducido en el 
curso de la siembra y se lian desarrollado unas junio a otra*, por lo 
que es necesario, pues, hacer un nuevo cultivo, tomando como punto 
de partida ia colonia que entre las precedentes presenta precisamente 
los caracteres de la que se quiere cultivar. Gim frecuencia son necesa¬ 
rias varios cultivos sucesivos prira obtener al fin un cultivo pnro t o sea 
d único que podra ser útil para los diferentes usos bacteriológicos. 

Estudio de las bacterias. — Las bacterias pueden ser estudiadas 
vivas o muer! as. Los dos métodos tienen sus ventajas e i n cor venientes: 

)*> Estudio en estado vivo, Se observa directamente con el microsco¬ 
pio una gota del caldo de cultivo. Un buen dispositivo es el de la 
enmata húmala, consistente en un pequeño anillo de vidrio, pegado a 
una lamina del mismo material, u la que se solí repone una laminilla, 
igualmente de vidrio, llamada portaobjetos. Después de haber pasado por 
la llama estas tres piezas, se introduce en el anillo una gota de agua 
esterilizada que tiene por objeto mantener una humedad conveniente, 
y se deposita en la cura inferior de la laminilla portaobjetos tina gota 
del medio de cultivo (gota suspendida). La ventaja de esta técnica es 
la de operar ru medio esterilizado y sin temor a la desecación dei cultivo; 

2 a Estudio en estado muerto. Los detalles de la estructura de las bac¬ 
terias no pueden observarse in vivo * Antes es necesario matar las bac¬ 
terias y teñirlas para ver bien su membrana, su p rol o plasma, sus cilios 
vibrátiles, ri ha jugar, así como otras parles de Jas males se cnmpmim 
estos microorganismos. Después de depositar una gola de cultivo sobre 
la lámina de vidrio, se extiende con el borde de una laminilla y se 
deja secar. A continuación se pasa rápidamente la lámina por encima 
de una llama que lija los microbios en el cristal por coagulación de 
xu protoplasma* Falta aún la operación de teñir los microbios: opera¬ 
ción que varia según la especie microbiana o según td resultado que 
£e desea obtener. Se puede teñir simplemente por empapamiento en 
una solución de color de anilina (azul de metlleno, violeta de gen¬ 
ciana, etc.). También pueden emplearse métodos más complejos, el más 
dórico de los cuales es el de Gran», 

Nutrición de las bacterias. — Mientras que las plantas verdes son 
autotrofas, es decir, que viven únicamente de materias minerales, las 
plantas sin clorofila (bacterias y hongos) aun heícrotrofas* puesto que 
se nutren de materias orgánicas lomada a a otros seres vivos. Lab prime¬ 
ras son saprofitas y bis segunda* parásitas: 

1® Bacterias saprofitas, fistos son bis que viven en las materias orgá- 
nicas muertas y que determinan su fermentación. Dichas bacterias fun¬ 
cionan como un animal que digiere sus alimentos. En ambos casos hay 
intervención de días tasas. Por ser bastante considerable el numero de 
fermentaciones, las más típicas serán estudiadas ulteriormente :t pro¬ 
pósito del ciclo del carbono y del ciclo del nitrógeno; 

2" Bacterios parásitas* Éstas son bis que viven a expensar» de h>r ani¬ 
males o de los vegeta Ies y que determinan enfermedades contagiosas o 
infecciosas. Así, d bacilo de la tuberculosis es un parásito que vivé en 
el cuerpo del hombre. Como se ha comprobado que son agentes de 
enfermedades, las bacterias parásitas suelen ser llamadas bacterias pato * 
genos. 

Acción riel medio sobre tas bacterias. — Las bacterias son par¬ 
ticularmente sensibles a ciertos factores físicos y químicos, como e! 
color, la luz, el oxígeno, etc., cuyo papel mícrobicidn puede ser apro¬ 
vechado para la destrucción de las especies patógenas. 

Acción del calor* -— Esta acción no es la misma sobre lúa bacterias 
en actividad que sobre sus esporas. Mientras que una bacteria muero 
generalmente a 70* C, la temperatura mortal para las esporas es de 
120* C en aire húmedo y de 180° G en aire seco. La resistencia al frío 
es mucho mayor* Una bacteria puede vivir a 50" C bajo cero. En cam¬ 
bio, una espora os capaz de resistir durante unos minutos Ja tempera¬ 
tura fantástica de 200° C bajo cero* 

La noción de temperatura óptima es particularmente importante para 
la profilaxis de las enfermedades contagiosas. El bacilo de la tubercu¬ 
losis sólo puede multiplicarse, por ejemplo, a una temperatura de 
37 a 40" C. El cuerpo humano ofrece a este bacilo un campo de activi¬ 
dad que responde precisamente a esas condicionen térmicas* El bacilo 
del carbunco* enfermedad del ganado, sólo prospera entre los 30 y 
4L" C. Pastear no logró inocular ese bacilo a las gallinas {cuyu tem¬ 
peratura normal es de 42° C) sino manten réndelas en baños fríos, 
Diversamente, ha podido ser inoculado a las runas teniéndolas en agua 
templada. 

Acción de la lux. — La luz solar es un antiséptico de primer orden. 
Se ha comprobado, por ejemplo, que los bacilos de la tuberculosis y 
del carbunco pierden su virulencia y se hacen inofensivos después de 
im día de exposición al sol* l^as radiaciones violeta y ultravioleta son 
las más enérgicas. Ésta es tina de las razones por la erial se empican 
hoy día los rayos ultravioleta de lámparas de vapor de mercurio para 
esterilizar los medios de cultivo e incluso el agua destinada al consumo* 
Un alojamiento bañado por el sol es más sano que una casa oscura. 


Arción dol oxígeno* —'Para el examen microscópico, coloquemos en* 

l < )ii |. y L lamín illa de cristal una gota de cultivo de bacilo 

Iji. i ! ico ii .I.- hitcilfi curbumwo. Al poco tiempo veremos los bacilos 
reunirse al lionli de la laminilla, o sea allí dónde llega el oxígeno del 
im- Mu eur imhí) se tratará de microbios aerobios (del griego aer t aíre, 
y bim, vida)* La misma observación efectuada sobre bacilos amilobáo 
tero» dará un resultado inverso: los bacilos se reunirán en el centro 
de ht fjiYpjii u lóii y huirán del oxígeno, Aquí se tratará de microbios 
ana* tolda*, En nu tiempo. Pasteur dio también a conocer microbios que 
son 4trn irmbios, ora anaerobios. Huelga decir que los anaerobios tienen 
que ser culi i vatios al abrigo del oxígeno (en el vacío o en una atmós¬ 
fera de nitrógeno). 

Acción de las substancias químicas* — Se llaman antisépticas las 
substancias capaces de destruir las bacterias* Los antisépticos más 
empleados en medicina y cirugía son los siguientes; el bicloruro de 
mercurio o sublimado corrosivo , en solución muy rebajada, para el 
lavado ile la pie]; el formal o aldehido fórmico , utilizado sea en 
Vapores en l&í* cámaras de esterilización, sea en soluciones, para 1a 
limpieza; la lechada de cal, para la desinfección de retretes y enjal¬ 
begado de cuadras; el permanganato potásico r del que bastan unos 
gramos para esterilizar 100 litros de agua en pocos minutos; el ácido 
fénico ; el ácido bórico ; " el tonino ; la tintura de yodo y c! agua yo¬ 
dada ; el agua oxigenada ; la lejía^ empleada corrientemente para la 
esterilizar ion de aguas sospechosas; el ozono, utilizado con el mismo 
Fui; él alcohol ; el efer* etc* 

Manifestaciones vítales de las bacterias.— Las bacterias ma¬ 
nifiestan su existencia, según el caro, por la producción de pigmentos 
en el interior cíe sus cuerpos, la secreción de diastasas o de toxinas, 
la emisión de luz, etc. 

Producción de pigmentos, — bacterias llamadas crom&genas (del 
griego chroma. Color* y genos, nacimiento) tienen un color propio, lo 
que permite distinguirlas inmediatamente. Ya hemos hablado antes de 
las bacterias que contienen óacíeriupwrpjrrróa, pigmento sin duda vcci* 
no de h clorofila* Otras bacterias están teñidas de rojo sangre* como 
el Ckromabacterium prodigiosum, que se desarrolla a veces en el pan 
húmedo; de azul celeste, como el bacilo del pus azul y como el que 
se desarrolla alguna* veces en la leche durante los calores del verano. 

Producción de diattasas* — Todas las reacciones químicas que se 
producen en los seres vivos son originadas y dirigidas por substancias 
imponderables* pero muy activas, llamadas diastmas. Nuestro tubo 
digestivo y todas nuestras células producen esta clase de fermentos. Así, 
iici es extraño que las bacterias produzcan también díaslasas. Todas 
las fermentaciones son debidas, en particular, a diastasas que oxidan, 
hidratan, desdoblan y coagulan las diversas substancias puestas a su 
alcance. 

Producción de toxinas o virus*— Las bacterias patógenas (del grie¬ 
go pathos , enfermedad, y genos , nacimiento) ejercen sus principales 
estragos, en los organismos de los cuales son parásitos, por medio de 
venenos llamados foxinos o riruí, de los que se podrían dar muchos 
ejemplos en las enfermedades contagiosas. Lti toxicidad n virulencia 
es, por otra parte, muy variable y puede ser modificada por artifician 
de cultivo (técnica de las vacunas y sueros). 

Producción de calor* — Las tnás notables de las bacterias termógenas 
(del griego (fíennos, calor) son las que se desarrollan en el estiércol 
o en el heno amontonado y húmedo. Estas bacterias llegan a elevar 
lu tempera lora hasta 90" C y pueden Incluso originar incendios* 

Producción de luz. — Existen bacterias fotógenas (del griego phv- 
tos , luz) que deben su nombre a su luminosidad. Algunas de estas 
especies viven como parásitos de peces y crustáceos marinos, que ellas 
convierten en luminosos* Dichas bacterias pueden ser cultivada* en 
globos de vidrio, verdaderas lámparas vivientes, a cuya luz se puede 
leer y hasta fotografiar. 


Clase de los hongos 

Los hongos constituyen bi segunda clase de las talofitae. Los hongos 
son talofitas stu clorofila* Gomo las bacterias, son siempre saprofitos 
o parásitos. A falta de almidón, propio de fus plantas verdes, Jos bon¬ 
gos contienen glucógeno, punto, éste, común con los animales. Otra 
característica; ademas de la celulosa, ios hongos tienen calosa en sus 
membranas celulares, soluble en el reactivo de Schwcitv.er y que no se 
colora con el cíoroyoduro de cinc. 

Clasificación de los hongos. — Aparte de Iüb mixomicetos* que 
tienen afinidad con los anímales, la dase de los hongos se divide en tres 
órdenes; 

1* Orden de los ficomicetos u oomiettos* de talo filamentoso sin tabi¬ 
ques, que se reproducen por esporas o por óvulos fzigatos); 

2* Orden de los ascomicetos, de talo unicelular (levaduras) o pluri¬ 
celular, y en este caso formado de filamentos tabicados, que se repro¬ 
ducen por espora & que nacen en número constante en el interior de 
células llamadas (incas; 

3 d Orden de los bmidiomicetos, de talo formado ríe filamentos tabica¬ 
dos* que se reproducen par esporas que nacen en numero constante en 
la superficie de células llamadas basidios. 
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Orden de los ficomicetos 


El talo o micelio (del griego mykes* hongo) Je Jos jico triarlos es un 
entrecruza miento do filamentos ramificados, pero sin tabiques, n los 
cuales se da el nombre de hijas. 

Según las condiciones del ambiente, los ficomimos se reproducen 
por esporas o por óvalos. Los primeros son saprofitos (múeo¡ \ y hi* 
segundos parásitos (mildeu o mildiuí< 



MUCOr*El mácor o moho blanco desarrolla mi micelio en el pan 
húmedo o en los excrementos Je caballo. 

Para que un cultivo artificial prospere, Jebe coloca rae el pan bajo 
una campana Je vidrio para que se conserve húmedo Y mantenga ni 
temperatura alrededor de los 20° C* En estas condicionen, no kc i uní a 

en ver cierto# b lamentos 
que crecen veriiealnirn 
le y luego se dilatan *'!) 
su extremo su pe rio i ni 
Forma Je bola, que mi 
separa después de su 
pedículo por un tabique 
abombado o columelar 
El aparato así constitui¬ 
do es u ti esporangio 
cuya membrana se eriza 
de pequeños cristales de 
oxalato Je calcio* El 
proloplasiiia se cunden 4 
su, en el interiur de esa 
bolsa, en forma cíe pe* 
quenas bolas o toporos, 
cada una de las cuales 
encierra varios núcleos 
y envoltorios de una 
membrana celulósica i A 

n h ■ . ~ I II JF Ai I A "i 4J I I i fe í" !l í 1 - 




Macor imltjarLs formado sobre malcría 
vegetal en descomposición (Fot* ílaper) 


gio se disuelve en el agua y Jeja libres las esporas. Estas, al caer sobre 
el pan húmedo, germinan y dan otros tantos filamentos que, al entre¬ 
cruzarse, reconstituyen un micelio. 

La reproducción que acaba de ser descrita es la esporulación o re¬ 
producción asexual, que tiene sólo lugar en condiciones favorables de 
humedad, alimentación y temperatura. 

Cuando, por el contrario, las condiciones son desfavorables, se ven 
dos filamentos vecinos cada uno Je los cuales produce una protuberan¬ 
cia cuyo extremo se aísla con un tabique y constituye un gameto. 
En cada gameto hay varios núcleos. Los dos gametos se aproximan 
entre sí y fusionan protoplasma con p roto plasma y núcleo con núcleo. 
E| resultado Je esta fecundación isógama es un huevo plurinucleado, 
capaz, de subsistir en estajo de vida lenta basta que vuelvan n presen¬ 
tarse las condiciones favorables* 

En resumen, lia y: reproducción asexual ( esporulación J en condicio¬ 
nes favorables y reproducción sexual (fecundación) en condiciones des¬ 
favorables. 

El método de los cultivos puros ha permitido descubrir el hecho si¬ 
guiente. Todas las esporas de un mácor, en apariencia idénticas, difie¬ 
ren unas de otras fisiológicamente. Al desarrollarse, unas dan talos + 
y otras latos —, por cuyo motivo es necesario, pues, poner un talo d 
en presencia Je otro — para que se produzca la fecundación, F 01 
c&te hecho se dice que el múcor es heter viatico, Otros fienTmerio .4 mui, 
por el contrarío, homotálicas* puesto que Bolo tienen tina clase Je 
esporas y de talos. 


Mildeu O milditK — Vecino del miieor, es re hongo (Pltmnopara) 
es el que determina el mildeu. El micelio del mildeu vive en las hojas 
Je la viJ, cuyas células aparta para aspirar el jugo celular por medio 
de haustorios o chupadores. 

Durante el verano, algunos filamentos mice)latios se enderezan y salen 
por los estomas de la cara inferior de las hojas, Provistas de ramifica¬ 
ción d icol árnica (bifurcaciones sucesivas), esos filamentos producen i mal- 
mente en su extremidad esporas o conidios . La presencia del mildeu se 
descubre gracias a la pelusa cubierta de un polvo farináceo de que 
están dotadas las hojas Je la vid. Las esporas transportadas por H aire 
germinan sobre otras hojas y propagan la mortífera enfermedad. 



Mildeu de la vid (Faí* liille) 




En otoño, en la extremidad de las hojas, aislada por un tabique, so 
produce mui dilatación de dos filamentos internos* Una de las bolsas 
i\ oogonio condensa su contenido protoplasmático en una oosfera (gameto 
hembra) plurinuclear. La otra o anteridio condensa igualmente su con- 
Ir indi i í n un ariterozoi- 
de ! guindo macho) plu* 

1 tniir leu 1 Ambas bobas 
wr vio filan y dc'hUUyen 
r I r ubique común* El 
lililí t n/.OiJc ÍCiOlíiJll la 
Iludir 1,1 y -I I r: n 11, 11 1 (i 

1 1, r«i.iia Irettndfit ión he- 

t> rtftfiftlUi en mi brillo 
Je vit 1 to» 1 mi"Inque íie 

111 Ji .i al pm'o 1iriu[lo Je 
1111,1 doble mriuliMimi. 

Muy que mhiuIuj que 
I, k es j lo 1 ai m 1 11 fir 11 Un 

J( -til í I olbl ii II d 1 l e I f «I , 

A ule, Je Jar mi nuevo 
micelio, ésta a 't tnuoi 
forma 11 eu zoosporas o 
esporas ciliadas, capaces 
de nadar en el agua de 
lluvia, cuya velocidad 
de desplazamiento es, 
aproximadamente, de 
dos metros por hora* Estas zoosporas son las que hay que destruir con 
sulfato de cobre para combatir esa terrible plaga Je la vid* 


1* lloju de vid atacada por el mildeu 
(Plasmopora vitícola) ; 2. Sección de la 
hoja que muenlni In ninsti de esporas; 
0. Sección que presenta: e, esporas; jii* 
micelio ; est, estomas de la hoja; r, 
racimos de conidioforos; /t, huevos ; c> 
conidios o esporas 


Orden de los ascomiceios 

Los ascomicctos u hongos con aseas son unicelulares (levaduras) o 
pluricelulares. En este caso, el talo o micelio de los aseonücctos es 
formado por un entrecruzamienio Je filamentos ramificados y separa¬ 
dos por tabiques. 

Todos esos bongos se reproducen por ascos por tts y nacen en pequeño 
número (4 u 8) en el interior de esporangios llamados aseas. 

Recientemente se ha demostrado que las asean son en realidad hue¬ 
vos. Asi los asco m ice tos se reproducen alternativamente por óvulos 
(aseas) y por esporas. Los hongos con aseas tienen, pues, una alternan* 
c it 1 e s ¡i or 0 $ mn et o / [tica. 

Levadura de cerveza* — Esta levadura, llamada científicamente 
Saecharomyces. es estudiada a proposito de la fermentación alcohólica* 
que es su reacción a la asfixia que le produce la glucosa* Esta levadura 
es una célula ovoide que no excede de diez mieras ríe longitud y que 
se reproduce por gemación, por óvulos y por esporas. 

I o Cuando las condiciones de vida son favorables, se ve formarse 
sobre las células brotes o yemas que aumentan progresivamente de volu¬ 
men hasta desprenderse llevándose la mitad del núcleo* No es raro que 
varías células permanezcan tem¬ 
poralmente unidas como los aui- 
II04 de una cadena. En los cul¬ 
tivos viejos se observa hasta ten- dly 
dónela al calado filamentoso, que /t&/ 
recuerda el micelio de lus demás 

hongos; 

2" Cuando las condiciones del «rotes de levadura 

ambiente son desfavorables, cier¬ 
re. célula!; :e portan come gametos y se uir'ii de Jos en ibis para humar 
7. tgatos. La fecundación es entonces isógamu; 

El óvulo no da inmediatamente una nueva levadura, si tu* que ro 
transforma en un esporangio o asco en la que se individualizan cuatro 
ascosporas. Hay, como vemos, alternancia esporogamet&lítica t Las as* 
rosporas tienen sólo n cromosomas y representan, con las células de 
levadura procedentes de gemación, la fase simple o htiploidc, llamada 
también gameto fila* puesto que va a engendrar los gametos* Estos, sim¬ 
ples células de levadura Je n cromosomas, se unen [jara formar un 
huevo de 2n e ruinoso mas» que, con el asea a la cual da na tú miento, re¬ 
presenta la fase doble n diploide, llamada también esporofita* puesto 
que engendra las esporas* Éstas nucen de cuatro en cuatro, gracias a 
una doble earioeinesís, la primera de las cuales, llamada reductont , se 
produce sin división longitudinal de los cromosomas. 

En resumen: 

Carnet o fita o fase haploide Esporofita o fose diploide 

(células de n cromosomas) (células de 2n cromosomas) 


Moho verde* “En el pan húmedo, en compañía del múcor, así 
como también en las mermeladas, los cueros viejos, el queso, etc., 
se desarrolla un moho verde (peniciho)* Este moho se compone de un 
mtcrltn formado Je filamentos tabicados y ramificados en la superficie 
de la materia orgánica de la cual se nutre* Los modos de reproduc¬ 
ción de! moho verde son tres: 

I a Normalmente* en la superficie del micelio crecen filamentos plu- 
ribifurcados (conidioforos) cuyas extremidades terminan en forma de 


ascDspcra 


broten d& levadura 


* 


¿Jineta 


"V gamela 
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;' ,j f ( , riiriHi i 'i- i ¡ii "Ími * mi.i inundación mire células 

vrri.n¿i■, ¡I 1 micelio I « Inlpid* .. *n realidad, incompleta. Hay 

filamente fusión de p ru¬ 
to pl a s m íi ^ (plus moga- 

rnia) sin f u s i ó n de 
n tí c í e o s, El oval ti es 
hinucltur; 

3 * Ese óvulo no da 
inmediatamente un nue¬ 
vo micelio, sino que ger¬ 
mina y produce en su 
contorno un gran núme¬ 
ro de filamentos coyas 
células son tocias hinu- 
cleares, Estos li fumemos 
se ramifican y eiurecru¬ 
zan en iiti cuerpo fmelí¬ 
fero esférico (perUvcio) 
en el interior del cual 
ciertas células se l rans- 
forman en aseas, previa 
soldadura de las dos 

Ct mi dios» nu mentados, de í*cnit'itli¡un partes del doble núcleo* 

tfJífíicu m ( Fot , lio per) Esta va rio gumía o fusión 

uuidear debe ser consi¬ 
derada como la segunda fase de una fecundación que sigue a la fase 
llamada plasmogamta o fusión prolo plástica. A eont imoieion de esa 
segunda fase, el asea produce, por triple car ¡uriñe sis, una de las día¬ 
les es ralo clora, ocho áse os poras de n cromosomas. 


Ese desarrollo recuerda el de las levaduras, con la diferencia de 
que la fecundación se buce en dos tiempos separados por una fase 
de multiplicación celular que da naeiinienlo al pnrilerim 
En resumen: 


Carnet ojito o jase htipUndv 


Esporofita o jase dtplmdc 


i 

- ga moto 

ascos pora —► moho 

i N- flíimetü 

huevo —► pontee ¡o isca 

S\ | 

i n 


__J 


Ad ciñas del r mdio ve rile existen un gran número de otros mohos que 
se distinguen principal mente por la forma de sus conidios. En bis as per- 
gilos, por ejemplo, los ron id infurtís se terminan en una abultada cabe¬ 
za a cuyo alrededor nacen hileras de conidios. 

La importancia de los mohos, en la economía rural, rivaliza con la 
de las levaduras. El moho verde se cultiva especialmente sobre la miga 
de pan y se emplea en la fabricación de quesos, como el de Koquefort, 
con el fin de precipitar su madurez. En el Japón, Herías bebidas ah 
cohólieas, romo el sake y d kojU se obtienen con un aspergÜú. Et oídlo 
de la vid es otro multo ( Uncinuta necator) que se desarrolla en las 
flojas y bis granos. 


Peziza. — liste hongo es muy común en la madera muerta, en cuyo 
interior introduce su micelio, y >se reconocí* por sus órganos reproduc¬ 
tores o periteciOü en forma de copas* 

La peziza no tiene conidios o esporas externas, sino sólo óvulos y 

ascosporas o esporas in¬ 



ternas: 

l u Los óvulos son el 
resultado de una fecun¬ 
dación het eroga mu en- 
Ire relulas veeinas y di- 
feral ciad as, La g r a n 
célula inmóvil es el ga¬ 
meto hembra; la peque¬ 
ña célula que se vierte 
en la primera es d 
gameto macho* Por lo 
demás, la fecundación 
se reduce a una fusión 
de proto plasmas (pías- 
mogamia) sin fusión nu¬ 
clear, El ¡agoto conserva 
un doble núcleo; 

2 “ Este /Agoto germina 
a) emitir por toda su 
periferia numerosos fila¬ 
mentos ramificadas y en* 
Leziza llamado oreja de asno i relazados que const i lu¬ 

yen un periteciü en for¬ 
ma de copa* 1 odas las células de este periterio son unicelulares. En su 
cara interna se diferencia una membrana particular, llamada hi nimio t 
Compuesta de células estériles o parájisis y de células fértiles o aseas. 
En eatlíi una de las aseas se sueldan los núcleos mucho y hembra, o sea, 
que se produce una cari agamia que completa la plmmogamia de que 
se ha tratado anteriormente. El asea produce a eoni i o ilación ocho tintos* 
poras {le n cromosomas que podrán rcprodueii nuevo? mierlioH. 


El ciclo evolutivo es el 
diferencias: primero * la 
fecundación hele ró ga - 
ma; después* Ja forma 
dé copa dot per i tocio y 
las aseas, que se dispo¬ 
nen de modo regular en 
su cara interna. 

Morilla. — La mo¬ 
rilla comestible és muy 
semejante a las pez izas, 
de las que sólo difiere 
por la forma de su peri- 
uícju, globuloso y pobla¬ 
do de alvéolos, rada uno 
d<j los cuales correspon¬ 
de a un per i tocio simple. 


mismo que el de los mohos, pero con dos 



Morilla comestible 



Sección de trufa en que 
pnrmtgios y las esporas 

pot) 


se ven los es- 

(Fot L, Poil 


Trufa. — Este hongo 
tiene una existencia en¬ 
teramente subterránea al 
pie de ciertos árboles, 
como la encina y v l oli¬ 
vo. El peritecio de la 

trufa es una masa negra * irregular, turma da por numerosos filamentos 
entrecruzados en forma de red, en cuyo interior se distinguen cavida¬ 
des tapizadas por un /tímenlo con ascos y paráfí&is. Las aseas encie¬ 
rran cada una cuatro es¬ 
poras que no q u c d a n 
libres basta la destruc¬ 
ción de Ja trufa. 

Cornezuelo de 
centeno. — Al orden 

de los ¡iscumÍcelos hay 
que a ó a d i r un hon¬ 
go (cornezuelo) parási¬ 
to de las gramíneas, so¬ 
bre todo tlel centeno* El 
talo r> micelio de este 
lio ngn invade poco a 
poco el ovarlo de Jus 
fque digiere y, a 
la larga, absorbe com¬ 
pleta mente. El ovario es 
reemplazado ent oncea 
por un montón de lila* 
montos, algunos de los 

cuales se yerguen en la periferia y peto lucen en su extremidad una hilera 
de conidios o esporas externas. Estos conidios propagan la enfermedad 
de flor en flor e invaden en el curso del vera¬ 
no todo el campo de centeno, 

Llegado el ‘otoño, el micelio de rada ovario 
se comprime y se endurece hasta constituir un 
esclerocio (del griego ski iros, duro) que time 
la forma y el redor de un espolón de gallo. 

En el momento de la cosecha, el esdmtcio 
o espolón cae al suelo y permanece en él 
basta la primavera siguiente*. 

Terminado el invierno* el escleroeío ger¬ 
mina y produce en su superficie pequeñas 
columnas violáceas que se hinchan en su parte 
superior. Cada una de las bolsas está llena 
de minúsenlos agujeros que dan acceso a 
otros lautos prritedos en forma de botella. 

Las aseas san alargadas y producen cada una 
ocho ase os poras filiformes. 

El cornezuelo de centeno se desarrolla sobre 
todo en los años húmedos. Antes de llevar el 
centeno al molino es necesario tener cuidado 
de eliminar los esderorios, pues contienen un 
principio tóxico, la trgotinct, que ejerce una 
acción viólenla sobre los nervios vasoconstric¬ 
tores y disminuye la circulación. Molido con 
el gruño y lomado por descuido mezclado con 
la harina, rf polvo del cornezuelo produjo 
en la Edad Media fa gravísima enfermedad 

convulsiva llamada fuego sacra o de Sun A ritan. La érgm i na se emplea 
boy en medicina para detener las hemorragias pulmonares. 



Cornezuelo del eeu 
teño { Fot* Hopee) 


Orden de los basidíomicetos 


El orden de los basidíomicetos comprende todo lo que se ha conve¬ 
nido en llamar vulgarmente hongos. Pero* al fado de estos hasidinmice- 
tos superiores, existen pro basidíomicetos, de tos que la mayor parte 
(rajas, ¡nones, carbones) son hongos parásitos. En todos los casos, su 
aparato vegetativo es un talo o micelio Formado por filamentos rami¬ 
ficados, entrelazados y, sobre todo, tabicados, es decir, pluricelulares 
como los de los a&com ícelos superiores, Por otra parte, los hasid i omi re¬ 
tos se reproducen por basidiasporas producidas en pequeño número (dos 
o cuatro) en la superficie de células llamadas has id i os. Hay que añadir 
que el basídio es un huevo producido por fecundación Uágaina o hete- 
















TIPO DE LAS TALOFITAS 


319 


r ogama. Los basidiomicetflfi tienen, pru con sigo tente, una alternancia 
esporoganietnliticU) comparable en todo u la di los aseomiceiox, 


»l ue 



Roya del trigo, — El interés de cate parásito (Pitceinia grnrninix) 
estriba en la complejidad de su reproducción, que le permite vivir so¬ 
bre el trigo y sobre otra planta* eomo el agracejo* do te misma fotuta 
la tenia o lombriz solitaria vive, sucesivamente, en *’| cuerpo 

del cerdo y en el del 
hombre, La tuya es un 
pütusólo de dos hué.'ipc 
drs, que además til 111 biu 
de aspecto y no se re¬ 
produce de la misma 
muriera en tes diferentes 
estacione*, lo que de¬ 
muestra basta que pim¬ 
ío el parasitismo puede 
transformar a un wer 
viviente, Est tul i u t e ni os 
te roya del trigo en las 
diferentes estaciones; 

te En primavera* pu¬ 
liré te cara superior de 
las hojas del agracejo 
— planta corriente en los 
taludes de tes vías fé¬ 
rreas— aparecen man* 
chas amarillentas, circu¬ 
lares, que son órganos 
re p rodo ñores o acidia* 
los. El micelio* que vive 
en el interior de lu hoja, 
emite en esos punios 
particulares unos flte- 
i moitos muy apretador 
entre sí, cada uno de 
los cuales produce una 
hilera de ecidiosparuS. 
del mildeu y del oídlo y 
agracejo. 


r i, i. 


' • 

:'-C 

j va: 

y b 


ó 

í 1 , 

nhlJ 1 

i ■! 

él 1 

i ■ j 



; '' 




1 ‘ 

,'i'í 

1 II 

■ffl ■ 

l\ ■ 

■ •; v 

i 


11 | 

■ > 

VL 1 

Mi 

5ijg 

ÍI 


|l 2 

-1 


A 

n E r' 


'SÍS 

+, ■„ 0 


i - r 


\ 


/ v »i 

i 






1 

Y 

■t— n 

■■ 

1 *. J 


1 .i ' 

. 

■ i’i 


-tí 



Hoya cid 
cada por 


trigo : 1, 
la roya; 


Hoja tic trigo ala* 
2. Germinación de 


utm urodosporn a sobre el estoma b; 
¿L Sección que muestra i si epidermis 
c de la hoja, las uredos poras ú y las 
talento tapo ras e ; 4. Hoja de agracejo; 
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Estas esporas se parecen a los conidios 
sirven para propagar te enfermedad en d 


Kn te cara inferior de tes hojas del agracejo aparecen unas manchas 
bastante paree irlas a las precedentes, pero más grandes* Estas manchas 
son rcidtos, grupos de filamentos verticales y paralelos tinos a otros, que 
no tardan en acoplarse de dos en dos y fusionar sus células terminales. 
De esta fecundación, que afecta sólo los pXütopk$m&S de las células, 
resulla un duulo impropiamente llamado ecidiospora, que posee doble 
núcleo* Pero se Jm producirio solamente plasmogamia t en vez de ca- 
rioganria; 


2° En verano, «parecen sobre las hojas del trigo unas huellas de 
color anaranjado que han dado a la enfermedad el nombre de roya. 
Si ac hace un corle en te hoja enferma, se comprueba que estas manchas 
rojizas están formadas por íilamento* que se yerguen y perforan la 
epidermis de te hoja. En la extremidad dr estos hlamentos se forma 
una uredos pora de doble núcleo, como cada una de las células del 
micelio del cual procede* Las uredosporaa sirven para propagar la enfer¬ 
medad en el trigo; 


3° En otoño, tes rnanchiU anaranjadas se ennegrecen y constituyen lu 
Humada roya negra. Estás manchas suri producidas por filamentos 
que salen al exterior y dan nacimiento ni su exiremidud a una 
cuarta clase de espora llamada teleutoxpora o prohasidia, Al principio, 
Ja leleutospora tiene dos noel eos como te urcdofipora, pero éstos se unen 
a continuación* La cariogamia sucede, pues, a la ptesmogamia fie que 
se ha tratado antes. Como en los asco mié el os, la fecundación tiene 
logaren dos tiempos: a ) fusión protoplastiea o plasmogamia; h ) fusión 
nuclear o cariogamia. EL micelio binuclear que se encuentra en tes 
hojas del trigo equivale al periteeio de una petiza. 


4* En invierno* las tele utos poras caídas al suelo en el momento dr 1 
la cosecha subsisten en estado latente gradas a su espesa membrana. 

5° En te primavera siguiente, las tcletitosporas germinan. De cada 
una de citas ?ale* por un poro germinativo* un corto filamento mí célico 



Corte de un tallo de gramínea atacado por la roya ; 2* Eeídio 
que contiene las ceidi esporas (Microfot. G, Urnfftml) 


que i cribe el .nluv de promicelio. El núcleo se divide en dos, por una 

carioeiurKts rrdiictnTu primero, y lurgo en cuatro, por una cariocinesis 
normal* (teda mío de los cuatro núcleos hijos con n cromosomas se 
transforman en d centro de cuatro células o b asid ios. Cada una de 
estar, eniilr a < notinunción un pequeño Imite nt el cual se introduce el 
núcleo, Am uv loriii.ii i cuatro bus id ¿as por as que Min externas con icla- 
i ion a MIs lee id los ■ r: pn t i Yon. 

La?. hamd luhpru as propagan la enfermedad del agracejo, Punien¬ 
do .íi i'l,i con si. b lili i t'ui, Ion propicia rio»- dr trigales simados al borde 
ih talu<léN rír vio ieini en tes qnr crece el agracejo han llevado más 

de mía ve;/ a Ihh i oaipanme, ... ante los tribunales para oblí- 

qnilas 11 mipruim r.i' hitéspt'd, enosidf-i ¡irlo Jila) propagador de 1 a roya. 
En hmÍhImI, sr Im 1 1 r mi iKl i tuh > qie Jan b;i id i os poras pueden también 
germinar di recta ni ente en el tugo y que rl i gracejo es un huésped acce- 
h tirio. 

El cirio evolulivo dr la roya, pii srmdirndo dr la crid hispo ras y las 
ureduspoi'iis especiales de este paiásit** puede un rom parado con la 
alternancia esparogtimetoftfitm de mi molm «i de una pezi/n. 


Carnet ojito o jtiw hnptaidr 
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Esporofita o fase diploide 


Carbón o tizón de las cereales*—Los cereales como d trigo, 

rl centeno, te avena el maíz están cxjmcstns a ni ras dos enfermeda¬ 
des parasitarias debidas a hongos pertenecientes a los géneros Ustílago 
y Tillvtia, El micelio invade toda 1a planta* pero no es visible hasta 
que invade y ennegrece los órganos reproductores (ovarios, estam¬ 
bres), a los emites da ademas, en ciertas especies, un olor de pescado 
fresco. La reproducción es aquí un poco más sencilla que te de la 
roya, ya que sólo existe un huésped. La (elcutospora o probaaidio pasa 
el invierno en el suelo y germina durante te primavera siguiente en 
un promirrlio que produce cuatro haüdios, seguidos tic cuatro bmidios- 
porns. I.as bmidiosparas sido limen un núcleo de ri cromosomas. En te 
roya, las lmsidmsporas dan nacimiento al micelio contenido en tes hojas 
del agracejo. En el caso del carbón y del listón, las basíd¡ásperas se 
acoplan, por el contrario, de dos en dos, con lo que existe plasmogn- 
fnia sin cariogamia, El lluevo inacabado, de doble núcleo, que resulta 
de esta fecundación incompleta, germina directamente sobre el cereal 
en un micelio binuelear. En otros términos* el gurnetoíito o fase de n 
cromosomas se reduce a te basidiospora* Volví‘remos a encontrar este 
curioso fenómeno en el hongo de mantillo. 

Hongo d© mantillo*—El hongo de mantillo i que se cultiva en 
antiguas canteras, existe también en estado silvestre después de las 
primeras lluvias de otoño. Este bongo era llamado antaño agárico y 
su nombre cieiiulico rs > \ de VsallitHn campesti ís. Sucesivamente pueden 



«Corro de brujos» formado por agúticos de primavera 


ser estudiados su aparato vegetativo o micelio y los órganos reproducto¬ 
res o sombreretes, 

LJ micelio , llamado aun pie blanca^ una masa de íiteuumtOB cuyas 
células son todas bi mu lea res y se extiende en los campos en el interior 
de] suelo en forma de anillo cada vez. más amplio, al nivel del cual 
te hierba crece más que en otros sitios. De este anillo mieélico nacen 
los sombreretes, únicas partes que emergen, y debido a su disposición 
circular te leyenda les lia ¡lado H nombre de corro de brujas. El pie 
blanco se propaga por esquejes y en esta forma es como lo plantan los 
cultivadores de seta* en tes capas de estiércol. 

Los órganos reproductores son los sombreretes pediculadús que se 
venden en d comercio. Si se observa bajo el sombrerete o píleo, se ven 
numerosas laminillas radiales^ cada una de las cuales está cubierta por 
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B O I A MI I < A 


lílH fhv< hmd.i ili |r i.H'm! ' * I * 1 1 ii . . , (ir riVJLW í 11 m H y a&té- 

lili ¡i JIrii m. 1 41,< parufii* M .. u ik,i membrana repi odueiofa, 

mi htmrtt ¿i j nnniiiii.iM .. .1 • ¡m« ing><• i rf iiriIr*rit»r del peritecio fie 
tina pr/izu. 


Examínetnos un ImhIiu n I .i.. i*|iíii, (!umo todas !¿ís Telillas 

iJrl hmigo, +'l basólo* i i i • «ni- i' i mu doble, cuyas (Jos portes 

(mucho y hembra) no tui<l.m mu .. Ku ello reCOilOCeUlOti una Cfírío* 

gumía o fusión nudoar, pelo, muy protilo, el núcleo de fusión sufre 
tina doble cariotínejtin, umi • (* ln i mi Ion es reductor*!. Por último, hay 

cuatro núcleos hijos tic n i non. iiuih, reduciéndose a esto la fase sim- 

pie o haploide de esto clase dr hondos, inmediatamente después, el bu- 
sidio emite* en efecto, en mu pane mi pe rio r, dos brotes en los que Jos 
núcleos se dan u pares, o rtnt una plastaogumia. Los brotes se transfor¬ 
man en bttSíd ios poras bnuid(‘ji i r ^ cu punes de reproducir un nuevo mice¬ 
lio. Estas basld ioesporas, que non de color rosa en el hongo de manti¬ 
llo, pueden ser recogidas como mi lino polvillo si se coloca durante 
unos días un hongo sohrc una hoja de papel* en la cual se depositarán 
esos corpúsculos. 


Comparado con el del carbón y el ríe la curies de tos cereales, el ciclo 
evolutivo del Psalliota campestrU presenta una reducción aún más acen¬ 
tuada del gametofito o fase haploide. En este caso no existe alternancia 

esporogametofítica propiamente dicha* 
sino solamente un esporofito cuyas cé¬ 
lulas son todas hi míe lea res. 

Boleto O poliporo. —Estos hon¬ 
gos, muy próximos del precedente en 
cuanto a su modo de reproducción, 
se diferencian por la ausencia de la¬ 
minillas en la parte inferior del som¬ 
bre jefe. En vez de laminillas presen¬ 
tan innumerables tubos Semejantes a 
los de un órgano. La pared que for¬ 
man esos tubos corresponde ai hime* 
nio y encierra los faasidioa. 

El boleto o seta (Boletas) crece 
en la tierra de los bosques. Ciertas es¬ 
pecies son comestibles (Boletas edu- 
lis) y otras venenosas (Boletas Ittri - 
das). El polipero u hongo yesquero* 
con el cual se fabrica la yesca* tiene 
un sombrerete sésil que se fija al 
tronco de los árboles y puede alcanzar grandes dimensiones. 



Hongos comestibles* — Los principales son a seo mi celos (ira fas i 
cagarrias) y busidiomicetos (hongos de mantillo o setas de prado, bu 
fetos o setas, agáricos y cantarelas, ele.). La trufa es objeto de’ un. 
recolección y comercio regulares en el sur y sudoeste de Francia. E 

hongo de estiércol o seta de praib 
se cultiva en las antiguas cantera 
subterráneas de los alrededores d^ 
París. 

¿Es que el consumo de seta 
está justificado por su valor ali 
mentido? El análisis químico di 
un 90 % de agua. El resto csti 
constituido por sales mine rale! 
(1 %), celulosa (3% ), glucógem 
y azúcares (5%), materias grasa! 
y proteicas (1%). Teniendo ei 
cuenta esta composición media, bí 
puede afirmar que las setas sot 
un alimento completo c infinita 
mente más nutritivas que la rna 
yor parte de las legumbres frescas 

Hongos venenosos* — Haj 

que combatir ciertos prejuicios, 
Se dice que para reconocer un 
hongo venenoso basta cocerlo en 
un recipiente de plata. St la plata 
se ennegrece, el hongo es veneno- 
so- Pero no es cierto, pues la pla¬ 
ta puede ennegrecerse con cual¬ 
quier hongo un poco descompues¬ 
to que desprenda ácido sulfhídri¬ 
co. I ambién se dice que si un hon¬ 
go presenta mordeduras de habo 
sa es bueno* Tampoco es cierto* 
un hongo venenoso para el hombre puede ..o serlo para los animales. 

No existe receta alguna, ni procedimiento infalible, para saber si un 
hongo es comestible o venenoso. Si se desea comerlos sin peligro es nece¬ 
sario aprender a conocer perfectamente los caracteres y las propiedades 
dt tas especies mas comunes y abundantes de la región tjue se habita. 

Pueden distinguirse cuatro categorías de hongos venenosos: 

j ? j Iü " eos Piadores de hemolisina. Esta substancia tiene la prooie- 
J. . d<: de . 9truir . J“ glóbulos rojos de la sangre. No obstante, h hcjno- 
>f.ma es destruida a su ve* por el calor, y, por consiguiente, es poco 
peligrosa si los hongos se consumen guisados" 

2° Hongos que llevan ergotínina. como el cornezuelo de centeno. 
Lste alcaloide producá la contracción de las fibras musculares lisas 
y provoca convulsiones. Mezclado con la harina, el polvo de! cornezuelo 
puede ser sumamente tóxico; 



Estructura ríe un bongo nuevo 
(a la izquierda) y desarrollado 
(a la derecha): V. volva; V’ 
sombrerete; A, velo; F, lámi ñas 


3 1 Hongos productores de mascar ina* tales como la falsa o ron ja 
(Amonita muscaria). Estos hongos provocan vómitos, diarreas, pertur¬ 
baciones nerviosas con paralización cardiaca y síncopes. El envenena¬ 
miento, tratado a tiempo, no tiene, en general, consecuencias graves; 

4° Hongos poseedores de faliña , cuyo tipo es la Amanita phalloides* 
el más temible. La faliita es un veneno violento que provoca la degenera¬ 
ción de las células drl organismo (hígado, riñones, sistema nervioso). 
La muerte por este envenenamiento es casi fatal en el 90 ó 95 por 100 
de 1 os Casos. 


Los hongos provistos de falina son en suma los verdaderos hongos 
mortales. Hay que señalar que las aman it as, que son casi todas muy 
peligrosas y mortales —a excepción de la oronja verdadera (Amonita 
caescrea )—, poseen una volva en la base del pie y un eoüurcito o gor¬ 
gnera en lo alto del talo que son muy característicos* La volva o calceta 
es el resto de la membrana que envuelve completamente el hongo u su 
nacimiento y que se desgarra en el momento de abrirse el píleo. Lo 
mejor es abstenerse de comer cualquier hongo provisto de volva. pues 
si bien ello puede privarnos de algunas especies comestibles, nos preser¬ 
va en cambio dd peligro de ün envenenamiento indefectiblemente mortal. 


Clase de las algas 

La tercera clase del tipo de las talo fitas es el de las algas, que 
poseen clorofila y son siempre autotrofas* Igual que los vegetales supe¬ 
riores, las algas pueden vivir, gracias ai COs atmosférico y a las radia¬ 
ciones solares, en un medio puramente mi ñera L Las algas contienen 
almidón . 

Clasificación tío las algas. -—- Estas plantas acuáticas son muy 
numerosas y diversas, y se encuentran en tierra y en el mar. A exeep- 
ción de las zosteras y posidonías, las algas son casi los únteos vegetales 
marinos- El talo de estas plantas puede presentar todas las dimensiones, 
desde sólo unas mieras hasta varios centenares de metros. Las algas 
son, con frecuencia, muy simples e incluso unicelulares, pero otras 
veces presentan una complejidad que las asemeja a los organismos 
superiores. En todo caso, carecen de verdaderos tejidos. 

Las algas se dividen, según su pigmentación y m reproducción, en 
cuatro órdenes principales: 

1 Orden de las cianofíceas o algas azules, que tienen además de 
clorofila un pigmento azul o ficocimina. Estas algas inferiores, próxb 
mas de las bacterias, se reproducen por simple división; 

2“ Orden de las cloro fíceos o algas verdes , que poseen sólo clorofila 
y se reproducen por esporas o por óvulos, según las condiciones del 
ambiente; 

3“ Orden de las feo)¿ceas o algas pardas, que contienen, añadido a la 
clorofila, un pigmento pardo, la ficofeína, y que se reproducen sólo por 
huevos o por una alternancia regular de óvulos y esporas; 

4* Ord en de los rtidoftecas o algas rojas, coloreadas, además de por 
la clorofila, por la ficoeritrina. En estas algas, la regla es la alternan¬ 
cia esporogametofít icu. 


Orden de las cianoficeas 

Las cianoficeas (del griego kyancos, azul, y phycos, alga) son vul¬ 
garmente llamadas algas azules a causa de su coloración, debida a un 
pigmento soluble «n el agua, la ficodanina, que se agrega a sti poco 
abundante clorofila, la cual incluso puede faltar. Por esta razón, mu¬ 
chos búlameos colocan las cíanofíceas entre las bacterias. Además, las 
cianoficeas, igual que las bacterias, poseen un núcleo difuso cuya cro- 
matina se dispersa cíl el interior del protoplasma. Citaremos, sin descri¬ 
birlos, los géneros de los Nosioc y de las fhcittatoria. 


Orden de las cloroftceas 


Las cloroftceas (del griego chloros, verde, y Phycos, alga) son las 
algas verdes, cuya clorofila no se cubre con ningún otro pigmento y es 
mantenida en el interior de sus células por doro plastas. Las clorofíccas 
son tifias unicelulares y otras filamentosas. Los filamentos mismos 
pueden no estar tabicados o divididos en varias células por tabiques 
transversales. En las algas verdes, la reproducción se efectúa por espo¬ 
ras a por óvulos* El Ínteres de las algas verdes radica, precisamente, 
en la variedad de sus modos de reproducción. 


Estudiaremos primero un tipo unicelular, el pratococo, y después 
tipos filamentosos; vaitcherta,, oedegonia, mes ocar pió y espirogim^ 


Protococo* — El protónica forma ese polvo que vemos sobre el 
tronco de los árboles* El jtroiotoco es un alga unicelular, de un solo 
núcleo y un solo doroplasio, que Se reproduce por esporas que nucen 
en número de cuatro a ocho en el interior de ciertas células. En medio 





















CICLO 

DE REPRODUCCIÓN DE UNA FLOR 
LA AMAPOLA 


L Campo de amapolas; 2. Capullo; 3. Corte 
de un capullo poco antes de abrirse, que mues¬ 
tra el principio del pistilo y los petalos encerrados 
en el cáliz de pelos grandes; 4* Los dos sépalos 
que forman el cáliz aparecen casi expulsados 
por la flor; en seguida se desprenderán y la 
flor se desarrollará (como en la fig* 9); 5* En 
el centro de la flor abierta, los órganos de 
reproducción ; el pistilo, órgano femenino, 
rodeado de los estambres u órganos mascu¬ 
linos (el polen se escapa de las antenas termi¬ 
nales de los estambres y se deposita sobre 
los estigmas, en la parte superior del pistilo); 
á y 8* Vistas de la parte superior y de perfil 
del pistilo fecundado, el cual persiste después 
de la caída de los estambres y pétalos; 7, Corte 
del pistilo en el que se ven los óvulos que se 
transformarán en semillas (el ovario se abrirá 
entonces y las semillas diseminadas germinarán 
en el suelo la primavera siguiente); 9, En esla 
fotografía pueden verse un capullo, una flor 
abierto y un pistilo que, después de la fecun¬ 
dación, ha quedado solo sobre su tallo 
(Fot. R. H + Noaillcs) 
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CICLO DEL CASTAÑO 

I Yema en el momento de abrirse en primavera; 2. De la yema abierta salen hojas, amentos masculinos e incluso flores femeninas, invisibles en la fotografía; 
X Rum<, ,m flor p 4, Detalle de flores masculinas; 5. Detalle de flores femeninas; 6. Fruías en la primera fase (se distinguen tres grupos de pistilos); 7. Frutos 
maduros envueltos uor una cubierta erizada; 8. Corte longitudinal de frutos en la primera fase; 9* Frutos maduros que han roto la cubierta erizada (pueden 

P observarse los restos de los pistilos); 10. Rama de castaño cargada de frutos (castañas) [Fot. fi. R Nooi/les] 









TIPO DE LAS TALOFITAS 
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lili III£11) 

udiuenlr futían en < 


,, , \nu esporas son «imples, En meiliü Húmedo* \h n H contri.* mih 

lamparas provistas de cilios vibrátiles. En etc rían cimdicionéfl» don 
¿noiqtorus íícscm peñan el papel de gametos y se aro plan para dar un 
> 11 , tilo que pasa al estado de vida hítente. 

V re i nas del proiococo son: 1" las zoodorehis, que viven en Uis células 
,|« cícrloH anímales como la hidra verde; T las mónadas 0 algas cilui 
4 , i|ur constituyen la transición entre los anima les y los vegetales. 

V Utohcria* Este alga loma m nombre de I botánico Van che r y 
Pl , \ it rnmientra en agua dulce o en las tierras arcillosas húmedas, 
l i tolo de la vaucheriu es formado ríe filamentos ramificados peni 
, m t ubiques* a los cuales se da el nombre de hijas. Desde este punió de 
vtiti existe una gran analogía entro la vaucheria y el moho blanco. 
Sin embargo* bis filamentos del alga contienen, además de un gran 

de núcleos, ehropiastos que contienen la cío robla y que mitin 
hongo, 

|„4h viiuchéria se reproduce de dos modos; 

I" Cuando las condiciones de vida son favorables, se ve que cienos 
lilnmtjntus se hinchan en su extremidad y forman un esporangio dtdi- 
mirado por un tabique. El contenido de estos filamentos se retracta y 
r iMpii por destrucción del esporangio* que es una Inda rodeada de un 
f uu\ número de cilios vibrátiles dispuestos por parejas frente a otros 
li,titos núcleos. En el centro de esa zoospora están reunidos kis cloro* 

[dantos, Después de un cieno recorrido en el agua o en tierra hume* 

du* la zoospora se de¬ 
tiene, se fija y, al alar* 
gurse, produce un nue¬ 
vo filamento de alga; 

2’ 1 Cuando las condi- 
idoncs son deslavo rubíes, 
interviene la reproduc¬ 
ción sexual. Sobre uii 
filamento aparecen dos 
clases de órganos deli¬ 
mitados por tabiques bu* 
hilares; linos son redon¬ 
dos y voluminosos, es 
decir, oogonio» que con¬ 
tienen las oosferas o 
gametos hembras; otros, 
más pequeños y en for¬ 
ma de cuerno, son ante* 
rid¿os que contienen un 
gran número de antera* 
zoules o gametos ina* 
ehos* provistos de dos 
cilios vibrátiles* El oogo- 
nio tiene u ti pequeño 
pico cuya pared se 
agrieta, mientras que* 
por su parte* el exlrr* 
mo superior del a ni eli¬ 
dió se disuelve en el 
agua y los ante rozo idea 
quedan en libertad. Uno 
do estos ante rozo id oh pe¬ 
netra cu el oogonio y fecunda la oosfera. En este caso, el ovulo ea e! 
resultado de unu fecundación helero gama. 

En el mar existen no pocas algas afines de la vaucheriu. Una de las 
más interesantes es la caulcrpti* cuyo talo, sin tabiques y simplemente 
sostenido iiHeriu emente por fibras celulósicas, puede alcanzar un me* 
tm de longitud y parece un tallo con Hojas y raíces. 




Reproducción de lu v anchen a: A, libe¬ 
ración de la zoospora; H, zoospora 
libre; C* zoospora fija; D, zoospora 
germinando; E* oogonio y anteridío 


Oedogonia. Loe filamentos de este alga dulce están ubicados 
transversal mente y constituidos, en suma, por una hilera ele células de 
u ti solo núcleo, 

I o La reproducción sexual o esporulacién se efectúa de la forma si¬ 
guiente: en ciertas células de un filamento* en apariencia corrientes, 
e] prot o plasma se desprende de la pared y se contrae en forma de 
bola, sobre la cual se forma una corona de pestañas vibrátiles. A con¬ 
tinuación, la zoospora así formada escapa por ruptura de la célula 
o esporangio que la contenía; 

La reproducción .sexual o fecundación es la primera que se ha 
observado en las algas. En el filamento en que están situadas* ciertas 
células se diferencian cu oogonios y otras en anteridios, En los oogo* 
nioB hinchados, el contenido se contrae y redondea para dar una oosfera 
o gameto hembra. En loa anteridios se forma un anterozoide de coro¬ 
na ciliada muy parecida, aunque de menor tamaño, a las zoosporas 
precedentes. Después de la liberación de los anterozoides y el agrieta* 
miento del pico del oogonio se produce la fecundación, que es abierta¬ 
mente Aef erdgama* como la de ia vane herí a. 


Mesocarpio.—-Los filamento!? de i mesocarpio T alga de agua dulce, 
están tabicados* pero jamás ramificados. La reproducción es siempre 
sexual t isógama. Dos células pertenecientes a dos filamentos vecinos se 
envían mutuamente dos pequeñas prolongaciones mediante las cuales 
terminan por unirse y comunicar. Entonces* los dos contenidos celulares 


Hr h iliiii'i ii imo lutria él olio V Hé unen 

,i u ni v. í 111 ni., ni- ule 'ii ....I del puente 

t n i en f b i la r, Ahí ' oí mi tí ti ye el ovillo, 
que m ! tíllala v «e rodea ib una tiicm* 
111 i itii El iMOllfin tú rll» un tu pió viene de 
tiii'. p k Ij1 1 11 ¡i [m ir | r .i 11111 mí gii do e n h me- 

| jiii ;|Mo|i [oídla 1 un .. mu, V II 

éf r» 1 111, i ■ k i 111 u o i \ e| r i i u i n t I n o >ma 

I r ,i yet I o ¡ M l.i * u n - oí < *i i ■ 

LsplruKir n 1N»■ . - -r i i| de 

, ,i ii ih ,i alf'.i r| ue . > 11 1 • 4H.I ■ ■ bu ti t\ n I r 

'irjur j u n ie id oh 4 i 11 i rpi i Aquí, i I pneiMe 

i]ll i 11 elldíl i i r e 1 1 11 ' ' i.rio giMio- 

lo móvil, qur Va a n noli ir "ni <t| 111 Jr 
permanece m móvil I'■ i giiinéln nuo'il rs 
M 41111 ■ 1 41 o nutt'ho y el uurnivd /om/oo l.u 
fecundación es heft'róftttt mu ■« rpd' mu -, 

10 tubléll, qUe los gamelio^ t omo » n • I ni “tu 

precedente* no pasan jamó* al medio ex 
tenor. En las espi rugirás no hay antrro 
/obles libres como rn las va u che mu o en 
las ocdtigonias* 

La espirngira debe su nombro a bt lor 
mu tan particular de su cloroplastO, seme¬ 
jante u mía cinta enrollada contra la pa¬ 
red interna de las células, a la manera de 
un serpentín. 



Kspirogírus en conjuga¬ 
ción : Fusión de dos 
células semejantes con 
germinación de las cé¬ 
lulas y óvulo formado 


Orden de las feofteeas 


Las ¡refieras (del griego phuios, pardo, y phyrrts, alga) son las algas 
pardas i cuya clorofila está tnás o menos cubierta por un pigmento par¬ 
do soluble en td agua, llamado {¡cafe i na. Así cuino cale pigmento está 
disuelto en el jugo celular, la clorofila está canten ida en los cloro plas¬ 
tas, El talo es un con junio de filamentos siempre tabicados y ramifi¬ 
cados, muy ligadas entre si, hasta el punto de constituir láminas ti ór¬ 
ganos macizos que pueden parecer ralees, tallos y hojas. Sin embargo, 
mi hay tejidos diferenciados ni, con mayor motivo, vasos conductores 
de la savia. 

La reproducción tiene lugar por espinas o por óvulos que a veces 
a [terna n re gula r me rite. 

Bajo el mimbre de dial orneas es necesario considerar aparte ciertas 
algas pardas* microscópicas y unicelulares, Entre las demás, estudiare¬ 
mos los jucos y fas laminarías . 

Diatónicas. ■— Las diatónicas viven en el agua dulce y en el mar* 
en el que forman una gran parte de los microorganismos flotantes* cuyo 
conjunto ha recibido el nombre de plancton. Su célula única posee un 
caparazón o frústulo Hullero que tiene la forma de una caja con tapa. Si 
tratamos las diutumeug 
con un ácido, *dmrrvale¬ 
rnos que se disuelve to¬ 
do mi cuerpo* salvo el 
caparazón* cuya fon i na 
y ornamentación distin¬ 
guiremos mejor, Hay 
mi lia ras de especies de 
d i a i u m ras sumamente 
bellas y dignas de ins¬ 
pirar a los artistas. Des¬ 
pués de m muerte, estas 
a I gas m ic roscó picas cae n 
al fondo del agua* en 
donde los caparazones 
acumulados originan los 
barros silícicos (burro 
de diato meas de los ma¬ 
res fríos* trtpüH lacus¬ 
tre o sílice pulverulen¬ 
ta, 1 Limada harina fósil). 

Las diatónicas se reproducen por d¿visión de su núcleo y de su pro- 
toplasma. Cada una de las células bijas se lleva la mitad del capara¬ 
zón* ía cual 1 c sirve de lapa mientras reconstruye fit nueva caja. Tero 
se comprueba que el tamaño de las d hit omeas disminuye así de gene¬ 
ración en generación T por lu que es necesario que de vez en cuando 
se produzca un retorno al tamaño inicial. Esto lo logra la auxosporu. 
Una auxospora es todo el contenido <1 e una diatónica que escapa de su 
caparazón y que se agranda antes de reconstituirse otra. Las auxospu- 
ras pueden también fusionarse y dar huevos por íko gumía. 

FUCOS. — El fuco , también llamado ova o varec, abunda en las 
costas rocosas* donde cubre las rocas que la bajamar deja descubier¬ 
tas cada tlía. Esta formado de láminas de un amarillo verdoso* dividi¬ 
das por bifurcaciones sucesivas (dicotomía), y posee una especie de ner¬ 
vadura central con flotadores llenos de nitrógeno que le permiten mante¬ 
nerse enhiesto en el agua. El fuco se fija a las rocas por medio de fila¬ 
mentos llamados rizoides. 

Esta planta se reproduce únicamente por óvtilos resultantes de una 
fecundación heterógama. Pero Hay que distinguir, ante todo, las espe¬ 
cies monoicas* futras plutycarpus , de talo a la vez macho y hembra de 



Reproducción del fuco: A. oosferas 
en su envoltorio; B, oosfera libre, 
rodeada de anterozoides; C, pelos con 
«nter¡dios a 
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Diferentes clases «le di nlomeiiK marinas (Microfot, C . Bilte) 



las especies dioicas» cerní * el Facas vesiculasus, a sargazo vejíguno, cuyo 
talo es laminen macho y hembra, pero uo a] mismo tiempo, Monoico 
significa “tfe una sola morada**, mientras que dioico quiere decir “de dos 
moradas*', Le» que en este caso significa tl de dos talos". 

Además, cualquiera que sea la especie de fucos considerada, los 
órganos reproductores son Jos misinos y se encuentran contenidos en el 

interior de vejigas fértiles que 
en primavera terminan las 
ultimas ramas. En la superfi¬ 
cie de la vejiga se muestran 
diminutas verrugas del tama¬ 
ño de la cabeza de un alfiler, 
llamadas conceptúenlas. Los 
hay machos y hembras, que 
contienen, unos, masas fie ttti- 
trridios machos entrelazados 
con pelos estériles, y otros, 
oogoníos, macizos igualmente, 
mezclados con [irlos estériles 
que los protegen. Por a na lo¬ 
gia con lo que ocurre con las 
algas verdes, podernos dedu¬ 
car que los arder ¡di os produ¬ 
cen gametos machos o anftro¬ 
coides provistos de dos pesta¬ 
ñas vibrátiles, Del mismo 
modo, los oogonios engendran 
ocho gametos hembras u nos- 
Duval- fe ras redondeadas e inmóviles. 

A su madurez, las oosferas 
y los unicrofeoides quedan en 


Conceptúe id o del fuco (Fot. 

Eymonnvt) 


libertad y la leen miar i ón tiene lugar en el agua del mar. Puede tam¬ 


bién observarse fácilmente in miro mediante 


lus siguientes operaciones: 


a) Se recoge el contenido de los receptáculos machos y se mezcla 
en un crista! de reloj ron un poco de agua de mar. El líquido así oh* 
tenido es de color anaranjado y contiene millares de anterozoides; 

b) Se recoge de la misma forma, en oiro cristal de reloj, el contenido 
do lns receptáculos hembras. El segundo líquido obtenido es verdoso y 
contiene centenares de oosferas; 

c) Se ponen en presencia una gota del primer líquido y otra del se¬ 
gundo y se observan al microscopio. 

Entonces puede verse los unte roso bles reunirse alrededor de las oosfe¬ 
ras y girar muy deprisa: ésto es la que se llama “danza de los game¬ 
tos'*» Después, im elemento mucho privilegiado penetra en la oosfera 
y la fecunda. De esla acción resulta un ómilo que se rodea de una 
espesa cáscara protectora* 


Laminarias.— Los lucos habitan la zona litoral que la marca 
baja deja descubierta dos veces al día» Dn poco más profundamente, 
íuera de la zona de las marcas, existen otras algas pardas, las lamina - 
rias, que alcanzan varios metros de longitud. En los mares fríos, las 
algas pardas f Macrocystis, Nerrocystis) tienen 100 ó 200 mclros de 
desarrollo tola!. Estas plantas están sujetas a] fondo y se alzan en el 
agua gradas a una serie de flotadores. No obstante, hay que señalar 
que algunas de estas algas, los sargazos , pueden también formar espe¬ 
suras en pleno mar (mar de los Sargazos), sin Jijarse jamás. 

La reproducción de los sargazos es conocida desde hace relativamen¬ 
te pocos anos y ofrece el curioso fenómeno de una alternancia esporo* 
gamctofiiivu con extrema reducción del gametofíto. 

Sobre las láminas de las laminarias se forman en primavera mato 
chas obscuras que son otros tantos grupos de esporangios machos mez¬ 
clados de pelos estériles* Cada esporangio produce un gran número de 
¿oosporas de dos cilios vibrátiles. Ahora bien, estas zoosporas, en lugar 
de volver a dar inmediatamente una nueva laminaria, dan unas un 
pequeño talo o protído macho, y otras un protalo hembra. Cada protalo 
es microscópico y se reduce a varias células, de las cuales algunas 
son fértiles. Sobre los protalos machos aparecen anteridios que produ¬ 
cen un solo anterozoide; sobre los protalos hembras so constituye un 
solo ooManió con una sola oosfera. La fecundación heterógama engendra 
un óvulo, del que procederá ulteriormente una nueva laminaria. 


El desarrollo completo se resume de la forma siguiente: 


Gtmetojito o jase haploide 
(Células de n cromosomas) 


Esporofita o fase diploi- 
de (células de 2 n cro¬ 
mosomas) 


r* íspiará—*■ 
■+ esputa—#* 


protale antoridio 

protalo p —<► ooíonió 


aoter ozo id ii 

fiQütnM 


\ = 


1 


tnj&vo*qam mafia -► escolan c> 


Como se ve, el espóndilo supera infinitamente en tamaño al gume* 
lofito. El paso de uno a otro, de ht fase diploidc a la haploide, nece¬ 
sita* como de ordinario, una reducción cromática-, que se cumple aquí 
en el momento de la formación tic las esporas. 


Orden de las j‘odoficeas 


Las rodafíeeas, (del griego rhodeas, rosa, y phycns, alga) son tam¬ 
bién llamadas florídeas y al pus rojas. Estas algas viven casi exclusiva- 
mente cu el mar, hasta una profundidad de 200 metros, y su talo 
presenta los más diversos aspectos: filamentoso, laminar o macizo, y 
en las cal ¡ceas está impregnado frecuentemente de carbonato de cal¬ 
cio (COgCa). 

La reproducción de las rodo fincas da lugar a una alternancia espo- 
rogametof itira con predominio del gametofUo. 

Nemalión. El tipo de las algas rojas es el ttemolión, así llamado 
(del griego nema, filamento) a causa de su forma filamentosa. Los 
órganos machos o anteridios están ágrupados en ramos en las extre¬ 
midades de ciertas ramificaciones y producen cada uno un solo ante* 
rozoide* que, desprovisto de todo órgano locomotor, se deja arrastrar 
pasivamente por el agua. Puede así llegar a un órgano femenino u 
oogonio que se encuentra en la extremidad Je otra ramificación. El 
oogonio no es un órgano esférico como en las algas precedentes, sino 
una célula alargada en forma de botella, con vientre y cuello t Humado 
éste tricó gina. En <d interior de esta célula se encuentra, una oosfera 
que, fecundada en el vientre mismo por un ante roznido, se convierte 
en zigoto. 

Después de esta fecundación heterógama, la iricógina se marchita y 
desaparece. Al mismo tiempo, el huevo germina por toda su superficie 
y produce una especie de matorral filamentoso que no deja de tener 
una analogía, por su origen y modo de formación, con un pentodo de 
pezizjt. Ln este caso se le da el nombre de carpogonio, l as células 
exlernas de este aparato reproductor funcionan como esporangios y 
catla una produce una espora capaz de reproducir un nuevo nemalión. 

Así, el desarrollo completo de este alga comprende las lases 
siguiente*: 

Gamtiúfito o fase haplvidc Esporofita o fase díplolde 

(células de n cromosomas) (células de 2 n cromosomas) 


es 

t 

^ anlerldlo —► arfierozoicte 

poia-v nemalioii 

oflgDiúo ——► oosfera 




'¡hueva-* e:arpoflooio -* espo-rnopj»| 




i. 


Este desarrollo permite hacer las observaciones siguientes: 

l" El gametofito, que es el ncmalión, supera ampliamente por su 
tamaño al esporofito; 

2 * El esporofito o carpogomo se desarrolla y vive parasitariamente 
sobre el gumotolito. 

Debido u esos dos caracteres esenciales, las algas rojas tienen paren* 
te seo con los musgos, que estudiaremos más adelante. Por el contrario, 
so diferencian profundamente de las laminarias, en las que el micros* 
ClipÍCO es ri gaitietofito. 
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I Ml|lliK» ti ti i«s algas.— l rl Alga* alimenticias* Los putdilns de 

I M' ni.¡mu iihm ) i hitos íi liase ríe algas. Las algas rojas, en purtiru- 

i ■ | o 111 11 c> p 11 . i ii J-i tfrl.a&tt o agar-agar, que sirve para cuajar las confita 

i i )a i remos, En bacteriología, los caldos gelosas ronnirrni con 
¡ jrrl.i11mifio-i ¡’iim el ganado, se lia preconizado el empleo de exime- 

I I i*i >1* 1 1■ . en subst it lición fie la avena; 

Utu*'' industriales, De las algas pardas (varee o furo vejigoso y bi 

" .ni í s¡ extraen H yodo y el bromo, La gelosa de las oigas rojas sv 

mili/a para el apresto ele tejidos y papeles; 

itxn\ ero ¡finidas vn la agricultura* El varee si recoge en la cosías 

i... ti 1 raneta) y se emplea como abono, Eslus algas se tu il i/tui 

a 11 .. para el abono de terrenos silíceos. 


Clase de los liqúenes 

I Di rile toros generales. —-Para terminar el estudio de las Laloíi- 
m , nos queil au por decir unas palabras sobre los liqttenes í que son aso- 
.mes o simbiosis (del griego sun T juntos, y frías. vida) de algas y 

l'HOt ftlIN, 

los liqúenes tienen una resistencia especial y son los vegetales mus 
mi ticos. Estas eriplóganuis crecen en todas partes, incluso en las regio- 
oi pida ira, donde constituyen la sola alimentación vegetal de los indi- 
jo 11 • i ■* y su ganado (renos), Los liqúenes -son las primeras plantas que 
i n j i i eren, transportadas por el aire, sobre una l ierra virgen. Los hay 

■ n el Huelo., en las rocas, en los muros viejos, en Jos troncos, etc, 

Ifiitne. liqúenes se desarrollan sobre el cristal y destruyen, por ejem¬ 
plo, vidrie rus de las iglesias, 

I I lulo de los liqúenes puede ser foliáceo, ramificado, incrustado o 
gi l limoso, pi'rn ^e compone en todo caso de dos parles: 

1* lus filfas o 1]lamentos micéliros entrelazados del hongo, que es de 
"iilumiu un a.seomiceto; 

2" Los conidios o cédulas verdes dd alga, generalmente vecinas de 
lo pfíil ueoccis. 

No lia y ninguna relación de continuidad entre los li lamen los y las 
< ' lulas verdes. Estas se lia lían simplemente presas en la red mire lia i y 

■ i hunda n más en la rara superior expuesta a la luz que sobre la otra, 
generalmente fulla t\r sol. 

Reproducción do los llcfuonos* lia y que distinguir la re pro¬ 
ducción del alga, la del Intrigo y la de la asociación alga-hongo. 

El alga verde se reproduce por división de sus células. 

El hongo se reproduce por perded os en forma de copas fijados por 
-o cara convexa al talo y con la cóncava vuelta hacia el exterior* que 
reciben el nombre de aputedos. El hlinenio ele estos perileeio* está for¬ 
mado de ascos y de parálisis. A continuación veremos m que se con- 
vierten las ascospunts, 

LI liquen se reproduce en totalidad por esquejes n soredios, cor¬ 
púsculos redondos y verdes, que forman una especie de depósito pul¬ 
verulento en la superficie del tu lo, Estos soredios están constituidos por 
ntm red de filamentos enlazados con ciertos gomólos. 



Organización de los liqúenes; A* Sección de un liquen: a* 
asea y uscospuras ; v t pnrúílsis; f, ílbimentns del hongo ro¬ 
dead os par las cédulas de algas ; H. Síntesis tlr un liquen: 
a, células del alga; b, íllnnlentos prensiles ; r T d f filamentos 
buscadores de los cultivos de HnniiLer 


Análisis y síntesis de los liqúenes. — Desde 1866, varios bota 
nicas han intentado hacer vivir separadamente las algas de los hongos 
de que se compone el liquen y reunirlos nuevamente después, lo cual 
equivale n un análisis seguido de una síntesis dd liquen. <L Bonnier lo 
logró completamente en J88*J, gracias a : 

L" Un cultivo puro, en un medio pura mente mineral, de Pr al ococcus 
vi riáis recogidos en una estación del año en Lu que jamás crecen lí- 
¡j uenes; 

2" En un medio mineral y g Incuso, obtención de un cultivo puro de 
hongo, a partir de ascosporas recogidas en un prritecio de liquen, des¬ 
pués de verificar con el microscopio ía pureza de esas esporas; 


3“ Siembra si mu báñela d 
esterilizada, en d cultiva 

En esas eondicioiics, se 
células tic lus ulgus, a Jas 
lo cual se reconstituye d 


e un i rozo h 1 1 s corteza de árbol, d duda mente 
puro de alga y d cultivo puro de bongo. 

ve los fila mentas módicos dirigirse hacia las 
que rodean con sus ramificaciones, gracias a 
I aquén. 


Antes de terminar, preguntémonos en qué puede ser útil la simbio¬ 
sis a uno y otro de los asociados. El hongo protege d alga y retiene a 
su alrededor la humedad que le es necesaria. La función del hongo es 
mecánica y física. El alga, por su función clorofílica* elabora hidratos 
ilc carbono, de los que se alimenta d hongo: lu acción del alga es 

qui mica. 


Tipo de las briofitas 


Clase de las hepáticas. — Clase de los musgos; Aparato vegetativo, órganos machos, órganos hembras, órganos 

esporf fe ros. Alternancia de generaciones 


Las briofitas (del griego brytm* musgo, y pfiytan, planta) son tam¬ 
bién llamadas muscineas y constituyen el segundo tipo de las plantas 
celulares, es decir, no tienen verdaderos tejidos y les faltan, en par¬ 
ticular, ios vasos conductores de la savia. 

Las briofitas poseen, sin embargo, una organización algo más elevada 
que la de las lulofitas y su aparato vegetativo ofrece todos los grados 
de la evolución entre un Calo Km rudimentario como el de las algas 
y los tallos foliáceos de las plantas superiores. 

Desde el punte» de vista de la nutrición, las briofitas son todas plan- 
las con clorofila y, por consiguiente, uututrofas^ cuya reproducción es 
una alternancia esporagametafítiea cotí predominio del gametofita, como 
m las algas rojas. 



Las briofitas se dividen en dos clases 
ieas y musgos) que, por otra parte. 


i x-: lil 


K 




no son tan disi i ritas entre 
gos de las algas. 


sí como los bou. 


Clase de las 
hepáticas 


Marchantía : 
H, hembra 
con la íol. 


A, macho 

(C 

siguiente) 


Estas son las briofitas inferiores, cuyo 
aparato vegetativo es un Calo laminar, ape¬ 
nas más evolucionado que el de las algas 
(Compútese pardas. En las marchantías esc aparato 
m guien cj eBt ¿ constituido por una lámina verde ra¬ 
mificada por dicotomías sucesivas. Pero, 
examinando con el microscopio un corte vertical del talo, se ve que éste 
presenta una diferenciación notable: cada una de sus caras está cubier¬ 
ta por una capa de células o epidermis incolora, La epidermis inferior 



Marchanliu (Fot. /í, - //, Noaillvs) 
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BOTÁNICA 


(lene r\rotutj\ piotci loi'ji.M y rizoides o pelos ühxiuhctitcH ipir 
jiHh iKin rn ' I uehu I t epoh mus superior rtibre un conpiuto 
cíe cómalas respit atoruts rom I midales, a las que tía acceso | mj . 
pequeños r k 11 1 1 cios, l'!i) e] fondo de l is rama ras rrsjii ra lorias 
(comparables a las estomas de las plantas supanuros) se eneueip 
Irán frondosidades de célalas clorofílicas* Entre las dos epider- 
mis se extiende un tejido flojo y lleno de agua. 

Constituido asi el talo de las marchantías se completa en t ] 
momento de la reproducción con órganos en forma de eotnhre» 
ros* linos, los muchos, tienen el borde Johulado y presentan en 
su cura superior anteridios que producen tínterozoidex* 0|ms 
hembra*^ tienen un contorno pro f o mí a mente recortado y j, re . 
seotao, en su cara inferior, arquegonioS) cada tino de tos rindes 
cotí tiene una oosfera. La f ce Nodación tiene lugar después de 
una lluvia, que permite a los anterozoides nadar hasta su t < n - 
etientro con las oosferas. Más larde, los óvulos se desarrollan en 
esporogonios que viven parasitariamente sobre los sombreros de 
las hembras, Enjálmente, las esporas salidas de los esporogonios 
reproducen una nueva hepática. 

Clase de los musgos 

Los musgos son algo mas elevados en organización qur | ÜS 
he pul icas y su apa rato vegetal ivo comprende una especie de 
talo sobre el que se erigen tallos foliúe.em que sostienen a su 
vez Jos órganos reproductores. El propio esporogonio de los mus¬ 
gos es imis complicado que el de las hepáticas. 

Aparato vegetativo. - Adherido al suelo, a un muro viejo 
o a un tronco de árbol existe al principio un manojo de 
mentes ramificados y divididos por tabiques, algunos de los cua¬ 
les se hincan veriL alíñenle y constituyen rizoides o pelos absor¬ 
be otes, Esta fiarle del musgo es su protonemn (del griego prntm, 
primero, y nema, fi lamento), y si parece extraordinaria tinque 
<d talo de un alga verde. 

Sobre este profonema apa recen ulteriormente tallos f OÍ idéeos 

Los tallos son órganos cilindricos que, examinados con el rn [. 
e rosen pió, se ven constituidos de una corteza y una medula* K t , 
la extremidad de) tullo se encuentra una célula inicial tetraé- 
ddea que ba engendrarlo lodo el órgano con sus divisiones 
sucesivas. Las hojas están compuestas de una sola capa ,j r 
células, salvo en el eje, donde existe una especie de nermalura 
formada por un gran número de células muy pequeñas. 


VA fínchala mu ralis, musgo de los paredes, de los rocas, de 
los tejados ; la cápsula sllbciI ¡mírica es sostenido por un 
pedicelo rojo (Fot. /f. - Xouillcs) 



Órganos machos. ~ En la parte extrema de ciertos mllos 
eeos se constituyen órganos machos o anteridios en forma de nuc/.u ! 
base es un pedículo formado de algunas hileras de célula* n 

os urtii masa redonda que 
comprende una pared y 
anter moides « glime t os 
machos en forma ríe pe- 
quenas comas terminad as 
en su punta por dos lar- 
tt<is cilios vibrátiles. Los 
anteridios maduros se 
abren en la parte supe¬ 
rior y dejan escapar los 
anicrozo bles. 

órganos hembras. 

— Los mismos tallos fo- 
Iiáceoa precedentes, u otros 

llevados o no por d pro* 
ttmema, forman en la cus- 
pide órganos hembras o 

arque junios j e 

botella. Los arquegonios 
recuerdan por su forma 
externa los oogonio* de 
las algus rojas, p Cro son 
órganos mucho más com- 
piejos. La pared de estos 
órganos reproductores está 
formada de tina o varias 
capas lie células. En cuan¬ 
to al cuello, 3e halla po¬ 
blado por numerosas cé¬ 
lulas especiales que ¡ ue . 

Varias especies de musgos («, b, e, e< ’ degeneran en tapón 
g, j) : Cápsulas nuevas con su colín mucdaginoso y pegajoso- 
(t\ h f k) i Cápsulas maduras que mués- En el fondo de la botella 
tran su perlstomo (d, f t L l) se encuentra uníl oosfera 

o gameto hembra. 

Los anteruzoides puestos en libertad llegan a las proximidades del 
arquegonio, atraídos por una substancia azucarada que se encuentra en 
el tapón mucilaginoso del cuello* Así es como se efectúa la fecundación 

órganos esporfferos. — El óvulo se rodea de una ihembrana ce¬ 
lulósica y luego se desarrolla inmediatamente en un nuevo órgano td 
esporogonio, qur vive parasitariamente en la punta del tallo foliáceo que 
ie ba dado nacimiento* 



El esporogonio es un órgano complicado, incluso más complicado, rn 
ciertos aspectos* que el musgo del cual proviene* El esporogonio com¬ 
prende una larga seda basilar y lina cápsula superior vejigosa en la que 
se distingue con el microscopio; ai una epidermis externa; b\ un 
tejido con abundantes lagunas; e) una capa tic células destinadas a 
producir esporas; di un eje o col órnela* 

En la extremidad del esporogonio se encuentran embutirlos unos en 
útroS; a) una CttUptra cónica que es el resto del arquegonio levantado 
por el desarrollo del esporogonio; b) un opérenlo redondeado; c) un 
perístorno formado por una corona <lr dientes puntiagudos. 

Las células madres de las esporas se dividen varias veces sucesivas 
para ciar las esporas propiamente dichas, que nacen de cuatro cu cua¬ 
tro o, como también se dice, por tetradas, 

AJ llegar al estado de madure/, la ealiptra y el opérenlo caen y los 
dientes del per ist orno se separan para dejar paso a las esporas* Estas, al 
germinar, reproducen nuevos proloneinas y nuevos musgos. 


Alternancia de generaciones, l 4>s musgos se componen de dos 

generaciones sucesivas: 

l u Una generación sexual o gameto! ¿ta, que es el musgo propiamente 
dicho, Esta generación comienza en la espora y termina en los game¬ 
tos* Todas esas células tienen un nfideo de n cromosomas. Gametoíito 
es, pues, sinónimo fie fase haploide; 

2 a Una generación asexual o esporofita, que aquí se llama esporogo¬ 
nio, pero que corresponde al per i tocio fie los usa macelos* al sómbrenlo 
de los basidimnieetos, al eurpogonm de las algas rojas, ele, Esta gene¬ 
ración comienza en el óvulo y termina en las esporas* Tudas esas célu¬ 
las tienen un núcleo de 2 /; cromosomas^ lo que hace que esporofita sea 
sinónimo de fase haploide. 

El paso de una a otra fase exige una reducción croma tica y una du¬ 
plicación cromática. La reducción se efectúa en el momento de la for¬ 
mación de 'as esporas por tetradas. De las dos cariooinesis necesarias 
para esta formación, la primera no implica división longitudinal de Jos 
cromosomas (variocinesis reductor a). La segunda es normal. En cuanto 
a la duplicación cromática, ésta resulta de la unión de los gametos 
(fecundación). 

En resumen: 


Gameto fita o fase haploide 


Esporofita o ¡ase diploidc 


nspara—- m-uijjü 


íintcriUfo 


¡mitir£ünin 


.inlet D/uíde 


uoslera 


huevo 

A 


flüporoKonio 






Como en la# algas rojas, el gameta} ita predomina ampliamente sobre 
el esporofito, y éste es parásito de aquél. 





















Plantas vasculares 


I oilrr. los veget¡litis estudiados hasta ahora pertenecen al ubirmu de 
I., ¡titiritan ni rilares, lodo el organismo de estas plantas m* compone* 
lir friólas poco diferenciadas unas de otras, La savia no vm romlu 
fd.i a i oí i u s fus partes de la planta por vasos id cu tífica ble». Muy dife 
iriih rn la condición de las plantas vasculares , que Uejim verdaderos 
' apatías (raíces, tallos, hojas) y verdaderos ¿ejidos, entre los malcti 
ín'oru en primer lugar un tejido conductor o vascular. 


Las plantas vasculares constituyen el segundo subreino del reino ve* 
gota! y se dividen a su vez en dos tipos: 

l u Las pteridofUas o cripta gamas vasculares* que comprenden los he¬ 
léchos, las colas fio cu lia lio y los licopodios» 

2 a Las espermatofitm o fanerógamas, que comprenden las gimnoKper- 
mas y las angiospermas. 

Antes de entraren el estudio de esos «los tipos» importa definir y des- 
cribir los principales tejidos ti<' los carnet brigán. 




Definición de ios tejidos. Epidermis, Corcho o súber* Lnrénquircm, Células seerelorlns 
cretonas* Células laticíferas, Hedes laticíferas* Bolsas y en mi lea secretorios : Bolsas 
cretorios. Tejidos de sostén: Colénquiina, EselerénquDun. Fibras textiles» Madera: V 

perfectos, Líber 


, B|ddermis y petos sc- 
secretor i as* Canilles so¬ 
nsos imiierfecios. Vasos 


Definición de tos tejidos. — lina célula de planta celular es capaz 
de cumplir (odas las funciones de su existenriu. Por lo menos, teóriea- 
ui'-jiif\ esu célula no depende de ninguna «tira y puede ser separada del 
i mi junto sin daño aprecia ble. Uñ pedazo de micelio, por ejemplo, sigue 
viviendo y creciendo después de ser desprendido del hongo al cual 
pertenecía v incluso es capaz de reconstruir uno nuevo. Una sola célula 
*bd micelio posee la misma propiedad de regeneración* No es ése el 
riño de las plantas superiores, ni que cada célula está diferenciada con 
velas a una función determinada* Hay células de sostén, protectoras, 
M'íqiiralorias, etc. Del mismo modo que los obreros de una fábrica 
moderna, rada célula cumple una sola función, siempre la misma. Este 
f« nónteno, que no es especial de los vegetales, recibe el nombre de 
división del trabajo fisiológico y tiene el inconveniente de la extrema 
dependencia que establece entre las células o sea: una categoría de 



Mi ero fotografía de tina sección de lio ja que muestra un estoma 
y su enmara estomática ( Fot. Claire) 


células especializadas no puede morir sin acarrear la muerte de las 
flemas y, recíprocamente, la muerte de tas células no especializadas 
implica la de las especializadas. 

Se llama tejida a un conjunto de células que tienen la misma 
forma* idéntica estructura e igual función. 

El tejido fundamental es el rneristema o tejido embrionario, cuyas 
células, muy vivas, poliédricas,, cumplen a la vez Inflas las funciones. 
Este tejido se encuentra en el extremo superior de 3a raíz y riel tallo 
en vías de crecimiento» De él derivan t«jdos los demás tejidos por dife¬ 
renciación y especial izar ión, los cuales pueden ser clasificados como 
indica el siguiente cuadro: 


Tejidos de protección ... . 

Tejido asimilador y de reserva 

Tejidos secretorios .* ... 

Tejidos de sostén *.... *..j 

Tejidos conductores.. „.í ¥& era t < mi frtn) 

\ Ltber (vivo) 


i Epidermis (viva) 

J Corcho o súber 
■ (muerto) 

Paren q tti mo (vivo) 

Cé tal as ser re t o ti as 
{ vivas) 

Canales se ere torios 
(vivos) 

Colénqaima (vivo) 
Esclerén quima 
(muerto) 


Epidermis* — Este tejido de protección se encuentra en la super¬ 
ficie del tallo nuevo y de las hojas y está formado de una sola 
capa de células aplanadas y desprovistas de clorofila. En términos zoo- 
lógicos, podría decirse: epitelio simple* 

La superficie externa está cubierta de entina, substancia impermea¬ 
ble, de la naturaleza de las grasas, cuya fórmula es Cg HjqO. La entina 
resulla de la transformación (cutinizacion) de la celulosa que forma la 
pared exterior de las células epidérmicas. En cieñas hojas (acebo y 
yei Ira) es muy espesa y puede ser separada perfectamente con la punía 
de un cortaplumas, en cuyo caso se dice que forma cutícula en la 
superficie de la hoja, A veces, la cutícula es reemplazada por cera. 
La epidermis puede estar también impregnada de caliza (COgUa) o de 


sílice (SiOa), 

La epidermis esta frecuentemente cubierta de pelos (hojas lanosas) 
o de aguijones (tallo de! rosal). Los pelos pueden ser unicelulares o 
pluricelulares; de ellos veremos varios ejemplos al tratar de las célu¬ 
las secretorias. El algodón 4*slá formado por los pelos que cubren los 
frutos de] algodonero. 

La epidermis no es sólo protectora, sino respiratoria* En efecto. La 
epidermis es una membrana con pequeños orificios, los ostíolos (del 
lat» ostium, puerta)* que dan acceso a cavidades o cámaras estomáticas 
del tejido subyacente, Cada ostíolo está limitado por dos células esto¬ 
máticas en forma de alubia que contienen clorofila. Éstas son las únicas 
células verdes de la epidermis. El conjunto de un ostíolu, de sus dos 
células colindantes > de una cámara estomática recibe el nombre de 
estoma («id griego stoma. boca). Al estudiar la hoja veremos que hay 
estomas aeríferas y estomas «chí/cms, 

Corcho O súber. — Ésta es una formación secundaria que aparece 
en las raíces y tallos viejos. La formación del corcho va acompañada 
de la caída de la epidermis. 

El corcho comprende varias capas de células muertas, aplanadas y 
dispuestas regularmente en filas raíl ia Íes* El núcleo y el prot o plasma 
de fas células lian desaparecido y son reemplaza ti os por aíre* Además, 
la pared de las células está impregnada ele tina substancia imper¬ 
meable llamada sitbtrina. 

Igual que la cülina, a 
la cual se parece, Ja sube- 
riña proviene de tina alte¬ 
ración de la celulosa (sa¬ 
ber ¿ficaeión), 

EJ corcho es protector: 

a) Contra la humedad; 

b) Contra las variacio¬ 
nes de la temperatura. En 
este aspecto, las células 
llenas de aíre pueden 
compararse a los ladrillos 

huecos empleados en la ^ 

construcción de edificios* El aire, por su mala conductibilidad* actúa 
como aislante contra el frío y el calor. 


estoma 


lentejilla 
cjtírula 

epidermis 

rorthii 



capa 

Generadora del corcho 
"norte secuncterlii 


Funcionamiento de lu capa 
radora del corcho 


geno- 



Parénquima. — Este tejido, el más abundante de todos, es al mis¬ 
mo tiempo el menos diferente del tejido embrionario o rneristeina, y 
las células de que está formado son poliédricas, muy vivas, y tienen una 
pared de celulosa pura» Éstas contienen siempre mitocondrias, plastas 
y substancias de reserva. Además, los paren quimas expuestos a k luz 
encierran cloroplasios. En surtía, hay paren- 
quimas incoloras y verdes , éstos en el tallo 
y las hojas. 

Las células paren quima losas, primero 
apretadas unas contra otras, se separan 
cada vez más a medida que envejecen. 

Entre estas células se abren pequeños espa¬ 
cios intercelulares llamados meatos, y des¬ 
pués lagunas* grandes espacios equivalentes 
al volumen de varias células* Las cámaras 
estomáticas, de las que se lia hablado ya a 
propósito de la epidermis, son lagunas que 
comunican con el exterior. 

El parénquima tiene múltiples funciones: Parénquima 




















B OI A NIC A 



u ) i iFhiu (otjiíh I-i h |nloN f rs t \ n iiitf) de una respiración; 
h t A i iiiiuiín 11 H '.f i Víi ■ 

cj Guundo ci verde» tu* encurta de la función clorofílica. 


Células secretorias. Los tejidos acere torios son sumamente va- 
riacloH rn Ion vegetales. A vceca, el producto de secreción se acumula 
en c| interior dr las células, que son entonces secretorias* análogas 
a las células glandulares de ios animales, y pueden ser clasificadas según 
su forma y su distribución en la planta. 

Epidermis y pelos secretorios* — La esencia de rosa esta contenida 
rn las células epidérmicas de la superficie de los pétalos. En lu ortiga, 
los pelos urticantes son largas células puntiagudas que encierran ácido 
fórmico, y de ahí la característica comezón producida por simple con¬ 
tacto cuando rompemos estas puntas. Los pelos de esencia de las hojas 
de lavanda, por ejemplo, son pluricelulares» 

Células laticíferas. — El caucho producido por varios árboles y be* 
jucos de países calidos osla contenido cti grandes células muy alargadas 
y ramificadas llamadas células laticíferas (de látex, líquido lechoso, y 
/ero, yo llevo). Se conocen laticíferas que, comprendidas sus ramifica¬ 
ciones, alcanzan kilómetros de longitud. Éstas se extienden desde las 
ralees hasta las hojas de los grandes árboles y son las mayores cédu¬ 
las conocidas» 

El látex de las laticíferas es una emulsión o suspensión de pequeñas 
gotas y de corpúsculos extrema mente tenues pn los que se encuentran 
granos de ulinidrio. El látex puede coagularse. Además del cauri 10 , cita* 
remos el látex blanco de los euforbios, el látex amarillo de la celi¬ 
donia mayor, el látex de los morales, etc* 

Redes laticíferas, —- En ciertas plantas de la familia de las compues¬ 
tas (diente de león) existen hileras de células secretorias dispuestas en 
forma de red, A veces desaparecen los tabiques transversales y la red 
toma c! aspecto de una laticífera. 



Bolsas y canales secretorios.— Algunas veces, el producto de 
secreción sale de las células que lo han engendrado y se acumula en 
espacias intercelulares que son, según el caso, bolsas o canales. 

Bolsas secretorias. — El origen de una bolsa es 11 mi célula secre¬ 
toria, que se divide en 2, 4, 8, 16 células y así sucesivamente. Las 

células engendradas se 
apartan en el centro de 
la bolsa y delimitan un 
meato y luego una lagu¬ 
na en la que se acumu¬ 
la el producto de la se¬ 
creción. Éste es el caso 
de la esencia dr naranja 
y de limón. Cuando se 
examina una piel de na¬ 
ranja poi transparencia 
se ven irnos puntos cia¬ 
ron que no son otra cusa 
que las bolsas secreto¬ 
rias de este fruto* Una 
simple presión con los 
dedos hace estallar las 
brisas que contienen la 
esencia, saturada de áci¬ 
do cítrico. 

Canales secretorio*. 

— Supongamos que va¬ 
rias células secretorias. 
Mi ero fot ogrn fin de pelos rio ortiga (Fot* dispuestas en lila, se 
DiWü.l-EyiHoiUtet) portan como precede 10 


le mente: en lugar de 


ujiu cavidad esférica se produciría una cavidad cilindrica, es decir, 
jo que ocurre precisamente con las umbelíferas (zanahoria, cicuta, 
angélica), con un gran, número de compuestas (manzanilla y ajenjo) 
y con las coniferas (pino y abeto), plantas en que los canales tienen 
una doble pared y contienen resino* 


Tejidos de sostén* — Estos tejidos, que constituyen el esqueleto 
de las plantas, sólo se encuentran en los órganos que necesitan ser 
sostenidos. Dichos tejidos existen en el tallo, pero no en la raíz, y hay 
que distinguir entre ellos el colénquíma y el eseterénquima* 

Coico quima. — La* células que lo componen se alargan en forma de 
huso cuyas fibras pueden alcanzar de 10 a 15 milímetros de longitud. 
La pared de estos filamentos es extremada menté espesa, formada de 
celulosa pura y la cavidad, de la que generalmente han desaparecido 
el protoplasma y el núcleo, está reducida casi a la nada. Se encuentra 
tejido eolénquima en los tallos de las labiadas y en las venas de los 
tallos de las umbelíferas. 

Esclerénquima* <— Este tejido de sostén difiere del precedente por¬ 
que sus células tienen paredes de lignina (madera). La lignina es una 
substancia dura, quebradiza, derivada de la celulosa (lignificación), y 
su formula es CioHítOio» Lo que quiere decir que sólo puede existir 
en los órganos cuyo crecimiento ha terminado* Además, la lignina 
ahoga el contenido celular, que desaparece* En lugar del pmtoplasma 
y del núcleo subsiste un líquido que comunica con d de las células 
vecinas por numerosos canalículos* 

Las células csclerenq Liimosas son generalmente alargadas en forma 
de fibra, pero pueden también ser esféricas. Estas células constituyen 
las espinas de cierta.* plantas, las cáscaras y los huesos de los frutos, 
las "piedras* incluidas en las peras, las vainas rígidas de las ner¬ 
vaduras, etc* 


Fibra* irKtílei. Hay que considerar aparte las fibras del lino, del 
cáñamo, del nimio, del esparto, etc. Estas fibras tienen varios centíme¬ 
tros d^ longitud, están agrupadas en haces en los tallos, y bu pared, 
en vez de ser de I ígnita, está formada por una variedad de celulosa 
sumamente rejúntente. Dichas libras son ext raí das por enriamiento o 
fermentación, que destruye los tejidos intermediarios, sin por ello alte¬ 
rarlas. El copo es después transformado rn hilo y luego en tejido. 

Madera. — La madera o tejido leñoso es un tejido conductor tic lu 
savia bruta que sube desde las raíces hasta las hojas y sirve también, 
aunque secundari«mente* de tejido de sostén. Este es uno de los tejidos 
más abundantes en las raíces y en los tallos, En el interior de las 
flojas. La madera constituye una parte de las nervaduras. No obstante, 
hay que distinguir, como luego veremos, madera primaria y madera 
secundaria * 

En todos los casos» la madera está constituida por vasos leñosos agru¬ 
pados en haces Uñosas, 

Un vaso leñoso es una hilera de células muertas cuyos tabiques pue¬ 
den o no haber desaparecido. Si éstos subsisten, el vaso es imperfecto, 
debido a que ja savia encuentra obstáculos en su desplazamiento y debe 
franquear los tabiques por osmosis* Si los tabiques han desaparecido, 
el vaso es perfecto » 

Los vasos se mantienen abiertos, a pesar de la presión que soportan 
por parte de los demás tejidos, gracia.* a la lignificación parcial de 
hUs paredes* La lignina es esa substancia dura ya señalada a propósito 
{[el ese 1 eren quima. Según su modo de depósito, los vanos perfectos e 
imperfectos se dividen en varias categorías* 

Vasos Imperfectos, -—-1® Vasos an Modos * La lignina forma anillos 
dispuestos perpendicular u oblicuamente al eje. Éstos son los primeros 
vasos que aparecen en la raíz y en el tallo y son, en efecto, capaces 
de alargarse por separación de los anillos de la lignina; 

2** Vasos espirales. Los anillos son reemplazados por una espiral de 
lignina. Estos vasos aparecen después de los anillados y son menos 
capaces de alargarse; 

3 o Vasta are olados. Casi toda la pared es leñosa, salvo ciertas partes 
circulares y de pequeño tamaño en las que subsiste la celulosa* Esas 
partes celulósicas están protegidas exterior e interior tríente por un pe¬ 
que 1 ño reborde de lignina en forma de tronco de cono. El conjunto cons¬ 
tituye una areola . Los vasos a rodados son earaelcrísl icos de las gímnus- 
permas (pinos, abetos, etc,); 

4 o Vasos escalariformes, Estos vasos sólo existen en los heléchos, colas 
de caballo y licopodios, y se disitnguen de los precedentes por dos 
caracteres. Primero, por ser prismáticos en vez de cilindricos, y segun¬ 
do, porque la lignina dibuja sobre cada cara del prisma tina especie 
de escala (en latín seda K 

Vasos perfectos*— 1“ Vasos rayados, La ¡ígnita dibuja bandas trans¬ 
versales irregulares; 

2 Q Vasos rcticulados, El espesamiento leñoso toma una disposición 
irregular con aspecto de red; 

3 o Vasos puntuados. Como en t i caso de Ins vasos arcolados, la lignina 
lo ha invadido todo, salvo ciertos lugares circulares, pero ahora sin 
reborde protector, llamados puntuaciones* Los vasos puntuados son los 
mayores de todos y alcanzan medio milímetro de diámetro en ciertas 
plantas trepadoras (vid, calabaza, etc*)» 



Líber. — El líber o tejido liberiano es un tejido conductor de la savia 
{-laborada que, volviendo de las hojas, se dirige a los diversos órganos 
de la planta* El líber se encuentra en las raíces, en los tallos y en 
las nervaduras de las hojas» Sin detenernos por ahora en distinguir 
el líber primario del secundario, diremos que el líber está siempre 
constituido por vasos libe ríanos (tubos cribosos), agrupados vn haced* 
líos ti heríanos. 

Un vaso I iberia no es una sucesión de células alargada» que han per¬ 
manecido vivas, con las membranas transversales generalmente oblicuas 
y perforadas, por donde circula lentamente la savia en sentido des¬ 
cendente* La savia ocupa el centro de las células y rechaza el núcleo y 
el prot o plasma a la periferia* La pared de los tubos es de celulosa 
y su diámetro varia de 10 a 50 mieras. 














Tipo de las pteridofil as 


Clase de las filicíneas: Raíz. Tallo. Hojas, órganos esporíferos* Frótalo, órganos muchos, órganos hembras. 
Desarrollo del huevo. Comparación entre los heléchos y los musgos. — Clase de las equisetíneas: Aparato ve¬ 
getativo* órganos reproductores. — Clase de las licopodineas: Aparato vegetativo, órganos reproductores. Com¬ 
paración entre las selagilíelas y los musgos 


I r, pterulofitas (4el griego pteridos, helécho, y phyton, planta) son 

111 1 ii >11 Humadas criptógamas vasculares, Estas, son, cu efecto, cripló- 

i .. puesto que no dan flores y que, por consiguiente, su reprodtta- 

< mui i , nuifi ti menos disimulada, como la de las briolilas y tus talóle 

11 ) , Kn este aspecto. las pteridohtas son opuestas a las fanerógamas o 

plnNí.iK ■ iiperiiiros. (No obstante son plantas vasculares, puesto que tienen 
ti-fhltm y vasos* El aparato vegetativo de estas plantas comprende una 
r*n . un tallo y hojas y T como tienen clorofila, son autat rafas. La repm 

du i i mri de tas pteridohtas es una alternancia esporogmnetofítiea too 

pt c dominio del esporofita. 

Las pieridoíitas se dividen en tres clases: filicíneas, equisetíneas y 
/<i opod tríeos. 

Clase de las filicíneas 

La» filicíneas o heléchos tienen siempre grandes hojas, pero uw as* 
pecio muy diferente, según que su tallo sea subtemineo (rizoma) o 
,11 ico (estípite), En este caso, se dice que el helécho es arborescente, 
ii forma recuerda Ift de la palmera. 

Los heléchos abundan sobre todo en los países cálidos y húmedos, 
En las regiones templadas, esas filie incas habitan en la maleza y algu¬ 
nas son acuáticas. 

Raíz. — Este órgano subterráneo aparece aquí por primera vez en 
el reino vegetal, Un corte transversal de una raíz de helécho mucaliu, 

visto con el microscopio, 
los tejidos siguientes: 

a) Una corteza coyas 
células perifoneas, hacia 
En punta de la raíz, se 
alargara en pelos absor* 
bentes; 

ó) Un endodermo for 
mado de una capa de 
células en un marco de 
subcrina; 

c) Un per ¿ciclo forma* 
do de una o varias Cü* 
pas de células; 

d) Dos hacecillos libe- 
rianos o fascículos for* 
mados de tubos cribosos; 

e) Dos hacecillos lena* 
sos formados fie vaso» 
mi perfectos y, n o b r r 
t o d o . eseatarifor mes. 
Estos ¡lo» haeecillo» se 
tocan en el centro de la 

raíz y separan uno de otro los hacecillo» [iberia tíos. 

Conforme envejece la raiz, la» CcJuta» de la corteza se íignífiean y 
se transforman en un esclerénquima pardo que aumenta la resistencia 
del órgano. 

Eíi la punta de la raíz bc ve una célala inicial tet raid rica que, por 
so división en tabiques, ha engendrado todo el órgano, Las células pro- 
dmudas por su cara externa constituyen tina cofia protectora. 

Las ruin dilaciones o radicela» se forman a expensas de] endodermo. 



están circinadas o enrolladas en furnia de cayado. En un corte trans¬ 
versal se distinguen ¡as parLes siguientes de las hojas: 

o) Una epidei ñus superior y otra inferior, ambas provistas de esto¬ 
mas, que eiuil ieuen clorofila* Pero hay que señalar que este último 
carácter es muy raro en una epidermis y denota una existencia acu¿* 
tica ó un medio muy húmedo. Alientas, la pared externa no está culi- 
Iii'/mbi Le- lieqji•, ile los heléchos resisten mal la desecación; 
h) fJii ptirmtjitUfia verde situado entre bis dos epidermis; 
c) /V< vtWwffiv que son l.i pi oJongacióii de [as esleías del tallo, pero 
roya rst i ur| u j ,i m* limpbJira cada vez más basta Leí tu mar constituida 
¡Mil algunos vasos IrunsoH y Id m i u nos, 

(luda btq.i i'inr gnu'ias a una célula inicial tetraédricu , situada en 
su ápice 


Órganos tíSporfferos. El hefoeho es un esporofita. En la época 
de su reproducción vemos, en efecto, aparecer soros o grupos de espo¬ 
rangios en la enea infe¬ 


rior de las hojas. A ve* 
ces los esporangios están 


_ rS 



Abertura del 


esporangis 

cóma» 


a, hilada me 


d e s ti ti dos, pero otras 
están protegidos por una 
pequeña ni e m b r a na o 
¿ndusio que tiene ía for 
nía de un cestüfo o de 
un paraguas. 

Cada esporangio com¬ 
prende un pedículo for¬ 
mado de varias células con una parto vejigosa, que viene a tener el 
tamaño de una cabeza de alfiler y que, exn minado con i 1 niicroBcopfo, 
presenta la composición siguiente: 

fl) Una hilada externa de células que, siguiendo un meridiano del 
esporangio, tienen sus paredes internas y la l erales ti guiñeadas (vistas 
en sección, tienen la forma de una UL Esta primera hilada se llama 
mecánica, porque va a servir para abrir el espoiungió; 

b) Una segunda hilada de células llamadas nutricias porque vari a 
servir para la nutrición de las esporas; 

c) En el centro, una aglomeración de células fértiles o células madres 
de esporas, en numero de 16. 

Examinemos el mismo esporangio ti ti poco más desarrollado. Cada 
célula fértil ha producido cuatro esporas que forman una tetrada por 
lo que en lolal hay 64 esporas. La hilada nutricia ha desaparecido y 
sólo subsiste la mecánica, gracias a la cual, bajo el efecto de la dése* 
ración, un larda en producirse la abertura o dehiscencia del esporangio. 

He aquí cómo funciona can hilada mecánica. 

l*oi la sequedad drJ aire, cada célula arroja vapor de agua y dismi¬ 
nuye de volumen, Las células que tienen sus paredes laterales e ínter- 
mis I i guiñead a» sólo pueden encogerse por la cara externa, que perma¬ 
nece delgada y celulósica, lo que produce una tirantez sobre toda la 
cara externa de) esporangio y un desgarramiento de la pared. 

Las. esporas, puestas en libertad, caen entonces, 


Proíalo.—- La germinación de una espora no engendra un nuevo 
helécho, sino un prótala , pequeña lámina verde en forma de corazón, de 
algunos milímetros de longitud. Esta lámina vive unida al suelo y tiene 
una vida independiente gracias a su clorofila y a los peías absorben¬ 
tes o rizoides que parten de su cara inferior. Se podría creer que 
rs un alga verde. Ahora bien, sobre esa plántula no tardan en aparecer 
órganos machos o nnleridtos y órgano» hembras o arquegonios* 


Titilo* — Bien sea subterráneo (rizoma) o aéreo (estípite), visto ron 
el microscopio en corte transversal, el tallo presenta la serie de tejidos 
siguiente ; 

(/) Una epidermis con estomas; 

h) Una corteza o parénqulma cortical; 

r l Un endad firmo en un marco de suberina; 

d) Un per iciclo; 

c) Un anillo de líber; 

/) Un hacecillo leñoso que ocupa todo el centro det órgano. 

El conjunto del pe ríetelo, del anillo libe da no y del hacecillo leñoso 
constituye el cilindro central o estela* 

En la base del tallo, la estructura es siempre la que acaba de descri¬ 
birse, pero a medida que la esleía crece , se suhdlvide, La estructura 
monostclica de la base se (ransformit en polisiélicd. Hada una de las 
ramificaciones se compone del leño central y del líber periférico, rodea¬ 
do éste a su vez por utt pe ríetelo y un endodermn. Las formas de uno 
y otro, vistas en sección, son más o menos irregulares. 

A medida que c! tallo envejece y. exige una mayor resistencia, ciertas 
partes de su corteza se transforman en e&clerénquima pardo t que se 
distingue a simple vista sobre Jos cortes transversales que, a veces, pare¬ 
cen letras groseramente dibujadas. 

En el extremo superior del tallo existe una célula inicial teiraé- 
drica que, por so división en tabiques, ha engendrado todo el órgano. 

Hojas. Éstas pueden ser simples (escolopendra) o recortadas (po¬ 
lipodio, helécho macho, culantrillo, etc.). Cuando estas hojas son nuevas 


órganos machos. — Los anteridios están situados en la cara infe¬ 
rior, cerca de ía punta del protafo, entre los pelo» absorbentes. Los 
anteridfo» son oajilas sin pedículo, cuya pared, formada de una sola 
capa de células, se abre a su madurez ¡Tara dejar en I i herí ai l los ante* 
rozoides. La célula terminal es U que se levanta como una tapadera 
bajo la influencia de la humedad. Los anterozoides son célula» casi 
reducidas a su núcleo que están enrolladas eri forma espiral. En la 
extremidad puntiaguda se ene uncirá una mala de cilios vibrátiles, 

órganos hembras* — Los arquegonios tienen, como los musgos, 
forma de botella, pero están incluidos en el proíalo y sólo dejan sobre¬ 
salir el cuello, obstruido por un tapón niucilagmoso y adherente* En el 
interior del arque gomo se encuentra la oosfera o gameto hembra. 

Si tenemos en cuenta que lo» arquegonios están situados, como lo» 
anleridios, en la cara inferior del protafo (pero hacía su escotadura), 
comprendemos que basta a los anterozoides una sola gota de agua 
para poder nadar al encuentro del tapón adhesivo de esos órganos 
huecos. Por otra parte, el ácido mélico contenido por esc tapón pega¬ 
joso ejerce un poder de atracción. S\ en una gota de agua vertida 
en un cristal de reloj ponemos anterozoides de helécho podremos atraer¬ 
los y capturarlos todos como en un cepo al inmergir en el líquido el 
extremo de un tubo capilar, previamente llenado de ácido mélico, Esta 
excelente experiencia pone de manifiesto la atracción química que inter¬ 
viene en la fecundación* 

Naturalmente, la fecundación es, en ese caso, helero gama, ya que tos 
gametos son muy diferentes uno de otro. 
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BOTÁNICA 


Desarrollo tlol óvulo, El óvulo o zigoto, una ve/, fojiMtiiuido, 
sr divide i'U !m y después ni cuatro células, tjnt? continúan dividiere 
íIoMr ¡iitni cuüM iluir el embrión. Una (1 ti esas células fu una el pie 
o chupador» que ne lmml« en el prolalo y sirve para nutrir el 
embrión* La segunda célula forma la raíz; la tercera engendro 
eJ la lio y la cuarta da n acimiento a la primera hoja* 



E^te embrión vive parasitur Mímenle sobre el proíalo basta llegar a 
poseer clorofila y l rnnsf orinarse en ¡uilotroío. IVrfece i uñándose, poco 
a poco, se convierte en lotices en un nuevo lie lecho. 

Comparación entre los heléchos y los musgos. — La alterna¬ 
ción esporoganutoííliea de los lie lechos se resume asi: 

Gametofito o fase kaploidv Esporofita o fase diploide 


+ _ a n11*ruj i o _► anleiüíolde 
espora —+ prtlalo ^ 

T ^ JíqilEfloniU - *r 0&ÍÍÜT3 


Si se compara esta alternación de generación con la de los musgos, 
vemos que aquí el esporofita predomina sobre el gamet ojito y no a 
la inversa. En otros términos; mi helécho corresponde al esporogonio 
(fe un musgo y un musgo- al prolalo de un lu* lecho. En los dos grupos 
de plantas, el esporofita es parásito del gametofito. 

Añadamos a esto que la reducción cromática necesaria para el paso 
de la fase d i pío id e a la haploíde tiene lugar, como en los musgos, en 
el curso de la primera cariocmesis (cariocinesis redactara) que da naci¬ 
miento a las tetradas de las esporas. 


*v : 

^¡hiKrvo»**- hm lecho 

- 


OSPDtEUl VM' 


Clase de las equisetíneas 

Las equisetíneas (de eqqiis, caballo, y seta, seda, crin) son llamadas 
vulgarmente colas de enbtillo a causa de su aspecto. Hoy éstas son 
plantas que apenas pasan de un metro de altura. En la era primaria» 
por el contrario, existían rquíset incas arborescentes (calamitas). 

Aparato vegetativo. - Actuales o fósiles, las equ«Mitineas se re- 
conocen por su tallo acanalado y sus pequeñas hojas dispuestas en 
forma de gorgnera. Su única diferencia con los heléchos reside en el 
tallo y las boj as, 

El tallo subterráneo o rizoma tiene ramas aéreas , cuyos entrenudos o 
artículos pueden destacarse fácilmente unos de otros y están ornados de 
canaladuras longitudinales. En los nudos pueden nacer ramos secunda¬ 
rios dispuestos en círculo que tienen la misma estructura que las ramas 
principales, 

En un corle transversal se observa que cada saliente es sostenido por 
tejido esderénquiitut y que bajo cada canaladura existe una lagarta 
abierta en el parenquuna cortical. En el centro del tallo existe otra 
laguna mayor. Se observa, ademas, un círculo ríe hacecillos liberóle* 
nasos. cada uno de los cuales esta compuesto de madera en el interior 
y de líber en el exterior. 

Las hojas son pequeñas, puntiagudas y dispuestas en forma de gor¬ 
gnera o f verticilos en los nudos de diversos ramos, 

órganos reproductores. — Ciertos romos son fértiles y se termi¬ 
nan, í."ii la época de la reproducción, por una espiga espórifertt, Esta 
espiga esta formada por los entrenudos terminales, que son muy cortos 
y cuyos verticilos foliáceos están estrechamente yuxtapuestos. Por com¬ 
presión mutua, las hojas adquieren La forma de clavus ríe cabera hexa¬ 
gonal, Desde el exterior sólo se ven las cabezas, dispuestas en forma 
de mosaico. Vistos en sección, sobre dula cabeza *>e ve un escudo o 
círculo de esporangios que contiene un gran numero de esporas colo¬ 
cadas de cuatro en cuatro. 


II 1 I ,idii hi madurez, los esporangios se 
t> mi^ it'udijuíl, los escudos se separan y las 
- Afutras quedan en libertad. Éstas tienen 
im .i'.pccto muy especial. En efecto, la 
un mbrana de las esporas se compone de 
don capas, una de las cuales, la externa, 
ssr divide en cuatro lacinias o vinieres en 
forma de cruz, que, según Ja atmósfera sea 
saca 0 húmeda, se extienden o se enro¬ 
llan alrededor de la espora, lo que la hace 
caer y favorece su diseminación. 

Indas las esporas tienen la misma for¬ 
ma y dimensión* Sin embargo, unas dan 
pr átelos machos y otras protatos hembras , 
por lo que fisiológicamente son distintas, 
si bien no lo son morfológicamente* Las 
colas de caballo son, por consiguiente. 


abren por una hendidura 



Es por n de cola de caldi¬ 
llo con lacinias enrolla¬ 
das y extendidas 


hetcT aspar odas. 

Los protalos son láminas verdes cortadas en liras y semejantes a 
algas* Unos tienen mteridios y olma arquegonios. E3 resto de la 
reproducción no difiere de la de los heléchos* 


Clase de las licopodíneas 

Las licopodíneas actuales son plantas bajas (licopodios^ ísoetes, seta* 
filadas, etc.) que recuerdan vagamente las licopodíneas arborescentes 
(Lepid ode mirón, Sigitlana) del Carbonífero. 

Aparato vegetativo. — Las liotqiodíneas tienen la propiedad de 
dividir su raíz y su tallo por dicotomías y sus hojas, pequeñas, están 
dispuestas a lo largo de sus ramos. 

Las licopodíneas son netamente superiores a los heléchos y a las 
colas di* caballos, y por ciertos caracteres son vecinas de las gimnosper- 
mas r 

1* .Su raíz, en vez de tener una sola célula inicial tet raed rica, posee 
tres células iniciales superpuestas, una de las cuales, la superior, pro¬ 
duce el cilindro central, la media la corteza, y la inferior la cubierta 
o caliptia; 

2 * En la raíz y en el tallo de las licopodíneas se encuentran fósiles 
arborescentes de formaciones secundarias (leño y líber secundarios) 
que se observan en todas las plantas superiores, 

órganos reproductores* ■ No OH ucee Bario estudiar los licopo¬ 
dios, cuya reproducción es esencialmente igual a la de los heléchos. Por 
el contrario, las sctaginelas son hele raspa radas y poseen espigas espán¬ 
foras que van a conducirnos hacia los conos de las coniferas y las flores 
de las plantas superiores. 

Una espiga saporífero de sel 1 % gi riela esta formada de en trenados cor- 
ios cuyas hojas so cubren en parte unas a otras. Lat> hojas de la base 
son estériles y recuerdan los sépalos y los pétalos de las flores. Las supe- 
rio res, por el contrario, son fértiles y pueden equipararse con los estam¬ 
bres y los carpelos. Más adelante veremos que existe algo más que 
una simple analogía entre esos órganos. 

Las hojas fértiles llevan, unas (las de Ja base), macrosporartgios que 
contienen cuatro macrasparas; otras (las del ápice), rnicraspo tangios 
que contienen un gran número fie mterosporas agrupadas do cuatro en 
cuatro* 

Las esporas evolucionan en proLalos machos y hembras en el interior 
mismo de los esporangios respectivos. 

Los proíalos machos son microscópicos, reducidos casi a un anteridio 
que produce anierozoides de dos cilios vibrátiles* 

Los protalos hembras son algo mas voluminosos y comprenden una 
masa de células estériles en la cual existen artjucgonios f Éstos no tie¬ 
nen cuello saliente y son, por consiguiente, más sencillos que los de 
los heléchos. Cada uno de estos arquegonios contiene una oosfera. 

La fecundación tiene lugar después de haber sido mojadas las espi¬ 
gas espórifera» por la lluvia. Una vez roñal ¡luido, el /¡goto se divide 
11 continuación en dos células: la inferior da el embrión y la superior 
forma una especie de suspensorio que rechaza el embrión hacia la masa 
atestada de materias de reserva del protalo. De esta forma, la nueva 
planta puede vivir parásita ñámente hasta que, adquirida la clorofila, 
puede desprenderse y vivir independientemente. 

Comparación entre las selaginelas y los musgos. — El des¬ 
arrollo completo de las selaginelas se expresa de la manera siguiente: 


-> 

micfospora —* prolalo 

FUactio -h-anlcridia -*■ aritefDzoldfí 

i 

S 

mi|íosppfan£io j 
LMSVfo- selagliinU 

-t- 

rnaciospoia prolalo 

hembra -*¿r(|uci¡üniü—* austera 

1 

micros por anjiioM 
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Igual que en los heléchos, el esporofita domina sobre el gametofito, 
del cual va parásito . 

La originalidad de las selaginelas reside en los hechos siguientes: 

a) Reunión de los microsporangios y maernsporangios en una espiga 
es poniera; 

b) Desdoblamiento del gametofito en prolalo macho y hembra; 

r> Reducción extrema de sus p rota los; 

d) Evolución de esos protalos en el interior de los esporangios. 

Veremos acentuarse y precisarse estos caracteres en el tipo de lus 
fanerógamas o espermatofitas 









































Tipo de las espermatofitas 


Subtipo de las gimnospermas: Aparato vegetativo* Reproducción del gtnkgo* Cambio de tmmenclaiura. Repro¬ 
ducción del pino : Flores machos. Flores hembras* Fecundación, Desarrollo del óvulo. Diferencias entre el 
endospermo y el albumen. Resumen del cielo evolutivo* Clasificación de las glmunspcrnias, — Subtipo de las 
angíospermas; Reproducción de las onglo&perilUS* Cliilflencidri de las ftiidlospcriiuis. Principales familias de 
tas angtospermas- — Clase de las monoootílodóneaii Caracteres de lint monocoliledóneas, Familia de las gra¬ 
míneas» Familia de las palmáceas» Fmnllta de las liliáceas : 'Tribu de lfiti Hítales* Iribú fie los cólquieos. 
Tribu de las asparaglneas. Familia de las »rt|iildAreii», Clase de las diootiledénea): Canicleies de las dico¬ 
tiledóneas» Familia de las cupulífcras : Tribu de lus querclncas. Tribu de las coriláceas. Tribu de las beiu- 
Uceas, Usos* Familia de las ranunculáceas. Tribu de loa riumaculo*. Tribu de los anemones» Tribu de los 
delfinios* Familia de las cruciferas* Familia de Iris papillonáceas' Tribu de las BGUtllfix. Tribu de las ra¬ 
scólas» Tribu dé los lotos* Tribu de bis vicias* Tribu de las hedisárras* Familia de las roaáccaa : Tribu de las 
fragarias* Tribu de los rosales. Tribu de las espireas. ‘Tribu de \ns ami^d¡ilñeeus Tribu tle las agrimonias. Tribu 
da las pomáceas. Usos. Familia de las iimbrliferus, Familia de las labiados* Familia de bis compuestas ; Tri¬ 
bu de las iiguliflorus. Tribu de t uhliloras. Tribu de las radiados. Usos 


Las esper mato jilas (del griego spertna, & permutas, grano, y phyioru 
piñata) son también llamadas fanerógamas (fie phaneros, aparente, y 
gamos, unión). Antiguamente se creía las fanerógama» 1 * opuestas poi 
completo a las eriptúgamas, ya que Ja posesión de flores hace más visible 
mi reproducción. Pero la flor e*s un órgano que deriva fie toda una 
serie de formas intermedias. La flor no es* pues, rigurosamente propia 
de las fanerógamas y no basta para caracteriza rías. 

Mucho más importante en estos vegetales es la posesión de semillas, 
es decir, de órganos que se desprenden de la planta en un cierto 
momento y que contienen, además de reservas nutritivas, un embrión en 
estado de vida lenta. Esta detención del desarrollo embrionario solo 
existe en tas es per inauditas y o o se revela por ningún signo en los 
demás tipos del reino vegetal. 

Así, pues, las espermniofitas o f a fiero garrida son plantas con senil' 
fias y accesoriamente con ¡lores cuya reproducción comprende una 
alternación esporoguntetofítictt con predominio tic! esporofita* El apara¬ 
to vcgeiativo de estas plantas se compone de una miz * de un tallo y de 
hojas, Coma tienen elorolilia, las esperma I oh tas son generalmente auto- 
trojas y sr dividen en dos subtipos: gimnospermas y angiospermas í 
según que las semillas estén o no encerradas en un fruto. 


Subtipo de las gimnospermas 


Las gimnospermas (del griego gymnos t desnudo, y spennu, grano) 
tienen sus semillas simplemeule colocadas entre unas rspeci.es de hojas 
coriáceas, ¡udmeadüK, cuino las que forman las pinas úe los pinos. 
Lomo no tienen verdaderos frutos, bis gimnospermas son espermato- 
fitas inferiores y mi reproducción puede relacionarse om la tle las 
jjteridofitas, Las estudiaremos en dos tipos extremos: el gmkgo í que 
representa la clase de las nutrices* y el pino, prototipo de las vectrices* 


Aparato vegetativo. -— N*> difiere cscncidlmeiilc del de las angiaB- 
permas* que será estudiado con detalle en capítulos ulteriores. Serni- 
leitios» sin embargo, los detalles siguientes: 

} a El tallo de las gimnospermas sólo tiene una célula inicial lo* 
traed rica, mientras que m raíz posee tres, o sea que mis encentra imin 
exactamente ante la misma antinomia comprobada en lus KclagrueJna; 

2' Las gimnospermas, aparte de los pequeños vasos mullndoa, espirales 
y ru yudos, no tienen vasos perfectos y puntuados, sino «ó lo are dad os 
0 envueltos en hilos de apretadas espírales. En lus cica* persisten in¬ 
ri uso los vasos escalan formes de las pterid ¡ditas; 

3* Las boj as de las gimnospermas tienen una nervadura rudimen¬ 
taria, reducida u veces a agujas coriáceas (pino, abeto). Fui otra parte, 
junto a esos caracteres arcaicos, las gimnospermas poseen formaciones 
secundarias y, muy frecuentemente, canales secretorios que producen 
trementina. 


Reproducción del ginkgo» —El girtkgo o árbol de los cuarenta 
escudos, así llamado a causa del amarillo oro de sus hojas en otoño, 
es uti árbol de Lhiuíi y <d japón, aclimatado en diversos países. 

En la época do 1 a rt'producción aparecen en ciertos árboles espigas 
e sport I eras, cuyas hojas llevan todas microsporangios de 64 micros poras* 
Está* micros puras evolucionan, en el misino lugar en que se encuen¬ 
tran, en minúsculos protatos machos reducidos a tres o cuatro células, 



Fecundación del glnkgo: 1. óvulo ligeramente aumentado; 2 
y 3. Parte superior más aumentada; 4* Extremo libre del 
grano de polen muy aumentado; <i , b, bordes de la nuececilla 
qtic se inclinan sobre la parte* central; C, cámara polínica; 
E, endospermo; c, embudos; f, gameto hembra (oosfera); 
Gp t grano de polen en plena germinación; m y m\ gametos 
machos; N, núcela; r, roseta de corpúsculo; sí, células esté¬ 
riles; T ? tegumentos; V, cilios vibrátiles de los gametos machos 

(unterozoides) 


una de las cuales se desarrolla en ante tul i o y engendra do» anterozoides 
ciliados. 

En otros árboles aparecen mac ros por ungios sustenidos dé dos en dos 
por los extremos de pequeñas horquillas» t'ada maerospory rigió se 
compone de unu envoltura y una rnacrospora. 

La rnacrospora evoluciona, en el lugar en que está, como prótala 
hembra y se compone como sigue: 

a) De células estériles ricas en materias de reserva; 

b) De varios arqutgonios reducidos cada uno de ellos a un pequeño 
cuello y a una oosfera. 

En la parte superior del protalo hembra, la envoltura del macrospo- 
ra ligio se entreabre y forma una celdilla que contiene un líquido azu¬ 
carado. Esta celdilla es lo que se llama cantara de fecundación, 

A la madurez, los prolalus machos furnian un polvo lino que, llevado 
por el aire, alcanza las arboles hembras* Varios de esos protados se 
fijan en la pared interna de una cámara de fecundación y liberan los 
amenizo i des» Éslos nadan en el líquido azucarado y llegan hasta las 
oosferas para fecundarlas. 

El proceso riel desarrollo es el siguiente; generalmente, sólo evolu¬ 
ciona un huevo en cada p rota lo y acarrea la muerte {le los demás* El 
embrión único se huí re de las reservas del protalo y constituye sus 
diversas parles: radícula, pliimula, gemida o pequeña yerna terminal 
y cotiledones o primeras hojas* A continuación, embrión pasa al 
csladn de vida lenta* El piola lo hembra entero se con vierte en semilla, 
a la que basta desprenderse del árbol para Luego germinar y dar un 
nuevo ginkgó. 

Todo cate desarrollo no linee suso repetir, con pequeñas diferencias, 
el de las selagijiclus. Las únicas diferencias non: 

a) La diseminación, por el aire, de los protalos machos; 

b) Su llegada hasta «na cámara de fecundación; 

c) La desaparición de todos ios embriones, salvo uno; 

d) La suspensión del desarrollo embrionario y la formación de una 
semilla* 


Cambio de nomenclatura- Los órganos reproductores del gink 
gn han sitio demeritas antes de haberse tenido la ideo, de comparar Eos 
a Ins de las selagimdas, por lo que se les ha dado nombres diferentes» 
En necesario, pues* establecer la sinonimia con los precedentes, o sea: 

Espiga esporífera = //or* 

stico polínico 
semilla de polen 
célula generadora 

óvulo 

saco em hrionurio 
en dos ¡termo 

cor pásen lo = célula ge- 
fiera dora 


i Microsporangio 

órganos machos '! Protalo macho = 

I Anteridío = 

Macrosporanglo = 
i Protalo hemhrn 
órganos hembras 'Células estériles 

i Arqucgomo 


Reproducción del pino. 

ras, es uno de ios prin¬ 
cipa les represent á n l e s 
del grupo de lis vcc- 
trices, 

Desde el punto de vis¬ 
ta de la reproducción es 
necesario distinguir en 
cada especie flores ma¬ 
chos y flores hembras. 

En efecto* los sexos es¬ 
tán separados en la mis* 
iTia planta: el pino es 
monoico. 


El pino, de la fu mi lia de hs con í fe 



Flores machos 
coitos machos ; 
un cono 


Flores machos, — En 


del pino: A* grupo de 
B, corte longitudinal de 
macho; C, dos estambres; 
et, estambres 


el momento de la reproducción se ven aparecer espigas esporíferas, 
que llamaremos flores muchos. Cada una de las hojas fértiles o estam¬ 
bres que constituyen estas flores dan en su cara inferior dos mieras- 
pora agios o sacos polínicos que contienen 64 micros paras. 

Esas microsporas evolucionan, en el mismo sitio donde se encueto 
trari, y se convierten en protalos machos o granos de polen. 

Los granos de polen del pino se componen de cuatro células, una 
grande y tres pequeñas, contenidas éstas en la mayor* Una de las 
células pequeñas es genera dura y puede ser llamada anteridío. Las 
demás son células vegetal ivas* Los granos de polen tienen dos envoL 
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BOTÁNICA 


11) I u 1' (llh ' un u íMíMhi i IM'i ti 41 Mi ■- ni ► l|du.idi .i mí Mi|iriÍiro y 
1,1 i nlriUJi ii r Hííi-, |i II i ■ h i\ 1 1 ,i ü liiN latí OH y *|He ío< *n-i tflnti I i,i \ttu* 1 1 lo 

\ I<-11 o"-í i Ir a i)r i| l|r .< J ,* 

Hr rnratjii t,( ii rri las 
ubiel íncuH* 

Kn el ciprés, la aim- 
plif i cartón de Ion granos 
de polen loe reduce a 

dos células: tina vege¬ 
tativa y otra genera* 
dora* 

Al madurar* los gra* 
nos de polen son lleva¬ 
dos íx lo lejos por el aire 
y constituyen lo que en 
id campo llaman lluvias 
de azufre. 

Flores hembras* — 

A las flores machos co¬ 
rresponden floren hem¬ 
bras red ueiclas a una 
hoja estéril o bréete a que 
lleva en su axila un corlo 
rOTtlo el eirá! sostiene a 
su vez una hoja fértil o 
carpelo, IVro estas flores 
liembras t muy simples* 
están agrupadas en for¬ 
ma de hélice alrededor 
de un eje y constituyen un ama, característico de la familia de las 
ron i fe ras. 

Volvamos al carpelo; esta hoja fértil de cada flor lleva en su cara 
superior dos macrospo Tangios u óvulos. 

Visto con el mic tosco|> io f el óvulo se muestra protegido por una membra¬ 
na, lit primilla, que abre 
en su ápice un orificio 
o micro pifo (del griego 
m¿teros, pequeño, y py/¿, 
puerta). En el interior 
se ve una masa de célu¬ 
las estériles, la núcela, 
que contiene una sola 
maerospora. 

La macrospora evolu¬ 
ciona en su sirio como 
protalo hembra o saco 
c m b r i on a rio y CGíIP 



Flor hembra de pino: hr f bráctea; 
OÍ, óvulo; ou , ovario; pe, pedúnculo 



Polen de pino (Fot. F. - II, Noaittes) 


a) Células estériles que forman el endn\prtntn \ 

ó) Un número variable de arque gordos o corpúsculos, reducidos cada 
uno de ellos a una oosfera rematada por un pequeño cuello o roseta. 


Fecundación* — (inundo un grano de polen es colocado en imu gola 
de agua ligeramente azucarad a * su pro to plasma he hincha, hace esta I bu 
la exina y se alarga por el orificio en un Ida mentó llamado tubo poli ■ 
nica . Los mismos fenómenos se producen cuando un grano de polen 
llega al mí empilo de un óvulo* El tubo polínico se introduce cu el 
orificio y atraviesa el endospermo (que digiere) hasta ponerse en con¬ 
tado con los corpúsculo». Al misino tiempo, por el tubo polínico llega 
la célula generadora del grano de polen, que no tarda en dividirse 
en dos gametos machos. Uno de esos dos gameto» fecunda una oosfera. 

Desarrollo del óvulo. — Terminada la fecundación, el óvulo, pese 
a permanecer en el interior del endospermo, se divide y presenta la 
particularidad de engendrar cuatro embriones en lugar de uno solo. 
Esta fecundación he Mama poliembrioníu, 

Foro luego subsiste sólo uno de esos embriones, que se nutre de los 
demás, asi Como del endospermo. Este embrión adquiere las cuatro 
partes fundamentales de una planta pequeña: radícula, plumilla, gemida 
y cotiledones. 

Más tarde se produce la suspensión del desarrollo embrionario, ca¬ 
rácter ¡arico de los rsp crin a trifilos. El óvulo se transforma en semilla, 
compuesta de un tegumento, ríe un reate» de endospermo y de un em¬ 
brión central* 

Mientras los óvulos se transforman en semillas, las blácteas se espesan 
y dan al cono el aspecto peculiar de la piriít* AÍ madurar, las bricteas 
se abren y liberan las semillas, que, como puede apreciarse, no están 
contenidas en un verdadero fruto cerrado análogo a una cereza o a 
una vaina de guisante. Estas semillas desnudas constituyen la caracte¬ 
rística verdadera de las gimo os pe mías. 


Diferencias entre el endospermo y el albumen* — Más a de* 

Jante veremos que la semilla de las angiosperroas está rodeada de 
un tejido de reserva llamado albumen. Este albumen aparece después do 
Ja fecundación y pertenece al esporofita {2n cromosoma*) mientras que 
el endospermo aparece antes de la fecundación de la oosfera y perte¬ 
nece al gameto fita fn cromosomas), 

Resumen del ciclo evolutivo* — La reproducción completa de un 
ginkgo o de un pino puede resumirse de la manera siguiente: 


n le raspara* grd no do poleo—*- ¿mLendlo nann'lo macho I j Sitó polínico _j 

l^|hüevo**-enibfién : 

narros pera# saca embrionario*- uu pitee uto .—* costara \*\ * , 

__ _ __ _ ___| OVUlfl ; 

--- y 

La semejanza es casi idéntica a la alternación esporugametofítica de 
una selagínela. El pino es un esporofita o fase diploide con núcleo 



celuhii 1 1 f 'íi . .. • ih i M fiiii'lojito qur Ir correspondí 1 es doble y 

i mi mirrq arlo I i« 1 1 ■ *\ ¡ .i» ¡ndcn por un lado como el saco rm- 

I m 11 j i. |i<M nii «i >Mi i'h i m 11 ■ panhátus del esportillo. 

Lu única dií* m tu í i mu la srlagindn radica ni la necesidad de dar 
el nombre de embrión^ cu H pino, a la existencia de una semilla en la 
qur rar embrión uilninl* largos meses en estado de vida lenta. 

Pot esta cadena eontíntiu lu reproducción de las fanerógamas se 
encuentra caluzada t on lu de las criptag&rnus. 

Clasificación do las Klmnospermas. 1 .as gunnuspermas son 
un gnqm residual que, después de haber predominado durante toda la 
era secundaria, sólo cnuí representado luiy por 6(10 especies (en lugar 
de 20 01)0 en el Jurásico)* 

Las gimimspermas dividen en dus grandes clases: nutrices y yec- 
t rices, según tengan o nn a ni cruzo id es libres y ciliados. 

A las nutrices pertenecen la mayaría de las especies fósiles y, en lá 
hora actual, lo» géneros cicas, zamia y ginkgo. Lis cicas y las /amias 
ñon árboles de países, cálidos, cuyo tallo no ramificado (estípite) y las 
grandes hojas termínale» (frondes) se parecen a los de la» pal mera»* 
Los ginkgo» son árboles de bis regiones templadas y su aspecto nada 
tiene de anormal, 

A las vectrices pertmecen las coniferas, que son la» gimnospenna» 
más difundidas. Éstas comprenden los pinos, los abetos, las piceas. Jos 
cedros, los alerces* la» araucarias y las secoyas, que constituyen una 
primera subdivisión (abieíáceas) ; la segunda división esta formada por 
los eipreses, los enebros y las tuyas (cupresáceas); lo» tejos constituyen, 
en fin, por sí solos* unas tercera subdivisión (taxáceas/. 

Todas estas plantas* salvo los tejos, tienen canales secretorios que 
producen trementina (esencia y resina) y forman grandes bosques que 
se extienden principalmente por el hemisferio Norte hasta las proximi¬ 
dades de las regiones polares* Las secoyas de (¿difamia, actualmente 
protegidas por el Gobierno de los Estados Unidos* son árboles gigan* 
qcscos que alcanzan más de cien metros de altura. 


Subtipo de las angiospermas 


Las angiuspermas (del griego uggeiotu recipiente, y sperma, semilla) 
tienen sus óvulos contenidos en ovarios cerrados y sus semillas dentro 
de frutos. Estas plantas tienen, además, verdaderas flores t generalmente 
adornada» de vivos odore». Por otra parte, su aparato vegetativo tiene 
también caracteres de superioridad: tres célula» iniciales, tanto en el 
tallo como en la raíz, vasos puntuados, formaciones secundarias, ele. 

Reproducción de las angiospermas. — Si bien el estudio com¬ 
pleto de las augiospennas se liará ulteriormente, se irala abura rio 
resumir y mostrar su encadena intento con el de las planta» precedentes. 

Una flor es una espiga esporífera cuyas hojas basilares (sépalos, 
pétalos) son estériles y protectoras, y cuyas hojas terminales (estambres, 

carpelos} son fértiles. 

Los estambres llevan micro a pora li¬ 
gios o sacos polínicos con mic impu¬ 
ras que evolucionan muy rápidamen¬ 
te en proíalos machos o granos de 
polen. 

Los carpelos llevan tnicrospuran- 
gio» u óvulos con macrospora que 
evoluciona con igual rapidez hasta con¬ 
venirse en protalo hembra o saco 
embrionario. 

La superioridad sobre las gimnospermaa consiste en una nueva reduc¬ 
ción del protalo hembra. El saco embrionario comprende sólo siete 
célula» llamadas oosfera, sinér pidas, antípodas y célula central. No 
existen ya arquegonios o corpúsculos. 

Los glanos de polen germinan en un tubo polínico que conduce los 
gametos machos reducidos ¡j ¡*u núcleo al saco embrionario. Hay doble 
fecundación. La oosfera fecundada da un embrión. 

La célula central fecundada da un segundo embrión o albumen que 
sirve para nutrir al anterior. 

Finalmente, el óvulo se transforma en semilla encerrada en un fruto . 

Las únicas diferencias con la reproducción de las girnnospei mas son 
las siguientes; 



Hojas en r pela ros : A, de 
n ligios per ni a ; il, de gim- 
nosperuKt 


Gi ninas per mas 

óvulo desnudo. 

Saco embrionario que com¬ 
prende células nutricias (en- 

dnxpprntn). 

Arquegonío o corpúsculo. 
con una oosfera terminada en 
pequeño cuello o roseta. 

Grano de polen formado de 
varías células t tina de las cua¬ 
les es generadora. 

Fecundación simple que da 
nacimiento al embrión. 

Embrión sumergido en el 
endospermo. 

Semilla desnuda. 


A agios per mas 

óvulo en ovario cerrado. 

Saco embrionario sin en- 
dosptrmo* 

Arquegonio reducido a una 
sola célula (oosfera, sin urgi¬ 
da* etc.). 

Grano de polen formado de 
una sola célula de dos nú 
cíeos. Uno de ios cuides es 
generador* 

Fecundación doble que da 
nacimiento al embrión y til 
albumen. 

Embrión sumergido en el 
a 11) Limen. 

Semilla encerrada en un 
fruto* 


Clasificación de las angiospermas, — El embrión de las gíiti- 

nospermas es pol ico rile doñeo, mientras que el de las angiospermas sólo 
tiene un cotiledón* como en el trigo, o dos en el caso de ta judía. De 
ahí fie desprende una división de la» angiospermas en dos clases llama¬ 
das monocütiledónem y dicotiledóneos. (V. cuadro de la página si¬ 
guiente.) 























DICOTILEDONEAS MÜNOGOTILEOÓN E AS 


PRINCIPALES FAMILIAS DE LAS ANGIOSPERMAS 


* i 4 M' 



FAMILIAS 


Sin pélalos y con ovarios libres 


Gramíneas* ... 

Ciperáceas* ... 

Lemnáceas ... 
Aráceas ,,, 
Tifáceas *..* ■ 

PütaniogoUniáccitis 


Do pétalos poco coloreados y con ovarios í Palmáceas 
libres ... • ... .* ... I Juncáceos ... 


De pétalos muy 
coloreados 


Sin pétalos 
(apétalas) 


Con pétalos 
separados 
(dialipétalas) 


Con tos pétalos 
soldados 
(gamopétalas) 


\ 


\ 


Ovario libre 
(ovario supero) 


Ovario adiirhkntk 
(ovario Infero) 


Ovario libre 
(ovario supero) 


Ovario aduruente 

(OVARIO ÍNFERO) 


Ovario LIBRE 
(ovario supuro) 


Ovario ad he rente 
(ovario infero) 


Ovario libre 

(OVARIO SUPURO) 


Ovario adherente 
(ovario Infero) 


Liliáceas* . 

AIlHinfllAo'Hs 

Ir ¡(literas ... 

AmarU Mueras .. 
Orquidáceas* ... 
] lidrocariduceus. 
Esoit a in í ná ceas, *. 
Uromel laceas ... 

Urticáceas. 


Box ¿ceas ... ... 

Platanáceas ... 

Salicáceas ... ... 
Piperáceas ... .*« 
Poligonáceas ... 
Quenopodíáceas. 

Capul iteras* ... 

Juglandáceos ... 

Ranunculáceas* 

Berberotáceas ... 
Lauráceas ... ... 
Ninfeáceas ... ... 

Malváceas . 

Teáceas ... ... 

Hipérico ceas 

Euforbiáceas ... 

Resedáceas ... ... 
C r uci fe ras* ... 
Papaveráceas ... 

Gemina ceas. 

Liliáceas.. 

Crasuláceas,, ... 
Cariofiláceas ... 
Ruiáceas ... ... 

Aceráceas .. 

Hipo cu stu i lácea». 
Papilionáceas*... 

Rosácoas* ... . 


Umbelíferas* ... 

Amiláceas ... ... 
Cornáceas .... 
Cactáceas ... ... 
Saxífragoceas ... 
Enoteráceas.. ... 
Mirtáceas . 

Ericáceas . 

Solanáceas ... ... 

Borragináceas 

Convolvuláceas .. 
Genei añaceas ... 
Apocinúccas 

Escrofularídceas* 

Labiadas* ... ... 

Orobaneoceas ... 
Verbenáceas.. ... 
Plantagináceas „ 
Oleáceas ** ... ... 
Primuláceas. 

Campanuláceas.. 

Rubiáceas .. 

Caprifoliáceas .. 
Valerialiáceas ... 
Dipsacáceas ... 
Compuestas* ... 


Cucurbitáceas 


géneros o especies tipo 


Arroz, avena, trigo, centeno, cebada, mijo, espar¬ 
to, maíz, caña de azúcar, bambú 
Juncia (chufa) 

Lenteja de agua 
Aro 

Juncos, anea 

Potamogetón, zostera, posldonia 

Palmera, de dátiles, sagú, carnauba, cocotero, 
corojo, palmera de aceite 
Junco 

Ajo, cebolla, azucena, tulipán, jacinto, yuca, es- 
párragos 

Mutilen de agua, sagitaria, junco llorido 

Iiím, azafrán, gladiolo 
Nardo, narciso, plln o maguey 
Orquídeas, vainilla 
Vallisncrlu 

Plátano, Jengibre» caña de Indias 
Pilla de América, brome!iu 

Ortiga, parí otaria* higuera, morera, cáñamo in¬ 
diano, olmo (Las cuatro últimas, de familias 
afines) 

Boj 

Plátano (árbol de sombra) 

Sauce, álamo, chopo 
Pimentero 
Acedera, alforfón 

Espinaca, té de México» remolacha 

Haya, castaño, roble, alcornoque, encina 

Abedul, avellano 

Nogal 

Ranúnculo, peonía, acónito, anemone, clemátide» 
celidonia 
Agracejo 

Laurel, alcanforero, canela, aguacate 

Nenúfares, loto, maíz de agua 

Malvavisco, malva, baobab, pochote, tilo, cacao 

Camelia, té 

Hipérico 

Euforbios, crotón, ricino, manzanillo, heveas o 
caucho, yuca 
Reseda 

Alelí, col, nabo, coiza, mostaza, berro 
Amapola, adormidera 
Geranio, pelargonio 
Lino 

Siempreviva, ombligo de Venus 
Clavel, saponaria, si lene 
Ruda» jabarande limón, naranjo 
Arce 

Castaño de Indios 

Guisante, lenteja, haba, judía, trébol, algarrobo, 
copayero, copal, palo Brasil, miroxilón» retama, 
sangre de ti rugo, cacahuete o maní, regaliz 
Rosal, pido jabón, zarzamoras, frambueso, fresa, 
manzano, membrillo, peral, almendro, meloco¬ 
tonero, cerezo, ciruelo 

Zanahoria, perejil, hinojo, apio, cicuta 

Hiedra 

Cornejo 

Chumberas, nopal, mamilar!a, cirio 
Saxífraga, grosellero, jeringuilla 
Fucsia, epilobiiim 
Eucaliptos, clavo 

Madroño, arándano, brezo 

Patata, tomate, tabaco, belladona, pimiento, es¬ 
tramonio 

Borraja, miosotis, pulmonaria 
Boniato o moni ato, jalapa, cuscuta 
Genciana 

Hierba doncella, quebracho, adelfa, estrofa uto 
Verónica, digital, linaria, conejitos o hierba be¬ 
cerra 

Menta, poleo, salvia, romero, lavando la, tomillo, 
orégano, hisopo, melisa 
Grobanche 
Verbena. 

Zaragatona» llantén 

Olivo, fresno, jazmín real 

Prímula, ciclamen, unagallis o murajes 

Lobelia, campánula 
Quinas, cafetos, ipecacuana 
, Madreselva, saúco, bola de nieve o mundillo 
Valeriana 
Escabiosa 

Cardo, centaura, alcachofa, lechugas» dalia, mar¬ 
garita, árnica, crisantemo, manzanilla, té de 
roca, girasol 

Calabaza, pepino, sandía 


Este cuadro contiene las familias más importantes. Las que poseen más especies o tienen más aplicaciones se citan 
en letras negrillas* Las que van seguidas de un asterisco * se tratan a continuación* 
























































('lase de las tnonocofilcdóncas 


portantes del mno vegetal par el número (unas 3 500) v los usí 
sus especies* Ahora liien t si resulta fácil reconocer las gramíneas 
es ya tanto distinguir unas (le otras. Todas se mnvm mll ,u 1* . 


CarAOterOS de las monocotlledóneas. —Aparte del nxráeler re- 

MiUunir de mi cotiledón única % ratas plantan ofrecen, en general lúa 
pai:1 JímjIkí (dudes siguiente^: 

a) Sus piezas florales (sépalos, pétalos, estambres, carpelos) están 
dlftpUtitO de trcM en tres o por múltiplos de tres. Se dice que m flor 
está construida sobre el tipo tres (trímeros); 

¿) Su cáliz y corola son del mismo color; 

c) Sus hojas no limen pecíolo y las nervaduras son paralelas; 

d) Por exigir esta nervadura un gran número de hacecillos liberóle* 
Sosos, el tallo posee varios círculo» concéntricos de tales hacecillos; 

r) Sus raíces y tallos están desprovistos de formaciones secundarias; 

Las nirmacotiledóneas comprenden unas 20 000 especies, repartidas 
entre l 60(1 géneros y 26 familias. Éstas pueden agruparse cu cuatro 
órdenes, tengan o no pélalos —sean sus pélalos para o muy colorea* 
dos— o, también, según que el ovario esté libre en el centro de la flor 
(ovario supero) o adherido a bt base de ésta y en apariencia debaío de 
la misma flor (ovario infero). 

Las principales familias de las monoeotilcdóneas son la de ke gra¬ 
míneas, la de hia palmáceas^ la de las liliáceas y ta de las orquidáceas. 

Familia de las gramíneas. —Esia familia « una d* ha mk i.»- 

usos de 
no lo 

■ , ,. * t t parecen mucho a causa 

de la posesión de un gran numero de caracteres comunes: 

1“ i{ít ‘ : I aciculada que, en las especies corrientes (trigo y avena) 
forras un manojo cabellado en Ja Lase del taílu y fij a sólo ligi-ramente 
la planta al suelo; 

2 " Tallo hueco u caña cuya medula ha desaparecido y contiene tabi¬ 
ques sólo a lo altura de los nudos, tales como, por ejemplo, una paja, 
un bambú, una cana de pescar, ele*; 

3 Hojas en forma de cintas, erguidas, 
zrivainadaras y con nervaduras paralelas. 
Su Luga ruina se prolonga por encima del 
limbo por una lígula; 

4 Epidermis sUictficada, lo que produ¬ 
ce esa ceniza resplandeciente de un mon¬ 
tón de paja incendiado; 

T 

5* Flores agrupadas en espiguillas y 
etilas, a su vez, cr* espigas (trigo, cebada 
y centeno) u en panojas (avena); 

6* Espiguilla que comprende una o va- 
iiii.s flores nisrrLas t-n un eje y protegidas 
poi dos piezas llamadas glumas: gluma 
superior y gluma inferior; 

i flor compuesta de dos gl amelas, ríos 
glumelulttSf tres estambres colgantes con 
amuras en forma de X y, por último, dos 
carpelos soldados en un ovario cerrado y 
libre, rematado por dos estigmas plumo* 
sm (vilano). Cene raímente, las gl mudas 
son consideradas como brincas y la® glu- 
mélulas como sépalos. En este caso falta 
la corola; 

H Un sólo óvulo en el interior del ova¬ 
rio. El segundo que debería existir 
aborta ; 

^ Sttnilln de albumen harinoso (almi- 
Hn* troja y hoja de tn«0 dóti). Sólo la capa periférica contiene una 

reserva proteica (a leu roña y gluten). 

10* Embrión de un solo cotiledón en forma de zueco; 

1 U Fruto seco iridcfnsecute, de pared soldada a la semilla. Por esta 
definición se reconoce un cariópside í impropiamente llamarlo grano 
(grano de trigo). 

La clasificar ion de las gramíncan no ofrece interés alguno de orden 
general, por descansar sobre mínimas diferencias entre las especies: 
mimen) de hojas por espiguilla; grupo de espiguillas en espigas o en 
panojas; número de espiguillas en cada nudo de la espiga; forma de 
las gluma® y de las g] tunelas; adherencia de éstas al grano, etc. 

Sin embargo, existen algunas gramíneas aberrantes como el arroz 
de flores de seis estambres, y el maíz, planta monoica cuyas flores 
eliua están en d ápice del tallo y las hembras en medio. Esa disposición 
completada por largos estigmas viscosos, facilita la polinización por la 
simple caída del polen. 

Los gramíneas son plantas generalmente herbáceas. Algunas de ellas, 
como el bambú, de crecimiento sumamente rápido, llegan a alcanzar 
no obstante la talla de un arbolillo. Las gramíneas son las plantas que 
cubren esas inmensas extensiones herbosas llamadas estepas en el sur 
«siútico, sabanas en Africa, pumpos en Argentina, praderas en d oes- 
te de los Estados Unidos. 

IVsde el punto de vista de sus aplicaciones, las gramíneas pueden 
dividirse en tres grupos: 

1*' Los cereales, que nos dan sus granos alimenticios: trigo centeno 
cebada ordinaria y de cervecería, avena, arroz, muí/; 

2* Las gramíneas forrajeras , que forman prados naturales o artificia- 
Jes: bromo, grama de olor, pea* fleo, etc,; 

3 o Las gramíneo* industriales, corno la cada de azúcar el esparto el 
bambú, el sorgo o zahina. 
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Frontispicio del tomo primero de Kxpeciúeulo tic* la Naturulvza 
o charlan sobre las particularidades de tu historia tmtuniL 
etc, (137Í)), grabado por -L-l\ Lo Bus* y neompnnmfo del si¬ 
guiente subtitulo; eSiil ornen i estudio los plantas desde el ce¬ 
dro que se encuentra en el Lilumo hasta el hisopo que sale de 
la muralla. Estudió, asimismo, los animales de la Tierra, las 
aves, los reptiles y los peces, 3. Libro de los lloycs, 4. 33* 

(Fot* Laroutese) 


Familia d6 las palmáceas. - Se cuentan unas l 000 especies de 
pal me ras pert enréjenles a regiones intertropicales, Solamente algunas 
desbordan jior el norte y el sur de estas áreas, principalmente en Méxi¬ 
co, África del Norte y Australia. 

Sus características eomuñes son las siguientes: 

l" Talla o estípite cilindrico sin ramificar* terminado por un enorme 
ramo de hojas. La forma cilindrica se debe a la ausencia de formacio¬ 
nes secundarias. A medida que creer el tallo, las hojas caen y son reem¬ 
plazadas por otras que brotan en el ápice. En ciertas especies, las hojas 
caen y el estípite queda liso, En otras, las hojas abandonan las bases 
de los peciolos, que $C transforman pronto en una estopa prnlcelnra, 
lo que da al tallo la apariencia do ser más grueso de lo que es en 
realidad; 

2 r ' flojas grandes y profundamente recortadas, rueden ser éstas roirí- 
¡mestfís pinadas (datilero y cocotero) o tomfmestns. palmeadas (palmi¬ 
to). Los recorto* no existen ni la hoja joven y se producen a medida 
i le su desamólo ; 

3 0 Flttres siempre unisexuales* Algunas palmeras (cocotero) son mo¬ 
noicas, es decir, que tienen u la vez flores machos y hembras. Otras son 
dioicas, yu que los diferentes sexos están sobre pies diferentes. Recor¬ 
damos que. por esta razón, los árabes, en sus oasis, se ven obligados a 
practicar la polinización artificial de los datileros hembras; 

i° H o jas siempre muy pequeñas y verdosas, pero agrupadas en raci¬ 
mos voluminosos, rodeadas por una gran bráclca o esputa en forma de 
cucurucho. Jaula flor macho se compone de tres sépalos, tres pétalos y 
seis estambres- Uada flor hembra comprende tres sépalos, tres pótalos 
y tres carpelos, soldados éstos a un ovario fie tres celdillas y, en apa¬ 
riencia, situado debajo de la ílor; ovario infero; 

5 k> Un sido óvulo en el interior del ovario. Los otros dos que debe¬ 
rían existir abortan; 

6* Semilla de albumen de eunstitución química muy variable; 

7° Embrión de un solo cotiledón; 

Fruto carnoso que puede ser, según el caso, una baya (fruto con 
pepitas) o una drupa (fruto con hueso). 

La clasificación d( j las palmáceas no ofrece interés general liaste in¬ 
sistir sobre su* m ó It i pie® utilidades. 

(herios pueblos consumen les yemas de algunas especies de palmá¬ 
ceas, como el llamado palmito* o extraen de sus inflorescencias un 
líquido azucarado capaz de dar un vino de palma excelente, e in¬ 
cluso vinagre y iUcokot. Un cocotero puede producir anualmente 300 
lit ros de tal vino* Los dátiles y el coco son frutos muy estimados. Lo 
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i[iH i vulgarmente se llama coco es el mirle© ríe una drupa cuya cás- 
mrtt © gachumbo ha sido retirada para fabricar fibras vegetales o cuer¬ 
das, El núcleo o nuez contiene el albumen, una parte del cual es sólida 
y otra líquida* La parte sólida* llamada marfil a causa <1© su dureza y 
color, proporciona una harina y un aante (manteca de coco y vegeta- 
lina) muy apreciados. La parte líquida o leche permite un consu¬ 
mo local debido a su riqueza en ¿izócar y su sabor árido. El cocotero 
es, pues, uno de los árboles más útiles de los países cálidos. Otra pal- 
máeeo* llamada palmera de aceite, da dos clases de liquidó; el aceite 
de palma f extraído de su drupa* y el aceite de palmito , extraído de 
mi albumen. Estos últimos años se ha emprendido la ex (dotación rae i o- 
nal de esta tan interesante especie. 

Desde el punto de vista industrial* las palmáceas dan numerosos pro* 
ductos: la certt f que cubre los hojas o el tallo de algunas especies de 
America del Sur; el marfil vegetal» que es el albumen córneo del coro¬ 
jo; ia rafia y la crin vegetal * producidas por las nervaduras de especies 
de (Viada gasear y el japón. Una pal macea de la India, cotun ida vulgui 
mente bajo el nombre de rota. retén y palma de ludias, ch uil bejuco 
cuyo tallo se emplea para la fabricación de bastonea y rejillas p«i¡i 
asientos de sillas. 

Familia d© las liliáceas. . — A la inversa de las familia* preceder© 
les, que gnu muy homogéneas* la de las liliácea* comprende tren su 1 1 
familias o tribus* que conviene estudiar separad ámente ames de resu¬ 
mir los caracteres comunes; 

L Tribu de las líbales. — El tipo de esta tribu es la azucena o 
lirio blanco, que m conserva de un verano a Otro por medio de una 
cebolla o bulbo escamoso, compuesto de un tallo corto con raíces fui* 
vtmticiá* y una yema terminal. El conjunto está cubierto por una espe¬ 
cie de escamas u hojas espesas repletas de substancias nutritivas e in© 
hrinirlas unas con otras. Una vez el bulbo enterrado, la yema terminal 
engendra un tallo y hojas aéreas. 

Las flores forman un racimo en el ápice del tallo y cada una de ellas 
comprende tres sépalos peta brides, tres pétalos, seis estambres y tres 
carpelos* Los estambres tienen sus sacos polínicos del lado riel eje de 
la flor y son, por consiguiente, intcorsos* Los carpelos están soldados en 
un ovario de tres celdillas* libre en el centro de la flor, con un largo 
estilo que termina en tres estigmas. El ovario es, pues, supero. La pía* 
cent ación es axil» Los óvulos* muy numerosos* dispuestos en seis filas 
longitudinales* mu anat ropos. A su madurez* el ovario se convierte en 
fruto seco* dehiscente, que se abre por tres hendiduras longitudinales 
en medio de la pared externa de las tres celdillas* o sea* una cápsula 
¡oeulicidttt semillas tienen un albumen vn el que la celulosa des¬ 
empeña el papel de reserva nutritiva* 

Ademas de la azucena o lirio blanco» la tribu do las liliáceas compren¬ 
de el tulipán» el jacinto y las diversa» especies de ajo ¡ajo propiamente 
dicho, chalote* cebolla na, cebolla y puerro). 

1|. Tribu (le los cólquicos. — El cólquico de oí mi o es. muy corriente 
en los prados húmedos. Las hojas de esta planta apa recen en prima¬ 
vera y sus flores, semejantes a las del lirio*, son de tin hermoso color 

malva durante el mes 
de septiembre. La única 
diferencia cuta las liliá¬ 
ceas es que las grietas 
de la cápsula nu pro¬ 
ducen de la misma ina- 
ñera* sino que cada cel¬ 
dilla se separa de lúa 
otras dos y después m 
abre por su borde in¬ 
terno. La cápsula es 
s epticid a, 

IIL Tribu de las as- 
paragíneas. — En esta 
tercera tribu, el bulbo 
es reemplazado por tm 
rizoma y la capsula por una baya* El rizoma del sello de Salomón será 
estudiado en vi párrafo de los tallos subterráneos. El del espárrago que 
los jardineros designan bajo el nombre de raíz» es la parte que engen¬ 
dra los brotes jóvenes comestibles* En el sello de Salomón y en el 
muguete o lino de los vades» los sépalos y los pétalos soldados entre sí 
constituyen uno campanilla* 

Los únicos caracteres comunes a las tres tribus de las liliáceas son 
los siguientes; 

l* Flores dé tres lépalos, tres pétalos* seis estambres y tres carpelos; 

2" Sépalos petolvides; 

T 5 Carpelos soldados en un ovario de tres celdillas y Ubre en el cen¬ 
tro de fu flor; 

4 o Semillas con albumen , 

Usos. — Las Liliáceas nos son útiles como plantan ornamentales (lirio* 
tulipán, jacinto* muguete) y como plantas alimenticias (ajo, chalote, 
cebolla, puerro, espárrago). Los bulbos del cólquico contienen un alca¬ 
loide venenoso. De las hojas del áloe se extrae una resina purgante 
(acíbar). Se incluye en las liliáceas un árbol de países cálidos* el 
drago , que destila por el tronco* durante Jos grandes calores, una es¬ 
pecie de resina roja conocida en farmacia bajo el nombre de sangre de 
drago. Hay que señalar que el drago* con el ¿loe y la yuca* es una 
de las pocas inonocotdedálicas con formaciones secundarías. Se conocen 
dragos que tienen 25 metros de altura y 15 de diámetro. 

Familia dé las orquidáceas. Esta familia es una de las más 

importantes (6 000 especies) y de las mas extra ordinarias que puedan 
existir. Las orquidáceas difieren profundamente de todas las demás mo- 
nocotíledóneas por un conjunto de particularidades morfológicas y 
fisiológicas: 



Sellos de Salomón con llores 


i* Raíz tuberculosa o* más exactamente, formada por la unión de 
varias raí CHS adventicias; 

2 a Flores muy irregulares. Los tres sépalos peta luid£& y los tres pé¬ 
talos turnan las formas y las disposiciones rmís diversas. Uno de los 
sépalos, particularmente, $v yergue después en forma de casca o capti- 
ehán» mientras que los otros dos se extienden romo alas o se suel¬ 
dan en forma de espuela. Uno de los pétalos es colgante y constituye 
el labelo, que puede estar más o menos dividido, prolongado o no por 
una espítela cubierta de pelos y de toda ríase de asperezas, lorias estas 
modificaciones —que afectan también al color— han dado por resultado 
que las flores de fas orquídeas sean comparadas a los objetos y arri¬ 
mabas más diversos: zapato de Venus* el hombre ahorcad o, la ophrys 
mosca* ophrys* araña, órquide mosquito* etc.; 

'£'* Un solo estambre soldado al estilo del ovario, formando una 00* 
lu mi lilla central llamada ginosterno, en cuyo extremo superior se en* 
rumii iu U antera única y dos estigmas, 
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Flor rifi orquídea: A, diagrama de una flor; íb conjunto de 
una flor; C, modo de abertura del fruto 


4'* Granos de pulen de cada una de las mitades de la antera* agióme* 
rudos en una masa o ptdinia que Uimimt m su parte inferior en un 
pequeño pie hinchado y pegajoso ( rrünúculo). Esta es una de las mas 
extraordinarias adaptar iones a la ptdirti curian por los insectos que trans¬ 
portan de flor en flor las polifilas adheridas ti ellos. La vainilla, planta 
de la familia de las orquidáceas es polinizada en las Antillas (su (jais 
de origen) por insectos y sólo puedo serlo artificialmente en los demás 
países en que ha trido aclimatada; 

5" Carpelos soldados a un ovario de una sola celdilla que en upa¬ 
rle mía se encuentra debajo de la fiar. EnIc ovario infero se parece, a 
primera vísta* al pedicelo floral, del que mío se distingue por estar re¬ 
torcido sobre sí mismo; 


6 o Óvulos de place litación parietal ; 

7* Semillas sin albumen y con embrión reducido a tm pequeño ma¬ 
cizo celular indifetencittda; 

8* Eruto seco, dehiscente* que se a fue por seis grietas y, por cansí- 
guíente, neis ventallas* dr las que sólo tres llevan las semillas* Esta clase 
d© fruto ©h una cápsula xeptí fraga. 

Donde el punto dr vista fisiológico, las orquidáceas ofrecen un inte¬ 
rés inmenso y se pueden dividir en tres categorías, según las condtcio* 
nrs en que viven: 

al Las que, en posesión de clorofila suficiente, son integral metí le auto- 
fitófagas . 

b) Las que, por el contrario* no teniendo bastante substancia verde, 
son a un tiempo autofitófagas y saprofitas» 

c) Las que viven sobre otros vegetales* no romo parásitas* sino como 
epífitas, igual que los musgos y los liqúenes. Estas epífitas adornan 
las cimas de los árboles cu los bosques tropicales y suelen alcanzar 
grandes dimensiones. Las raíces colgantes y provistas de clorofila de 
estas orquidáceas están revestidas de un tejido esponjoso que absorbe 
instantáneamente el agua de la lluvia. 


Cualquiera que sea su modo de vida* las orquidáceas viven en írim- 
biosis c<m un hongo microscópico necesario para su desarrollo. Una se¬ 
milla esterilizada y puesta en ambiente estéril no germina. Es necesario 


que la semilla esté invadida superficialmente por el hongo para que 
dé nacimiento a una nueva planta. En algunas especies hay simbiosis 
perpetua* y en otras, simbiosis de estación. Estudiemos este último caso, 
que es el más interesante* Tomemos Una semilla de órquide puesta en 
tierra e invadida por su bongo simbiótico. El embrión se desarrolla en 
un primer tubérculo en forma de trompo. Este tubérculo da otro des¬ 
pués que* no infectado por el hongo, se aísla y* hacia el mes de ¡olio* 
produce los órganos de la planta. Un octubre* r¡ hongo lo invade y se 
produce un nuevo tubérculo sano* Cada año* Ja órquide vive en simbio¬ 
sis desde octubre a julio, y sin ella desde julio a octubre. La órquide 
acumula reservas en el primer período y florece en el segundo* 

¡^s orquidáceas son* seguramente, las plantas que más necesitan del 
concurso de otras para subsistir sobre la superficie del Globo: los árbo¬ 
les son los que las soportan cuando son epífitas, los insectos los que 
las polinizan y los hongos los que aseguran su crecimiento* 


Clase de las dicotiledóneas 

Caracteres de las dicotiledóneas. — Esta segunda clase de las 
angiospermas se distingue de la precedente por los caracteres siguientes; 
a) Dos cotiledones; 
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(>) .. i I* n.i Ir | r t i í m i • mi o |HMl JUMíllf, ii un ll 1111111 im 1 1 r * u . 

nm i» 4 i m Íim t m . , |jmi r jcm |j li *) ; 

* i i di y .LíJ 1 1 i ír r c ll t r r n r 1 n t r rolm eadnH ¡ 

ti) 11 m j{ih nm peciolo* y tieiVudüMiK t a mi (o'¿i cJ n i; 
r ) M n solo ojíenlo de IuíccoíIIok libero leñosos en ol t rt 11 ■ *; 

/) líuiz y liiilo [jrovibloM do formaciones secunda ruis. 

Estos caracteres, síjIvo el primero, están sujetos a numeirísas rxecji* 
e iones* 


Las dicotiledóneas comprendan unas US (XX) especies, repartidas en 
0 700 géneros y 220 familias. Éstas pueden ser agrupadas i*n sois órde¬ 
nes, según tengan pétalos ü no —-que éstos estén soldados entre sí o 
libres—, y según que el ovario esté libre en el centro de la flor, O en 
apariencia debajo de ella. Los términos empleados para designar esos 
diferentes casos son; flores apétalas, diaUpétalm y gamapétalas ; flores 
supe roñar icos c inftr maricas. 


Estudiemos las siguientes familias: tmpulíferas, ranunculáceas, cru - 
cíferas, papilionánean, rosúceas, umbelíferas q labiadas y compuertas 
(romposáceas, acluaImente). 


Familia de las cupuNferas*— La mayoría de los arboles de los 
bosques de Europa forman parte de esta familia, que cuenta unas 400 
especies en las regiones templadas del hemisferio Norte, la mitad de 
las cuales son diversas especies de encina. Los caracteres comunes de 
estas plantas son los siguientes: 

I o Florea siempre unisexuales; 

2 Ü Florea de dos sexos sobre el mismo árbol (estado monoico); 


3 a O vori u infero; 

4“ Semilla si ti albumen; 

fv' I 1 ruto seco, indeIlístente, de la categoría de los aquenios; 
b° Aquén lo más o menos rodeado de escamas formando cúpula, 

Líi familia de las cu pulí [eras se divide en tres subfamilias o tribus: 


h Tribu de las quercíneas. — Éstas son la encina, id haya y t-1 
matan o, Las flores machos están agrupadas en pequeños racimos o 
amentos y se componen cada una de seis sépalos y de un número va¬ 
riable de estambres, Ijis flores hembras tienen seis sépalos y tres car- 
iodos, y están insertas una por una (encina), de dos en dos (haya), de tres 
en tres (castaño) en amentos mis cortos. Los carpelos están soldados 
en un ovario de tres celdillas, situado en apariencia debajo de la flor, 
IV los seis óvulos, sólo uno llega a la madurez. El aquénio contiene, por 
con si guíente, una sola semilla. En la encina, cada aq nenio esta rodeado 
en su liase por una I ipica cúpula que recibe vulgarmente el nombre 
de bellota* En td haya, los aquén ios están desarrollados por parejas 
en una misma cúpula completa, que se abre por cuatro valvas y que 
se llama comúnmente hayuco. En c) castaño hay tres aquenios en una 
misma cúpula completa y espinosa que se abre por cuatro ventallas, 
cuyo conjunto es la costana. 


II, Tribu de Isis coriláceas. El mudlan o y el carpe u ojaranzo cons¬ 
tituyen esta tribu, que se diferencia de lo precedente por la ausencia 
di* sépalos en las flores machos, reducidas a algunos estambres. La cú¬ 
pula misma so reduce a una simple gorgnera (avellano) o es trilobu¬ 
lada en la base de los aquén ios (carpe u ojaranzo), 

IIL Tribu de las he tiliáceas,— El abedul y td aliso son ios princi¬ 
pales representantes de esta (ribo, cuyas flores hembras son las que 
no tienen sépalos, La cúpula se reduce a una simple escama. 

Usos. — Los empleos de las cupulíferas son semejantes a los de los 
árboles en general, pero tienen además otros usos particulares. La cor¬ 
teza y las agallas de la encina proporciona ti tu casca y el tanino, uti¬ 
lizados en el curtido de las pieles. La corteza del alcornoque da el cor¬ 
cho; el hayuco, fruto del haya, contiene un aceito comestible; la cas¬ 
taña es un buen alimento farináceo. 


Familia de las ranunculáceas. — Om ¿su familia entramos en 
la categoría de las dicotiledóneas dial i pétalas. Entre ellas figuran las 
ranunculáceas, que se distinguen por los caracteres siguientes: 

V‘ Numerosos estambres extrorsos; 

2“ Ovario sí pero ; 

3 IJ Semillas con albumen. 


Aparte de estos caracteres constantes, indos los demás son variables, 
h> que conduce a dividir la familia en tres subfamilias o tribus: 

L Tribu de los ranúnculos, — El tipo de esta tribu es el ranúnculo 
o botón de oro , que comprende además la ficaria o celidonia llamada 
también ranúnculo falso, cuya flor se compone de cinco sépalos, cinco 
pélalos y numerosos estambres y carpelos, En el ranúnculo, los sépalos 
son verdes y Jos petalos amarillos. En la {icaria o celidonia, sólo hay 
tres sépalos verdes; los otros dos son pela Vides, amarillos como la cu¬ 
mia, que está computista de siete piezas. Los carpelos están insertos 
por separado en el receptáculo inflado del centro de la flor, Cada uno 
de ellos se convierte en uil aquén io y el fruto es un poliaquenio, 

í *on respecto a la ítcaria o celidonia hay que señalar la formación de 
bul billas en las axilas de las hojas, que son otros tantos brotes auxilia* 
rrs„ los cuales, a! caer, dan una planta nueva, lo que equivale a un proce* 

dtmíenlo de multiplicación vegetativa similar a la reproducción por 
esquejes. 


1L Tribu de las anemones. — Las dos plantas principales de esta 
tribu son la anemone y la clemátide . Éslas difiere» de las precedentes 
por la ausencia de corola. Los sépalos, en compensación, son petaloides. 



Abertura de una yerna de castaño (Fot. C. Bitlé) 


Estas plantas no se colocan en la categoría de las apétalas, porque deri¬ 
van manifiestamente, por simple atrofia de la corola, de las más típicas 
ranunculáceas. La clemátide es irn arbolillo que trepa gracias a sus pe* 
dónenlos foliares transformados en zarcillos. Los aquén ios de la clemá¬ 
tide tienen un largo penacho plumoso. 

IlL Tribu de los delfinios, — En ésta, las flores conservan sus sé* 
palos y pétalos; sus estambres son siempre muy numerosos, pero, en 
cainhío, sólo i ir men cinco (o veces tres) carpelos libres en el centro de 
la flor. Cada uno de [os carpelos, al llegara su madurez, se convierte en 
mi folículo itrio contiene varías semillas. 

Los delfinios son muy singulares por las modificaciones de su perigonin. 
La arañuela tiene sus pétalos reducidos a cinco pequeñas escamas del 
mismo color que los sépalos. El eléboro los tiene en forma de cucuru¬ 
chos* Los pétalos de la aguileña sim cu forma de cucurucho o de espue¬ 
las colgantes, en los que se acumula el néctar, muy apetecido por los 
insectos melifico^, En la espuela de galán, la flor se hace irregular; un 
sépalo y los dos pétalos correspondientes constituyen una espuela nec¬ 
tarea que cuelga por debajo de la flor. En el acónito, por último, tres pé¬ 
talos son rudimentarios, en tanto que loa otros dos forman una especie 
de casco a cuyos latios se encuentran los sépalos. 

Usos. *— Las ranunculáceas son, sobre todo, plantas de adorno, de 
las cuales se cultivan un gran número de especies y variedades. De ciertas 
especies de esa familia se extraen alcaloides utilizados en medicina (aeo- 
nitina y eh?horma). 

Familia de las cruciferas. — Esta familia, que comprende unas 
1 2(3(1 especies i le las regiones templadas, es una de las más homogé¬ 
neas que existen, por lo que no se divide eu tribus. Los caracteres de 
estas plantas son los siguientes: 

l' 1 Raíz diplóstuñj es decir* de dos hacecillos leñosos, dos 1 iberia nos y 
cuatro filas de radicelas que alternan ron los hacecillos precedentes; 

2 4 Flores dispuestas en racimos, compuesto cada uno de cuatro sepa* 
Itts, cuatro pétalos, seis estambres y dos carpelos ; 

3* Sépalos desiguales : dos tienen forma de vej iga en su base y están 
insertos un poco mus abajo que los otros dos; 

4 o Pétalos encogidos en la base (una) y dispuestos en forma de cruz, 
de donde procede el nombre de la familia; 

5" Estambres divididos en dos circuios concéntricos, uno de los 
cuales, el externo, tiene sólo dos piezas, por haber abortado los dos 
restantes; 

6“ Carpelos soldados por sus bordes a un ovario supero, de una sola 
celdilla y con placentación parietal. Pero se forma secundariamente un 
falso tabique que separa los dos carpelos; 

T' f ruto seco, dehiscente, que se abre por cuatro grietas. Este fruto es 
silicua cuando es más alto que ancho, y sitíenla cuando es más ancho 
que alto. Las semillas permanecen sujetas al falso tabique, mientras 
que las ventallas se apartan a derecha e izquierda. En ciertos casos 
(rábanos), el falso tabique es sinuoso y se adhiere a las paredes del fru¬ 
to, de lo que resulta una serie de compartimientos, cada uno de los 
cuales encierra una sola semilla y que se separan unos de otros al lle¬ 
gar a la madurez. En este caso, la silicua es reemplazada por una 
serie de aq nenias ; 

fl" Semillas sin al humen; 

9* Cotiledones planos, plegados o en espiral. 
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Li 4 t-r ni■ ¿foiiiw tienen múltiples usos: alimenticios, indu$tritdcs f or¬ 
namentales* medicinales, etc. 

Familia de las papilionáceas 4 — Las papílianáceax o legumino- 
wi con 1 (Huyen una de las más importantes familias, por el mimeni de 
u , especies (unas 7 000) y los servicios que prestan a \\ agricultura. 



Flor de alhelí: a, androceo y pistilo; b* pistilo aislado; r, 
acción del pistilo que muestra los dos carpelos; d, flor entera 


Los numerosos caracteres comunes de estas especies hacen cíe ellas una 
familia homogénea. Estos caracteres son: 

I o Hojas generalmente compuestas ; 

2 Ü Flores dispuestas en racimos o eti capítulos o cabezudas y de una 
simetría netamente bilateral. La semejanza con las níariposas lia dado 
el nombre a la familia; 

3 9 Cáliz formado de cinco sépalos soldados entre sí (gamosépalo) ¡ 

4° Corola formada de cinco pétalos libres y desiguales* El posterior, 
llamado vexilo o estandarte , se yergue entre los pétalos laterales o alas, 

precedidos éstos a su vez de 
un casco formado por los pé¬ 
talos anteriores, llamado ca¬ 
rena o quilla; 

5” Estambres en número de 
diez, soldados entre sí por su 
lila incn lo (algunas veces, el 
estambre p o s I e r i o r queda 
libre). El conjunto de los 
estambres se alberga en La ca¬ 
rena ; 

(i* Carpelo ártico* libre, con 
el calilo acodado, alojado tam¬ 
bién en la carena y que atra¬ 
viesa el tubo estamíneo; 

V Fruto seco* dehiscente, que se abre por dos hendiduras opuestas, 
o sea una típica legumbre; 

8* Numerosas semillas sin albumen, adheridas a las ventallas del 
fruto* 

Aparte de algunas leguminosas aberrantes ( mimosa, acacia) cuya co¬ 
rola no es papiíionacea, o lo es imperfectamente (ciclamor* (¿garrobo), 
las demás se dividen en cinco tribus; 

I Tribu de las genístas (retama , aulaga* codeso), cuyos estambres 
están todos soldados por sus filamentos. Las hojas son simples o com¬ 
puestas palmeadas. 

I!, Tribu de las faseólas (judía* soja), uno de cuyos estambres que¬ 
da libre y el estilo es corvo en forma de cayado en el interior de la 
carena* Las hojas son trifoliadas. 

IIL Tribu de los lotos (foto* melilota* trébol^ mielga, glicina, ro¬ 
binia), uno de cuyos estambres permanece líbre, pero sin el estilo en 
forma de cayado* Las hojas son compuestas pinadas y tienen un folíolo 
terminal, 

IV. Tribu de las vicias (arveja , algarroba* guisante , lenteja haba, 
aimorta), que se distingue de* las precedentes en que sus hojas, com¬ 
puestas pinadas, se terminan por un filamento o un zarcillo. 

V* Tribu de las hedísáreas (pepirigallo o esparceta* cacahuete), ve¬ 
cinas de los lotos, pero cuya vaina se transforma en una hilera de 
aq uén ios* 

Usos* — Las leguminosas tienen importantes usos: alimenticios* in¬ 
dustriales , ornamentales y medicinales. 

Bastará recordar que bu* leguminosas, gracias a unas bacterias rrníi- 
c¡colas que albergan (nodación), tienen la propiedad de absorber el 
nitrógeno atmosférico, por lo que enriquecen el suelo y constituyen 
un abono de primer orden, 

Familia de las rotáceas* — Con sus 2 000 especies, entre las cua¬ 
les figuran la mayor parte de los árboles frutales, la familia de las 
rotáceas ocupa uno de los lugares más importantes en el reino vege¬ 
tal* Pero todo lo que tienen de homogéneas ciertas familias, como las 
gramíneas y las cruciferas, lo tiene de heterogénea la de las rotáceas. 

El único carácter común de todas las rosáceas es que su flor posee 
cinco sépalos sobre los cardes se insertan los pélalos y los estambres. 
Si se arranca un sépalo, se arrancan también las piezas que éste sos¬ 
tiene* Las rosáceas se dividen en seis tribus: 



Bstefidarle 


¡lia 


Flor de guisante : A, diagrama; 
JL pétalos separados 


L Tribu de las fragarias (fresa* zarza, frambueso}, — Formula floral 
5 S I 5 V | cv E 4 *v C Los últimos están insertos separadamente 
en el receplácido que Hobrcftilc* en ¡ I centro de Ja flor* El fruto es múl¬ 
tiplo; ya HCii (oriundo 

tilPilos 

titulo L* y estambre 


ríe aquén ios (fresa), o 
di.» d r u p a a pequeñas 
(frumbucHu m a d u re). 
En la flor de h * I rmi 
hay mi doble culi,-. (en 
I./ y culii ido). 


/TV 



aquenlos 

receptáculo 


SÍfMlD 


A, Córte dr I 11 llor; B¡ 
dr miu fresa 


ueeci 011 


11. Tribu de Un ro¬ 
sales ( ntstd \ilvcstfi' m 
escaramujo). La íói 

nlula flor ¡1 f rn \a miMini 
que en las precedentes, 

pero eI recept ó ojo n nim .im ni vt/ iI■ ibtilliolo* En ambos casos, la 
superiten 1 , mus rjueti -ji Ir peiiiutr nopotiiti iitmn'mwi8 carpelos* Estos, 
al madurar, se- convierten m aquenim, y quedan mu ten id o* en tilia espe¬ 
cie de botella roja que no <-•. pono >1 i ere pt árido que se Lia hecho 
carnoso* 


III. Tribu de las espireas (reina de tos prados),-- La fórmula flo¬ 
ral es: 5 S + 5 P + <X> E + 5 C* Lnw r arpe Ion, menos mil ríe rosos, están 
colocados en el receptarulo plano, irnos al Inflo de otros, y al madurar 
se convjerLen en folículos* cada uno de los cuales contiene varias semi¬ 
llas* Obsérvese la correspondencia entre la multiplicidad de estos últi¬ 
mos y el escaso número cíe los frutos, 

IV. Tribu de las amigdaláceas (almendro* durazno , ciruelo* endri¬ 
no , cerezo * al bar ¿coquera ).— Formula floral 5 5 4 5 P -f (X)E + 1C 
El único carpelo, en el centro de la flor, sólo contiene dos óvulos, uno 
de los cuales aborta. El fruto es una drupa cuyo hueso contiene una 
sida almendra. 


V* Tribu de las agrimonias (agrimonia* pimpinela, pimpinela ma¬ 
yor* pie de león o alquimila). — En esta tribu, completamente aberrante, 
los pétalos pueden desaparecer y los estambres, reducirse a cuatro e 
incluso a uno solo. A veces, la flor es unisexual. En todos los casos 
hay solo dos carpelos unidos, cada uno de los cuales contiene solamente 
un óvulo que, at madurar, se convierte en Un doble aquén ¿o* 

VI. Tribu de las pomáceas {manzano, peral* membrillo , níspero, 
espino ).—-Esta tribu es la transición de las plantas superovúricas a 
las jila tilas infcrováricas* La fórmula floral es: 

(5 5 + 5 P 4" oc E 4" 5C). 



Flores de zanahoria silvestre aumentadas dos veces 

(FoL Jt.-JJ. Noallles) 


Los paréntesis significan que se trata de ovario infero* El ovario, si¬ 
tuado en apariencia |>or debajo de la flor, se compone de cinco celdi¬ 
llas, cada una de las cuales contiene dos óvulos. El fruto es una haya 
cuyas pepitas están envueltas en una masa coriácea de tejido colónqtu¬ 
rna. En cambio, el níspero es, por excepción, una drupa de cinco 
Im esos* 

Usos*— -Alimenticios, La mayor parte de los frutos de pepitas o de 
hueso provienen de las rosa ceas*— Industriales, Los árboles frutales pro¬ 
porcionan maderas de ebanistería. Las rosa ceas contienen tonino y 
de varias especies se extraen esencias.— Ornamentales. l*as innúmera* 
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h!r¡t variedades de rusas luí; i «ido 11 1 de ti íc I us toda» rilas a partir del 
encaramii jo o m-sfll silvestre* 

Familia de las umbelíferas* — En esta familia, que cuenta linas 
i 500 especies en todas las regiones del Globo, los caracteres generales 
son numerosos y permiten una definición muy precisar 

1° Tallo hueco, cuya superficie presenta surcos y venas; 

2 J Canales secretorios* que producen esencias; 

3* Hojas muy recortadas; 

4 o Flores agrupadas en umbelas; 

S* Flores compuestas de cinco sápidos, cinco pétalos, cinco estambres 
y dos carpelos* Todas estas piezas, soldadas por su base, hacen que la 
flor sea inferovórica. Ésre es uno de los caracteres esenciales de la 
familia; 

6® Ovario compuesto de dos celdillas, cada una de las cuales encie¬ 
rra un solo óvulo; 

7® Semillas con albumen; 

B“ Fruto compuesto de dos aqueniüs que, retiñidos primero, se sepa¬ 
ran a continuación, si bien quedan suspendidos de un pedúnculo común* 

Las diferentes especies se clasifican según la forma y la ornamenta¬ 
ción de los aquemos, aunque esta clasificación carene de ínteres* Huy 
que señalar, sin embargo, algunas umbelíferas aberrantes, como el 
cardo corredor , cuyas hojas espinosas y llores en capítulo se pare¬ 
cen extraordinariamente a las del cardo* 

Las raíces (tubérculos) de las umbelíferas se emplean sobre todo 
en alimentación. 



Zanahoria silvestre: a t diagrama de la flor; b, corte de la ñor; 

e ( sección del fruto 


Familia de las labiadas. — Con las labiadas (2 bilí) especies en 
las regiones templadas) entramos en la categoría de las plantas gamo- 
pétalas cuyos caracteres son los siguientes: 

I o Tallo de sección cuadrada, cuyos ángulos son sostenidos por hace¬ 
cillos de tejido coténquima; 

2 b Hojas opuestas, simples y velludas, que desprenden un perfume o 
esencia contenido en pelos secretorios; 

3 o Flores de simetría bilateral y generalmente bilabiadas* Hay que 
entender esta expresión en el sentido de que la corola tubular se 


termina por dos labios; uno superior, formado de dos pétalos, y otro 
inferior, que rom prende los tres pétalos restantes; 

4" Fórmala floral (5 S) + (5 P) + 4 E 
+ (2C); 

b° Estambres de tamaños diferentes: dos 
grandes y dos pequeños, todos situados debajo 
del labio superior; 

6° Carpelos soldados en un ovario infero, 
que un falso tabique divide en cuatro cel¬ 
dillas. Hay un óvulo por celdilla; 

7“ Fruto formado de cuatro aquenios, sol¬ 
dados y rodeados por el cáliz; 

fí" Semillas sin albumen. 

Las labiadas son, sobre todo, plantas de 
terreno seco y, muy especialmente, propias de 
la región mediterránea. Citemos el espliego , la 
menta, la salvia , el romero , el tomillo, el 
serpol, el toronjil , etc* 



Sección de 
de laurel 


tina flor 

blanco 


Familia de las compuestas.— Esta fa¬ 
milia es una de las más importantes del reino vegetal por el numero 
de sus especies (unas 10 000)* He aquí sus caracteres generales: 

1° Aparato vegetativo que contiene sea canales secretorios , producto¬ 
res de esencia, sea redes laticíferos, productoras de látex; 

2 1 * Flores agrupadas en cabezuela o capítulo en el extremo de un 
ancho receptáculo, rodeadas de un involucro. Cada ílor lleva el nombre 
de (lósenlo ; 

3“ F¿ósculos compuestos de una hilera de pelos formando cáliz, de 
cinco pétalos soldados en forma de tubo, de cinco estambres y de 
dos carpelos. Todas esas piezas, soldadas por su base, hacen Ja flor 
inferovórica; 

4 U Estambres soldados por sus anteras en un tubo en el cual entra el 
estilo del ovario. Hay que recordar que este dispositivo es muy ade¬ 
cuado para la polinización directa; 

5" Ovario de una sola celdilla y óvalo tínico; 

b° Fruto de la categoría de los aquenios, pero rematado siempre por 
un vilano que facilita su diseminación por el aire; 

7 U Semillas sin albumen* 

La familia de las compuestas se divide en tres tribus: 

L Tribu de las ligulifloras (achicoria, diente de Icón , lechuga, sal¬ 
sifí, escorzonera) , cuyos f lósenlos tienen una corola 1Í guiad a, es decir, 
alabeada hacia el ludo externo de la cabezuela mediante una lengüeta 
más o menos grande. Las plantas de esta tribu tienen un látex amargo, 
contenido en redes laticíferas* 

[L Tribu de las tubiHoras (cardo, centaura, aciano, alcachofa), cu¬ 
yos fióseulos son, por el contrario, tubulares, es decir, desprovistos de 
lígula. El aparato vegetativo posee canales secretorias que contienen 
una esencia. 


1II* Tribu de las radiadas (margarita, dalia , crisantemo, girasol, 
aguatnrma , maravilla, manzanilla, ajenjo, artemisa* siempreviva), cuyos 
fióse ulos periféricos son 1 i guiados, mientras que los centrales son tubu¬ 
lares y generalmente de colores diferentes. La mayor parle de los 
órganos son recorridos por canales secretorios. 

Usos. — Las compuestas tienen gran número de usos aíimenficíoJ, 
ornamentales y medicinales. 
















Anatomía y fisiología de 
las plantas superiores 

Órganos de nutrición 

La raíz: Partes ele una raíz. Estructura primaria. Crecimiento m longitud. Direéiiúti «le crm imlruto: Acción 
de la fuerza de gravedad o geotropismo. Acción de la humedad o hírircdroplHiiio, Crcdmletito en espesor: Creci¬ 
miento en las dicotiledóneas* Crecimiento de las monocotlIcdónrus. Estructuro smindrirla. Hiundiración de la 
raíz. Raíces adventicias. — El tallen Partes del tallo» Estructuro primarla: Tullo ríe las dicotiledóneas* Tallo 
de las monocotiledóneas. Comparación entre el tallo y ln rliti Paso di* 1 u raíz al tallo. Cree!miento en Longitud* 
Dirección del crecimiento: Acción de la tuerza de gravedad o geotropismo. Acción di la luz o fototropismo* 
Crecimiento en espesor : Crecimiento en las dlccdlledóliciis. Crecimiento en las monocotiledóneas. Estructura 
secundaria» Las capas anuales del líber y del leño secundarlos. Dimensiones y edad de las plantas. Rami¬ 
ficación del tallo* Tallos trepadoras : Plantas tjue se arrollan. Plantas con zarcillos* Pínulas con garfios* Tallos 
rastreros. Tallos subterráneos: Rizomas. Tubérculos* Bulbos escamosos. Hojas i Partes de lu baja. Formas 
de las hojas. Nervadura, Pilotaseis. Estructura de las hojas : Estructura del periodo. Estructura del limbo* 

Estomas, Crecimiento y calda dr las hojas. Hojas subí erróneas 


El aparato vegetativo de las angiospermas se compone de una raíz, 
de un tallo y de hojas, que son los órganos de nutrición* Después de 
haberlos estudiarlo cíesele d doble punió de vista de su estructura y de 
su desarrollo, examinaremos la ¡afluencia que ejercen sobre ellos 
los factores cósmicos (calor, luí, ambiente, clima, ele,)» Un último 
capitulo será dedicado u la multiplicación vegetativa o reproducción por 
mecí lo del aparato vegetativo (esqueje^ acodad Ufa, injerto!. 

Solamente después será estudiada la reproducción sexual. 

La raíz 


La raíz es un órgano genera i mente subterráneo - por consiguientes, 
desprovisto de clorofila— cuya función es: i 9 , fijar lu planta al suelo: 
2 o , absorber id ;tgua y !an sales minerales del suelo; 3 o , acumular re* 
servas nutritivas* La raíz es n veces acuáticji V otras aerea* 

Hay que distinguir la raíz terminal, que se encuentra en la prolonga* 
ción del tallo, y las raíces adventicias, que nacen en un punto cual¬ 
quiera del tallo e incluso de tas hojas* 

Partes de una raíz.— Si observamos con la lupa una raíz muy 
regular* como la de una lenteja de agua (lernrtct) f veremos de abajo 
arriba las parles siguientes: 

1“ La caliptra, especié de eolia protectora, de células CUtmizadas; 

2 U La región lisa * cuya longitud es musíante; 

3° La región pilífera, cubierta de pelos absorbentes. Su longitud es 
constante y los pelos son tanto más largos cuanto más altos se encuen¬ 
tran. Los pelos inferiores son pelos recientemente formados a expensas 
de la región lisa. Los pelos superiores son pelos viejos que, al caer* 
agrandan En región siguiente; 

4 a La región rugosa* en la que se ven las cicatrices de los pelos 
cuidos, 

S° El cuello o región de transición con el tallo. 


Estructura primaria. - La estudia remos en un corte transversal 
hecho en la región pilífera con una hoja de afeitar, La sección, lo 
más delgada posible, es sumergida duran Le diez minutas en lejía* ron 
í ■ 1 1 1 ti de destruir el p rolo plasma de las células y aclarar la preparación, 
A continuación se lava ésta con ácido acético, qtic elimina el exceso de 
lejía, y luego con agua destilada. Por fiu* se colora la preparación con 
carmín y verde dr yudo, con lo que Ja celulosa se tiñe de rusa y la 
madera de ve irle* Ya sólo queda observar el corle ron el microscopio, el 
i'ual nos tnuestra, de lu periferia hacia el neutro, los tejido» siguientes: 

1“ La corteza, conjunto de tejidos que sirven para la absorción, pro* 
lección y acumulación de reservas, Esta comprende: 

a) La zona pilífera * formada ríe una sola rapa de eé Inl as largas y 
salientes* que constituyen los pelos absorbentes. I n pelo absorbente, es. 



Estructura primaria de ln miz: p t pelo 
absorbente; ap, capa pilífera; fe, cor¬ 
teza; f\ endodermo; P, pe riele lo: I-, 
hacecillo liberiano; B* hacecillo leño¬ 
so; R* radio medular primario; M* 

medula 


pues, una célula tínica que 
puede tener cinco milíme¬ 
tros de larga y cuyo nú* 
oleo se encuentra en la 
extremidad ; 

¿t\ El pttrénquima curtí* 
cal externo^ formado de 
células poliédricas, irregu¬ 
lares, no separadas en sus 
ángulos por meatos; 

cj El parcnqidmu cor ti* 
cal interno, formado de 
c é 1 u las pa ra 1 elepípedus ( 
dispuestas con gran regu¬ 
laridad en capas concén¬ 
tricas y en filas radiales, 
separadas, ademas, p o r 
meatos; 

d) Eí enrhydermo o capa 
profunda de la corteza, 
cuya función es protectora. 


Las células que componen el endodermo están alineadas como las pre¬ 
cedentes, pero sus paredes laterales e interna están más o menos 
I i guiñead as. En las dicotiledóneas hay un solo cuadro leñoso en las caras 
laterales. En las monocotiledóneas, la lignificación se extiende a las 
caras laterales c interna (sección cu forma de herradura); 

2 a El cilindro central o estela, conjunto de tejidos que sirven para 
conducir la savia o para contener reservas* Éste comprende: 

«) El pe ríe id o, formado de una capa de células que alternan muy 
regularmente con las del endodermo; 



Tipo de formación primaria : Corte de /(u/irijricufujr ficaria 

(Fot, €, BU te) 


b) El leño primario , formado de hacecillos leñosos en número cons¬ 
tante en cada especie. Su sección es triangular, con el ápice vuelto 
bada el perícido, (Ion el microscopio se ve que los vasos de la pimía son 
estrechos y anillados^ u espirales. Éstos son los únicos capaces de alar¬ 
ga mié ni o y, por consiguiente* los primeros en aparecer. En el centro, 
los vasos son un poco más anchos y rencalados. En la base del trián¬ 
gulo, los vasos ion anchos y punteadas. Éstos han sido los últimos en 
diferenciarse :i expensas del memtcma que los envolvía. La diferen¬ 
ciación procede, pues, de fuera hacia dentro, desde la punta drj haceci¬ 
llo visto en corte transversal. Es ésta una diferenciación centrípeta; 

c) JJ líber pt i murió, formado de hacecillos libe ríanos que alternan 
con los precedentes y son, por consiguiente, de igual número, Estos 
hacecillos, de sección lenticular, están formados por tubos cribosos; 

d) La medula o pare Jiquima central, que enlaza con el periciclo, en 
el intervalo de los hacecillos, por medio de los radias medulares o 
misos conductores. Éste es un tejido de reserva. 

En ía región rugosa de la raíz, la capa pilífera ha desaparecido y 
la que se ha transformado en la superficial del paren quima cortical se 
suberiza. El resultado es una capa suberosa protectora. Por otra parte, 
aparecen en la medula hacecillos leñosos suplementarios que constitu¬ 
yen el metaxilema (del griego meta, después* y xylos t madera). Esos 
hacecillos están generalmente alineados con los mismos radios que los 
I i beldamos y anuncian ya la estructura que tendrá el tallo* 


Crecimiento en longitud- — En d ápice de la raíz, debajo de la 
cal i pira, se encuentra ti tres células iniciales sobrepuestas que, por tnul- 
tiplicación, dan nacimiento a tres meristciñas o tejidos embrionarios* 
cu los que ulteriormente se diferenciarán los distintos tejidos* Pero hay 
que hacer una distinción, según se trate de dicotiledóneas o mono- 
cotiledóneas* 


En las dicotiledóneas* la célula superior produce el cilindro central; 
U célula media engendre la corteza; la célula inferior origina La 
caliptra y la zona pilífera, 
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hit U k i it4n****\ lit rn !mIjl Mipcriot jprndurr >| rdtndrn ccu- 

ti.il, ln ¡india - nie u-ili >l Iji Ci»rh /n y ]ft ¿ana ¡titifrttii lu mlríior on- 

yj i mi Iji millón i «i. 

A ranina de que Iuh c^IuJiih m rnrúen trun debajo ríe la enliptni y 
no <11 hli r ni rctnidud, fl crecimiento <in longitud tu casi terminal o, 
(rumo :**' dice, subterminaL 

Etilo puede? apreciante «n una raíz en la alai ni; huyan marcado Ira* 
Aon do tinta china distan ciado a de un milímetro a partir do la extremi¬ 
dad, Al rabo de un día T se comprueba que la tercera división a partir 
d r la extremidad lia crecido mucho más que las otras. 

La extremidad de la raíz* se hunde en el sudo, no en línea recta, 

sino describiendo una hélice como la punta de un sacacorchos. Esta 
cir cu anulación (del latín circum , alrededor, y untare , balancearse) le 
permite sortear tales obstáculos corno granos de arena o pequeños gui¬ 
jarros. 

Dirección de crecimiento. “La raíz se hunde verticnlmente en 
el suelo. Esta dirección de crecimiento es impuesta por la fuerza de 
gravedad y por la humedad. 

Acción de la fuerza de gravedad o geotropismo,—Puesto que la 
raíz se hunde en el suelo, se dice que el geotropismo es positiva. Esta 
acción de la fuerza de gravedad se demuestra por la experiencia de la 



v cntriL ni i I I ¿uní/ Pero entonces la raíz se encuentra en un medio 
ni el que Iji humedad, igual por todas sos caras, cesa de orientarla, 
1.a fuerza de gravedad vuelve a producir su efecto,, la raíz recupera 
su veri icol ¡dad y *r salo de nuevo del tamiz. 

Crecimiento en espesor. —La mayor parte de las mono cotiledó¬ 
neas se limitan a reforzar la raíz sin espesarla. Las células ya existen¬ 
tes se Henifican o suberizan, poro no se forman nuevos tejidos. Por 
el contrario, las dicotiledóneas y tres monoeotiíedóneas (drago, yuca, 
áloe) producen nuevos tejidos (formaciones secundarias) que determi¬ 
nan un crecimiento en espesor de su raíz. 

Crecimiento en las dicotiledóneas. — Las formaciones secundarias 
resultan del funcionamiento de dos zanas generadoras, situada una en 
la corteza y la otra en el cilindro central. La primera es la capa gene* 
fadora externa y la segunda la capa generadora interna. Estudiaremos 
primero los puntos que Ies son comunes y después los particulares de 
cada una. 

Funcionamiento de una capa generadora. Una capa generadora es un 
solo estrato de células muy activas y en vi as de multiplicación. Consi¬ 
deremos una de estas células G. Esta crece hacia d interior y luego se 
divide por un tabique en dos células G y Bj. A continuación, la célula 
crece hacia el exterior y se divide en dos células G y Lj, pitra crecer 
lie nuevo hacia el interior, empujando ht celóla Bi, y dividirse en dos 
células G y Ifc. Las divisiones se suceden de esta forma, alternativa- 
mente hacia dentro y hacia fuera. Las células ya formadas se alejan 
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Tableado de una célula generadora ti, que origina las células 
L„ Lj, L|, las cuales se diferenciarán en líber, y las células, 

B 3 . IL, <lüe originarán el lefio 


Influencia de la fuerza de gravedad : t 1 , acción de la gravedad; 
t\ acción de la fuerza centrífuga ; ll, resultante 


rueda de Kniglit. Sea primero una rueda vertical que gira alrededor de 
un eje horizontal Se fijan cu la circunferencia unos trocí 1 06 de algo¬ 
dón en rama o musgo húmedo sobre los cuales se hacen germinar semi¬ 
llas. Hay que considerar tres casos: 

a) (*an la rueda inmóvil. Todas las pequeñas raíces se dirigen de 
arriba abajo por efecto de la fuerza de gravedad; 

b) Si la rueda gira lentamente. Las pequeñas raíces se dirigen en 
todos los sentidos. Efectivamente, la rotación anula d efecto ríe la gra¬ 
vedad, puesto que cada semilla presenta sucesivamente sus diferentes 
caras hacia el suelo: 

c) Si la rueda gira de. prtíii. Las raíces se orientan oblicuamente, 
según los radios, y se alejan de la circunferencia, porque interviene una 
nueva fuerza que substituye la fuerza de gravedad, o sea, la fuer/a cen¬ 
trífuga, Veamos ahora con una rueda horizontal que gira alrededor de 
un eje vertical: 

a) Con la rueda inmóvil. Todas las raíces se dirigen hacia abajo. 

b) Si la rueda gira lentamente. Se produce el mismo resultado. 

*. ) Si la rueda gira de prisa « Las raíces se dirigen oblicuamente, según 
Iji com posición de las dos fuerzas en presencia: la de gravedad, vertical, 
y la centrífuga, horizontal. 


Acción de la humedad o hidrotropismo. — La raíz es atraída por 
la humedad del suelo. El hídrotropismu es positivo. Esto se demuestra 
por la experiencia del tamiz, que puede ser horizontal u oblicuo: 



a) Si el tamiz es horizontal. En el 
tamiz lleno de tierra húmeda en¬ 
cuentra ti semillas en germinación. Las 
pequeñas raíces, sometidas por todas 
partes a U misma dosis de humedad, 
no se orientan por sí mismas y sólo 
obedecen a la fuerza de 
gravedad, que las hace sa* 
lir por loa agujeros del 
tamiz. El desarrollo de 
las raíces continua en el 
aire, de arri ha a hii j o ; 

b) Con el tamiz incli¬ 
nado. Las pequeñas raí- 
oes, sometidas por todas 
partes a la misma dosis 
de humedad, m* orientan 
según la gravedad y no 
tardan en salirse del ta¬ 
miz. 

Consideremos u na de 
ellas. Inmediatamente des¬ 
pués de hacerse aérea, 
forma, con relación a la 
superficie del tamiz, un 
Experimento del tamiz inclinado ángulo agudo y otro obtu¬ 
so. Del lado del ángulo 
agudo, la humedad de la tierra se manifiesta más vivamente que del 
otro lado, por lo que la raíz se incurva por la parte del ángulo agudo 


cada vez más de la capa generadora. So orden de aparición se expresa 
por la sucesión de las letras Bi, lfc, B 3 , etc., y Lu, La La, etc. Ahora 
hay que preguntarse qué sucede con ios mer¿sientas externo e interno 
realizados a rosta de cada una de las capas generadoras. 

Capa generadora externa o saber ofelodér mica* Esta capa etiá situada 
en la corteza y, algunas veces, en el perdido. En sección, esa capa * s 
de forma circular: 

1“ Hacia el exterior, la capa produce un meristema que no tarda en 
diferenciarse en corcho o súber. El corcho es un tejido de protección 
cuyas células muertas y aplanadas tienen la pared súber i (i cari a. lV>r su 
impermeabilidad, el corcho impide que la savia se desparrame en los 
tej idos situados en su exterior. Estos tejidos mueren y se desprenden de 
la raíz, cuya capa superficial es entonces constituida por el corcho; 

2“ Hacia d interior, la capa produce un mefinterna cuyas células to¬ 

man lina forma poliédrica, conservan .sus paredes celulósicas y se con¬ 
vierten simplemente en parénquima a felodermo. 

('upa generadora interna o líber ideó osa, llamada también camlnum* 
Emú capa está contenida en d cilindro central y presenta en corte 
ira uve isa 1 tina forma sinuosa. Con respecto a los fascículos I i heríanos, 
la rapa fitisa por dentro del cilindro, pero por el exterior de los hace¬ 
cillos Irnosos, Puede decirse que esta capa se compone de una suce¬ 
sión de arcos intraliberianos y de arcos ext raleó osos: 

l n Hacia el exterior, la capa engendra un meristema que se diferen¬ 

cia ulteriormente en líber secundaria* Este líber es un conjunto de 
tubos en busos y de células o fibras de paredes celulósicas. Los haceci¬ 
llos o fascículos del líber primario son empujados hacia el exterior; 

2" Hacia el interior, la capa produce un meristema que se diferencia 
en lena secundario y rechaza hacia d interior Ion hacecillos del leño 
primario. El leño secundario es un conjunto de vasos leñosos y de 
células o fibras de paredes igualmente leñosas. La mayor parte de los 
vasos son rayados o punteados, E 11 primavera, en razón del aflujo de 
la savia, éstos son anchos y caracterizan el lefio de pr i matrera t En vera¬ 
no, a causa de la sequía, los vasos son estrechos y dan al lena de 
verano una coloración obscura. El conjunto de ti ti leño de primavera 
y de otro de verano forma una capa anual. Con la ayuda de una lupa 
se pueden contar las di fe rentes capas anuales y doler minar así [¿1 edad 
de una raíz. Las rapas de líber son demasiado (inas para poder pres¬ 
tarse a la misma enumeración. 

El leño y el líber secundarios son conductos continuos y cilindricos 
que no conservan huella alguna de su primitiva forma sinuosa. Sólo en 
algunas plantas (judía, calabaza) son éstos distontiuuti .s u causa del 
funcionamiento desigual de los arcos inira libe ríanos y extra leñosos. 
Estos últimos producen morísimas que no se diferencian en tejidos 
conductores. 

Crecimiento de las mono cotiledón cas, — En bis 1 rrs mouocot dedá¬ 
licas ¿[tic tienen formaciones secundarias (drago, yuca, áloe), éstas se 
constituyen de tina manera muy especial, 

Al exterior de los hacecillos primarios de las monacotiledóneas, es de¬ 
cir, en sus pénetelos, existe una capa generadora y un meristema. Éste 
crece constan teme nlc hacia d exterior y, cada año, durante el buen 
tiempo, se distinguen en él nuevos hacecillos. 

Estructura secundaria. — Esta estructura de la raíz vieja es la 
estructura primaria aumentada con las formaciones secundarias y dismi¬ 
nuida de los tejidos exteriores del corcho. En las dicotiledóneas, esta 
estructura implica, pues, la serte de tejidos siguientes; 
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V* Hl corcho o súber; 

2” La capa generadora externa; 

3" El jeloderm o; 

I ' 1 El resto de la corteza primaria con el endtHÍer mo; 

S° El per ¿cid o; 

U* Los íiacerillos de líber primario; 

T' El líber secundario; 

*í' p La capa generadora interna o cambíntm; 

9“ El leño secundario; 

IÜ 11 Los hacecillos fiel leño primario; 

IL La medula, que comunica con el periciclo por los radios medula 
trs estrechos que atraviesan el leño 7 el líber secundarios, En l;i judía 


Sec 


Pr 


t 

J 

* 

t 



3 años 


. . 



íi) La hiedra trepa por los» troncos de los árboles y los muros y se 
mantiene sólidamente en ellos por medio de raíces ganchudas dispues¬ 
tas por malas a lo largo del tallo; 

b) El arbusto que produce las vainas fie vainilla posee raíces pren¬ 
siles que se enroscan alrededor de un soporte; 

r) La cuscuta, plañía parásita, se fija sobre su huésped por medio 
fie ratees chupadoras; 

tí) La higuera tiene grandes raíces adventicias que descienden de 
Lin romas horizontales huBtu el suelo. Una sola higuera puede tener 
centenares de raíces rodrigón* semejantes a troncos; 

r) El mangle o árbol con ¡cuneo* crece en rl litoral de los mares cáli¬ 
do*; y tm los estuarios de los ríos tropicales* El tronco se destruye en 
la base y se sos! i ene medíanle raíces adventicias dispues¬ 
tas a numera de /ancos o rodrigones. 

Veremos, a propósito dr la multiplicación vegetativa, que 
bis raíces adventicia* son utilizadas en diversos cultivos; 
reproducción por esqueje, acodad tira, etc. 


El tallo 


’l filias 



I arto 



Sección longitudinal de uun rniz* que prese-nía: J* tn 
estructura primaria; Sec, la estructura secundaría; 
L # líber primario; U, B s , lefio de 

capas generadoras interna y externa í C, 

cu rutaría ele uno, dos 


partí* nueva ; Pr, la 
IL leño primario; 
uno, dos y tres años; i\ y G' f 
la coila; 25p S 3p corteza sc- 
y tres años 


y la calabaza, debido a la discontinuidad de los conductos del líber y 
del leño, existen, además, anchos radios medulares. 

Ramificación de la rali* —La raí/ terminal comprende una raíz 
principal y ramificaciones 0 radicelas * Según su desarrollo relativo* se 
distinguen tres clases de raíces: 

I o Las raíces giratorias, cuyo eje principal y las ramificaciones están 
igualmente bien desarrolladas; 

2 o Las raíces fascictdadas, en las que el eje principal e:s muy reducido 
y no se distingue ya fie las radicelas o raicillas, cuyo conjunto forma 
un haz en el base del tallo {ej** el trigo); 

3/ Las raíces tuberculosas, cu las que se produce el caso inverso: la 
raíz principal es voluminosa y repleta de substancias de reserva* Las 
radicelas son* por el contrario, pequeñas y parecen pelos al lado de la 
raíz principal (ej.: zanahoria, nabo, remolacha)* 

Las radicelas no están distribuidas en desorden por la raíz principal, 
sino colocadas en hileras según líneas generatrices que pueden ser del 
mismo número o doble que el de los hacecillos leñosos. De ello resul¬ 
tan dos clases de raíces: 

I o Raíces ¿sosticas, con Jas radicelas insertadas enfrente de los hace- 
cilios leñosos primarios* Estas son las raíces que tienen más de dos 
hacecillos leñosos (ej,; la judía). 

2 ° Raíces diplésticas ¥ con las radicelas inserías entro los hacecillos 
leñosos y los liheríanos. Estas raíces tienen dos hacecillos leñosos que 
alternan con otros dos I iberia nos. El número tic radicelas es aquí de 
cuatro (ej,; la col), 

Desde el punto de vista de su origen, las radicelas son endógenas,, 
es decir, provienen fie un tejido profundo* En el lugar en que va a 
formarse una radicela, el periciclo produce una especie de yema que, 
al alargarse, rechaza el emlodermo y digiere la corteza a su paso* Al 
fin, la radicela surge al exterior. 

Raíces adventicias. *—-Además de la raíz terminal ya tratada, 
pueden existir raíces laterales o adventicias nacidas en un punto 
cualquiera del tallo o incluso de las hojas. Estas raíces .son de dife¬ 
rentes clases y desempeñan funciones muy diversas. He aquí algunos 
ejemplos; 


El tallo oh un órgano generalmente aereo y, por consi¬ 
guiente, con clorofila, que sostiene tas hojas, conduce la 
savia y acumula, si es necesario* reservas nutritivas. Algu¬ 
nas veces es subterráneo o acuático. Se distinguen el tallo 
principad, que es la prolongación de la raí/ central* de La 
que está separa<lo por una región de transición o cuello, y 
ios tallos adv€nticios t que nacen en cualquier punto de la raíz. 

Nos ocuparemos primero de los tallos aéreos. 

Partes del tallo. — Al examinar un tullo* vemos que 
cío hojas de trecho en trecho. El punto en el cual se suje¬ 
ta una hoja está generalmente abultado y se llama nudo* 
El intervalo entre ibis nudos consecutivos es un entrenudo. 

Las hojas son, por lo general, oblicuas con respecto al 
la lio* En el ángulo superior de la base de la hoja, que es 
agudo» encuentra un brote axilar (del latín axila), des¬ 
tinado a producir una rama o ramo. 

En la extremidad del tallo, los entrenados son cada vez 
más cor los, v las hojas, muy u preladas, constituye el brote 
terminal* En vi centro de este brote es donde se produce 
el crecimiento del tallo y el nacimiento de las nuevas hojas. 

Estructura primaria*—l a estudiaremos, como la de 
la raíz, en un corle transversal, muy lino, teñido de verde 
carmín de yodo. Pero hay que hacer primero la distinción 
entre d tallo de las dicotiledóneas y el de las monocotL 
led óticas* 


Tallo de las dicotiledóneas. — Los diferentes tejidos qui¬ 
se encuentran en esta® plantas desde el exterior al interior 
son los siguientes: 

1° La epidermis. Este tejido externo está formado de una 
sola capa de células, algunas de las cuales, agrupadas de 
dos en dos y en forma de judía, son células estomáticas que 
limitan los ostíoloi de los estomas t A este primer carácter, 
resultante de la existencia de los estomas, la epidermis une 
el de no poseer clorofila. La superficie de la epidermis está más o 
menos cubierta de una substancia impermeable y protectora que es La 
rutina o cera * Por esta circunstancia es muy conocida una palmera de 
los A mies peruanos, cuyo tallo está cubierto de una cap» de cera de un 
centímetro de espesor que se explota, con el nombre de “cera de pal¬ 
ma”, para los mismos usos que la cera de abejas. 

El tallo está generalmente cubierto de pelos o aguijones dependien¬ 
tes de la epidermis. Estos aguijones deben su dureza al esclerénquima; 

2 J La corteza, formada como la epidermis de células vivas, entre 
las euales se distinguen: 




Estructura primaria de un tallo: ag w capo generadora interna; 
IL leño primario; e, endudermo; F, corteza primaria; fl f libras 
Libertarias; L, tubos cribosos del líber; M* medula 


a) El parénqtilma cortictd, cuyas células son irregulares, poliédricas 
y dejan entre sí intervalos o meatos. Además, todas estas células con¬ 
tienen clorofila, que da al tallo su coloración verde* También se en¬ 
cuentran en ellas productos de asimilación clorofílica. En ciertos tallos 
angulosos, como los de las labiadas, o venosos, como los de las umbe¬ 
líferas, existe coiénqulitm que refuerza los ángulos o las venas; 
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/. i Kl t'fhihi itnit* Imt 1 p n d tunda 'Ir la roricza, ■ uyu luorion rh 
I»i iiW<■ 1 I* 11 .i I «|e |iM",rni i iihlo nmilDUÚr Iu8 CUndror- lignificación que 
tím noifttnenie caracterizan rl endod crino de Iii mili A veces, tii o» 
ruudru* Mr horran incluso con Id edad ; 

;p Kl cilindra cenital o estela* así llamado a causo de su forma y 
^iluat ión f \ que se compone dr varias partes; 

a ) 151 prí¿titilo^ formado tic una o varias capas de células* las inun 
externan de fe* cuales alternan regularmente con las de] eadodermOf 
El leño y el líber primarios» representados por un número tiOtkB* 
lüMte de haceciltos Ub**rnh‘íntso&. Cada uno fie estos comprende un ha¬ 
cecillo libertario extern o y otro leñoso interno. 

ha sección de la paite leñosa es poco mas o intuios triangular y con 
rd vértice principal vuelto hachi la medula. Observada esta sen ion con 
c] microscopio, vemos que los vasos de la punto son estrechos y anillados 
o espirales? y lus primeros en aparecer* Eu el centro, los vasos son de 
un volumen medio y retb aladas m Unela lo base del triangulo, estos son 
más anchos y punteado#* Estos último* vasos, incapaces de alargamiento, 
son tambirn los últimos en apareen, hn otras palabras, la parte leño¬ 
sa se ha djfereioiailo del interior bacía el exterior, o sea, que se ha 
p mi lúe ido lo que se llama diferenciación centrifuga* 

líav que señalar que los vasos leñosos y libelemos están mezclados 
mn fibras de esehirénquima y de roléitquíma que aumentan la solí* 
ríe/, del tallo, Estas fibras no existían en la raíz; 

e) La medula o paren quima medular, en la que se acumulan las 
ir-M'iv ,ps, l.a> partes de la medula que, entre los hacecillos libero leñosos 
nica tica ii el peí i ciclo, son I Lunados ruditts medular r a. 

Tallo de hs münOCOtiledóneax* - La estructura de estas plantas di¬ 
fiere de las precedentes por los cuatro cara rieres esenciales siguientes: 
1" Ausencia de r-talude non ; 

2 fl Ausencia de per iciclo; 

*L Hacecillos libe míenosos muy numerosos (basta 2U0) y dispuestos 
en varios circuios concent ricos. Kl v olmo cu de estos hacecillos dismi¬ 
nuye desde el centro a fu periferia; 

Lm j uríe leñosa de cada hacecillo rodea más n menos completa¬ 
mente la puflc 1 iberia na* 


Comparación entre el tallo y la rala. — Las diferencias prín- 

eqialcs entic estos dos órganos de la planta son las siguientes: 

L La raíz es subterránea y desprovista de clorofila. El rallo es aereo 
y verde (¿ti menos ruando es nuevo); 

2 o La raíz tiene una zona pHífera ron pelos absorbentes, El tallo 
posee una epidermis con innumerables estomas. Hay que señalar que, 
desde el punto de vísta de su origen, la epidermis del tallo cuirc&pún* 
de a la cali pira de la raíz; 

3 a Ei parénquima cortical es en parte regular y m parte irregular 
en la raíz, mientras que en el tallo es enteramente irregular. El curio* 
dermo es intry neto en la raíz y poco en el tallo» La rafe está, en 
suma, más dife rene tada que el tallo; 

j ! u La raíz tiene Ki acerillos leñosos y libe ríanos alternos, mientras que 
rd tallo Jos posee libe míenosos; 

5° Los hacecillos leñosos de la raíz tienen sus vasos estrechos r 
imperfectos hacia el exterior (diferenciación centrípeta}. I a paite 
leñosa de los hacecillos del tallo tiene, por td contra río ( una diferen¬ 
ciación cen trifu ga. 




PaSO de la raíz al tallo* — La región de este pase» e* d cuello. 
Sabemos que la raíz encierra n hacecillos leñosos que alternan ron n 

hacecillos I¡heríanos. En el tallo sólo hay n haceci¬ 
llos libe role liosos, en los cuales el leño se adhiere 
a la cara interna del líber* ¿Cómo se opera este 
en ni Ido de posición y de orientación del leño? En 
la base dd cuello, en la región rugosa de la rafe, 
aparecen, además de los hacecillos o fascículos Je- 
uosos habituales, otros suplementarios que alternan 
con los primeros y están, por consiguiente, enfrente 
de los l iberia nos. Esto es lo que se llama tnetaxi 
lema. Un poco más arriba, se ven lus hacecillos 
leñosos de La raíz reducirse y desaparecer, mientras 
que d tnetaxi lema adquiere cada vez mayor im¬ 
portancia» Eira luiente, los hacecillos del meta x i le¬ 
ma se adhieren u los libertarios y constituyen Los 
libero le ñ unos del tallo. 


Crecimiento en longitud,— ¡¿¡-¡Ir crecí miento 



Losa de Ja raiz 
It :d tallo T, pa¬ 
sando por H eje 
tiipoeótilo 


es doble: 

I* En el extremo superior del tallo, en la yema 
ter minal, s*; enenenlrari 1 1 es re)nías iniciales sobre* 
puestas, I ¿i célula superior produce líi epidermis, 
la ruedla engendra la corteza y la inferior da naci¬ 
miento al cilindro central. Como las células inicia¬ 
les se encuentran en el ápice del tallo, el ere* 
cimiento de éste rs verdaderamente terminal y no 
subtermintil como el de la ¡ufe; 

Debajo dr l.i yema terminal, y en un cierto 
número de mi muidos, las células* sin multipli¬ 
carse. aumentan di* volumen y de longitud, De ahí 
resulta un crecimiento intercalar que se añade al 


crecimiento terminal; 

La rapidez de crecimiento varía mucho según la especie, la tem¬ 
peratura, la humedad y Ja luminosidad, etc* La mayor rapidez de ere- 
cimiento» observada en un bambú de las regiones ecuatoriales* es de 
30 centímetros por día* 


de los tallos derechos? peto hay otros que no tienen la fuerza de 
¡sostenerse y descansan sobre el suelo (tallos rastreros) o se enrollan 
uticdcdor de un soporte (tullas volubles )> 

El euro lia miento de las plantas vi dublés exige que el extremo dn 
su tallo progrese en forma de “hélice^, como la punta de un sacacor¬ 
chos, Este fenómeno de eircunnutación, semejante al de la raíz, es 
más acusado en las plantas volubles que en las demás» 

La dirección del crecimiento del tallo obedece a varios factores, 
entre los cuales los dos principales son la gravedad y la luz* 

Acción de la fuerza de gravedad o geotropismo. — Puesto que el 
tallo se aleja del suelo, se dice que el geotropismo es negativo. Este 
fenómeno» aunque no explicado» es muy real, tomo demuestra el 
experimento del tiesto ¡tuesto boca ahajo* Si 
se desnivela un tiesto, id tallo de su planta 
h- endereza a fin de volver a su verticalidad. 


Acción de la luz o fototropismo.—- Los 

tallos son atraídos por una luz unilateral* El 
fototropismo del tallo es, pues, positivo. Esto 
se demuestra por las dos experiencias s¡.guien* 
tes, que se completan una a oirá, 

1* üXH-fílENCIA* Se hacen ge t mimo dos se¬ 
millas idénticas: una a la luz y otra m la 
obscuridad» En td primer caso, el tallo crece 

normalmente y se hace ven le, En la obscuri¬ 

dad, por el contrario» él tallo $c ahilo, per¬ 
manece amarillo y los cu!miudos se alargan 
desmesurada me il te, lodo ocurre romo si la 
obscuridad favoreciese el. creeÍmiento en lon¬ 
gitud, mientras que la luz lo retrasara* 

2* exí'Eh iEnci A. Pongamos la planta de un 
tiesto dentro de una cafa que sólo presente 
una abertura para que penetre la luz* A) cabo de unos días veremos 
el tallo curvarse hacia dicha abertura. Se dice cor ríen! emente que 
la planta es atraído por el sol. En realidad, la parte del tallo que reci¬ 
be la luz se alarga menos que la que está cu la sombra y de ahi la 

curvatura que se produce, llamada folotr opismo ptistiwn 



Crecimiento en espesor*- Al mismo tiempo que el tallo crece 
en longitud, aumenta de espesor* pero por diferente* procedimien¬ 
tos según se trate de una dicotiledónea o de una inonocoliledouea. Nos 
encontramos aquí con la misma distinción que para el crecimiento en 
espesor de !a raiz* 

Crecimiento en las dicotiledóneas. — Igoal que cu la raíz, existen 
en el tallo dos capas generadoras que engendran formaciones secttndtí- 


r ta s. 


('upa generadora externa o stiberofelodcrmica, situada en la corteza 
o en el periciclo, Esta capa es continua y funciona tomo en la raíz 

I o Sobre la cura externa» la capa engendra un mrrisie.ma que se 
transforma ulteriormente en corchan* MÍóer Este corcho puede alcanzar 
30 centímetros de espesor en el alcornoque y ser objeto de explotación* 
El súber es interrumpido en lo* puntos en los cuales el meristema con¬ 
serva sus caracteres nuevos y sigue blando y permeable. Esas interrup¬ 
ciones del corcho aseguran la respiración de U planta y constituyen 
lus le n tícelas visibles u simple vista cu la superficie de los arbole* nue¬ 
vos. Las lenticdas miden con frecuencia mus de un milímetro; 

2 a Sobre su cara mienta, la capa engendra un meristema que se 
diferencia ulterior fílente en paréitqttima u fetodermo* 

Ni que decir tiene que la formación del micho* tejido impermeable, 
acarren la muerte de todos los tejidos primarios (epidermis* parte de 
la corteza) situados a su exterior» El corcho se convierte así en el 
tejido su pérfida! del tallo. 

El corcho viejo se resquebraja y cae a medida que el nuevo lo em¬ 
puja* El conjunto de los tejidos muertos que se desprenden anual- 
mente de la superficie del tallo recibe el nombre de ritidoma y su am¬ 
perio varía mucho según las plantas. En la citrina, por ejemplo, la 
corteza se resquebraja y cae en jirones; en el plátano cae en grandes 
l.ilaeas; en |n vid se desprende en hebras largas que constituyen una 
especie de estopa alrededor del tallo. 

Capa generad ora interna o libe ndeñ osa* también llamada cambium , 
situada en el límite de! leño primaria con el líber igualmente prima¬ 
rio . La capa atraviesa, pot consiguiente, tos hacecillos libe role Sobo* 
y (ifríe desde su origen, en corle transversal, una forma circular* Dicha 
capa se compone de arcos fascieulados, contenidos en los hacecillos 
tibe role ñosos» y de arcos inlerfascicaludos; 

I 1 Sobre su Cara externa» el cambium engendra un meristema que se 
transforma ulteriormente en Itber secundario y rechuza hacia el exte¬ 
rior los hacecillos del líber primario» Este líber de nueva formación 
comprende tubos cr i liosos y libras de colénquinia; 

2° Sobre su cara interna* el cambium engendra un meristema que 
más tarde se diferencia en leño secundario f conjunto de vasos rayados, 
vasos puntuados, células asociadas y fibras de esckrénquima. Los hace¬ 
cillos del leño primario son empujados hacia el interior* 

Crecimiento en las motiocotilcdóneas. — La mayor parte de las plañ¬ 
ías de este grupo conservan durante toda su vida una estructura pri¬ 
maría. Multiplican simplemente el número de círculos de sus hacecillos 
líber-oídiosos, peni están desprovistas de verdaderas formaciones secun¬ 
darlas» 

Hay que exceptuar algunas monocotiledúrica* (dragón* yuca, áloe) 
que, cada año, alimentan el diámetro de su tallo y de su raíz con la 
bu m o ión de nuevos tejidos, debidos a un mcrislnua cuyo funciona* 
m imito hemos estudiarlo a propósito de la raíz. 


□ erección del crecimiento. — De ordinario, el tallo se alarga 
de abajo arriba, en dirección inversa de la gravedad. Éste es el caso 


Estructura secundaria. — Puede decirse que la estructura secun¬ 
daria es igual a la primaria, aumentada por las formaciones secunda- 





















rill y ditminuidu de lo? tejidos primarios exteriores del corcho. Es 
decir, un tzi11o viejo posee, lid exterior al interior, los tejidos siguientes: 

I La corteza* que comprende el corcho, la capa ge acr miara exter¬ 
na, H feladermo, el resto del parénquima cortical primario y el erulv 
dama. Éste es cusí imperceptible, debido a la desaparición de Ion 
i ii ai Iros leñosos; 

2‘ Ivl cilindro central, que comprende el pcricid», lus bucee* lio? de 
tibrr primario , d líber secundario, la capa generadora interna o atrn 
latir rt, t*I /nio secundario* lus hacecillos del leño primario v la medula* 
LMu se hulla en relación con el pencudo mediante los nidias medular es 
(pie atraviesan el leño y el líber secundarios. Estos radios %+jn purticu- 
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lamiente anchos en la judía y en iu calabaza, en las cuales hemos 
visto que el leño y el líber secundarios sólo se forman enfrente del 
leño y del líber primarios* 

ílay que señalar que la estructura secundaria del tallo se parece 
mucho a la de la raíz. Sólo se distingue verdad* rumen Le rn los hace* 
cilios del leño y del líber primarios, por encontrarse estos situados 
nobre los mismos radios y no en alternación. 



Tipo de formación secundarla: tallo de ricino (sección 
transversal) [Microfot. L\ fítlle] 


Las capas anuales del líber y del leño secundarios* Cada 

año se forma liíííi capa de líber secundario que empuja hacia el ex¬ 
terior las capa* de los años precedentes. Estas capas son delgadas y 
semejantes a las hojas de un libro: de ahí d nombre de líber dado 
a esta parte de la planta, 

!)c la misma forma, cada año se forma una capa de madera seeun- 
daría que empuja hacia el interior las capas de los anos precedentes. 
Estas capas son mucho más espesas que las de líber y nos procuran un 
medio de conocer la edad de la planta. Pero esto sólo es posible como 
consecuencia del fenómeno siguiente: 

J ft Cada primavera, a causa de la abundancia de la savia, la madera 
que se constituye está formada de vasos anchos, en los que las cavi¬ 
dades predominan sobre las partes llenas. Es 3a madera de prima¬ 
vera, clara y leve; 

2* Cada verano, período hcco, la madera que se añade a la precedente 
está formada de vasos angostos, Las partes llenas predominan sobre las 
cavidades* Es ésta una madera de verano, obscura y pesada; 

IV Kn otoño e invierno, el crecí míen tí» cesa para reanudarse en !a 
primavera siguiente. 

En resumen: cada capa anual es el resultada de la yuxtaposición 
dr una rapa de madera de primavera, clara, y dt una capa de madera 
de verano, obscura, Como el límite cutre las dos capas anuales es per- 
fectamente neto, basta contar los anillos claros u obscuros para cono¬ 
cer la edad del árbol. 

Por olra parle, no todos ios árboles crecen con la misma rapidez, 
tina sección de encina, por ejemplo, puede tener 5U anillos obscuras, 
mientras que una de álamo* del mismo diámetro, sólo 21L El primer 
árbol tiene, sin embargo, 50 años, y d otro 20, 



Tullo de tilo, de dos años y medio (Microfot, C. Bilte) 


Esto depende: 1°, de la naturaleza del árbol (de su especie); 2", de 
la naturaleza del sudo. Los sauces, los álamos y los alisos crecen al 
borde de los ríos, en terreno siempre muy húmedo, por lo que la 
mayoría de sus vasos son anchos y poco apretados. La madera de estos 
árboles es clara y blanda* Ésta es la ‘"madera blanca* 1 empleada por 
los carpinteros* Por el contrarío, la encina, y sobre todo el boj y el 
laurel, crecen en terrenos calizos y secos, por lo que su madera es 
pesada y compacta. 

íbi un átbol, las partes más viejas dt* leña son las más duras, debido 
estar desecadas y apretadas, y a que no circula en ellas la savia. 
Estas partes, situadas rn el centro de] árbol, constituyen bu corazón y 
a id las se oponen, bajo el nombre de albura (del latín albas, blanco), 
las mas blandas, más blancas y más nuevas. 


Dimensiones y edad de las plantas. — Las plantas de peque¬ 
ñas dimensiones son hierbas o plantas herbáceas. El tallo de las hierbas 
carece de dureza, aunque puede ser anual , bianuat o vivaz y poseer un 
gran número de capas leñosas* Las plantas de mayores dimensiones 
son arbustos o arbolas. El tallo es en ellos duro y vivaz y recibe, según 
los casos, A nombre de tronca (encina) o de estípite (palmera) 

Los árboles más altos son las secoyas de California y los eucaliptos 
de Australia, algunos de los cuales pasan de los 100 metros. 

Los árboles más gruesos tienen de 10 a 1S metros de diámetro, como 
los baobuba de África, 


Algunos árboles son sumamente viejos, como la encina ^Júpiter" del 
busque dn Emita i n chira u (Francia), que tiene seiscientos años; el 
ahur hurte de la Noche triste de Al varad o, que se conserva en Méxi¬ 
co ; los casta ños del Etna y los olivos de 
Jcrusalén, que llenen un millar de años. Los 
baobabs y los cípreses pueden alcanzar de 
cinco a seis mil años. 


Ramificación del tallo. — Algunos ta¬ 
llos no sr ramifican, tales como los estípites 
de la*s palmeras y las cañas de los cereales y 
los bambúes, Loa caña es un tallo hueco 
cuya cavidad axial es interrumpida solamen¬ 
te por tabiques situados en los nudos* 

Todos los demás tallos, en particular los 
troncos de los árboles, se ramifican. Estas ra- 
miíicacioncs se llaman ramos o ramas y nacen 
en general de yemas axilares que, como su 
nombre índica, sí 1 encuentran en las axilas 
de las hojas y tienen un origen externo (al 
contrarío de las radicelas, que es interno). 



Corte tic una rama 
de cuatro años, 
que muestra cómo 
se produce una ni- 
mííi pación 


La disposición dr las ramas confiere a los árboles un aspecto caracte¬ 
rístico. (litemos, por ejemplo, el pino parasol, el álamo piramidal y 
el sauce llorón. 


También existen ramos adventicias que nacen en un punto cualquie¬ 
ra de! tallo r incluso de la raíz* En este caso son llamados reí odas. 
Para obtener ramas de mimbre de calibre uniforme se secciona la ca¬ 
be/a de los sauces (desmoche): sobre el curie brotan ramos adventi¬ 
cios, todos de la misma edad y diámetro. Del mismo modo, las tallas 
están formarlas de ramos adventicios que nacen en las secciones de los 
1 toncos de los adióles a ras del suelo, en los bosques sometidos a 
talas regulares* 


Tallos trepadores. — Los tallos incapaces de mantenerse ergui¬ 
dos pueden ser trepadores o rastreros. Los trepadores suelen arrollarse 
alrededor de su soporte o bien fijarse por medio de ganchos, zarcillos* etc. 
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BOTÁNICA 


Fia lililí» qtlc ir imo- 
lian. Ebííih (finni i re¬ 
ciben t‘i nOlO hl- i Ir nota* 
bles y entre filian Lgurim 
114 vaiii[!unilla y el lupolo* 
El ápice dv hu inlln* i* 1 

n rrolla rae, d cae r i he u n a 
lie I ice ríe izquierda ñ de* 
Techa, en el sentido de 
la a agujas del reloj, en 
las plantas sinestror&as 
(tupulo), y una hélice <le 
derecha a izquierda, o sea 
en sen I ido contrario al 
caso anterior, en las plan¬ 
tas dextrorsas (campani¬ 
lla). Este arrolla míen lo en 
forma de hélice represen¬ 
ta una exageración de la circunnlitación general de los tallos* 

Plantas con zarcillos» -— La vid ordinaria y la vid virgen tienen ah 
gimas ramas transformadas en zarcillos* La clemátide, la calabaza y 
el guisante poseen hojas o folíolos transformados en zarcillos. En am¬ 
bos casos, los zarcillos son sumamente sensibles: en cuanto su extre¬ 
midad toca un soporte se arrollan a su alrededor, A continuación, el 
zarcillo da vueltas como un sacacorchos y aproxima la planta al so¬ 
porte* En un zarcillo hay tantas espiras en un sentido como en el otro: 
la mitad de las vueltas las da hacía la derecha y la otra a la izquierda* 

Plantas con garfios» *— Como tipo tenemos la hiedra* A lo largo del 
tallo se forman mechones de raícen adventicias que fijan la planta al 
soporte, 

Tallos rastreros, — Son aquellos que se extienden sobre la super¬ 
ficie del terreno* Ejemplo: los estolones del fresal* Estos tallos tienen 
tres caracteres especiales: 1“ la reducción de sus tejidos de sostén; 
2* la atrofia de sus hojas; 3 o su aptitud para producir rafees adven¬ 
ticias* Mus adelante se verá el empleo de los estolones del fresal para 
Iíj 3 acodos* 

Tallos subterráneos, —llay tallos que no salen jamás de tierra 
y que a veces pueden confundirse con las raíces, como los rizomas, los 
tubérculos y los bulbos escamosos. 

Rizomas» — Tomemos como ejemplo la planta llamarla Vilo de Sa¬ 
lomón”, frecuente en los lugares húmedos y cuyas hojas se parecen 
a las del muguete o Itrio de los valles* .Sólo se ven salir de tierra las 
hojas, que dan unas flores como campan illas» El tallo es subterránea 
y comprende varios segmentos (una decena como máximo) dispues¬ 
tos en serie lineal. 
Cada sección co¬ 
rresponde a un 
año* El más nue¬ 
vo da lu$ hojas 
actuales y una 
yema que origina¬ 
rá la parle del 
año siguiente. Los 
segmentos ante¬ 
riores sólo prese li¬ 
tan una cicatriz 
circular - -de allí 
el nombre de “se¬ 
llo de Salomón”— 
que corresponde a 
las hojas ya des¬ 
aparecidas. 

La estructura de los rizomas (del griego rhiza, raíz) difiere de la de 
los tallos aéreos: \* por el gran desarrollo de los tejidos de protec¬ 
ción (capa suberosa, endodenno, corcho) ¡ 2 a por la reducción de los 
tejidos de sostén (esclerénquima* lefio); 3 41 por la ausencia de cloro¬ 
fila; 4“ por la abundancia de reservas amiláceas. 

Tubérculos. — Las patatas, buniatos y chufas no son raíces, pese a 
que se encuentran en la liase de las plantas y bajo tierra, sino verda¬ 
deras ramas subterráneas hipertrofiadas cuyo numero puede acrecen¬ 
tarse por aporcadura. Contienen abundantes reservas nutritivas: almi¬ 
dón e mu lina. 

Examinemos con cuidado una patata: en su superficie se encuentran 
unos “ojos” que comprenden coda uno una hoja pequeña reducida a 
una escama y una ye mita axilar. El tubérculo es, por consiguiente, un 
verdadero tallo con varios nudos y entrenudos. En uno de sus extremos 
hay una yema terminal. Si un tubérculo se expone a la luz en una at¬ 
mósfera húmeda, germina, de bus yemas Halen ramas y aparece la 

clorofila. 

Bulbos escamosos. -- Los bulbos escamosos o macizos son una es¬ 
pecie de cebollas formadas por un tallo corlo e hinchado cuyo extremo 
presenta» como todos los i alias, una yema terminal. Las hojas, reduci¬ 
das a escamas apergaminadas, revisten su superficie. En la base se en¬ 
cuentra una cabellera tic raíces adventicias. A este tipo pertenecen los 
bulbos del tulipán y el gladíolo, que no deben confundirse con las ce¬ 
la días de otras plantas: estas celad bis, en realidad, están constituidas 
principalmente por hojas esqiesas y carnosas y serán estudiadas al 
hablar de las hojas. 



Rizoma de sello de Salomón 



Formación de un zarcillo (Fot, Claire) 


Hojas 

Las hojas son órganos generalmente aéreos, sostenidos por el tallo 
y provistos de clorofila* Pueden ser consideradas como verdaderos 
laboratorios vegetales donde, con una intensidad máxima, ocurren los 
siguientes fenómenos: I a la res* 
pirado»; 2* la asimilación clo¬ 
rofílica y la síntesis de las más 
diversas substancias; 3* !a trans¬ 
piración. Su mil ñor o abundante y 
su gran superficie favorecen esta 
triple función. 

Partes de la hoja* —Una 

hoja ordinaria se compone de tres 
partes; 

1° El timbo o parte plana reco¬ 
rrida por ks nervaduras ; 

2° Ei peciolo, que une la hoja al tallo; 

3 a La vaina o parte inferior del pecíolo* 

A veces el peciolo falta y la hoja se llama sentada o sésil. 

La vaina puede tener una extensión más o menos grande e incluso 
rodear el tallo a todo lo largo de un entrenudo {fio¡as envainadoras); 
puede prolongarse por encima del pecíolo y formar una lengüeta su¬ 
plementaria o lígula (hojas liguladas). Con frecuencia se divide en 
dos partes simétricas que se llaman estípulas (hojas estipuladas}. Las 
estípulas parecen hojas que se encuentran situadas a ambos lados ti el 
pecíolo de la hoja principal* 

Formas de las hojas. —La forma del limbo es muy variable y 
constituye un buen carácter para ia diferenciación de las plantas. Se 
distinguen: 

I a Hojas enteras (lila); 

2 a Hojas dentadas (castaño* avellano); 

3“ Hojas lobuladas (roble); 

4° Hojas cordiformes (nenúfar); 

5 3 Hojas lanceoladas (sagitaria); 

fi° Hojas cintifarmes (trigo); 

7" Hojas pinatisectas (perejil); 

H a Hojas compuestas, con entrantes profundos en el limbo, los cuales 
llegan hasta la nervadura principal. Cada división es un folíolo . Éstos 
no se pueden confundir con las hojas, puesto que no poseen vaina ni 
estípula en la base. Las hojas compuestas pueden ser de dos clases: 

a) Hojas palmadocompuestas (castaño de indias, trébol); 

b) Hojas pinadocompucstm (nogal, acacia)* Los folíolos en este caso 
están dispuestos a derecha e izquierda, como las barbas de una pluma 
(en latín pe.nna). En el extremo de la nervadura principal se encuen¬ 
tra un folíolo impar (acacia) o un zarcillo (guisante); 

9* flojas laciniadas , cortadas enteramente en bandas estrechas, como 
ocurre en mucha» plantas acuáticas. 

Finalmente, hay hojas que se transforman en zarcillos, nomo en lu 
calabaza* A veces sólo es el pecíolo el que se arrolla alrededor de un 
soporte (clemátide), o bien sólo el folíolo terminal de una hoja pina- 
docompuesta el que se transforma en zarcillo (guisante). 

Nervadura. — La observación de una hoja al trasluz permite ver 
el limbo recorrido par un gran número de bilí líos que incluso a veces 
sobresalen en la cara inferior de la misma, llamados nervios foliares. 
*Su disposición o nervadura es típica en cada especie, y se distinguen: 

1“ La nervadura primicia (trigo), cuyos nervios foliares son paralelos 
y están unidos entre sí por nervios transversales. La hoja es cíntiforme; 

2 9 La nervadura palmeada (vid, hiedra), en la que aparecen varios 
nervios divergentes, romo las varillas de un abanica, que parlen del 
ápice del peciolo. Cada uno do ios nervios se ramifica a su vez en 

ot ros; 

3" La nervadura pinada* que es la más frecuente y en la cual existe 
im nervio principal que lleva a derecha e izquierda nervios de segundo 
orden* 

En Indos los casos, las ramificaciones de los nervios producen en el 
limbo el dibujo de una red muy compleja. 



FilotaXÍS- Recibe este nombre la disposición de las hojas sobre el 
tallo o sobre las ramas; se distinguen: 

I a Las hojas vertíeiladas, es decir, dispuestas en forma de collar o 
verticilo en cada nudo (adelfa o laurel rosa); 

2* Las hojas opuestas, dispuestas por pares cu cada nudo (lilus). 
De uno a otro nudo las hojas forman un ángulo recto entre sí; 

3" Las hojas aisladas o aliemos, insertas una a una en cada mido. 
En este caso, las hojas se sitúan, desde el ápice hasta la base del tallo, 
sobre una espiral que se puede materia Iba r por medio de un hilo 
blanco* Se fija el hilo en la base de una hoja cualquiera y se arrolla 
alrededor del talle, pasando sucesiva mente por la base de las diferen¬ 
tes hojas hasta llegar a li situada exactamente encima o debajo de 
la primera. El hilo describe distintas espiras y encuentra cierto nú¬ 
mero de hojas (aparte de la primera o punto de partida)* La relación 
entre el número de vueltas y el de hojas es constante para cada espe¬ 
cie. Las relaciones más i recuentes son: Va, Vst* V 5, ®/íh y jvs y 
^/gl, Cada uno de estos valores se obtiene sumando los numeradores y 
los denominadores de las ríos relaciones precedentes de la serie. En el 
trigo, por ejemplo, la divergencia es Vi, es decir, que las hojas se 
sitúan sobre el tallo* según dos generatrices opuestas, mientras que en 
el abedul es Va, o sea, que las hojas se insertan según tres generatrices. 












Clases de hojas ; 


1* Lobulada del ricino; 2. Lobulada del arce; X Lobulada del acónito; 4. 

ó. Opuestas de la menta; ó, Wvl ir i Indo n del laurel roüh 


Lalmadocoinpuesta del castalio; 


En la mayor parle de las casos, (roble, manzano, ciruelo, peral, ele.), 
la relación es */$: liuy que dar dos veces la vuelta al tallo con el lulo 
y encontrar cinco hojas para volver a la generatriz primitiva. El ángu 
lo de divergencia en Iré dos generatrices consecutivas es de 
720 ” : 5 - 144 *. 

Estructura de las hojas. — Las hojas viven muy poro lunqiu 
para poder llegar a tener una estructura secundaria. Indum* tan “Imj un 
perennes’ 1 (acebo, hiedra) caen lodos los a fute f peí o mm rermphiziuUs 
por otras nuevas a medida que se niarehitum Los árbole* de "bojun 
caducas'*, las pierden todas las mismo 1 lempo y ruando brotan lo hacen 
tu ni bien simultánea mente, 

Veamos primero la estructura del pecíolo y luego lo del limlm. 

Estructura dc| pecíolo. — Esta estructura es intermedia entre la 
de) tallo y lo del limbo, <’icrios peciolos tienen mui sección circular, 
como el tallo, y mi círculo completo de hacecillos II ibero leñosos, 
Pero se puede ver que éstos son desiguales y simétricos con relación 
a lio plano. Otros premios tienen una simetría bilateral aun mus cla¬ 
ra. Su cara superior es acanalada y el círculo de hacecillos queda re¬ 
ducido a un arco. En este arco, los hacecillos son, a medida que se 
alejan del plano de simetría, cada vez más pequeños. El leño se mi* 
cuentea eu la cara superior y el líber en la inferior. Esta disposición 
se explica por comparación coa la del tallo. 

Estructura del limbo. — En un limbo cortado t ransvem unen te y 
observado ron el microscopio, distinguimos las siguientes parles: 

í° Epidermis superior, cutmizadu y desprovista de estomas. La capa 
de entina es bastante gruesa en algunas hojas (boj, hiedra) y forma 
tina cutícula que se puede separar con Ui punta de un cortaplumas; 

2“ Parétiqui/na en forma de emp(diztté,it t constituido ptir una i* varias 
rafias de células prismáticas, comprimidas entre si y ricas en cloro- 
plastes. Vistas en corte tienen la disposición de una empalizada. A la 
luz solar* los el emplastos se agrupan en las caras laterales; en la pe¬ 
numbra, se reúnen en la rara superior de cada célula; 

‘A° Pttrrnfjuima lagunoso o intersticial^ formado por cédulas poligona¬ 
les o redondearlas que dejan entre si grandes intervalos o lagunas, al¬ 
gunas de las cuales comunican con el exterior, que son cámaras estomá¬ 
ticas o estomas aeríferos, Todas estas lagunas o intersticios contienen 
^ i re rico en gas carbónico; 

4* Epidermis inferior t jjoco eutinizada, pero perforada por numero 
sos ostlulos que comunican con las cámaras estomáticas. Sobre una 
hoja de col se calcula que existen unos ú00 ostinlos poi indi metro cují- 
{Irado, lo cual representa una decena de mil Iones en imn hoja de di- 
tncuaionee medias. Más adelante iiisfeiiremos sobro les estomas; 

ó” Las nervaduras, o sea, hacecillos líber ale ños m que proceden del 
pecíolo y t por lo tanto, del tallo. El leño esta en la rara superior, el 
líber en la inferior, y terminan de la siguiente manera: unos hace¬ 
cillos se a na sL o musan ron las nervaduras vecinas y carecen en realidad 
de fin; los otros se encogen, y pierden sucesivamente su líber y sus 
vasos punteados y ret (rulados. En id extremo subsisten sólo algu¬ 
nos vasos anillados y espirales, los cuales se transformau en el borde 
de Ja hoja cu estomas acuitaros. 

En muchos casos, ias nervaduras están reforzadas por una vaina fie 
ctdénquima o escleréruftiima. 

Las hojas así constituidas son bíf aciales? ya que la cara superior y la 
inferior son distintas. En otras ocasiones sucede lo contrarío, de modo 
que muchas de las'hojas que se presentan erguidas (iris) y que reci¬ 
ben por tanto !u luz por ambas caras, poseen estomas y parenquima 
va htrrna de empalizada o intersticial, 


Lhv, d r cMhmutH, *ii bien hasta el presénte 


de aire que sirve para la res- 
la transpiración; 
borde o extremidad de Ja hoja 


Estomas. Iliiy dos 

liemos citado iiiui . 
i" Estomas aer t jet a que uim lor, .ti (muí idos sobre la superficie 

dr* la hoja Su fáoniia. libre, rslñ IImi. 
pinirión, la iim mihirión rloioíilicii y 
2r" Est amas tuW feros, situados en el 
y mucho tríenos numerosos 



que los precedentes* Su ci- n^loni;i 

mura estomática contiene 
un tejido blando, incoloro, 
esponjoso y empapado de 
agua en el cual termina una 
nervadura. Estos estomas 
sirven [jara la sudación o 
excreción de agua líquida. 

Crecimiento y calda 
de las hojas* — Las hojas 
se forman en el centro de Corle de un estonia ¡tcuifero 
la yema icrimnid del tallo. 

Cada una de ellas aparece como un cojín que aumenta progresiva- 
mente de longitud. El crecí miento es terminal c intercalan l*a epider¬ 
mis de las hojas enlaza con la del tallo, a cuya corteza unen también 
su jiurénquiirta, 

A medida que las hojas envejecen, se separan do las yemas corno 
consecuencia del crecimiento de los entrenlados y adquieren la posición 
vertical u horizontal que las caracteriza* 

En muchas (dantas, las hojas caen si¬ 
multáneamente en otoño (hojas caducas); 
en otras, como el boj o la hiedra, viven 
un tiempo variable y se desprenden por 
separado (hojas llamarlas propiamente 
perenn c.0* 

La caída de las hojas es un fenómeno 
complejo, que no ne presenta di* impro¬ 
viso. Hueñi el higa* del pecíolo, donde 
se producirá 3;i separación, apa rece una 
zona generado]a transversal que engendra 
sobre sus don caras mui pequeña capa de 
corcho o Hulier, A continuación, esta zo¬ 
na degenera y la hoja sólo queda soste¬ 
nida por bis hacecillos libe míenosos. Bas¬ 
ta un ligero movimiento del aire para 
hacerla caer. Posterior menté la herida se 
idea triza y el resto del pecíolo acaba asi¬ 
mismo por desprenderse. 



un la lio y 
poco iirites 


de 

de 


Hurte de 
una hoja 
caer: IL leña; L* líber; 
G, c é 1 u l n ¡s aísla ules ; 


S. 


corcho; Bo, 
axilar 


yema 


Hojas subterráneas. Los tallos subterráneos están desprovistos 
fíe hojas (rizomas) o éstas son escamosas y rudimentarias (tubérculos, 
bulbos escamosos). En este cuso, las hojas subtemineas pueden ser tam¬ 
bién espesas y carnosas y contener reservas nutritivas* lal ocurre eon 
los hit ibas foliares o cebollas? como la cebolla vulgar y el bulbo 
del jacinto. SÍ se separan todas las hojas o túnicas de la cebolla, podrá 
verse en el centro mi tullo rudimentario coronado por mui yema ter¬ 
mina! y que lleva en su base una cabellera de raíces adventicias. Hada 
hoja posee una yema axilar que, en el caso particular del ajo t puede 
desarrollarse independien temen le. Así resulla mía cabeza de ajo o 
bulbo compuesto, cuyas partes integrantes se llaman d¿rutes ,. 


Acción del medio ambiente sobre las plantas 


Acción del cítlor. Acción de la luz. Acción de los alimentos. Acción de la humedad. Acción del medio am¬ 
biente subterráneo: Comparación entre la raíz y el tallo* Comparación entre los tallos subterráneos y los 
aéreos. Tallos convertidos experimenta Intente en subterráneos* Acción del medio ambiente acuático : Compa¬ 
ración entre la parte aérea y la acuática de un mismo tallo. Comparación entre las hojas aéreas, flotantes y 
sumergidas. Hojas convertidas experimentalmente en acuáticas* Acción del clima alpino: Caracteres debidos 
n la intensidad de la luz. Caracteres debidos a las variaciones bruscas de temperatura* Caracteres debidos a 
la brevedad del periodo vegetativo. Caracteres debidos a la sequedad atmosférica. Acción de los demás climas. 

Distribución en altitud. Distribución en latitud 


Todo ser viviente, y por lo lanío toda planta, vive en un medio am¬ 
biente (subterráneo, acuático, etc.) del cual conocemos cierto numero 
d<' componentes, llamados jactares ambientales. Los unos son factores 


materiales i humedad, alimentos, atmósfera. Los otros son factores 
energéticos: fuerza de gravedad, calor, luz, electricidad. Entre estos 
diversos factores, algunos actúan sobre la estructura de los órganos y 
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( Vcjii su Ir i.. | ii mui ni la Miritm iir vanos d arto res nimíogé ti icos (calor, 

|u/ T a1 1 mrn| os, humedad), c jíji minados abdadmurnte. Vritmos luego la 
a. emn ilrl pnqno medio ambiente (su ht erra neo o acuático), I *< i r ultimo, 
consideremos la influencia del ritma (dima alieno, mediterráneo y 
j'trl ieu ) P 


Acción ddl calor. — La temperatura ambiental interviene de mi 
modo activo en ht distribución geográfica de las plan tas. t na especie de¬ 
terminada vive solamente entre ciertos límites de temperatura y exige 
en d curso de sti desarrollo cinto numero de calorías» 

Desde un punto de vista m arfo gen ico se pueden citar las dos si¬ 
guientes experiencias: 


I o La zanahoria silvestre es anual y posee una pequeña raíz en forma 
Je cola de ratón. Sembrándola con retraso, se impide que produzca las 
Ib»res y semillas en una sola esturión* ron ]r> cual llega a ser bienal. 
La raíz se hincha desmesuradamente pura acumular* durante d primer 
año, lus reservas nutritivas que utilizará durante d siguiente; 

2 U Si por medio de estufas alternamos las temperaturas altas y bajas 
dd medio ambiente, L planta no crece, sino que se queda enana y sus 
liojas se cubren di; pelos cortos. 


Acción de la luz. — Al tratar dd tallo, se ha indicado que la luz 
uniforme retrasa el crecimiento en longitud y que la luz unilateral ori¬ 
gina una curvatura (fototropismo positivo)* Muchas plantas, y sobre 
todo numerosas llores, se dirigen hacia la luz* y por el hecho de seguir 
la marcha solar, reciben el nombre de plantas brújulas* Las plantas 
se orientan hacia el Este durante la mañana, al Sur ¿il medio día, y 
al Oeste ai llegar la noche. Ejemplos: d tornasol* el heliotropo y el 
salsifí. 

También se ha indicado que las hojas horizontales, cuya parle supe¬ 
rior se encuentra más iluminada que la inferior durante el cu rao del 
día, son hi/aciales, mientras que las verticales* corno lus dd trigo, las 
dd iris, etc,, tienen las dos caras idénticas, 

Honnier pudo comprobar, al cultivar diferentes plantas bajo lo 
iKí ión dr una luz eléctrica continua, que las hojas eran más verdes y 
que el pumiquimu en forma de empalizada se extendía cada vez más 
a expensas del paren quima lagunoso, que terminaba por desaparecer. 

Acción de las alimentos. — Los abonas poseen una gran impor¬ 
ta ocia agrícola. En los terrenos salinos (orillas dd mar y cercanías de 
las minas de sal), las plantas son enfermizas y do fóticas, volviéndo¬ 
se las hojas espesas, carnosas y blancuzcas, Motliard realizó ht siguiente 
es pe rienda para demostrar la influencia de los alimentos en d desarro¬ 
llo de Jas plantas: nutrió unos róbanos con azúcar y con si guió que las 
hojas fueran más verdes y que d tallo se [linchase lo mismo que ]¿t 
raíz hasta llegar a coas!¡luir un enorme tubérculo Meno de admidón 
(en lugar de) aplica* de un rábano normal). 

Acción de la humedad.— La humedad dd suelo es indispensa¬ 
ble para la germinación, pero es necesario que no sea demasiada ni 
escasa. Cada especie tiene un óptimo de humedad que, junto con su 
temperatura, regula la distribución geográfica de esa planta. 

La humedad atmosférica ejerce asimismo una gran influencia de tipo 
morfogénicn. Se puede demostrar experimental mente que bis plantas 
que crecen en una atmósfera seta poseen hojas estrechas y coriáceas 
y numerosas espinas. Sus estomas aparecen hundidos con respecto a la 
superficie de la hoja y se protegen, por medio de pelos u oíros disposi¬ 
tivos, de una transpiración demasiado fuerte. Por el contrarío, las pía Ti¬ 
tas espinosas (retama espinosa, agracejo o berberís) pierden sus es* 
pinas si son cultivadas en una atmósfera húmeda. 

Acción del medio ambiente subterráneo. — Hay m-s método* 

para comprobarlo: 

l 6 Comparación entre La raíz y el tallo, — La raíz posee más teji¬ 
dos protectores (cofia, capa suberosa, corcho) que el tallo, pero menos 
tejidos esqueléticos o de sostén (esderénquima, colénquima). Su parén- 
quinia está desprovisto de clorofila, pero acumula una mayor cantidad 
de substancias de reserva. 

2 J Comparación entre los tallos subterráneos y ios aéreos. — Los 

tallos subterráneos son los rizomas, los tubérculos y ios bulbos escamo¬ 
sos. Comparemos un tubérculo (patata) cotí un tallo aéreo de la mis¬ 
ma planta: 


TttHn aéreo 


Tatln subí erróneo 


Cilindrico 
Epidermis 
Golénquiinn 
Es etc ré m|uí mu 
PnrétKiuimn verde 
Gloropl untos 


Engrosado en tubérculo 
Corcho (coide/.u o piel) 
Ningún tejido tic sosten 

Pmviiqnhmi ¡ neoforo 
Amiloplíislos 


Al mismo tiempo, las hojas insertas en los tallos subterráneos son de 
tipo esramoso, rudimentarias y pardas, o bien, como en el caso de las 
cebollas, espesas y carnosas, y Menas de substancias nutrí Uvas. 

.T* Tallos convertidos experimental mente en subterráneos* — La 

aporcadura de las patatas tiene por objeto obligar las ramas aéreas a 
que sean subterráneas, Constantin hizo experiencias análogas sobre 
numerosas plantas y cu todos los casos comprobó? 

a) Aumento de los tejidos protectores; 

b) Reducción de los tejidos de sostén; 


i ) Acu mu Lición ¿b; rcM-rv^M y tendencia ti lu stihci izúeión ¡ 
ó) lícíluccióu dr tos, r*lomUw; 

*■) Atrofia o hipertrofia de las hojas; 

/) Desaparición* de bi ció mída, 

libios caracteres se deben a la influencia del medio ambiente subte* 
mineo y se explican precisa mente por las propiedades ambientales: 
dureza, densidad, obscuridad y h ame dad. 

Acción del medio ambiente acuático. — Esta influencia se 

puede estudiar de díve¡-us maneras: 

1* Comparación entre la parte aérea y la parte acuática de un 
mismo tallo* - Las ut fie alarias viven en los pantanos y desarrollan 
una parle de sus tallos en el agua y la otra en el aire: 


Tallo (terco 

Epidermis con cutí cuín y 
estomas, pero sin clorofila 
Con esclcréuquimíi 
ParónqLiimu con pequeño# 
lagunas 

Leño y hher norma Lea 


Tallo (tcutUlco 

Epidermis sm ridicula ni 
estomas, peni ron clorofila 
Sin esclercMiquiiua 
¡*:u éiiquima ron gruí ules 
lagunas 

Leño y líber utrujiados 


2 " Comparación entre las hojas aéreas, flotantes y sumergidas* 

La sagitaria f planta común en los' estanques y remansos de los ríos, 
posee tres clases de hojas* que en ni paramos a continuación en su Luna 
y estructura: 


Hojas aéreos 


l.niiccoladu* 

Luí i J i i/atlas 
Lo 11 ese l eré mínima 
Es lomas en la cursi 
inferior 


Hojas flotante# 

f lord i fo cines 
Lulitilzutlfis 
Lon eseliréuquinui 
Estomas en la cara 
superior 


Pnrénquinm en J'ormu empuHznda y 
lagunoso 

Epidermis sin clorofila 
Nervadura:* loen desaire diadas. 


floja# xu mr raídas 

I uei mudas 
No cu Uní zudas 
Sin rscliTcnqmnm 
Sin r¡ttomas 

Parófiquimn 
lagunoso 
I Epidermis 
cloro filíen 
Nervaduras 
atrofiada# 




T J Hojas convertidas cxperitucutalmente cu acuáticas. — Constan- 

tin cumprobó, al cultivar nenúfares y ¡sagitaria# bajo el agua, que tn* 
das las luí jas adquieren 
forma laciniada y la 
estructura de tas hojas 
acutí t ¡ca. 

De un modo general, 
el medio ambiente acua¬ 
tice se caracteriza por 
su ífeiwiúfiíí/ igual a la 
de las plantas, su hume¬ 
dad total, su ilumina* 
clon y su aet ración re¬ 
da cillas. La planta reac¬ 
ciona frente a estos fac¬ 
tures media rile: 

«) La reducción de 
los tejidas de sostén; 

h) La reducción de 
los tejidos conductores; 

r) Lfi supresión de los 
estomas; 

d) L*ü formación de 
lagunas que contienen 
reservas de aire; 

e) El a ume alo de la 
cantidad de clorofila. 

La estructura y ta 
forma exterior de la 
planta se simplifican, e 
incluso hay hojas acuá¬ 
ticas que quedan redu¬ 
cidas a las epidermis y 
a una sola capa de célu* Sagitario con sus hora# : A, sumergí- 
las pare nqu ¡málagas. das; B, flotantes ; G, aéreas 

ACCiótl del ClíltlA alpino» — Tomándolo como ejemplo, su acción 
sobre las plantas fue estudiada par Bonnicr: 1", comparando plantas 
de origen montañoso con plantas habituales de los llanos; 2", culti¬ 
vando en montaña ¡dantas de los llanos, y viceversa. 

Los caracteres predominantes del clima alpino son; u) luz intensa; 
h) variaciones bruscas e importantes de la temperatura ; r) sequedad 
atmosférica; d) brevedad del periodo de vegetación, que sólo dura 
unas semanas n unos meses durante el verano. 

Las plantas alpinas poseen, por consiguiente, un conjunto de carac¬ 
teres que se pueden agrupar de eHc modo; 

1* Caracteres debidos a la intensidad de la luz* — Aumento del 
tejido en forma de empalizada, hojas mas verdes y asimilación cloro¬ 
fílica más intensa, con lo que aumenta la cantidad ríe substancias de 
reserva. Las patatas sembradas en regiones montañosas son mas ricas 
en fécula y, asimismo, el néctar dr las flores alpinas y la miel que fie 
ellas proviene son productos más azucaradus y perfumados que los ori¬ 
ginados en el llano; 

2 a Caracteres debidos a las variaciones bruscas de temperatura, — 

Reducción de las partes aéreas en provecho de las subterráneas: tallos 
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cortos, hojas en forma de rosetón* raíces tuberculosas* r i ¡tomas, tu¬ 
bérculos y bulbos donde se acumulan las reservas; 

3° Caracteres debidos a Ja brevedad del período vegetativo. — Ma¬ 
yoría de plantas bienales o vivaces o perennes; 

I a Caracteres debidos a la sequedad atmosférica. — Para restrin¬ 
gir la respiración: hojas pequeñas, vellosas, de cutícula espesa, con es¬ 
tomas hundidos y protegidos por pelos. 

Acción de los demás climas. —Todo clima ejerce una influencia 
particular que da a los vegetales caracteres propios. 

El clin tu mediterráneo* por ejemplo* actúa por su sequedád y lumino¬ 
sidad* Las plantas que en él se encuentran tienen en su mayoría hojas 
vellosas, estomas hundidos y protegidos, abundante tejido en forma de 
empalizada, asimilación clorofílica inicnsa* flores ricas en néctar y muy 
perfumadas, espinas, etc. 

El clima ártico se caracteriza por su humedad, su luz débil, pero con¬ 
tinua (días de seis meses), su temperatura baja y la brevedad de SU 
período de vegetación* Los raro* vegetales que logran adaptarse son 
de corta talla (abedul enano, sauce herbáceo) con grun desarrollo de 
las partes subterráneas. La mayoría son perennes y tienen una asimi¬ 
lación clorofílica intensa, que se nota por la abundancia de substan¬ 
cias de reserva, el néctar y el color de las flores, etc. 

Una especie vegetal cultivada en el llano o en la montana, en W 
jVoríe o en el Sur „ puede modificar de tal forma sus características que 
dé origen aparentemente a especies completamente diferentes, lo que 
constituye un argumenta de gran valor en favor del lamarckismo. 

Distribución ©n altitud- —A medida que se aM'icndc por una 
montaña puede verse que la vegetación ¡mínenla hasta los 1 500 me¬ 


tros, A partir de esta altitud, aparecen los bosques; primero con árbo¬ 
les de hojas caducas (roble», huyas), luego con otros de hojas peren¬ 
nes (pinos, abetos, alerces) que desaparecen hacia los 2 3(J(f metros* 
A continuación vienen las pradera» salpicadas de saxífragas y gencia¬ 
nas con árboles mano de ttecho en Mecho (abedul enano» sauce herbá¬ 
ceo). Finalmente, ¡i partir dt los 2 700 metros aproximadamente, la 
roen sólo está en Incita peo muí d-lul vegetación constituida por liqúe¬ 
nes* Todas estas clases* de vegetación constituyen otras tantas zonas 
escalonadas unas widtic otrun. 

Distribución en latitud* r.utiendo do los bordes del Mediterrá¬ 
neo y dirigiéndonos huriu el nuil*- di- Europa. evitando ¡as cordilleras 
montañosa», se jnnalrji ajiirrun .no <víini' , nM' 

u } | na zona de planta”, pro pian I I ht'ijnl m* diternmeo: olivo, lau¬ 
rel, naranjo, mirtci, i oble vrifb\ ilonoqur píin» de Alepo y pino pi¬ 
ñonero, u los entibe la ¡ieI iiimi .ii ifín hn no ■ , elad*' ul giman especies de 

loh | JU í hCS en lidie paLmin pía taño* cui ¡ilípto, eie, f 

f) |i lluji inmensa ,■ mm T vcr r tm nm qiie > r ■ --Mriidc hasta el norte de 
Sun i ei , En otro tiempo» extenuó» Ijottqüft de Ion cují leu flólo existen hoy 
vcHtígío*, cubrían una pian parte de cuta zona, En las bajas latitudes 
rii't i a i Ion n r I k i I i <s de hoja a i io I ’ ira-i , en hiw tul linden mus elevadas do- 
i nina ha n l.ih c on i ferua; 

f -) En I,a ponía o en IbIílníIÍü. una zona di 1 praderas árticas^ 

{ ¡) |*or último, aún más a] Norte, una íoilft de tundras o llanuras he¬ 
ladas. 

Kn resumen, las variaciones de latitud producen los mismo» efectos 
que tas de altitud* 


Multiplicación vegetativa 

Multiplicación natural. Estacas. Acodadura, Injerto: Variaciones por injerto 


Una planta puede perpetuarse de dos modos diferentes: por repro¬ 
ducción y por multiplicación. La reproducción se efectúa por medio de 
células reproductoras diferenciadas y puede ser axesual (esporulación) 
o sexual (fecundación), si bien la diferencia entre estos dos modos es 
a veces difícil de establecer. La multiplicación, por el contrario, al no 
necesitar órganos reproductores, se efectúa por medio del aparato vege¬ 
tativo, del cual se separa una parte para producir una nueva planta: 
se trata entonces de una multiplicación vegetativa. 

Vamos a estudiar primeramente la multiplicación natural de las plan¬ 
tas y luego los procedimientos artificiales de multiplicación por medio 
de estacas, injertos y acodos. 

Multiplicación natural* — Este medio de perpetuación se en* 
ni entra extraordinariamente difundido enlre las plantas, como se ve 
rn los siguientes ejemplos: 

l 11 Las bacterias se multiplican por división í 

2* Las levaduras lo hacen por gemación. En el primer caso, la divi¬ 
sión produce dos seres de igual tamaño; en el segundo, los seres son 
desiguales: la yema es más pequeña que la célula de la cual proviene* 
tluy que tener en cuenta que la división y Ja gemación sólo tienen lugar 
cuando las condiciones vitales son favorables, pero si éstas desaparecen, 
m* produce una esporülación; 

3“ El micelio del hongo se multiplica por fragmentación ; 

4* Las algas azules (NoStoc, Oscillalariá), pueden desprender frag¬ 
mentos del talo y reproducir una nueva alga. Estos fragmentos se 1 la¬ 
ma m hormogoftias; 

5 rt Los liqúenes» se multiplican por sandias, que comprenden a la vez 
filamentos del hongo y células del alga; 

6” Los musgos y he lechos pueden emitir propágalos unicelulares o 
jd unirlo la ir. ilr fui mas muy variadas que, nacidos sobre el gametü- 
íilu (musgo, protulo), originan siempre otro nuevo; 

7 0 Una planta que crece en bosques con alto grado de humedad, la 
F icaria* produce en la axila de sus hojas unos httlhíllós con estructura 
radicular que, ul caer, engendran una nueva planta. En ciertas varie¬ 
dades* éste es el único modo de reproducción, ya que sus flores son 
estériles; 

Varías plantas acuáticas, como la Ifydrocharis, producen taber¬ 
náculos o bulbilíos análogos a los precedentes, pero destinados a pasur 
el invierno en d fondo del agua en estado de vida lenta; 

9* Los tubérculos de la patata, del tupinambo, etc*, tienen por fun¬ 
dón natural multiplicar la planta; para dU> se separan unos de otros 
y producen en su superficie raíces y ramas adventicias, que es lo que 
sucede cuando una patata germina; 

10 Ciertos bulbos, como d del ajo, están compuestos de pequeños 
bul billas o dientes que se separan unos de otros y reproducen nuevas 
plantas; 

11 En las raíces de muchos árboles (acacia blanca, endoso, etc.) se 
forman ramas adventicias o retoños que salen de tierra, producen hojas, 
raíces adventicias y por ultimo se separan de la planta madre; 

12 Los tallos rastreros o estolones del fresal se cntierran en su ex¬ 
tremidad y engendran una nueva planta que se separa posteriormente 
de aquella de que proviene* 


Estacas. — Este procedimiento de multiplicación artificial constate 
en separar de una planta un trozo de tallo o de hoja, llamado estada, 
esqueje o cogollo, y hundirlo en tierra para que forme raíces y ramas 
adventicias. 

Por ejemplo, si se quiere obtener un sauce o Un álamo, basta cortar 
una rama en punta y hundirla en la tierra, Al cabo de poco tiempo 
aparecen en la sección del tallo raíces adventicias que permiten la 
nutrición de 1a estaca y producen un nuevo árbol* 

La propagación por estaca o esqueje da resultado con las plantas 
ricas en savia: sauce, álamo, vid, caña de azúcar, plátano, etc. A veces 
suple completamente La reproducción por semilla: el banano, por ejem¬ 
plo, es estéril, y la totalidad de los alamos (álamos de Italia) que 
crecen en las orí lias ele los ríos franceses son arboles hembras pro¬ 
pagados por estacas. 

Una variedad de begonia puede multiplicarse por medio de un sim- 
plr trozo de hoja, que funciona como esqueje. 

La ventaja de esta dase de propagación sobre la siembra de semillas 
es que la nueva planta crece rápidamente y sin variación. Su inconve¬ 
niente es que la planta comienza su vida con la* edad de la que la originó* 

A codadura. — Los acodos son simples estacas o esquejes que se 
separan de la planta madre cuando han brotado las raíces adventi¬ 
cias* Es una reproducción segura t ya que la nueva planta es nutrida 
por la planta madre hasta que posee una 
resistencia lo bastante fuerte para poder 
vivir libremente* 

Así, por ejemplo, los fresales poseen 
tallos rastreros llamados estolones . Basta 
enterrar uno de éstos para que forme raí¬ 
ces adventicias y origine un nuevo fre¬ 
sa |„ Posteriormente se corta la comuni¬ 
cación con el fresa) inicial. Este procedi¬ 
miento tiene su -origen en la multiplica¬ 
ción natural de la planta. 

Cuando un vegetal, como el laurel ro¬ 
sa, tiene tallos rígidos que le impiden 
curvar sus ramas hacia el suelo para enterrarlas, se rodea una parle 
de la ruma con un recipiente que contiene tierra muy húmeda; tan 
pronto como se desarrollan las raíces adventicias se corta la rama y se 
transplanta al sitio adecuado. 

Injerto.— El injerto es la implantación de una planta sobro otra, 

El injerto se inserí a sobre la planta patrón o portainjerto , con lo 
cual se establece una asociación de provecho mutuo o simbiosis* 

Para ello hay que poner en contacto las capas generadoras liberóle- 
ñosas de las dos plantas a fin de que se establezca una comunicación 
entre los tejidos conductores con intercambio de savias. Y hay varios 
procedimientos: injerto por aproximación, de hendidura* rn forma de 
corona, de flauta, de escudo, etc. 

Para que d injerto sea eficaz hay que utilizar plantas que puedan 
vivir en asociación. Ahora bien, éstas no son obligatoriamente especies 
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dd niinnm jrr .. r.tqituui dr Im minina hmiduq ¡Míen lu* afiniditi \r» 

bíolójprfiH clr Jah plaut <■ ¡¡on venladrm mente d esconce Flan ten. Aní el 
pcial hc injerta bien sobre c\ membrillo^ t|uc lo hace n «n vc/ r sobre el 
rn[!iiiM himno ju m t injciln rn onlm inverso rs imposible, El peral 
que nr hijo i t¡i bien ‘i*»l i r el membrillo» lo hace mal sobre el manzano, 
del cual eniá más próximo en Ja clasificación* La co] puede injertarse 
milire d tomate, a pesar de que estas dos plantas pertenecen a familias 
muy diferentes* 

Variaciones por injerto* — Antes se consideraba el injerto como un 
medio de conservar intactos los caracteres. Se creía que el porta injerto 
ora sólo uu medio de eulrivo que aportaba la savia, pero sin influir mor¬ 
fológicamente sobre la otra planta* Sin embargó, numerosas observa¬ 
ciones muestran que puede haber hibridación por injerto: 

a) Si se injerta el pimiento sobre el tomate, d injerto produce bayas 
de dos clases: unas lisas y voluminosa a, y otras con costillas, pequeñas, 
e intermedias entre el pimiento y el tomate; 


bi l n Hmivnux (Francia) existe un níspero injertado sobre espino 
blanco* d cutían de cuyas ramas son espinosas, sí bien llevan verda¬ 
deros n ¡r peros, mientras que otras presentan a la ve/* nísperos y frutos 
propina del espino blanco; 

c) En d Jardín de Plantas de París hay un codeso injertado en 
1830 que da flores amarillas y otras de color rosa que recuerdan las 
dos especies que lo originaron, pero que tiene ademas flores híbridas* 

Es difícil de explicar la variación por injerto a menos de admitir 
que los caracteres hereditarios pueden transmitirse por alguna clase de 
células de la planta, aparte de las verdaderas células reproductoras. 
De todas formas, el fenómeno tiene una gran importancia desde el 
punto de vista practico, Y así el injerto antífiloxcrico de la vid sobre 
pie de viña americana ha hecho variar las propiedades de los caldos 
en cuanto al perfume, acidez, color, riqueza en azúcar y en tanino, etc. 


Funciones de nutrición 


Circulación de la savia; Analogía entre la savia y la sangre. Absorción por la raíz: La miz absorbe agua 
del suelo* La absorción se efectúa en los pelos absorbentes* Mecanismo de la absorción, Transpiración de 
las hojas: Las hojas desprenden vapor de uguu* Ln transpiración se efectúa por ios estomas aeríferos. 
Intensidad de la transpiración. Inconveniente de la transpiración. Exudación por las hojas. Circulación en 
el tallo: Circulación de la savia bruta. Circulación de lü savia elaborada. Mecanismo de la circulación ? La 
presión atmosférica. La capilaridad. La ósmosis* — Nutrición mineral de las plantast Elementos necesarios 
para la vida de las plantas: Método analítico. Método sintético. Método agronómico. Asimilación mineral* Asi¬ 
milación nitrogenada. Asimilación del carbono. Correctivos y abonos. Abonos minerales: Abonos amoniacales. 
Abonos nítricos. Abonos potásicos. Abonos fosfatados. Abonos compuestos* Abonos orgánicos. Abonos catalí¬ 
tico». Abonos verdes. — Asimilación del nitrógeno! Nitrógeno orgánico. Nitrógeno amoniacal: Putrefacción o 
fermentación pútrida. Fermentación amoniacal. Nitrógeno nitrito : Nitrosación o fermentación nitrosa. Nitra¬ 
tación o fermentación nítrica. Nitrógeno atmosférico. Fijación del nitrógeno por las bacterias del suelo. 
Fijación del nitrógeno por las leguminosas : Experiencia de laboratorio. Nudosidades, Estudio de dichas bac¬ 
terias* Explicación del papel de la» nudosidades. Bacterias desnitrificantes. Cíelo del nitrógeno, — Asimilación 
del carbón o i Carbono orgánico* Carbono mineral. Carbono atmosférico. Función clorofílica* intensidad de la 
función clorofílica. Cloro illa. Otros pigmentos, Espectro de la clorofila. Función de la clorofila, Fotosíntesis de 

los «lúcidos. Fotosíntesis de los prol idos y los lípidos. Ciclo del carbono 


Las angioapermas, a semejanza tic los demás seres vivientes, se ali¬ 
mentan para procurarse los principios nutritivos y la energía indispen¬ 
sa hle para: I o su crecimiento; 2“ su reconstitución; 3* sus movimientos, 
Su nutrición abarca un conjunto de fenómenos, entre los cuales hay 
que distinguir la absorción, la circulación , la froníptracúm, la exuda¬ 
ción, la respiración, la función clorofílica, la secreción, etc* Insistire¬ 
mos especialmente sobre la asimilación nitrogenada y la del carbono, 
que difieren en ciertos aspectos de las asimilaciones análoga» de los 
animales y las completan sin embargo en otros. 


Circulación de la savia 

Analogía onlre la savia y la sangre*— La savia de los vege¬ 
tales puede compararse con la sangre de los anímales, por las siguientes 
razones: 

i ft La sangre proviene en gran parte del quilo intestinal que ha sido 
absorbido por las vellosidades debido a un fenómeno de osmosis* Aná¬ 
logamente, la savia proviene en gran parle del agua y demás substan¬ 
cias del sudo absorbidas por los pelos absorbentes He la raíz* Esta 
es Ja absorción radical: 

2 a La sangre se difunde por todo el cuerpo y sirve para alimentar 
las células, de tas que recibe a cambio las substancias de desecho. 

Igualmente la savia de las plantas circula y 
podernos distinguir: 

r/) Ln savia bruta , mineral o ascendente, 
que asciende hasta las hojas; 

b) La JEdüirt elaborada* orgánica, nutritiva, 
que proviene de la transformación di* la savia 
bruta y se dirige desde las hojas liada todas 
las partes de la planta. Hay, pues, una 
circulación de la savia; 

3 a Una gran parte del agua de la sangre 
se pierde por exudación y transpiración. Ilcl 
mismo modo, la savia pierde constantemente 
agua en estado de vapor (transpiración) o en 
el de líquido ( exudación), Estos dos fenóme¬ 
nos tienen lugar principalmente en las hojas, 
cotí las cuales los estudiaremos; 

4 :p Durante su recorrido, la savia sufre 
transformaciones importantes. 1.a respiración 
y la asimilación clorofílica son los fenóme¬ 
nos que desempeñan el papel principal, aun¬ 
que no son más que aspectos particulares dei 
metabolismo general de las plantas (Véase 
más lejos); 

5° Parte de Ja savia origina reservas nu* 
t ritióos, secreciones y productos de desecho o 
excreciones, difíciles de diferenciar unos de 
otros y que se estudian posteriormente. 

Estos fenómenos se resumen en el diagra¬ 
ma adjunto. 



Circulación de la 
su vía : p, pedos ab¬ 
sorbentes ; 11, raíz; 
f, vasos libedanos; 
b, vasos leñosos; 

T* tallo 


Absorción por lo raíz. — Huy que demostrar los dos hechos si¬ 
guientes: P la raíz absorbe agua del sudo; 2 a la absorción tiene 
lugar en los pelos absorbentes de la raíz. 

La raíz absorbe agua del suelo. — Hales, físico del siglo xvtii, 
seccionó una cepa de vid en primavera, casi al ras del suelo, y le 
ajustó herméticamente un estrecho tubo tic vidrio* Foco después vio el 
agua rezumar por la sección de hi cepa y elevarse en el tubo* Se puede 
asimismo disponer de un manómetro de azogue. El agua empuja el 
mercurio y lo hace subir por la otra rama* El desnivel tu esta rama 
mide el exceso de la presión de la savia con relación a la presión 
atmosférica. En el caso de la vid, puede pasar de un metro, lo que 
indica una presión total de la savia de dos atmósferas y media* Esta 
presión se llama empuje radicular , 

La absorción se efectúa en los pelos absorbentes* — En una raíz 
los pelos absorbentes están localizados en la zona pí Jifero situada en¬ 
tre las regiones rugosa y lisa, que cuenta en su extremo apical con la 
cofia o cal i ptra. 

Preparemos varios vasos conteniendo agua con una capa de aceite e 
introduzcamos las mices ríe tres plantas jóvenes. En el primero, la co¬ 
fia está en el agua y los pelos absorbentes en el aceite: la planta se 
marchita y mucre; en el segundo, la zona situada encima de los pelos 
absorbentes está también en el agutí: la planta muere a su vez; en el 
tercero, sólo los pelos absorbentes están en el agua: la planta vive, 
L)e ahí el calificativo de absorbentes dado a estos pelos. 



tan en el aceite 



Experimento que muestra la absorción. A 
y B, la planta cuyos pelos absorbentes es- 
sc marchita; C, la que los tiene en el agua 
permanece fresen 


Mecanismo de la absorción*—“Se impone Inmediatamente una com¬ 
parar ión entre el dispositivo de Hales y el asmo metra de Dutrochct. 
Este aparato se compone de un estrecho tubo, ensanchado en su base; 
ésta se halla cubierta por una vejiga de cerdo, en el interior de la 
cual hay agua azucarada. Introducido el a para tu hasta un cierto nivel 
en agua pura, se ve cómo ésta sube en el tubo después de haber ¿ttra¬ 
vesado la membrana permeable. El agua pura se encuentra en cierto 
modo atraída por la que contiene azúcar (endósmosis j. Posteriormente, 
el agua azucarada atraviesa la membrana en sentido contrario (exós- 
rnosis) y d nivel del líquido interior recupera su altura Inicial* Pero 
se puede comprobar que el azúcar está repartido igualmente, tanto en 
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el interior romo en el exterior dd nsmómirtro* La membrana permeable 
w! ileja atravcsur por el apua y el azúcar. Las soluciones <|<K- «I prin 
e¡ pió eran diferentes, una imiy con centrada o hipertónica ((ilU asfiuen- 
rada> 4 la otra poro concentrada o hipotónica (agua pura), se lian vuelto 
isvtonicas» 

La atracción del agua pura por la azucarada, observada ¿il principio 
<|e ia experiencia, equivale a una presión ejercida sobre dicha agua, 
llamada presión osmótica. 

Volvamos a la raíz. Por ser su contenido celular mán cuneen Irado 
que eí agua del suelo, ésta es atraída por la raíz, que desempeña, des 
de el pinito de vista osmótico, la misma función que el líquido azuca 
r&do puesto en el asmóme! ro, En tos dos casos, el agua se eleva por¬ 
que pasa de un medio Hipertónico a otro hipertónico, por cuyo motivo 
podemos afirmar que la absorción del agua por la raíz es un fenómeno 
de osmosis. 

En realidad, el mecanismo no es tan sencillo. Las membranas celula¬ 
res no son tan permeables como la vejiga de cerdo, es decir, son semi¬ 
permeables o posee o una permeabilidad electiva que les permite dejar 
pasar unas substancias con exclusión de otras, o bien facilitar el paso 
en un sentido -del Mielo hacia la raí/- — y no en el otro. Esto explica 
que dos plantas sumergidas en el mismo líquido no utilicen los 
misinos componentes. Cada especie tiene sus necesidades, las cuales 
satisface variando la permeabilidad de sus membranas. 


Transpiración por las hojas. — Todas las partes de lu planta 
desprenden vapor de agua, pero son las hojas las que, debido a mi in¬ 
mensa superficie, poseen un grado mayor de transpiración. 



Las hojas desprenden vapor de agua,-— 1* experiencia, En un 


tubo hermética mente cerrado con un 


Experimento que muestra lu pér¬ 
dida de peso producida por la 
transpiración 


tapón, se introduce una hoja 
de cereal unida a la planta. 
Poco después, la pared inter¬ 
na del tubo so cubre de vaho 
y el figiui se condensa en el 
fondo del mismo. 

2" experiencia (experiai* 
cía de la balanza). Sobre el 
platillo de una balanza se co¬ 
loca una [da o tu en un tícelo 
y se equilibra con pesas o 
una tara cualquiera. El tico* 
to retara cubierto de grana o 
barnizarlo para que sea im¬ 
permeable ; al mismo tiempo. 
Ja tierra se cubre át un cuer¬ 


po graso o una placa de vidrio. Al cabo de Una hora, el equilibrio de 
1,1 balan m se rompe en provecho del peso* lo cual prueba que Ja planta 
se ha vuelta mas ligera: luego deprende vapor de agua: 


3 fc ortti'iKNCtA. En realidad, en la experiencia anterior se había su¬ 
puesto que era el vapor de agua el que se desprendía de la planta. 
Para probarlo, se comienza de nuevo la experiencia, con la planta cu- 
birria con mui ai m ruma de vidrio. En estas condiciones, el equilibrio 

subsiste, pero la pared 
interna de la campana 
se cubre de vaho. El 
agua que se desprende 
queda en el interior de 
lo campana y* por con¬ 
siguiente, ¡sobre la ha- 
lan/u, gracias a lo cual 
se puede recoger el li¬ 
quido y pesar; 

4 8 EXPERIENCIA. To* 

memos un tubo en for¬ 
ma de U* fin uno de 
sus orificio» se introdu¬ 
ce un tubo acodado y 
muy fino, y en el otro 
una rama con hojas- Se llena con agua de modo que el líquido llegue 
hasta la señal A del tubo acodado. Al cabo de MIOS minutos, se ve 
que el agua Be ha desplazado <le A a B. Esto prueba que el agua lia 
disminuido en el tuho en forma ib* II, debido a La transpiración de 
las hojas. Si el tubo cstú graduado, se puede conocer por una simple 
lectura la cantidad de agua evaporada por unidad de tiempo y por 
unidad de superficie de las hojas: x centímetros cúbicos de agua 
por hora y por centímetro cuadrado* 





Aspiración de agua de 
A a B como consecuen¬ 
cia de i a transid ración 


La transpiración se efectúa por los estomas aeríferos* — Recorde¬ 
mos que, en una hoja ordinaria, los estomas están situados en la cara 
inferior. 


I a experiencia. Dada una hoja de grandes dimensiones, se pega so¬ 
bre cada una de su* caras una pequeña campana conteniendo un poco 
de cloruro de calcio (CaCb), o un poco de sulfato de cobre deshidra¬ 
tado (SOtCu). 

En el primer caso, el cloruro de calcio absorbe la humedad y aumen¬ 
ta de peso sólo en la campana de la ear;+ inferior de la hoja. En el 
segundo, d sulfato de ctibr.% blanco por ta deshidratación, absorbe la 
humedad y se vuelve azul, pero sólo en la campana de la rara inferior. 


2 a experiencia. Se entura una hoja de árbol entre dos hojas de 
papel de filtro impregnadas de cloruro de cobalto o de un cloruro de 
hierro y paladín. Las hojas de papel, perfectamente secas, son 
azules en el fifi mor caso y blancas en el segundo. Pero, bajo la influen¬ 
cia de! vapor tic agua desprendido por los estomas, d papel se cubre 
de manchas rosan en el caso del cloruro de cobalto, y negras si se trata 


ib- do» uro de hierro y pilladlo. Con esta experiencia se i¿ fotografía" 
ni linio modo lu situación de los estomas y se demuestra su papel. 

Interinidad de la transpiración. —-Antes se creía que la clorofila 
mtrrviiLui rii r | 1 1 rsprnui i ni ¡coi o del vapor de agua (clorovaporizaeión), 

\ o i,m >tiiifd> rb que la luz aumenta la permeabilidad de las membra- 
ini h cdiihm n y permite que d agua so? desprenda en mayor cantidad. 

! ||,*yet i!. I,i transpiración muestran que no hay diferencia con el 

friioin. un Un.Ir la evaporación. La transpiración es más intensa si 

d un rs hiém Mi'fi», más cálido o circula con mayor velocidad. En cieno 

11 h m b i. he lm | ii i i i Ir un árbol se pueden comparar con la ropa tendida y 

puesta u Hccai. 

l>iii<mtc un período de crecimiento normal, una hectárea de trigo 
pierde alrededor de tres millones de litros de ■• , j r .ua* lo cual equivale a 
mm CJipii de 3(1 ceníímetros, o sea uno* dos tercios dts la lluvia que cae 
on uh 1 mentí’ sobre V runebí. 

Inconveniente de la transpiración* Se puede afirmar que la trans¬ 
piración es inútil e incluso perjudicial para las plantas, ya que las 
deseca y tiende a marchitarlas. Pero es un m»l inevitable. Los estomas 
son necesarios pira la respiración y lu función elorof i lien, y el vapor 
de agua los aprovecha para desprenderse. Las plantas localizadas en 
países secos tienen que defenderse contra este peligro mediante la for¬ 
mación de una cutícula espesa y el hundimiento y protección de los 
fisto mas. Las plantas carnosas (cactáceas) tienen un jugo celular muy 
rico en ácidos orgánicos, lo cual hace disminuir su evaporación. 


Exudación por las hojas, i* exudación es la expulsión de agua 
en estado líquido, en forma de pequeñas perlas que cubren la superficie 
de las hojas y que no deben confundirse con el rocío. 

La experiencia de Hales demuestra que la absorción de agua por las 
raíces, cuino fenómeno osmótico, tiene lugar incluso en ausencia de 
elementos foliares, es decir, cuando no puede haber transpiración. Por 
lodo ello, si suponemos una planta cuya velocidad de transpiración dis¬ 
minuye, lo cual puede ocurrir al ponerse el sol, como el agua es aún 
absorbida, deberá ser expulsada en estado liquido. Esta exudación es 
particularmente intensa en verano* Las gola a de agua salen por los 
estomas acuiferos , situados en la extremidad de tas nervaduras, según 
puede comprobarse fácilmente. 

Se puede considerar asimismo como producto do exudación el líquido 
azocaradn o néctar que se produce en los nectarios de las flores. 


Circulación en el falto. — En el tallo es donde la circulación se 
puede porici de iminififiRti) mis fácil mente. 

Circulación de la savia bruta. — La savia bruta es una solución 
ncuottu de producios minerales que, procedente del suelo, se dirige 
hacía luis hojas; su movimiento, es por lo tanto, ascendente y puede 
de mostrarse que circula por el le no (vasos leñosos)* 

L l experiencia. Se corta a ras del filíelo el tronco de un álamo o de 
un sauce y se seca la sección con un papel socante. Al cabo de poco 
tiempo, el agua aparece en )¿i región donde se encuentra el leño nuevo 

(albura). 

2 J experiencia. Se introduce la sección tic Una ruma con hojas en 
una solución teñida ron rojo carmín. Loriando la rauta a diferentes 
alturas, al cabo de un cierto tiempo se puede comprobar que sólo el 
leño está teñido de rojo* 

Esta experiencia permite medir la velocidad de ascensión* l ara ello 
se mide la longitud de un tallo cuyo leño se tiñe al calió di un ruarlo 
de hora* Si, por ejemplo, es de 50 centimelros, la velocidad será de 
dos metros por hora. 

3 a experiencia (descortez&miento anular). Para realizar esta expe¬ 
riencia se hace un corte circular en la rama de un árbol, se separa 
solamente un anillo completo de corteza y líber, y se dejan intactos 
el leño y la medula. En estas condiciones, el árbol signe viviendo sin 
marchitarse* lo que demuestra que la savia bruta le llega por el leña. 


Circulación de la savia elaborada. — La savia elaborada es menos 
fluida que la bruta. Contiene diferentes substancias orgánicas chihora¬ 
das en las hoja*, que se distribuyen por toda la planta por medio dtr 
h ís i u bus c j i lu>sos del l i ber. 

En la experiencia de descorlezumiento anular, al cabo de una» sema 
ñas se forma un reborde, debido a la cicatrización del labio superior 
de la herida, sobre el cual aparecen ratee* adventi¬ 
cias* Por otra parte, los frutas que existen en dicha 
rama son más voluminosos (frutos típicos de concur¬ 
sos agrícolas). Estufe fenómenos se explican al admitir' 
que Eli savia elaborada por las hojas situadas en dicha 
ritma nu puede esparcirse por el cesto del árbol a 
causa de la interrupción del líber. y origina una so¬ 
brealimentación con hipertrofia de dicha rama* 

Mecanismo de la circulación* — Para expli¬ 
carlo se luí recurrido a diferentes hipótesis: 



V La presión atmosférica. — La transpiración de 
las hojas crea en el interior de la planta un vacío 
parcial y, por consiguiente, una succión del agua del 
sudo, U cual sube por los vasos leñosos como si éstos 
fueran el tubo de una bomba aspirante, 

Supongamos un tubo de vidrio lleno de agua dispuesto sobra una 
cubeta con mercurio y cerrado en d exi remo por un tapón u t ni venado 
por una rama con hojas* Al cabo de cierto tiempo, se ve como ci 
azogue asciende en el tubo a medida que el agua se evapora, señal 
de una disminución de la presión. 

Asimismo se pueden colocar manómetros de mercurio en el leño de 
un árbol a niveles diferentes* Observándolos se ve que, en la báse, la 


Heborde for¬ 
mado por i¡l 
detención ríe 
la suvia eln 
horada 
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ln* hojas 

En liiHn cubo, hi la ptctuón atmosférica intflrvkno, bu icdén es limi¬ 
tada, ya que; I". H vacío es parcial’ 2*, nuinpir fuera total, el agua 
mVIn m podría dcvar harta la altura de U),Xá m 

2 La ca pilan dad, El agua asciende rn tubos íiuus, de pequruo 
diu metro, por adherencia n su pared, írnumr im cu nocid o con el nom¬ 
bre de capilar idad. Ésta no parece intervenir rn la circulación de Ja 
&a vía, ya que en los vamjr la cuín nina I íq nidu no e# continua, sino que 
mi* encuentra inierrtnnjiida por burbujas de aire. Ahora bien, según 

se demuestra en Física, la existencia del llamado rosario de. furnia se 

opone a la cupikridad; 

3" La osmosis. --Queda como última explicación la osmosis, ya 

maca a propósito (le la absorción por la raía, y que es la. verdadera 
causa. 

St consideramos un vaso, lo veremos rodeado de células vivas, lla¬ 
madas células anexas. Por otra parte, a medida que nos dirigimos desde 
Ja raíz hacia el ¿piee de Ja planta, Us células anexas poseen una 

solución mineral cada vez mas concentrada, debido n U pérdida de 

agua por transpiración, Resulta, pues, de ello una osmosis progresiva, 
de la célula menos concentrada (hi potóme ti) a la mas concentrada 
f hipertónica), desde los pelos absorbentes hasta las células foliares. 
hn su marcha, la savia bruta cunta mea durante su camina Jas bu r - 
bu jas de ai re de lus vasos. 

Por consiguiente se ve que el papel esencial lo desempeñan las célu¬ 
las anexas, ya que los vasos facilitan la circulación, sin ser indispensa¬ 
bles, Por ello, en determinadas cri pinga mas de gran tamaño Silgas 
gigantes), la ausencia de vasos no impide la circulación de !a savia, 

Nutrición mineral de las plantas 

Elementos necesarios para la vida de las plantas. —Ante 

todo, es preciso hallar eimleg son los cuerpos simples o elementos mi* 
ñera les necesarios para la vida de las plantas y ver luego de qué modo 
se los procuran. 

Analizando químicamente urm planta y Jas substancias que contiene, 
y completando dicho análisis con ulm espceirocópico, se puede deducir 
que los vegetales contienen casi todos los cimientos conocidos, pero hay 
algunos que existen en mayor proporción y que a priori son más 
importantes que los otros. 

Método analítico. J*¿ir 3 determinar cuáles son los elementos más 
mi portantes para la planta, se U incinera en un recipiente cerrado y s.- 
analizan las cenizas y los cuerpos volátiles producidos. 

!«ag cenizas contienen los siguientes elementos: 


pulo de Parten r, quien, para cultivar un 
utilizó Ja siguiente composición cu gramos' 


moho f Strrigmutncystis), 


LotííSÍü 

K 

Hierro 

Fe 

Sodio 

Ha 

Azufre 

s 

Calcio 

Ga 

Fósforo 

P 

Magnesio 

Me 

s nielo 

Si 

Mil llgHDCKO 

Mn 

Cloro 

01 

volátiles (giisu 

•s y vapores) 

contienen : 


Carbono 

C 

Hidrógeno 

H 

Ox i ge 110 

0 

Nitrógeno 

N 


Estos ultimo^ elementos se desprenden principalmente bajo h forma 
de anhídrido carbónico Ct\ óxido de carbono CO, vapor de agua il<) 
y amoniaco PÍHü, 

En las gramíneas o cereales (trigo) existe mucho silicio, el cual da 
umi cierta rigidez a los tejidos* y por eso las cenizas del trigo relucen 
después, por ejemplo, del incendio de un pajar. 

l-n algunas plantas marinas, romo las algas, existe mucho bromo y 
yodo, que son utilizados industrial mente* Una especie de violeta con* 
tiene cinc, Rere estos elementos son Accesorios, inútiles u indiferentes 
para la vida vegetal. 

Método sintético. El método analítico, incluso completado por la 
espectroscopia y b míeioquimita, no nos informa sobre el grado de 
utilidad de los elemento», ya que uno de ellos, aunque muy abundante, 
puede ser completa mente inútil. Así tenemos el oxa lato de calcio, que 
se acumula en las hojas en razón de su insolubilidad y no por su 
utilidad, 

Es preciso completar el análisis con la síntesis. Para rilo se hace 
germinar una semilla, se culi iva ] H planta y se nutre exclusivamente 
por medio de una solución nutritiva. Por tanteo se encuentra la solo* 
tuon que da el mejor rendimiento, 

Para las plantas verdes, las mejores soluciones nutritivas son las 
de knop y de Deitmer. 

El liquido de Knop tiene la siguiente composición en 


gramos: 


Agua destilada ....i 000 

Nitrato de cálela .. f 

Nitrato de potasio ......._ 0,25 

Sulfato de magnesio . l),25 

Fosfato de potasio . 

Fosfato de hierro cant. inf 


H 

N 

N 

S 

P 

r 


o 

o 

o 

o 

o 

o 


Ca 

K 

Mg 

H. K 

Fe 


Le elementos que contiene son nueve (inscritos a la derecha), a 
Km cuales hay que añadir el carbono que las plantas verdes obtienen 
de la al rnónírra. 

rt-iia de cultivar un hongo o un moho, se empica una solución 
que contenga el carbono bu jo forma orgánica* como hizo Raulin, dÍBcí* 


Agua dcstiladn .... 

Atacar candé' _ 

Acido tartárico 
Nitrato de amonio 
Eos) nlo fk 
Carbonato 
Cor lio nato 
Sulfato de 
Sulfato de 
Sillín lo de 
Silicato de 
Carbonato 


a momo ....... 

de potasio *... 
de magnesio , 

amonio .. 

hierro 

cinc ... 

potasio ....... 

de manganeso 


1 500 . 

H 

. 0 


70 . 

c 

. H . 

O 

70 ... 

c: 

. H , 

o 

4 ......... 

N 

. O . 

11 

(M¡0 ......... 

p 

. O . 

N . 

<u;o . 

c 

. O . 

K 

<uo . 

c 

. O . 

M K 

0,25 .. 

s 

. O , 

N . 

(1,(17 . 

s 

, O , 

Fe 

0,07 .. 

s 

, O . 

In 

(1.07 . 

Si 

. 0 . 

K 

0,0-4 . 

<: 

■ O « 

Mn 


H 


Fin lo tanto, la solución de Raulin contiene 12 elementos. Difiere 
de la solución de Knop: 1" por la substitución del calcio por el 6ÍU* 
eio; 2 U por la presencia de cinc y manganeso. Estos dos últimos ele* 
ruemos actúan sólo catalíticamente y no son verdaderos alimentos, 

Resumiendo, vemos que hay 10 elementos indispensables para la 
vida dr tas plantas, que son: car bono, nitrógeno, hidrógeno, oxigeno, 
calcio (o silicio) t magnesio, ¡totas?o f fosforo, uzujrc y hierro, 

(.amparándolo con la lista que nos proporciona el método analítico, 
vemos que el doro, que existe en Ja mayoría de las plantas, no es un 
elemento indispensable. 

Método agronómico. —Supongamos que se quiere determinar si un 
cuerpo químico, como el nitrato de potasio, conviene a una planta. 
Se eligen dos parcelas de terreno de las mismas dimensiones y coi tipo* 
rieión química. A una de ellas se incorpora la substancia objeto fiel 
estudio y luego se siembra en las dos la misma cantidad de semillas. 
La comparación del rendimiento de las cosedlas no& da ti resultado 
buscado. 

Pese a su falla de precisión, el método agronómico ha permitido es* 
tuldecTr la utilidad de tres cuerpos simples: d nitrógeno, el fósforo 
y d potasio, y justificar .su empleo en los abonos. 

Asimilación mineral- Iodos los elementos indispensables para 
lu vída de las plantas —con excepción del carbono y a veces del nitró¬ 
geno— provienen de fas substancias minerales de! sucio. Así también 
es como eí azufre y el fósforo son absorbidos por las raíces bajo forma 
de suJlatos v fosfatos, 

En muchas rocas, como el granito, existe un mineral, c) feldespato, 
que es un silicato doble de aluminio y de potasio. Su fórmula des* 
arrollada es 6Sifh * AI2O3 . KflO. Este mineral se descompone bajo la 
acdór drl agua de lluvia, cargada de anhídrido carbónico. El potasio 
se une al anhídrido carbónico para formar carbonato de potasio, COüKü. 
El silicato alunita ico que queda conrtiTuye el caolín y posterior mente 
la arcilla (mezcla de caolín y de impurezas). Al mismo tiempo, parte 
de la sílice se transforma en sílice gelatinosa. 

Las plantas adquieren eí potasio necesario a partir drl carbonato de 
potasio, cuyo origen acaba de explicarse. Pero para que una aiibrtanda 
pueda ser absorbida por las [dantas es necesario que cumpla una de 
las siguientes condiciones; 

L Solubilidad en el agua pura: caso de los nitratos y de los 
cloruros; 

d Solubilidad en el agua que contenga anhídrido carbónico: caso 
de I.t caliza LaLUu, dc*l fosfato (m calcico Caj(POt)¡¡ y de la sílice 
gelatinosa¡ 

3 4 ’ Solubilidad en la secreción acida propia de las raíces, la cual 
se puede observar haciendo germinar una semilla en un medio de 
cultivo transparente (solución de Knop en gelatina) y teñido con azul 
de tornasol. Alrededor de hi raicilla el tornasol vira al rojo. 

Asimilación nítrogcnilflíl**—« La mayoría de las plantas absorben 
su nitrógeno del suelo bajo la forma de nitratos. No obstante, ciertas 
bacterias que viven libres en el suelo o en simbiosis con plantas ríe la 
familia de las leguminosas (trébol, .alfalfa, etc.), tienen Ja propiedad 
de absorber directamente el nitrógeno drl aire, lo mismo que otros 
vegetales absorben el oxígeno. Mas adelante insistiremos sobre este 
punto, 

Asimilación del carbono. — ! -as plantas recurren u tres fuentes 
para la obtención de carbono: 1* los carbonatan del suelo; %* id anhí¬ 
drido carbónico del aire, que sólo puede ser utilizado por las plantas 
verdes; /L las mate rías orgánicas carbonadas, que sólo son utilizadas 
por los vegetales sin clorofila. Esta asimilación es objoin de un capítulo 
posterior. 

Allí se verá que las plantas verdes, absorbiendo el carbón del anhí¬ 
drido cari iónico atmosférico, se alimentan y al mismo tiempo elabo¬ 
ran los alimentos de los animales herbívoros y carnívoros. Su papel 
cu el ciclo de I carbono es, pues, preponderante, ya que sin ellas la 
vida sería imposible en la superficie de la Tierra. Incluso en el des¬ 
arrollo de la evolución y en el origen de la vida, los organismos cloro¬ 
fílicos fueron proba lilemente los que dieron paso u Iok seres sin clorofila. 


Correctivos y sbonos. Sr llaman correctivos las sutistancíus 
qim sí* incorporan a los terrenos para modificar sus propiedades físicas, 
Ln terreno completo debe contener en liza, sílice (arena L arcilla y 
humus. Si falta alguno de estos cuerpos hay que introducirlo a ritió 
cía [mente. Así se practica la encaladura de las 1 ierras pobres en caliza, 
y el abono con marga de las poco calizas y arcillosas (terrenos silbo¬ 
sos). La cal también es útil para neutralizar los sucios demasiado 
ricos en humus y, por Jo tanto, muy ácidos. 

Se llaman abonos las substancias que se incorporan al suelo [jara 
nutrir las plantas. Su empleo es necesario dado aue los cultivos inimisó 
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vos agotan lt>h mejores terrenos, Los abonos se clasifican en: 1“ aliemos 

minerales: 2 n orgánicos; 3" rafal i tic os; P verdes. 

Abonos minerales. “ ¿stos se dividen a su vez en abonos amo ■ 
niacales* en nítricos , en potásicos, en fosfatados y en compuestos. 

Abonos amoniacales. — El nitrógeno esta cuntenklo en ellos bajo 
forma ríe amoniaco, Nlh, Así sucede ron el sulfato de amonio íN liria 
SOj, obtenido por síntesis directa a partir del agua cits las cloacas 
o Je las aguas de depuración del gas del alumbrado, etc* Es esta una 
*al blanca finamente cristalizada y fácilmente soluble en agua, pero 
sólo puede ser utilizado por las plantas después de bu transformación 
en nitrato de calcio, lo cual ocurre bajo la acción de las bacterias. Por 
lo tanto, se puede concluir que los abonos amoniacales deben ser tricorpin 
rudos al terrenos temprana y profundamente para queso transformen cu 
nitrato. La acción de estos abonos sobre las plantas es progresiva y lenta* 

Abonos nítricos. — El nitrógeno está contenido bajo la forma de 
ácido nítrico, HNOa, Antes se utilizaba el ?\¿trato de sodio, NaNOit, más 
conocido por el nombre de salitre de Chile. Hoy en día se prefiere el 
nitrato de calcio* Cíi(N(b)l2 T obtenido por síntesis, que se presenta 
comercia)mente bajo el aspecto de granulos grisáceos y es el verda¬ 
dero alimento nitrogenado de los, vegetales. Muy soluble en el agua, es 
absorbido inmediatamente por las rafees, por lo que sólo debe incor¬ 
porarse a la tierra por la superficie del terreno. Su presencia fomenta 
la vegetación. 

Abonos potásicos. — La potasa es muy útil, especial mente para las 
leguminosas, los cereales y la vid. Las minas de potasa de Ahucia, cerca 
di? Mulhousc (¿rancia), y de Stassfurt í ¿rusia) proporcionan al incr¬ 
eado el cloruro de potasio, KCl, y el sulfato de potasio, Kt¿SO|, ambos 
excelentes abonos. 

Abonos fosfatados. Lo- terrenos son generalmente pobres en ácido 
fosfórico. Así* los fosfatos y superfiuífatOS son siempre otiles. Los fosfa¬ 
tos naturales y las escorias de defosforacián (subproducto de los altos 
hornos) son poco solubles en el agua, por lo que se prefieren los su per* 
fosfatos obtenidos por acción del árido sulfúrico sobre los fosfatos natu¬ 
rales, Loa su per fosfatos son en realidad mezclas fie fosfato motioculc ico 
soluble, CulUCPQih, y sulfato de catata, C&SQf. 


l fl Los árbota» forestales tienen frecuentemente en la extremidad de 
nos ralees, en lugar de los pelos absorbentes, un manguito de micelio 
que pertenece a un hongo Mamado micarriza (del griego myké t hongo, 
v rhi&tt, ruíz). Se admite que el hongo vive en simbiosis con el árbol y 
je permite asi utilizar el nitrógeno del suelo; 

*í 11 Sr puede forzar las plantas verdes a nutrirse ríe ciertas substan¬ 
cia* orgánicas mirogenadas: urea, aminoácidos, etc. Para esto hay que 
restringir, en lo posible, su función clorofílica por el procedimiento de 
cubicar los phioUiH en la penumbra y en una atmósfera viciada. La 
planta, ni no poder absorber más que r\ anhídrido carbónico despeen- 
didn cu so respiración y tentando necesidad de carbono, absorbe eriton- 
cri bu. MilistnnriaN orgánicas del sucio» 

Nitrógeno unión i&c&l*— liste es el nitrógeno del amoniaco Mita 
y de la saJrs amoniacales, de la* cuales la más común c b el carbonato 
amónico* (NH-itatX)a, 

El nitrógeno amoniacal proviene de la fermentación de las materias 
orgánicas bajo (a acción de ciertas bacterias. Hay dos fermentaciones 
principales: la putrefacción y la fermentación amoníaca!. 

Putrefacción o fermentación pútrida.-—.Si una materia orgánica 
cualquiera, como por ejemplo un cadáver, queda sobre el suelo, nume¬ 
rosas especies de bacterias proliferan sobre ella, Se producen entonces 
reacciones químicas complejas, algunas de las cuales equivalen a una 
verdadera digestión, que desprenden numeroso» gases que saturan la 
atmósfera, entre cito*: CO 3 , CQ* H, N, NHa, H ¿S f PH:t. AI mismo 
tiempo se producen substancias tóxicas Humadas tomainas (del griego 
pluma, cadáver)» El cadáver termina por imnsformurse en líquidos 
nauseabundos que perilran en la tierra. Estudiemos aquí sólo la pro¬ 
ducción de amoniaco. 

Fermentación amoniacal. — Esta la Fermentación propia do la 

orina. La orina fresca es límpida, inodora y ligeramente acida, pero 
abandonada al aire se enturbia, se al caluma y desprende un fuerte 
olor amoniacal. La urea que se encontraba cu ella se conviene por 
hidra tac ion en carbonato de amonio: 

t;0(NHd)-> + 2H¿<) = (NlhtsCOn 

urea sal amoniacal 


Abonos compuestos. — Estos alionas participan de varrav caracte- 
rtaticus propias de los anteriormente estudiado** Así: 

(i ) El nitrato de amonta y el amonitre * qtlr son al mismo tiempo 
moni acu tas y nítricos; 

h) El polazot, que es amoniacal y potásico; 

c ) La nitropotasa, que es amoniacal, nítrica y potásica. 

La industria busca un abono completo que'Corresponde aproximada¬ 
mente a la siguiente fórmula: ácido funforirn 5%, nitrógeno iiltóüO y 
amoniacal 10 %, potasa 5 %. 

Abonos orgánicos. El p riñe i pal es el estiércol, formado por 
paja y excrementos que han sufrido nuuicroana fermentaciones. Éste 
es un abono completo, pero ¡joco concentrado y con el inconveniente 
dr que re fle/a la composición del terreno, A w i s sj 00 suelo carece de 
potasa, la paja y las plantas forrajeras que allí se producen tampoco h 
poseen* c igual los excremento» y orinas ríe los animóles que se mitren 
cmi dichas plantas. No obstante* la ventajo riel estiércol es que aporta 
ni ierren 1 ) la materia negra (humus) y sus numerosas bacterias. 

Otros numerosos cuerpos orgánicos se utilizan como abonos: compues¬ 
tos integrados por las basuras domésticas, aguas ríe e fijara s, restos dr 
carne y sangre desecada procedentes de ios mataderos, harina de pesca¬ 
do, cuernos y cueros sol ubi tizados, desechos de lana, residuos de semi¬ 
llas, turba, etc. 

Mar adelante se verá cómo estos abonos orgánicos sólo pueden servir 
de alimentos pura las plantas después de haber sido transformados en 
nitratos por acción de las bacterias. 

Abonos catalíticos* - Estos atamos no alimentan las plantas, pero 
facilitan reacciones químicas cuyo conjunto constituye el metabolismo, 
Lomo las díastasas y los catalizadores, actúan en mínima cantidad, poi 
lo que hasta emplear soluciones muy diluidas» La mayoría contienen 
metales, como el Cinc y el manganeso, o metaloides, como el boro y el 
flúor, pero su empleo no lia salólo aún de la fase experimental. 

Abonos verdes* — Pronto se verá que las plantas de tu familia de 
las leguminosas (trébol, alfalfa) tienen la propiedad, gracias a ciertas 
bacterias que viven en sus raíces, efe absorber y de fijar el nitrógeno 
del aire. Por cojijo guíente, enterrando las citadas plantas en vez de 
cosecharlas, se enriquece el terreno en nitrógeno. Estas leguminosas coos- 
ti tu yen los llamados abonos verdes. 


Asimilación del nitrógeno 

ICl nitrógeno se ofrece a las plantas bajo cuatro formas: el nitrógeno 
orgánico* d amoniacal, el nítrico y el atmosférico* 

Nitrógeno orgánico. — Los descebo* orgánicos que provienen de 
los animales (cadáveres* extreme utos, orinas, estiércol) y los vegetales 
(estiércol, humus) contienen nitrógeno que los bongos y las bacterias 
utilizan directamente, Pero las plafuas verdes sólo son capaces de 
aprovecharlo en condiciones excepcionales: 


El carbonato ib* amonio es una sai amoniacal que desprende espon¬ 
táneamente a morquen, Nllft, Esta fermentación se debe a una bacteria 
redonda llamada Microroreas urea, que actúa por medio de una d¡as¬ 
ta -a o enzima I Limad a turaste 

De c&ie modo, la putrefacción y la fermentación amoniacal engen¬ 
dran sühs amoniacales, que sólo pueden ser utilizadas directamente 
poi los hongos, ya que las plantas verdes exigen su transformación 
previa en nitrógeno nítrico, 


Nitrógeno nítrico* — Es el nitrógeno del acido nítrico, HNO;j, y 
de los nitratos, de los que el más difundido es el nitrato de calcio, 
LaíNfhH 

El nitrógeno nítrico se origina en el suelo por lo fermentación de 
las sales amoniacales bajo la ace ion de ciertas bacterias. Hay dos fer- 
meniíu iones sucesivas: la nitrosa*:ion y la nitratatión r cuyo conjunto 
consl ii oye la nitnf icario n, 

Nitrosacion o fermentación nitrosa. El amoniaco es oxidado y 
ron veri ido en ácido nitroso por lu acción de dos clases de bacteria»: 
unas redondas ( nitrosoeocos) y otras alargadas ( nit r asoman as): 

Nlh +- 30 - UNO- + !1*íO 

¡unoinaro áe. nitroso 


Tan pronto como se fon na el ácido nitroso, éste se combina con lab 
bases del terreno (calcio, magnesio, sodio, potasio, etc.), ¡oirá origi¬ 
nar las correspondientes sales o nitritos. Si esta neutralización del árido 
no tuviera lugar conforme éste se va produciendo, la nitrosarion cesa¬ 
ría rápidamente* 

Nitratación O fermentación nítrica. — Varias especies de bacterias 
alargadas { nitrobacter) actúan a continuación para oxidar el ácido ni¬ 
troso y convertirlo, o, lo que es lo mismo, cambiar los nitritos en 
nit ratos: 

HNOa + O HNOí 

áe. nitroso ác* nítrico 


El producto final de la nhriíictieión es principalmente el nitrato de 
ctdcio, CafNChhj, que es la mejor fuente de nitrógeno para las plantas 
verdes y también el mejor abono nit rugen arlo que m les pueda ofrecer. 
Todos los demás (estiércol, salen amoniacales) deben ser previamente 
transformados en nitratos antea de su utilización. 

Las condiciones de la n tarificación fue ion establecidas por Setal oes ing 
y Mtmtz por medio de la riguíenle experiencia ; Se llena un tubo largo 
con una mezcla de arena y creta finamente pulverizada, y se a nade, 
gota a gota* una solución amoniacal. Si la experiencia se realiza entre 
’M) y 35 u L, en la base de la columna se puede recoger nitrato de calcio 
m lugar de la sal amoniaca) de la que Se partió, Las bacterias conte¬ 
nidas en la tierra operan la nitrifieaeióo. Pero si sometemos el tubo 
a la acción de un anestésico (cloroformo, éter), o del calor, las bac¬ 
terias h *durmictas n o muertas cesan dr actuar, con lo que el producto 
qtic se recoge es el mismo que se añadió. Por lo tanto, para que la 
11 ti rificación se produzca sun precisas: 

a) Satas amoniacales; 

b) Bacterias nidificantes; 

c) Calcio u otro álcali capuz de neutralizar el ácido a medida que 
éste se produce; 
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** I *Kigrnn y, |mi < tUM puirnh , mui t irruí HUrrilu, 
f I Unn m (hiíii tn.i luí t. i r 111 t* le v,u! ,i „ 

/ rr mtnfh linón c\ una de los fenómenos mas importantes de la fisto 
! aguí rt /^rffd, r tnldvíoiir un ul bono (Ir lili» tciTuimfc CON rj r 1 Bt I 
rn el riego mu aguas residuales, un Iti formación ric salitre sobre lúa 
luiinli'h dr establos y enl>a lienzas, un l*i formación de prcci [litaciones 
blancflB cu la superficie del sur 1 lo un ciertos países 
í Egipto. ludia). cft\ 


oini . fiwdiMii/m.Vi ijor jirrmit ían a las leguminosas enriquecerse en 
mi rugenn ,i f^jirnkHH du lu atmosfera* 

Niithmdjriit. L/is nudosidades son cuerpos de forma esférica, más 
o mrnuM irregtdtir; como verdaderos tubérculos, esparcidos sobre las 


íuÍcus, y del tmimnu de un guisante* Desde el punto de vista anatómico 
son |-<idice/tfs t ira nido rmadas por la acción de las bacterias* Vistas en 


V'v 3 ^ 


íorofllitil 


ili? compuestos ctfióme 


Nitrógeno atmosférico.— Su podría pensar, a 
prior i, que la atmósfera, rica en nitrógeno (79%), 
constituye una fuente de éste fiara las plantas. 
Prm no sucede usi T como lo demuestran las experien¬ 
cias de Boussiugault* Se colora una planta bajo una 
campana y se analizan por un método preciso las mo¬ 
dificaciones que su producen un esa atmósfera en el 
transcurso de un día, En todos los casos se Comprue¬ 
ba que el nitrógeno no se absorbe en absoluto^ lo que 
justifica en dicho sentido el nombre que a veces se da 
de ázoe (de a\ sin, y zoom, ser vivo, “no apto para la 
vida”). 

No obstante, ciertas bacterias tienen la propiedad 
du lijar el nitrógeno riel aire. Unas viven en el suelo 
y las otras en simbiosis con las raí oes de las legu¬ 
minosas. 


Fijación del nitrógeno por las bacterias del 

suelo. — El citado agrónomo francés Boussjiigatih 
hizo en lí!5Ü t en sus tierras de A Isacia, las siguientes 
experiencias. Calculo el nitrógeno que una hectárea 
dn tierra perdía en un «ño por las cosechas que se 
recogían y por el agua de drenaje. Esla pérdida se 
elevaba a 150 kilos* Por otro parte, la misma superficie 
du terreno ganaba solamente 70 kilos, que provenían de los abonos y 
riel agua de lluvia. Había, pues, un déficit de 150 - 70 = 80 kilos, 

y la tierra debía empobrecerse tic arlo en ano. Pero esto no sucedía si 
se tenia lu precaución de dejar las tierras en barbecho, es decir, sin 
cultivar, durante algún tiempo, 

Berthelot, por otra parte, hizo la siguiente experiencia; colocando 
tierra en una campana por la que pasaba una corriente de aire continuo, 
comprobó que al caho de unos meses la tierra se bahía enriquecido en 
nitrógeno, pero este enriquecimiento no tenía lugar si previamente se 

la esterilizaba por calefac¬ 
ción a ) 00° C durante 
unas horas. El fenómeno 
se debía, pues, a la pre¬ 
sencia du determinados su¬ 
res vivos. 

Ésto» hun sido aislados 
por medio du unitivos, y 
pertenecen a varias espe¬ 
cies. de fas cuales la más 
¡ ni portante es el Clostri - 
dium pastorianum, bacte¬ 
ria alargada provista de 
pestañas vibrátiles y dola¬ 
da de la propiedad de es- 
poi Hilarión. Esta bacteria 
i ncorpo ra el n i t r ó g u n o 
libre y forma cuerpos ní- 
t rosos: 

2HaO + N¿ = (NHi)NOa 

aunque para ello necesita 
tener a su disposición al¬ 
gunos gliír idos, como azú¬ 
cares o almidón. 

Fijación del nitró¬ 
geno por las legumi¬ 
nosas. — Bdussinga u 1 1 , 
con sus experiencias, y 
después YilJe comprobaron 
que las leguminosas tienen 
la propiedad du cnriquo 
uur el suelo en nitrógeno* 
De ahí el nombre que *se 
les da de plantas mejoradas, y las prácticas agrícolas conocidas bajo 
el nombre de sideración o abano verde, que consisten en enterrar las 
cosechas de leguminosas para hacerles servir de abonos nitrogenados. 
La rotacién s que consiste en alternar los cultivos, descansa sobre el 
mismo principio. En lu rotación trienal, por ejemplo, se alterna trigo, 
remolacha y una leguminosa* El trigo, a causa de sus raíces f«suicida* 
das, agola la superficie del terreno; ía remolacha, con las suyas tuhur* 
calosas, agota la parte profunda; la leguminosa, por el contrario, de¬ 
vuelve al suelo el nitrógeno de que se ha luán apropiado a sus expensas 
las plantas anteriores. 



nitrógeno 
de I a ir? 





H Jilees de judía con nudosidades 
(Pal, Itayer) 


lcgu- 


Experiencia de laboratorio. — Dos agrónomos alemanes Hcllrietcel 

y WÜfarthí hicieron en 1885 la siguiente experiencia: cultivaron 
ruinosas (trébol, alfalfa) en macetas llenas de arena calcinada y rega¬ 
da» con una solución nutritiva sm nitrógeno. En estas condiciones 
vieron que las plantas crecían pobres, enclenques, y con verdadera 
hambre du nitrógeno , A nadie ron entonces a fa arena calcinada un 
poco du tierra procedente del campo, y poco después las leguminosas 
recuperaron la salud* Ahora bien, sobre sus raíces habían aparecido 
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d microscopio, se observan en el ulterior de las células irnlí- 
le una materia viscosa que contiene bacterias un gran cantidad. 

Estudio de dichas bacterias. — El estudio ríe estas células fue reali¬ 
zado en el Instituto Pasleur de Paría por La tiren t y MiZC, que llega¬ 
ron a cultivarlas en una solución mineral desprovista de nitrógeno. 
Utilizando d nitrógeno atmosférico, las bacterias llegan a vivir y des¬ 
arrollarse normalmente y sólo necesitan azucares. Por otra parte, se 
vu que urr d fondo del recipiente de cultivo se deposita una materia 
viscosa que recuerda la tic las nudosidades y es muy rica en nitrógeno* 
l as baulerías de las nudosidades, por vivir normalmente en las raíces 
de las plantas, reciben el noinhru de Hhizobium leguminosarum (del 
griego, rhizú f, raíz, y biotty vida)* 

Explicación dd papel de las nudosidades. — Ahora podemos com- 
prender su funcionamiento. Las bacterias que allí se encuentran toman 
azúcar (alimento carbonado) de las leguminosas y nitrógeno de la 
atmósfera» Con estos materiales y el agua que poseen a discreción, viven, 
su multiplican y segregan la materia viscosa, rica en nitrógeno, que 
existe un dichas nudosidades. La leguminosa se nutre de dicha mate¬ 
ria y obtiene d nitrógeno necesario, que en definitiva proviene de bi 
atmósfera* 

Por consiguiente, su puede concebir que las baulerías y leguminosas 
forman una simbiosis o asociación en provecho recíproco. 


Bacterias desnitrificantes. Mientras que ciertas bacterias fijan 
ul nitrógeno dul aire, hay oirás que, por el contrario, lo desprenden al 
deseomponer los nitratos dd suido; son, pues, antagonistas de las bau¬ 
lerías mirificantes* puesto que destruyen lo que hacen éstas* Desde el 
pumo du vista agronómico, su actuación es muy perjudicial, pues em¬ 
pobrecen d suelo cu nitratos, El único medio du impedir su acción con¬ 
sisto un airear ul terreno por medio du labores profundas. 

Ciclo del nitrógeno, — Todo r! conjunto anterior da lugar a un 
ciclo* es decir* a una circulación de] demento luirúguno entre los reinos 
animal, vegetal y mineral* 

Los anímales toman directamente (herbívoros) o indirectamente (car¬ 
nívoros) el nitrógeno de las plantas. Éstas, a su vez, lo toman dul sudo 
o del aire. Por último, los microbios aseguran el retomo dd nitrógeno» 
Cí estiércol y d humus, constituidos por las deyecciones de los anima¬ 
les y los restos de las plantas, se transforman sobre lodo en sal 
amoniacales y luego un nitratos, una parte du los cuales se dest 
pone du nuevo en nitrógeno. 


u*s 

■om- 


Asimilación del carbono 

Ll carbono es para las plantas un alimento de primera necesidad, 
puesto a su disposición, como d nitrógeno, bajo diversas formas: ui 
carbono orgánico* el mineral y el atmosférico (CO 2 ). Veamos cómo anos 
y otros participan en la vida de las plantas. 

Carbono orgánico. — lorias las substancias animales y vegetales 
(cadáveres, excrementos, estiércol, madera muerta, humus, etc.) contie¬ 
nen carbono en las moléculas du sus glúddos, 1 i pidos y prúfirios. 

Este carbono orgánico es utilizado directamente por las bacterias, las 
levaduras, los mohos y los hongos, que son plantas Saprofitas, mientras 
que las verdes sólo lo aprovechan excepcional mente. Así tunemos: 

1“ Los árboles forestales que tienen rnicorrizas lo hacen por medio 
du estos hongos* con los cuales viven un simbiosis; 
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2* Experimenta lmen te, al obligarlas ;i que reducán su función Clo¬ 
rofílica, podemos ha re i que las plantas verdes m vuelvan saprofitas, 
A mí se puede ver ¿il sembrar semillas de rábano en una solución gelati- 
ur-::;i de Knop fon EkLíi solución debe ser mantrrMfbi <’n b pmH.nu- 

br+i y en una atmósfera tal que el desprendimiento de (AH por la respira¬ 
ción aea rompe osado exactamente por la absorción del (AH debido a la 
función clorofílica. Kii tales condiciones, los rábanos consumen glucosa 
y adquieren caracteres distintos' hojas más verdes, tallo hinchado como 
hi tu i a , en forma de tubérculo, y que contiene almidón, radicelas inás 
desarrolladas, etc. 

Carbono mineral. — Éste es el carbono de los carbonatas, absor* 
bulo por todas las plantas. El carbonato de calcio, CbCOs* debe sin 
embargo ser transformado previamente en bicarbonato, ll2Ca(C0a)¡a, 
Más adelante se verá que ciertas plantas acumulan en sus tejidos unas 
concreciones (cistolitos) de carbonato de calcio que parece constituir 
para ellas más bien un producto de desecho que una reserva nutritiva. 

Carbono atmosférico* — 1.a atmósfera contiene una cantidad cons* 
tante de anhídrido carbónico: aproximadamente cerca del 0,03%, lo 
que constituye la inagotable reserva de donde las plantas venios toman 
la mayor parle de su carbono. Pero expliquemos primeramente cómo 
esta absorción es compensada por los desprendimientos de 1 XH* 

Los fenómenos compensadores son: 

l' 1 I-ííKp combustiones, naturales y artificiales; 

2* La respiración de los animales y de las plantas; 

3" Las fermentaciones productoras de C<H, de Jas que cabe citar fu 
fermentación alcohólica. Ja butírica y la formétiica. 

La fermentación alcohólica? cuyo estudio se hará en el capítulo ¡le 
Jji rcap¡ración, consiste cu un desdoblamiento de la glucosa. 

Ln fermentación butírica es ¡nía descomposición de la glucosa y de l« 

celulosa en ácido butírico, hidrógeno y un* 
hídrido carbónico. 

La fermentación formé nica es el proceso 
químico que tiene por resultado el desdo¬ 
blamiento de la glucosa cu metano o for¬ 
men o y anhídrido carbónico* 

Función clorofílica* “ El proceso de 
utilización riel carbono atmosférico por las 
plantas verdes constituye h< función « asimi - 
/ a ci ón el o r of i tica, 

Coloquemos en una probeta que contenga 
agua rica m anhídrido e. r nbonico, algunas 
plantas acuáticas verdes, romo por ejemplo 
ligas, e invirtamos la probeta sobre un red* 

Experimento que mués- l ,¡# -' nLe H eno de a 6 ua * Sí exponemos el con* 
tra la función clorofí- junto a la lux solar, nc ve cómo se despreTi¬ 
lica den burbujas de gas de ln planta y se ren* 

ríen en el ápice del tubo* Introduciendo en 
la probeta una bujía recién apagada, se observa ¡pie esta se enciende 
de nuevo, señal de que él gas desprendido y acumulado es el oxígeno* 
Repitiendo la experiencia en U obscuridad, ve que no hay des¬ 
prendimiento de gas. En el primer caso, el agua ha disminuido su con* 
tenido de (AH; en el segundo, no. 

Por lo tanto, Ja fundón clorofílica* propia de las plantas verdes 
expuestas a la luz, se manifiesta por una absorción de anhídrido car* 
bonico y un desprendimiento de oxígeno. Más adelante se detalla 
extensamente esta función. 



intensidad de la función clorofílica* - c oiTiu la función clo¬ 
rofílica coexiste siempre con la respiración, su intensidad es difícil 
de apreciar, pero ?¡e logra por un método complejo, que aquí no 
podemos exponer muy extensamente, y que consiste, en síntesis, en 
medir la cantidad de anhídrido carbón ico absorbido o la cantidad 
de oxígeno expelido en una hora, lo que puede variar: 

1* En fundón de la luz. La intensidad es nula durante la noche; 
principia hacia bis seis de la mañana, aumenta gradualmente hasta el 
mediodía y luego decrete hasta las seis de la tarde aproximadamente, 
si bien estas horas varían con la estación, A la luz solar directa, la 
intensidad clorofílica puede ser veinte veces más fuerte que la res¬ 
piratoria, Por la mañana y por la noche, en cambio, hay unos mt>* 
rúenlos en ios que ambas intensidades son iguales, pero de signo 
contrario: la planta desprende determinadas cantidades de oxigeno y 
anhídrido carbónico y absorbe las mismas proporcioes; 

2 o En función de la temperatura. La fundón clorofílica principia 
bajo O* C y aumenta hasta un óptimo situado entre los 25 y 30* C* 
Luego disminuye gradualmente hasta la muerte de la planta; 


3° En función del anhídrido carfioiueo. La asimilación clorofílica 
se realiza con una intensidad máxima cuantío el aire contiene un 
10% de VAh, Esta condición tal vez fuera cumplida en olías épocas 
de vegetación exuberante (período car bou í Cero), pero hoy en día, el 
aire sólo contiene 0,03 % de (AH, ni bien law hojas remedian este 
inconveniente por presentar una superficie considerable para la res¬ 
piración. Cotilo simple anotación, indiquemos que una hectárea de 
cereales fija anualmente tres toneladas de carbón; 


-I o En función de la especie vegetid y de la edad de la planta , 


Clorofila» — La clorofila (¡leí griego chlaros, verde, y pkylton , 
hoja) es el cuerpo verde de las hojas y oíros órganos aéreos, y no se 
encuentra disueltu en el pióloplasma de las células* sino fijada en 


unos corpúsculos llamados clor aplastas, Éstos son generalmente redon¬ 
deados y abundan en todas las células, pero pueden también presen¬ 
tarse como elemento ónice y ofrecer forman excepcionales: en forma 
de plaqueta en el alga verde Ramulla Mesocarpn, en forma de espi¬ 
ral en d alga llamada Spirogyra , ele. 

Lcr clorofila se forma genéra/meníe sólo en presencifit de la luz. 
Así, una planta cultivada en la obscuridad permanece amarilla; no 
obstante, las algas, los musgos, los heléchos r incluso las gimnospertnas 
son capaces ¡le formarla en ausencia ¡ie luz. 

Ett clorofila se destruye por exceso di insolación. Así, en una célula 
foliar, los doroptastos se desplazan en el curso del día : a) durante 
la noche, se distribuyen por toda la célula; b) durante la mañana y 
al atardecer* se sitúan junto a la& paredes expuestas directamente al 
sol; c) al mediodía, en cambio, se acumulan junto a las paredes me- 
iioh expuestas a la luz* 

Para extraer la rlorafila se utilizan hojas muy verde* (espinaca) y 
se trituran en un mortero con alcohol; éste disuelve la clorofila y otros 
tíos pigmentos: la xnntofita (amorilla) y la carotina (anaranjada), 
que da color a la zanahoria* Para aislar la clorofila se añade bencina 
o sulfuro de carbono a la solución alcohólica. En el primer caso, 
la bencina, mis ligera que el alcohol, se sitúa en la capa superior 
y arrastra la clorofila* En el segundo, el sulfuro de carbono va al 
fondo del tubo, la arrastra igualmente, y por decantación se obtiene 
Ja solución de clorofila pura* 

Evaporando suavemente una solución de clorofila se pueden oble* 
ner cristales de clorofila, 

tai clorofila se compone de carbono, hidrógeno, oxigeno y nitró¬ 
geno. Es, pues, una substancia cuaternaria o proteica, que posee 
además magnesio* probablemente como cuerpo catalítico* Su forma 
i*h CssHTaOsNtMg* 

¿tí ciar o fita de las plantas se puede comparar adecuadamente con 
la hemoglobina de la sangre de los an iñudes. En los dos caso* nos 
encontramos con un cuerpo coloreado que interviene activamente en 
!<>* intercambios gaseosos (respiración o función clorofílica). En am¬ 
bos casos existe un metal catalizador: el magnesio para la clorofila 
y el hierro para la hemoglobina. Los productos de descomposición de 
las dos substancias tienden por último hacia la bilirrubina* 

Otros pigmentos. *— Loa pigmentos *> cuerpos colora ratea de tas 
plantas se pueden clasificar en cinco grupos: 

I o Los pigmentos verdes o clorofilas „ que *%r encuentran situados en 
los doroplastos y sólo suelen existir «n las células expuestas a la 
luz* Estos pigmentos son de naturaleza proteica y contienen mag¬ 
nesio ; 

2" Los pigmentos amarillos y anaranjados (pigmentos xantcicos), 
que abarcan las xantofdas y las carotina*. Estos pigmentos están situa¬ 
dos en los cloroplastos o en corpúsculos especiales llamados cromo- 
plastas y son los que tiñen el tomate, la zanahoria, el melón y las 
plantas marchitas. Desde el punto de vista químico, las carotinas 
poseen sólo carbono e hidrógeno, GioHsa, mientras que las xantofilas 
cniii ienen además oxigeno, CtoHssOs; 

3* Los pigmentos azules, violeta, rosa y rojo (pigmentos ciánicos), 
de los que el principal es la antocian iría, Estos pigmentos se en¬ 
cuentran d¡sueltos en el jugo celular, cambian de color según la 
Alcalinidad o acidez del infamo, y se hallan muy difundidos en las 
flores, íus frutos (cereza, uva), las raíces (rábano, remolacha roja) y 
las hojas que enrojecen en otoño (haya púrpura, vid virgen); 

V Los pigmentos de las algas, es decir, la ficodamna de las algas 
azules, la f¿cafeína de las pardas y la f¿caertirina de las rojas. Estos 
pigmentos son solubles en el agua y precipita bles por el alcohol; 

5r Los pigmentos de las bacterias, de los mohos y de los hongos. 
Entre ellos hay uno* la bacteriapur purina* propio de ciertas bacteria» 
que parecen tener la propiedad de asimilar e! (XH atmosférico, como 
la clorofila. Todos los demás están desprovistos de esta propiedad. 

Espectro de fa clorofila. — La propiedad fundamental de la 
clorofila consiste en que absorbe ciertas radiaciones solares, es decir, 
que absorbe energía luminosa. 

Recordemos que si un rayo de luz atraviesa un prisma de vidrio, 
se refracta y al salir del medio aparecen un gran número de rayos 
coloreados, desde el violeta hasta el rojo, e idénticos a los colores 
del arco iris; es el espectro solar* que se puede proyectar sobre una 
pantalla* Los rayos rojos, anaranjados y amarillos son los menos re¬ 
frangibles y tos que desprenden más calor, es decir, los rrryas calei- 
r ¿jicos, Los rayos verdes, azulea, índigo y violeta son los que pre¬ 
sentan una acción química más intensa, o sea los llamados rayos químí* 
eos. Además de los que forman el espectro visible* existen también 
los rayos infrarrojos y los ultravioleta, que, no se pueden percibir* 
Finalmente, se comprueba, en el espectro solar, la presencia de unas 
líneas negras transversales que corresponden a las radiaciones absor¬ 
bidas por la atmosfera solar y terrestre. Retengamos solamente algu¬ 
na de estas líneas, que se designan por las letras A, B, C, en el rojo, 
l) en el amarillo* E en el verde, ! en el azul, fáciles de localizar si 
recordamos que los intervalos entre ellas corresponden aproximadamente 
a las siguientes igualdades; CD = DE = EP — 2AR “ 2BC* 

Coloquemos ahora en el trayecto del rayo solar y delante del pris¬ 
ma una cubeta de vidrio con una solución de clorofila, y veremos 
aparecer en el espectro unas bandas negras o bandas de absorción . 
Para simplificar, nos limitaremos a las cuatro mas importantes: una 
banda entre lo*s rayos 11 y una estrecha cerca de la raya D; otra 
también estrecha cerca de la raya E, y por último una banda ancha 
que ocupa toda la parte derecha del espectro, a partir de la raya F. 




352 


BOTÁNICA 


ISn i h 111 ii'tifcriitf lu ( /r*f m/i/h Ah absorbido la mayor fuñir Jr ltt\ 
nidiotian*^ f tja at¡ atan ¡mía * y iHn/cíu tic la luz \0Ídf 


IV]i- nii i |o>i. I nxtgcno se desprende, el tixído de carbono y el 
Itidiüiidij mu -iimtr **■ coi u binan, según la si guíenle reacción: 


Función de la clorofila, — la respiración (especie de eombllit* 
tíóti) es una reacción exotérmica* mientras que la función clorofílica* 
frmirii nn i :invi ihh, es rndotéi nuca, A prior i puede suponerse, pues* !|ue 
la clorofila, al absorber la energía luminosa* propon: ir mu a la planta 
el calor necesario para aquella reacción. En efecto, por la expenen* 
cia se demuestra que esta hipótesis es acertada, 

1 " experiencia. Se proyecta sobre una pantalla un espectro solar 
completo y se dispone una serie de peque nos tubos conteniendo cada 
uno agua cargada de gas carbónico (por ejemplo, la de Soltz) y una 
hoja acuática, lodos los tubos son iguales y tenias las hojas del 
mismo tamaño. Se invierten los tubos y se colocan en cubetas que 
contienen también agua. 


C(> + 211 - CHaU. 

Kmc ninpn i 1 ¡orinal o aldehido fórmico , que es el primer ter¬ 
mino ih % li fot omii teda. 

1 niego rt b h mui se potirnerizá por condensación y da glucosa: 

6 CH 3 O — C$H L^Oe. 

Y una parte de la glucosa se transforma inmediata mente en 
almidón ' 

n GttliiaOs - ((Ifillío()t)r¿ + n Hao 

El resto de 1 o glucosa se distribuye por las diferentes partes de 
i a planta .t las cuales nutre* asi como por los órganos de reserva* donde 
se acumula. 


Al cabo de cierto tiempo, se, ve que algunos tubos contienen oxí¬ 
geno y que son precisa trien le aquellos que se encuentran ante tas rad ta¬ 



raje jnar.injarfci amarilto vffde azul índico víate ta 

Acción de la clorofila bajo la influencia de los colores del 

prisma 


dones absorbidas por la clorofila. El desprendimiento es más fuerte 
en la zona del rojo anaranjado, y más débil en la del azul violeta. 

2* experiencia* Bajo campanas de doble pared se colocan diferen¬ 
tes plantas veriles* y a continuación se exponen o la luz solar En 
la doble pared se introduce un líquido rojo anaranjado (solución de 
h¡cromato potásico), verde (solución de clorofila), o azul violeta (líqui¬ 
do de Scbwdzer, azul celeste). La asimilación clorofílica es muy in¬ 
tensa bajo la campana dé color rojo anaranjado, poco en el azul violeta 
y nula en verde. 

3* experiencia. Aquí se utiliza el microscopio y esta experiencia 
es más precisa y elegante que las dos otras. 

Sobre una lámina de vidrio se coloca una gota de agua fie Settz 
i¡ae contenga un filamento de alga ven. Ic y bacterias ávidas de o x i ge¬ 
no, y luego un cubreobjetos con los bordes cubiertos con masilla o 
cera para impedir que el aire penetre en rf interior de la gota de 
agua. Al principia de la experiencia* bis mícmbioH r«uin repartidos uni¬ 
formemente* pero poco tiempo de» pues se acu muían junto ni alga* que 
desprende oxigeno. 


El propio almidón* formado durante el día en los Horoplastús de 
los órganos expuestos a la luz* se transforma de nuevo en glucosa 
durante la noche y emigra en esta forma soluble (forma viajera) 
hasta los árganos profundos (medula) o subterráneos (raíces* rizo¬ 
mas, tubérculos), donde se reconstituye en bis amiloplastos* 

La hipótesis del formoI corno término inicial de la fotosíntesis se 
apoya en las observaciones siguientes: 

o) Los químicos pueden hacer ,1a síntesis de Ja glucosa a partir del 
formo!; 

6) Las algas mantenidas en la obscuridad y al i montadas con formo! 
elaboran almidón: 

c) Existe formo! en mínima cantidad en la mayoría de los órganos 
vegetales, 

^in embargo* no todos los fisiólogos admiten esta hipótesis y así 
algunos piensan que el primer término de la fotosíntesis es la gluco¬ 
sa obtenida directamente a partir del í.!Oa y el agua. 

En cualquier caso, la clorofila es una especie de catalizador, o más 
adecuadamente, de fotocaiúlizadot. que da a la célula verde el poder 
de utilizar la energía de las radiaciones luminosas. 

Fotosíntesis de los prótídos y los llpidos. -— lina parte de la 
energía captada por la cloro lila sirve para sintetizar los prótidns y 
los (¡pidos y otros cuerpos orgánicos de las plantas. 

En general* se admite que fus míralos procedentes del suelo se 
transforman en las hojas en amoniaco* NI [3, y luego en aminoácidos 
y prótídos, con lo cual se considera que hay una combinación directa 
cutre lus nitratos y el formo). Finalmente, *\ ácido cianhídrico HCN 
parece ser, al menos en ciertos casos (rosáccas), uno de los términos 
de la síntesis de lo-s prótidos. Este árido* veneno viólenlo, abunda 
bastante en los vegetales. La síntesis de los lipidos podría efectuarse 
lomando como punto de partida la glicerinn, Kn realidad, el proceso 
de fotosíntesis no tiene la simplicidad aquí expuesta, pero se con¬ 
serva rata explicación por cuanto da una idea aproximada de lo que 



itosftthos y residuos 
vegetales y ¡jiomalüs 


7.i bí^Tlterlmato. 


Irrnicr-1- 1 1 : ionr . 


¥ pirtrtUacdín 


A continuación se proyecta sobre el alga verde un pequeño espec¬ 
tro solar (microespeetru) v h#_* continúa la observación. Las bacterias 
se desplazan y se localizan en lus partes dé! ulga situadas en el rojo 
anaruajado y en el azul violeta* únicos lugares donde se desprende 
oxigeno y, por lo tanto, donde tiene lugar la función clorofílica. 
También se nota que la aglomeración bacteriana ck más considerable 
en d rojo anaranjado que en el azul violeta. 

En resumen, la función clorofílica salo tiene lu$at 
en presencia de las radiaciones lamín as as rojo ana¬ 
ranjadas y azul violeta, <¡uc son precisamente las ab¬ 
sorbidas por la clorofila. Luego se puede concluir que 
ía energía con ten ida por estas radiaciones sirve para 
la asimilación del anhídrido carbónico. 

Kn cuanto 11 las radiaciones verdes* la ido rolda no 
puede utilizarlas; por eso es verde por reflexión y 
por transparencia. Iluminar una planta con luz verde 
equivale* pues* a "‘nutrirla con sus propias excremen¬ 
tos* y, naturalmente, sometida a este régimen, acaba 
por morir. 


ocurre. 

CÍClO del carbono. I)r tu que precede su puede deducir que 
el carbono da lugar a un ciclo, es decir, a una circulación entre los 
tres ruinus de la Naturaleza. 

lodos Ion animales loman directa (herbívoros) o indi rectamente 
(carnívoros) su carbono dé las plantas verdes. Lo mismo sucede con 


Fotosíntesis de los glúcidos. - Para demostrar 

que se forma almidón en los órganos verdes de Jos 
vegetales expuestos a la luz* se comprueba que las bo¬ 
las cosechadas por la mañana no lo contienen; a 
continuación* sin arrancar la hoja del árbol, se cubre 
con papel negro y se deja expuesta todo el di a a la 
luz solar, En el papel se recorta previamente la pala¬ 
bra almidón, IVr la noche se arranca la hoja y se la 
decolora por medio de alcohol* que disuelve la cloro¬ 
fila, Luego se introduce en una solución de yodo para 
precipitar el almidón. La hoja se tiñe sólo en los 
lugares expuestos a la luz y se ve aparecer, en azul, 
la palabra recortada* por lo que se deduce que esta cuerpo es uno 
de íos productos de la síntesis clorofílica y que el fenómeno* dado 
que se realiza por acción de la luz* es una fotosíntesis. 

Actualmente so concibe el proceso químico de la función clorofílica 
como constituido por una serie de reacciones que conducen del anhí¬ 
drido carbónico a! almidón y otros glúcidos mas complejos. 

El anhídrido carbónico parece descomponerse en oxígeno y óxido 
de carbono: 

co¿ = co + o. 

Por otra parte* el agua se descompone en oxígeno e hidrógeno: 

11-0 = 2H + 0, 
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flrth Mlf LdO 


.ubonlco 


ni ■■ 15 «:lorotiUni > 
compuestos ornáfiicOi 


Ciclo del carbono 


(sequíos 
i carbono 


los vegetales sin clorofila (bongos), mientra* que las plantas verdes, 
por el contrario* lo toman de la atmósfera. 

En contrapartida* los desechos de la vida anima! o vegetal sufren 
fermentaciones, producidas por bacterias, eun desprendimiento en al¬ 
gunos casos de CO 2 . 

La respiración de los animales y de las plantas produce asimis¬ 
mo (Xfa. 

Las combustiones son, además* una tercera fuente de LO¿* gradas u 
lo cual la atmósfera puede aportar lo necesario para la función clo¬ 
rofílica, sin un empobrecimiento sensible. 

Esta última función ocupa un lugar preponderante en el ciclo del 






































































ANATOMÍA COMPARADA DEL APARATO 
CIRCULATORIO DE LOS VERTEBRADOS 

(Sistemo arterial) 

Todos los embriones de vertebrados poseen seis 
pares de arcos aórticos* No obstante, si exceptuamos 
tos peces cartilaginosos (tiburones), los dos prime¬ 
ros pares se atrofian muy pronto, como se puede 
ver en los esquemas adjuntos, en los cuales las 
líneas de puntos representan las partes desapa¬ 
recidas 

Podemos comparar los sistemas arteriales de las 
diversas elasses de vertebrados y comprobar una 
evolución progresiva entre los peces y los mamíferos 

Los arcos aórticos sufren ciertas modificaciones y, 
asimismo, e! corazón se perfecciono* En los verte¬ 
brados superiores (aves y mamíferos), ef corazón 
envía sangre negra pura a fos pulmones y sangre 
roja pura a todos los órganos 


PEZ ÓSEO 

El cordón fuño solo aurícula y un safo venir ¡culo) es 
atravesado únicamente por sangre negra 
Cuatro pares de arcos aórticos forman cada uno en la 
branquia correspondiente una red captor en íü cual la 
sangre se provee de oxígeno 


LARVA DE BATRACIO (RENACUAJO) 

Corazón de dos aurículas y un solo ventrículo, atravesado 
par sanf re negra. Larva acuática de respiración brar.quic.. 
La sangre expedida a los órganos no es sangre roja pura , 
sino mezclada con sangre negra 


BATRACIO ADULTO (RANA) 

Respiración pulmonar (aérea), Desaparición de /as redes 
cce? c-es branquiales* Adaptación de los diferentes orcos 
c:>t c:s a fundones distintas* La cuarta arteria se convierte 
en 'a artería pu/monar 



Arteria branq* oferente , Arco 
Artería branq* eferente aórtico 


Arierra carótida 


Raíz aórtica 
derecha 


Cayado 

aórtico 

izquierdo 


Arcos 
aó rticos 


Bulbo 


Cayado aórtico 
derecho 


Aurícula 

derecha 


Aurícula 

izquierda 


Arteria pulmonar 


Cono arterial 


Ventrículo 

Aurícula 


Seno , 
venoso 


Raíces 
de la aorta 


Aurícula 


Ventrículo 


alz aortjca 
izquierda 


Ventrículo 


Aorta 


Aorta 


Aorta 



Arterías 

carótidas 


Arteria 

subclavia 

izquierda 


Cayado aórtico i i 
derecho 


Cayado 

aórtico 

derecho 


Cayado aórtico 
" izquierdo 


Cayado 

aórtico 


Arteria pulmonar 


Aurícula derecha 


Artería pulmonar 


Au rícuJa 
izquierda 


Aurícula izquierda 


Aurícula izquierda 


Ventrículo Izquierdo 


Ventrículo 

derecho 


fé Ventrículo izquierdo 


Aurícula 

derecha 


Ventrículo 


S Ventrículo 
izquierdo 


Ventrículo 


derecho 


Tabique incompleto 


Aorta 


Aorta 


Aorta 


Aorta 


REPTIL (LAGARTO) 


REPTIL (COCODRILO) 


AVE 


MAMÍFEROS 


Corazón de das aurículas y un ventrículo dividido en dos 
por un tabique incompleto* Los cayados aórticas y la 
artería pulmonar están separados. Las sangres negra y 
roja se mezclan parcialmente 


Corazón de dos aurículas y dos ventrículos? con tabique 
ventrícu/ar completo, aunque las sangres negra y roja se 
mezclan todavía un poco, por lo que la aorta no envía 
a los órganos sangre roja completamente pura 


Corazón de dos aurículas y dos ventrículos* El cayado 
aórtico izquierdo ha desaparecido* Separación perfecta 
de la sangre negra y la sangre roja * La aorta envía o los 
órganos únicamente sangre roja pura 


Igual perfección que en las aves. Separación perfecta 
de las sangres negra y roja * Pero aquí es el cayado aórtico 
derecho el que ha desparecido 

























































Ramrfi cationes 
de un bronquio 


Bronquio principal 


Arteria branquial aferente 
Arteria branquial eferente 


APARATO RESPIRATORIO 
DE LOS VERTEBRADOS 


Tráquea 


í abi q ues 
alveolares 


res ^ <\V <va I 

As’####] 

^¡tgf 

AVE 

Estructura de/ pulmón 


Al veo i as 


Branquia izquierdo 


Arco branquial 


branquiales 


MAMÍFERO 
Lobulitlo pulmonar 


PECES ÓSEOS ^ 

Irrigación sanguíneo 
de las laminillas branquiales 


Opértulc 


Branquias 


Alvéolos 


Pulmón /j 
derecho 
(cara exterior) 


Diafragma ¿s 

Tabiques conjuntivos 3 
lobuiíl/os pul mana res 


Órgano adhesivo 


Músculos de la cola 


MAMÍFERO 

Aparata respiratorio del hombre 


AVE 

Aparato respiratorio 


BATRACIO ADULTO 
(Rano) 


BATRACIO LARVAL 
(Renacuajo joven) 


PEZ ÓSEO 

Branquias laminosas cubiertas 
de un opércu/o (sección) 


cada una de ellas por un arco óseo* £/ renacuajo cuenta en un principio con branquias externas que son rdprca^e^ie 
dos pulmones muy simples* En los reptiles, los pulmones están ya mas tabicados* Los de las aves eszá- fzt — zzzz .: ■ 
olongan hacia el exterior de los pulmones y terminan en sacos aéreos que sirven de reserva de aire durante el vuelo . En 
canales , Los tabiques de estos canales forman minúsculas cavidades, llamadas alvéolos * Branquias y pulmones sor 
raja* gracias al oxigena recogida a su paso por estos órganos 


Hemisferios cerebrales 


Lóbulos olfativos 


SISTEMA NERVIOSO DE LOS VERTEBRADOS 


(Anatomía comparada de/ encéfalo) 


Hemisferios 

cerebrales 


Tubérculos 
bige minos 


-T ubérculos 
b Í ge minos 


Tubérculos 

bigéminos 


Cerebelo 


Bulbo. 


rios T muy plegados, están tan desarrollados que cubren todas las 

demás partes del encéfalo 


PEZ ÓSEO 


BATRACIO 

(Rana) 


REPTIL 

(Cocodrilo) 


AVE 

{Pallo) 


MAMÍFERO 

(Conejo.) 


MAMÍFERO 

(Hombre.) 
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carbono, ya que sólo ella es capaz de originar las combinaciones or¬ 
gánicas del carbono a ira ves de diversos procesos químicos* y sin día 
la vida sería imposible en la superficie del Globo, 

Incluso los combustibles que parecen más minerales porque se ex¬ 


traen del suelo (curbono», petróleos), tienen un origen orgánico y pro» 
vienen, en definitiva, de Ion plantas verdes* ya que es probable que 
determinadas células verdes análogas a algas unicelulares hayan sido 
Ion ¡minents habitantes del planeta, 


Respiración vegetal 

Modalidades ele tu respiración, Fermentación ulcoluSlicu : Iv* pe rímela fuiuliimrntnl ele Cnsteur. Complejidad 
del fenómeno. Interpretación y generalidad del fenómeno. Sepa ración <lr lun funciones respiratoria y clorofí¬ 
lica* Medido de la respiración: Método del aire COnfltlidOt Método dd aíre renovado, Método del vacio* In* 
tenuidad respiratoria. Cociente respiratorio* Mee¡i dv.le ln ivipli iu í-hl Calor vegetal 


El ciclo cid carbono comprende, entre otros fenómenos, la respira» 
cuín de los animales y las plantas, con lo cual se restituye a la ni metate 
ra una parte del anhídrido carbónico absorbido por la función clo¬ 
rofílica. 


iír iln.lmí i[ii, nr ¡mi ib ici-ogei después por deitilación. El fenómeno 
que h.i munido lo rvprrNa tu Miguírntr reacción: 

CfiHmOíi 2 (>¿HiíO + 2í;o a . 

glucosa nimbo] 


Modalidades de la respiración. — Mientra» que la respiración 

fie los anímalos ofrece en todos las mismas carácter Ínticas, la dr lúa 
plantas se presenta por lo menos bajo tres modalidad o diferentes: 


T Respiración directa* que se traduce por una absorción de oxí- 
geno y un desprendimiento de anhídrido carbónico. Mías dos opera¬ 
ciones tienen lugar a expensas de la atmósfera o del aire disuelto en 
el agua, y se realizan como si se tratase de una verdadera combustión. 
En esta modalidad se pueden incluir k respiración animal y k de 
la mayoría de las plantas, así como ciertas fermentaciones: fermen» 
¡ación acética (oxidación del alcohol), nitrosa y nítrica (oxidación del 
amoniaco); 


2 o Respiración indirecta* que consiste en que un organismo absorbe, 
tío el oxígeno del aire* sino el de una substancia que dicho organismo 
descompone ul desprender o no anhídrida carbónico. Tales son las fer¬ 
mentaciones alcohólica (descomposición de La glucosa), butírica y for¬ 
men ica (descomposición de los glúcidos), y la desnitrificación (descom¬ 
posición de los nitratos); 

3 o Sucedáneos de la respiración* que son los procesos en los que 
hay un desdoblamiento de uno substancia ©iu intervención dd oxígeno, 
pero que conducen, como en la respiración, a una liberación de ener¬ 
gía, Tules son la fermentación amoniacal (descomposición de la urea) 
y la láctica (descomposición de lu glucosa), 

La primera modalidad respiratoria recibe el nombre de proceso 
aeróbko o acrobiosis (del griego acr* aire, y bios f vida), por oposi¬ 
ción a las dos últimas, que tienen lugar en ausencia de aire y son por 
eso consideradas procesos anaerobícos o anaerobiosis* La mayoría de 
los seres vivientes son aerobios, y sólo alguna© bacterias son anaero¬ 
bias; Iji presencia del oxigeno libre impide a estas últimas su re» 
producción y los mata. 


Fermentación alcohólica.— Se han estudiado antes vanan 
fermentaciones a propósito de las asimilaciones nitrogenadas y de la 
asimilación del carbono por los vegetales, Aquí tiene intenta estudiar 
Li fermentación alcohólica para ver, cu un mismo ser, d paso de la aero, 
b i osis a la a macrobiosis. Ciertos fisiólogos consideran incluso la fer¬ 
mentación alcohólica como una de las fases normales de la res¬ 
piración. 

Experiencia fundamental de Pasteur» — La levadura de cerveza 
(S accar omyr.es cerevisiae) se presenta comercia luiente bajo oí aspecto 
de una masa parda y compacta que, observada con el microscopio., apa* 
rece como una aglomeración de células ovoides que tienen de ocho 
a nueve mieras de longitud. Estas células están separadas unas de 
otras o agrupadas pasajeramente en forma de cadena, Al no tener 
clorofila, sólo pueden vivir en un medio de cultivo que posea, a la 
vez, carbono bajo la forma de cuerpo» orgánicos (azucara) y nitró¬ 
geno, sea en estado mineral u orgánico (turtratn y fosfato de amoniaco), 
Sobre estos medios de cultivo naturales o artificiales, lo levadura de 
cerveza vive como saprofito, pero, negún Pasieur pudo comprobar, puede 
hacerlo de dos modos opuestos: 

I o Sembremos de levadura unu solución azucarada contenida en un 
recipiente ancho y poco profundo, y por lo tanto en fácil contádo con 
la atmósfera, o sea con el oxígeno del aire, Lu levadura sí multiplica 
rápidamente, lo que quiere decir que es sana, Como respira fácil* 
mente, quema el azúcar, lo hace desaparecer y desprende anhídrido 
carbónico, según la reacción: 

CclItaOe + 60 = 6 CO¿ T 6 H 3 Q. 

glucosa 

En esta primera parte de la experiencia, la levadura es aerobia y 
consume la glucosa, como lo hacemos nosotros mismos en el interior 
de nuestros músculos i 

2 rt Volvamos a real i/ar la experiencia, pero colocando esta vez el 
jugo azucarado, hervido previamente para eliminar el aire dihudlu, 
en un frasco enteramente lleno y herméticamente cerrado, La leva¬ 
dura, al estar privada de aire, enferma, ya que se multiplica lenta¬ 
mente, y poco después esporo la. Al mismo tiempo* en el tubo que 
se ha insertado en el fraseo se observa que hay un desprendimiento 
de anhídrido carbónico. El liquido hierve o, si se quiere, sufre una fer¬ 
mentación (riel luMn fervore* hervir), que no es otra Cosa que la 
fermentación alcohólica. El azúcar desaparece y el líquido se carga 


Tur corjMgmrnti, l.i levad ni o anaerobia d caco nt pone ci azúcar en 
tugar de quemarlo. 

Complejidad dd fenómeno. — En realidad, ht fermentación al- 
coltólica no e.s uti proceso sencillo. Además del alcohol Be producen 
glicermu» ácido suñcínko, alcoholes superiores (alcohol propílico* bu- 
tílico, amílico), aldehidos* éteres, etc* Por otra parte, la fermenta¬ 
ción alcohólica hace intervenir un fermento especial llamado alcoho¬ 
lina o zimasa* Este fermento se encuentra en el interior de la leva¬ 
dura y sólo puede extraerse por medios drásticos; es decir, rotura 
de las células en presencia de una gran cantidad de agua o por pul ve* 
rización por medio de arena. En los dos casos* el líquido obtenido y 
filtrado conserva la propiedad de desdoblar el azúcar en alcohol y G0¡¿. 

Interpretación y generalidad dd fenómeno. — Comparemos de 
nuevo las dos partes de la experiencia de Pasteur. En k primera, la 
levadura se encuentre en presencia de €>xigeno; es aerobia. En la 
segunda, por el contrario, la levadura e&tá privada de oxígeno y 
amenazada de asfixia: es anaerobia. En este cuso 1c falta su fuente 
habitual de energía, es decir, la combustión de la glucosa, que se 
suple por otra reacción exotérmica: la producción de alcohol a ex¬ 
pensas de k glucosa. Por consiguiente, la fermentación alcohólica 
es una defensa de la levadura para evitar la asfixia . Esta hipótesis ea 
posiblemente cierta dado que en toda célula, todo tejido y todo ór¬ 
gano que contiene azúcar y está privado de oxigeno tiene lugar una 
fermentación alcohólica. 

Esto se puede demostrar ni colocar bajo una campana o en un fras¬ 
co unas rodajas de zanahoria o remolacha, frutos azucarados, o in¬ 
cluso un trozo de higa do recientemente extraído de un animal, Si el 
recipiente está lleno y comunica por un tubo con una bureta inver¬ 
tida sobre una cubeta de agua, al cabo de unos días se puede obser* 
vur cía tu monto un desprendimiento de COs, mientras que al mismo 
(iCmpu el azúcar desaparece y se forma alcohol. 

Separación de las funciones respiratoria y clorofílica.— 

Durante el día, uno planta verde desprende oxígeno y absorbe CGs; 
se diría que la planta no respira. En realidad, respira (fenómeno cons¬ 
tante), pero su función clorofílica es más intensa que la respiratoria y 
la enmascara por completo. 

Durante la noche o la obscuridad, la función clorofílica cesa y lu 
respiración entonces se hace evidente: hay desprendimiento de Cfh ♦ 

De lo que precede se deduce truc 110 se puede aislar la función clo¬ 
rofílica, pero sí aislar la respiratoria para estudiarla independien¬ 
temente. 

Para ello, se dispone, por ejemplo, bajo una campana, una planta 
verde (o unos hongo») en un tiesto, y se cubre todo con un papel negro. 

También se puede colocar en o 11 cristalizador una planta verde aeuá» 
1 ira, a la que nv añaden unas gotas de éter para detener temporalmente 
lu función clorofílica, y se recoge el COa mediante un embudo y una 
bureta. 

Medida de la respiración* ■—- En 1884, Bonnicr y Man pn cm* 

p leu ron los métodos del aire confinado y del aire renovado. Maquen ne 
y Demotissy utilr/aron en 1913 H método del vacío. 

Método del aire confinado. —»La» plantas objeto de la experien¬ 
cia se colocan bajo una campana* cuyo aire es analizado al principio 
y -d fin de la operación. No obstante* este método tiene el inconveniente 
de p revocar un principio de asfixia cu las pían Las. 

Método del aire renovado.-—El aparato comprende una campa* 

no de vidrio, donde se colocan las plantas; las plantas verdea, en la obs¬ 
curidad; los hongos, en la obscuridad o a la luz* Del extremo de la 
campana parten dos tubos que permiten la entrada y la salida del aire. 
El aire que llega pasa a través de una solución de potasa donde se 
elimina el anhídrido carbónico, según la siguiente reacción: 

2K0H + CO 2 = COsKa + HaO, 

potasa carbonato 

El aire que si Ir. que ha servido para la respiración de las plantas, 
atraviesa una solución de agua de cal que retiene el anhídrico carbó¬ 
nico, según la siguiente reacción: 

Ca(OHk + COa = CaCOa + HaO. 

cal 
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A oontLfttttcmn ae filtra el agua de cal, xe «epuiu el precipitado ib 
carbonato* BC pcHU después de luibrrlo desecado y ac deduce la enn- 
[m iji 11 de COg expulsada por U planta. 

Método dd vacío, -—- Los métodos precedentes sólo dan resultados 
imprecisos en la estimación de la cantidad de COa, ya que este gas se 
disuelve fácilmente en el jugo celular y queda retenido en parte por la 
misma planta, Pero se puede subsanar este inconveniente si se extrae 
todo el gas de las plantas* al principio y al final de la experiencia, por 
medio de un aparato de vacío. 

Intensidad respiratoria* — Se mide la intensidad respiratoria 
por la cantidad de CO 2 desprendida* o bien por la cantidad de oxigeno 
absorbida durante una hora. Los dos valores no son iguales, pero va¬ 
rían de la misma manera; 

I o En ¡tinción de la especie vegetal. Las plantas anuales son actué- 
lias que respiran más activamente* mientras que las carnosas (cactus) 
tienen una respiración débil; 

2 a En ¡unción del órgano , Toda la planta respira, pero principal* 
mente su parte aérea (hojas* tallo* flores); 

'Ó ü En función de la edad de la planta. La intensidad respiratoria 
pasa por máximos sucesivos que corresponden a los siguientes estados 
de la vida de la planta: germinación (utilización de las reservas de 
la semilla)* eclosión de las yemas (empleo de las reservas de la plan¬ 
ta) y floración (elaboración de las reservas de la semilla); 

4" En función de la temperatura * La intensidad respiratoria es prác¬ 
ticamente nula por debajo de O 41 G para las plantas de Francia, aumen¬ 
ta lentamente de O" C a 10 ° C* y luego* muy rápidamente* hasta la 
temperatura mortal ; 

5 o En ¡unción de la luz, 1.a respiración de los hongos es menos in¬ 
tensa a la luz que en la obscuridad. 

Cociente respiratorio. — Le útil hacer intervenir bajo el nom¬ 
bre de cociente respiratorio, la relación COa/O* que expresa la propor¬ 
ción fie anhídrido carbónico desprendido en comparación al oxigenó 
absorbido durante el mismo tiempo. Esta relación varía: 

l * 1 fin función de la especie vegetal y del órgano considerado; 

2 11 En Junción de la edad de la planta. Durante el período de vida 
activa, el cociente respiratorio es superior a la unidad, lo cual indica 
que la planta desprende una cantidad de oxígeno bajo la forma 
de COí que es superior a la que escapa como oxígeno libre. En 
otras palabras: la planta reduce, Durante la vejez, por el contrario, 
el cociente respiratorio es inferior a la unidad* lo cual significa que 
una parte del oxígeno absorbido se lia fijado en los tejidos* y que las 


oxidacionrh mui mas numerosas que las reducciones: la planta se 
consume J 

3* En función de los factores físicos (temperatura, luz* humedad, 
etcétera). 

Mecanismo de la respiración. — La respiración se parece a 
una combustión* pero en realidad es una sucesión de fenómenos com* 
piejos, la mayoría de los cuales son desconocidos. La glucosa no se 
quema simplemente, conforme a la reacción; 

CiHuaOe + 60* = fiCOa + óHsO. 

Según las plantas, primero se transí orina en alcohol o en ácidos 
orgánicos: 

1® En el caso dd alcohol ( la fermentación alcohólica es el primer 
paso tic la respiración: 

CeHisOe = 2C*H«0 + 2CO a . 

Luego el alcohol se quema: 

SCaHaO H- GOa = 4CGs + 6H3O. 

2 a En el caso de los ácidos orgánicos , si tomamos el acido malicio* 
por ejemplo* las dos reacciones sucesivas son: 

SCeHtaOe + 30 a * 3QIUO& + ÍHtO, 

SCtHflOü + = 12CO a + 9HaO. 

Estas dos últimas reacciones son particularmente claras en las plan¬ 
tas carnosas, dónde ocurren* la primera durante la noche y la segun¬ 
da durante el día. De todo ello resulta que el cociente respiratorio 
nocturno de estas plantas es muy débil (G f 02) t ya que hay absorción 
de oxígeno, pero no expulsión de anhídrido carbónico. Por el contra¬ 
rio* su cociente diurno es superior a 1* ya que la cantidad que se 
desprende de CO 3 es superior a la fie oxígeno absorbida. 

Calor VGgOtalp- Las numerosas transformaciones químicas (oxi¬ 
daciones* reducciones* hidrata dones, desdo bl amientes, etc.) que tienen 
lugar en las plantas son, unas endotérmicas y consumen calor, otras 
exotérmicas y lo producen. De su suma algebraica resulta un exce¬ 
dente de energía que se desprende y constituye el calor vegetal^ par¬ 
ticularmente sensible durante la germinación y, en menor grado, du¬ 
rante la floración r Un montón de semillas en germinación puede 
tener una temperatura superior en 10* C a la del medio ambiente. Del 
mismo modo* las fermentaciones de un estercolero elevan la tempera* 
tura. De todas formas, el calor vegetal es menos notable que el 
animal* y se debe a que el número de reacciones endotérmica» iti 
las plantas es mayor que en los anímales a causa de las múltiples 
síntesis que tienen lugar en su seno. 


Movimientos y sensibilidad de las plantas 

Movimientos protoplasmáticos. Tropismos y tacÜsmos. Movimientos nictotróplcos* Movimientos provocados por 
contactos: Sensitiva. Dionea miiscípula o «atrapamoscas». Drosera o «roclo del Sol», Reacciones eléctricas dé 

las plantas 


Si las plantas son menos sensibles y menos móviles que los animales* 
se debe a sus membranas celulósicas y no a una constitución funda¬ 
mentalmente diferente. 

Sus principales movimientos son: I o ius movimientos protoplasmá- 
ticos; 2 a los tropismos y loa taciiamos; 3 a los movimientos nictotTó¬ 
picos; 4 ° los movimientos provocados por contado. 

Movimientos protoplftsmátícos, — En la inmensa mayoría de 
jos casos* las células vegetales tienen una membrana celulósica que 
protege su membrana al- 
buminoide y las hace in¬ 
deformables, Si se exami¬ 
nan estas células con el 
microscopio* se ve que su 
proto plasma es móvil: éste 
se desplaza en el interior 
de cada célula y sus mo¬ 
vimientos están limitados 
al estrecho espacio que 
comprende la membrana 
rígida. Este movimiento 
es lento y cíclico, como 
lo indica el desplaza¬ 
miento de los piasteis* y 
de otras inclusiones pro¬ 
to plasmáticas* desde el 
centro hasta la periferia 
y viceversa. 

Tropismos y taetis- 

mOS- — Se llaman así los 
movimientos determinados 
y orientados por el medio 
exterior. Los tropismos 
sólo afectan a un órgano 
ríe la planta. Los tactis* 
mes, por el contrario* 

consisten en desplaza- Hojas de mimosa durante el día 
uñen IOS de toda la planta. (Fot. Boyer) 


En otro lugar se ha estudiado un cierto número de tropismos (geo¬ 
tropismo, hidrotropismo, fototropismo) a propósito del crecimiento de 
la raíz y el tallo. La punta de la raíz* en especial, es un verdadero 
órgano sensorial que percibe la gravedad y puede compararse en cierto 
modo con los estat avistas u órganos de equilibrio de los anímales. 


Hojas de mimosa durante la noche 
(Fot. Boyer) 




Taja bien se pueden relacionar con los tropismos los movimientos es¬ 
peciales de las algas azules (Oscitlatoria), sí bien se desconoce real¬ 
mente su causa. 

Si se coloca un cristali¬ 
zador lleno de algas ver¬ 
des del grupo de las pro- 
t ococos de modo que 
sólo esté iluminado por 
un lado* se ve todas las 
algas agruparse en dicho 
lado. Las zoosporas se 
trasladan gracias a sus ci¬ 
lios vibrátiles; con su mo¬ 
vimiento demuestran tener 
un fototactismo positivo. 
Si el cristalizador está cu¬ 
bierto con un papel negro 
en el que se han abierto 
pequeños agujeros* se pue¬ 
de comprobar que las al¬ 
gas se agrupan en la pa¬ 
red y coinciden con los 
citados agujeros. Una luz 
muy intensa puede, no 
obstante* provocar un ale¬ 
jamiento de las algas: 
así, pues* el fototactismo 
cambia de sentido según 
la intensidad luminosa. 

En una célula verde de 
alga o de hoja* los cloro- 
p las tos demuestran tam¬ 
bién tener un fototactis ■ 
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tu» -i.I ('itrnhÍHi dr lugar según la iluminación (V, Función clojioh'li- 

< * + ji, 352), 

f ,ii flor del taró no {Fuligo séptica) t hongo inferior que se encuentra 
cu \n cisca ite las fábricas de curtidos, se desplaza por medio de m'u 
ittipmhn. pero s us movimientos amiboideos (semejantes a los de í os pro 
M'mujiÍoh liomados amibas) son influidos por los cambios de tempera 
i ni t y tienen mi tei moiaeiísmo positivo hasta un cierto máximo {30* C, 

■ pro*i mudamente), a partir del cual su termotactfsino es negativo. 

Lo-, jmteroíoideB Je Jos heléchos están dotados de quirniotactismit y 
r pueden atraer fácilmente por medio de tubos capilares I leño» de 
acido nuil ico, que es la substancia que precisamente los conduce n (oh 
nqiirgonios* Los ante rozo ules del musgo son atraídos por l.t sjicarowi, 
Kl quimiotaclismo hace que las bacterias de la^ legunvimisíns se diri- 
liin hacia las radicelas jóvenes, y que el tubo polínico de la* funeró- 
ivunas acierte con su camino. 

Movimientos nictotrópicos. — La mayoría de las plantas de la 

familia de las leguminosas extienden sus hojas <1 arante el día (posi¬ 
ción de vigilia) y las repliegan durante la noche ( posición de descanso 
m de sueno), lisios movimientos, provocados por la alternación de los 
Jí.íh y las noches, son llamados movimientos nictot rápteos (del griego 
nyx* itykio&i noche, y trape, cambio tic dirección)* 

El trébol y la alfalfa inclinan y aproximan sus folíolos por la cara 
mi penar* La judía y la acacia blanca, por el contrario, los acercan por 
h* cara inferior. En ambos casos se puede pensar que 3a planta dismi¬ 
nuye de este modo la superficie expuesta a la radiación nocturna, 

Eli la sensitiva (Mimosa púdica), los movimientos son más acentúa* 
iíon y más curiosos* Esta planta posee hojas compuestas de un peciolo 
principal del cual parten cuatro pecíolos secundarios. Cada uno de 
éstos tiene a su vez tina cuarentena de folíolos dispuestos de dos en 
do* (hojas pinadocompuestas). Al llegar la noche» los pecíolos se indi* 
tuiíi hacía el suelo y se acercan unos a otros, al mismo tiempo que los 
folíolos de cada pareja lo hacen por sus curas superiores* 

Laa flores fiel Don Diego de noche (Mirabais jalapa) también están 
^metidas a movimiento* n id oí ró picoa. 

El mecanismo de producción de estos fenómenos es d siguiente. Hay 
en la base de los pecíolos o base foliar un abultamienlo llamado pul vi- 
nula, vesícula fl acida durante el día que rellena de noche el agua, 
cuyo aflujo considerable y súbito hace pasar la hoja de su posi¬ 
ción diurna a la nocturna* Según la forma particular dr la vejiga, d 
movimiento se hace en un sentido o en otro, El aflujo de agua w«, 
explica porque la supresión brusca de luz origina una detención inme¬ 
diata de la transpiración. El agua que se dirigía hada las hojas para 
evaporarse se detiene en el abultamienlo de la base (ollar a causa drl 
azúcar acumulado en su interior, que Ic confiere un poder osmótico 
muy considerable, 

Durante la noche, d azúcar se consume por (a planta, la afluencia 
de agua disminuye, y poco a poco las hojas recuperan su posición diurna, 

Movimientos provocados por contacto*— Los golpea, pincha* 

zos, presiones, e incluso la* corrientes de aire, provocan en algunas 
plantas movimientos muy marcados. Los más interesantes sor los de la 
sensitiva, la dionea (atrapamoscas) y la drosera* 

Sensitiva, — Esta planta recupera su posición nocturna tan pronto 
como recibe un golpe* La excitación de tina hoja se transmite a las 
hojas vecinas por un mecanismo desconocido» En efecto, los abulta 
míenlos de las bases foliares permanecen lacios, contrariamente a lo 
que sucede durante la noche, es decir, aquí se produce el mismo efecto 


por un mecanismo diferente. En este caso, la función principal queda 
transferida a lu cara inferior de los abultamientos, y basta separar 
dicha cara con un bisturí para que el movimiento ya no tenga lugar; 
los movimientos cesan igualmente por la acción de los anestésicos- 

Dionea itiu&cipula o “atrapamoscas”» — Planta localizada cu Amé* 
ríen del Norte, que tiene sus hojas en forma de roseta basilar, capaces 
de plegarse en dos a lo largo de su nervadura central, como si lucra 
u 11 libro* Las hojas son carnívoras y sus bordes poseen pelos táctiles que, 
tocados por un insecto, provocan el pliegue de la hoja* El insecto es 
capturado y luego digerido por mui secreción acida y rica en pepsina, 
producida por petos secretorias situados en el limbo. 

Drosera o ” rocío del Sol*’» — Frecuente en las marismas francesas y 
en lu» uiontafias de España, esta planta presenta una rojeta de hojas hasi- 
Ltrc, cuyo limbo está cubierto |Mu pelos secretorios y táctiles llamados 
tentáculos. El en grasa míe ni o tcrmínul He los mismos está siempre im¬ 
pregnado de una pequeña gota brillante que origina los dos nombres de 
In planta; drosera (del griego drctffJA. rocío y rossntis (latín ros 
solis, rocío del Sol), (alando un insecto se posa noble un;i hoja, ésta se 
excita mecánicamente y provoca un plega miento del limbo» con lo que 
el insecto queda fácilmente a presionado por los tentáculos, que segre¬ 
gan ¡os jugos capaces de digerirlo. 

Reacciones eléctricas de las plantas. — Desde 1925 a pro x i* 

litad ámente, como consecuencia de los trabajos dd investigador indio 
fagadis Cbunder Bose, d conocimiento de la sensibilidad de las plan¬ 
tas ha hecho un progreso considerable gracias al registro de sus reac¬ 
ciones eléctricas* 

Un músculo excitado manifiesta su sensibilidad; l 5 por una reacción 
mecánica (contracción); 2" por una reacción eléctrica (corriente in¬ 
ducida). En las plantas, d movimiento, en general, es imposible a causa 
de la rigidez de las membranas celulósicas, pero la reacción eléctrica 
subsiste y puede ser medida. 

Sin entrar en d detalle de las experiencias, los primeros resultados 
obtenidos fueron: 

I o Todo órgano vegetal golpeado* tocado, quemado o lesionado res¬ 
ponde a la excitación por una variación de su potencial eléctrico y por 
lu producción de una corriente de reacción que se puede poner de ma¬ 
nifiesto con el galvanómetro; 

2 U Una sola excitación desencadena una corriente de breve duración, 
mientras que varían excitaciones suficientemente próximas unas de otras 
drtn minan una serie de reaccione» eléctricas que se superponen y se 
suman. El efecto es el mismo que el dé un télanos muscular producido 
por la integración de sacudidas musculares j 

3* Un órgano excitado durante un intervalo de tiempo prolongado se 
fatiga* con lo que las reacciones eléctricas ^e atenúan, después cesan* y 
ríe necesita un cierto tiempo fíe repuso para que el órgano pueda ser 
nuevamente excitable; 

4° Cada órgano vegetal tiene una temperatura óptima en la cual las 
reacciones son más intensas; értas decrecen a medida que la tempe¬ 
ratura se aproxima del máximo o mínimo soportable; 

5 o Los anestésicos y ios tóxicos atenúan la sensibilidad dé las plantas 
y, por consiguiente, las reacciones eléctricas, 

Por lo tanto, todas las plantas son sensibles y se conducen exacta* 
mente corno las animales -—aparte del motamiento qué se preaenía sólo 
en algunas de ellas -— con respecto a las excitaciones. Se pueden triam - 
zar, fatigar , anestesiar o intoxicar . Todos estas fenómenos* que se 
creían exclusivos de la vida animal, pertenecen también a la vegetal * 
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El con junto de las reacciones químicas que tienen I ligar en una plañ¬ 
ía constituye su metabolismo, con el cual obtiene un doble resultado; 
1* producción de energía (calor vegetal, moví miento); 2’ producción 
de materia (proioplasma, reservas nutritivas, secreciones). 

Reservas glucfdicas.— Entre los glá< ádos citaremos U*s azúca¬ 
res y bis féculas (almidón* mulina, glucógeno). 

Azúcares*-—La glucosa CitHiaOfi. uno de los primeros productos 
originados en la función clorofílica, se acumula en los frutos en com¬ 
pañía de uno de sus isómeros, la le mil osa* y abunda especialmente en 
la uva (20%), 

La sacarasa, CialiaaOn es otro azúcar extraordinaria mente difun¬ 
dido ; 

at En las raíces tuberculosas de la remolacha (15%) y de la zana¬ 
horia ; 

b) En el tallo del arce azucarado, sorgo de azúcar, caña de azú¬ 
car (20%); 

r) En los frutos, donde coexiste con la glucosa y la levolosa; 

d) En los nectarios u órganos productores de néctar, 

Almidón. —- El almidón (CeHmOs)»! es la reserva más importante 
de las plantas veriles, pero hay que distinguir entre el almidón que se 
forma directamente sobre los c loro pía st os durante el día y el almidón 
que resulta de la condensación de la glucosa en los amiloplastos. Éste se 
encuentra; 


a) En los tubérculos de la patata, donde recibe d nombre de fécula; 

b) En los rizomas y bulbos; 

e) En la raíz de la mandioca, de la que se extrae la tapioca; 

d ) En el tallo del burí; 

e) En ías semillas de las leguminosas (judia, guisante, lenteja, haba) 
y de los cereales (trigo, arroz)* 

El almidón se presenta bajo forma de granos que tienen de una miera 
a un milímetro de diámetro* Uis de mayor tamaño se encuentran en la 
patata y pueden ser simples n compuestos* Un grano .simple suele ser 
generalmente ovoide y presenta alrededor de un núcleo obscuro, llamado 
hilo, una sucesión de capa» alternativamente c latas y obscuras. El hilo 
y las capas o zonas obscuras están más hidratadas que las zonas claras* 
En el alcohol, que es un cuerpo deshidratante, el grano se clarifica, mien¬ 
tras que en una solución de potasa, solución hidratante, se vuelve 
obscuro. 

Bajo U luz polarizada, los granos de almidón se revelan birrefrin - 
gentes y presentan el fenómeno de la cruz negra. 

El almidón se tiñe de azul con el yodo, lo que permite identificarlo 
claramente en ías preparaciones microscópicas* En presencia de agua 
a 50“ (*, se hincha y constituye el engrudo de almidón . 

Inuiina. — Esta substancia, semejante químicamente al almidón, di¬ 
fiere, sin embargo, del mismo por encontrarse en forma de solución 
coloidal en el jugo vacuolar y* por consiguiente, en estado no visible, 
pero puede conseguirse verla bajo la forma de cristales redondea- 
dos o csfcracrislales con un precipitado de alcohol* La inuiina es el 
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cuerpo que du hu gusto CBiucterktieo ul Agutturma o tupinambo y ji lint 

.h 1 1 u lm I ur. 

Glucógeno* — El glucógeno o almidón anima] pr k reserva glucídica 
(le Icik hongOi, La trufa contiene glucógeno en un 30% de su peso seco 
y Ja levadura de cerveza el 40. Esta substancia se halla en estado de 
solución coloidal en al jugo vacuokr y se tifie en castaño caoba con 
uno solución de yodo* 

Reservas lipfdicas. — Las semillas oleagitmm (nú», eolsea, rici¬ 
no) y los ¡rutón oleaginosos (olivo) contienen de un 50 a un 80% de 
aceite, que se puede poner de manifiesto en sus células por medio del 
ácido 7 ósmicn (coloración negra) o del rojo Sudán (coloración roja)* 
Las manteca% (manteca de coca, de cacao) se diferencian de los acei¬ 
tes porque sólo son liquidas por encima de 30 (■ 

Reservas nitrogenadas- —Los cuerpos orgánicos que contienen 
nitrógeno son los aminoácidos, los álbum incides o prfitidoa y loa alca¬ 
loides, aunque las reservas importantes sólo pertenecen a bis dos pri¬ 
meras categorías. 

Aminoácidos, — Las aminoácidos son, en cierto modo, las “piedras 
de construcción” de los pr olidos complejos. Son solubles en el agua, lo 
que les permite viajar por las plantas. Así tenemos k i ruerna y la tiro- 
una, abundantes en la patata, la asparragina , cuyo nombre proviene 
del espárrago, etc, 

Al enrona* — Esta reserva nitrogenada es un pro! id o que se cncuen- 
tni especialmente en ks semillas, bajo la forma de granos de aleurotm 
q Ue suceden siempre a las vacuolas. Un grano de abura» m compone 
como máximo de tres partes: ü) un substrato proteico redondeado ti 
ovalado; fi) un crista lo i cíe proteico; c ) uno o varios globmde a de 
gl ice roí os falo de calcio (fitina), 

L a a leil ron a constituye el gluten del trigo y entra, en consecuencia, en 
la constitución del pan. La alcurnia de las legumbres secas (judia, gui¬ 
sante, lenteja) se llama con frecuencia legumina. 

Reservas ácidas. — Los ácidos orgánicos más difundidos en el rei¬ 
no vegetal son, lo mismo que el almidón y los azucares, de naturaleza 
ternaria* Éstos se hallan libres o combinados con bases y se lea con* 
sidera, según se vio antes, como productos intermedios del proceso res¬ 
piratorio* / j i i 

El ¿cida mulk o existe en ks grosellas y en las manzanas (matas/ 1 de 

donde proviene su nombre. 

O ácido tartárico y Ion tartrutas abundan en las uvafi. 

El ácido cítrico se encuentra sobre todo en los limones y en las na¬ 
ranjas y puede transformarse en azúcar durante el proceso de madura¬ 
ción: una naranja madura es un cuerpo azucarado 

El ácido oxálico y los oxalatos abundan en las acederas (sal de ace- 

deras). 


árganos do rOSOrva.^Las reservas nutritivas pueden acumularse 
en cualquier parte (le la planta, pero los principales órganos de re- 
serva son: 

I' 1 Lhm raíces tuberculosas (zanahoria, nabo* rábano, remolacha); 

2 ^ Los rizomas, tubérculos (patatas, aguatnrma, bataLa) y bulbos 
(cebolla, jacinto, tulipán); 

3 n Las semillas y los frutos. 

Las substancias de reserva sólo pueden acumularse en un órgano si 
son insolubles (almidón, aleurona); si no, son retenidas por k celulu 
gracias a la impermeabilidad de k membrana celular (azucares)* 

Por otra parle, ks reservas disolubles no pueden '"‘salir 1 de las hojas 
hajo.su forma definitiva y deben adoptar, pues, un estado viajero 
definido por su gran solubilidad* 

Así, el almidón viaja bajo la forma de glucosa, que se transforma al 
final de su camino en: 

rtCtfHiflOfl = (GftHwOila + (H¿0)n. 

La a leu roña y la mayoría de los prótídoa viajan bajo la forma tic 
amia onciáos. 


Función de las reservas. — Las reservas nutritivas de las plantas 
son utilizadas con frecuencia por el hombre y los animales, pero no 
es esa su función verdadera; su principal papel es su utilización por 
la propia planta en alguna de sus fases de desarrollo: 

) ,r ejemplo. La remolacha y k zanahoria son plantas b ¡anua les que 
no tienen tiempo de desarrollarse enteramente en un año. Él primer ano, 
k semilla germina y la planta concentra todos sus esfuerzos en acumu¬ 
lar reservas* El segundo año, k planta utiliza estas reservas para produ¬ 
cir flores, semillas y ir utos* 

2 o ejemplo* La patata es anual* pero acumula el almidón en sus tu¬ 
bérculos. Al ano siguiente, éstos se separan y reproducen cada uno una 
nueva planta; así, las reservas sirven para multiplicar la especie. 

3 er ejemplo. Todas las semillas contienen almidón, lípidos o aleuro* 
mi utilizados durante la germinación y k pequeña planta digiere osos 
elementos antes de haber adquirido k clorofila y poder bastarse por 

sí misma. . . * t w 

4 Ü ejemplo* Numerosas flores poseen nectarios que contienen néctar 

(agua azucarada) que atrae los insectos. Éstos, al chupar el néctar, re¬ 
cogen el polen y lo t rana portan de una a otra flor, con lo que realizan 
| a fecundación cruzada, siempre ventajosa para las plantas* 

0j gestión de las reservas.— Las reservas sólo pueden ser mili* 
zadas por la planta después de una digestión muy semejante a la que 
tiene lugar en nuestro tubo digestivo y con intervención de ks mis* 
mas d matosas: amÜtíSü para el almidón, mttlasa para la inultna, gltico- 
genasa para el glucógeno, invertasa o su crasa para la sacarosa, 1% pasa 
para los lípidos, pepsina y tripsina para los prctidos, ele. 


Secreciones 


„ ... Ruinu* v olforreslnas, I.¿Uex. Glucósido». Tnninos, Alcaloidea. 

Sales minerales. Esencias o aceites «rnclule^Rejina. yj>U ojtls.iim. 


Las secreciones pueden ser útiles o inútiles (desechos) sin que pue- 
da establecerse claramente una separación entre ambas clases. Esto se 
debt 1 a que ks plantas no eliminan riis desechos como lo hacen los 
anímales (excreciones), sino que, en lugar de eliminar sus células muer- 
lus las utilizan de muy diversas maneras (corcho, esclcrcnquima, leño). 

Las secreciones se acumulan en los tejidos secretorios estudiados an¬ 
teriormente bajo los nombres de pelos y epidermis secretorios, vasos 
laticíferos, canales secretorios, etc. Por otra parte, ks secreciones pue- 
den ser immedulares o extracelulares y se clasifican según su composi- 
cióti quimka* 

Sales minerales. — Numerosas plantas poseen sus órganos mine¬ 
ralizados y, por consiguiente, endurecidos: algas calizas, tallo silíceo 
de los equisetos (cola de caballo), de los carrizos, de ks gramíneas. 
En las hojas de k higuera, algunas células contienen concreciones o 
cistolitos (del griego cystos, vesícula, y lithos, pidra) de carbonato de 
calcio. Otras plantas (hiedra, cebolla) [.oseen oxídalo de calcio 1.ajo 
la forma de agujas reunidas en haces (rajidios) ti aglomeraciones cris¬ 
is linas, y se admite que el ácido oxálico, producto toxico, se neutra- 
liza de este modo y deja así de ser perjudicial para k planta. 

Esencias O aceites esenciales. — Las esencias constituyen los 
pcrititnes , que hi_- pueden extraer de numerosas especies vegetales. Éstas 
son ligeras, volátiles y poco solubles en el agua, pero mucho en el alco¬ 
hol. Sobre el papel, ks esencias dejan una mancha que desaparece al 
cabo de un cierto tiempo, lo que permite diferenciarlas de los aceites 
ordinario, (cuerpos grasos o lípidos). Químicamente están constitui¬ 
das por hidrocarburos líquidos, entre los que predomina el ferpenP, 
Ctnllte. Las esencias de ajo ,y mostaza contienen azufre. 

Las esencias se encuentran en ciertas epidermis secretorias (pétalos 
de rosa, de jazmín, de violeta), en pelos (hojas de menta, de lavanda), 
,-n glándulas (naranja, Unión) y en canales secretorios (coniferas). 

Resinas y oleorresinas. — Las resín cu proceden en su mayoría de 
|-i oxidación de una esencia; si el producto es una mízclí de resina 
y i;Mrriria, recibe el nombro de oleorrtsiru i, Asi, k trementina es una 
olear resina que proporciona por destilación k esencia de trementina 


y la resina propiamente dicha o cololonia. El siicciftrt o uro bar amurillo, 

,1 ii,. se extrae del suelo en la costa del mar Báltico, es una resina fostl. 
El copal de ks leguminosas es una olcorrcsina. Afines n ellas tenemos 
el alcanfor, el lentisco, le laca, los áloes. Un bálsamo es una fdcorresma 
con acido benzoico: ejemplos, las bálsamos del Perú, de Iulu, de 
copa iba, de benjuí, etc* 

Látex, — El látex es una substancia viscosa, generalmente blanca 
romo la leche (higuera, hevea, euforbio), y a veces amarilla (celidonia) 
o roja (sanguinaria). Es una emulsión acuosa que contiene m> sus- 
pensión gotas y corpúsculos muy diversos: azucares, almidón, pro! idos, 
alcaloides, resinas, dias lasas, sales, minera les, pigmentos, todo ello con¬ 
tenido siempre en los tubos laticíferos. 

El principal látex es el de los árboles y bejucos de caucho, que se 
sangran y permiten obtener posteriormente el caucho por coagulación 
del jugo lechoso en contacto con el aire. 

El opio es el látex coagulado de ks cápsulas de la adormidera. 

GlUCÓSidOS. — Ujs glucósidos son combinaciones químicas de la 
glucosa con una o varias substancias orgánicas que pueden ser hidrolt- 
zadas por día si asas especiales. 

Así, k ittnigdniirtft de ks almendras amargas es hidrolizuda p fl1 k 
emuí sitia en glucosa, esencia de almendras amargas y acido cianhídrico* 
La sinigrina de ks semüjas de mostaza se desdobla |ior acción de k 
mirasina en glucosa, esencia de mostaza y sulfato de potasio* hn la 
planta, el glucósido y su diasUsa se encuentran en células diferentes* 
[*or lo tanto, es preciso triturar ks semillas de mostaza y tratar k 
harina obtenida con agua tibia, para que la cencía se desprenda* Así 
so obtienen los sinapismos, pero si el agua esta demasiado caliente la 
enzima o días*asa se destruye y la micción n« tiene lugar* 


TaniriOS*— Los taninos son productos orgánicos ternarios y astiin¬ 
gentes, muy difundidos entre los vegetales. En presencia de sales férri¬ 
cas, los taninos forman un precipitado negro empleado en la fabri¬ 
cación tic L& tinta* El tanino ordinario se extrae del roble (corteza, aga¬ 
llas) y se utiliza, a causa de su propiedad de precipitar los albiuniimi- 
des, en el curtido de los cueros, a los que hace imputrescibles* 
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Alcaloides. — Los alcaloides son productos orgánicos que se en¬ 
cuentran frecuentemente en los vegetales, actúan cuino bases y se unen 
u los ácidos para formar sales (ejemplo, sulfato de quinina)* Estos pro¬ 
ducto» son solubles en el agua, peni precipita bles por el yodo y soluble* 
m e l alcohol. Se localizan en células especiales. Tales son la quinina, 
extraída de la corteja de ciertos árboles de América de Sur; la cocaí¬ 
na * que se extrae de las hojas de coca; la nícoítfta del tabaco; la 
mtujina t que, junio con otros alcaloides, constituye el opio de la ador* 
toldero; la enfeímt y la teína del café y el té, respectivamente* etc, 


Gomas y mucilagos* — Las gomas y muctlagos, glúcldos deriva- 
* i os de la celulosa por gelificación, tienen la propiedad de hincharse si 
se ponen en contacto con el agua* con la cual forman soluciones coloi¬ 
dales, y figuran entre los pocos productos que pueden ser expulsado» 
por la planta (gomas de ios cerezos, de los ciruelos, de los melo¬ 
cotonero») y en ese sentólo se pueden comparar con las excreciones de 
lo» animales* Muchos de ellos son utilizados por el hombre: la goma 
arábiga, producida por una acacia, el mucilago de la raíz de malvavis¬ 
co y de la harina de lino. etc. 


Parasitismo y simbiosis 


Autotroll&mo y hctcrolro llamo. Grados de pnrusUif+mo* He accione» mutuos del huésped y el parásito. Siguí 

Acudo de la simbiosis. Tnbrrc til folletón 


Autotrof ísmo y he tero trof Ismo.—Hemos visto que las planta* 

clorofílicas son capuces de absorber ciertas radiaciones luminosas y rea¬ 
lizar, mediante su ayuda energética* gran nú mero de aintesis orgá¬ 
nicas cuyo conjunto constituye la fotosíntesis. Análogamente, cierta» 
bacterias (bacterias nitrosa» y nítricas) se procuran por oxidación del 
amoníaco la suficiente energía para poder realizar la síntesis directa de 
las substancias orgánicas necesarias* Esta síntesis* que Se realiza sin la 
ayuda de la clorofila, se llama q nimios intesis. En ambos casos* los se¬ 
res que son capaces de realizarla se desarrollan a expensas de subs¬ 
tancias minerales y son llamados autótrofos, es decir* capaces de nu¬ 
trirse por sí mismos* 

Por el contrario, los animales y ht mayoría de las plantas sin cloro¬ 
fila deben nutrirse de materias orgánicas y dependen* por consiguiente, 
de tus seres precedentes, por cuyo motivo reciben el nombre de hete* 
rólrofúSy es decir, incapaces de nutrirse por sí mismos* 

Los seres vivientes heterút rufos se dividen en tres grupos; 

1* Saprofitos, que se alimentan de materias orgánicas muertas. Tal 
es el caso del hongo que vive en el estiércol, de los que crecen en 
c] humus, de los mohos, de los microbios que originan las fermenta - 
dones, etc. Incluso el hombre es saprofito; 

2 J Parásitos, que se nutren a expensas de vegetales o animales vivos. 
Tales son las bacterias patógenas* como el bacilo de la tuberculosis, 
los hongos parásitos, como el mildeu de la vid {Plasmopara vitícola), 
y la roya del trigo: 

3“ Simbióticos, que viven en asociación con animales o vegetales* Ejem¬ 
plos: liqúenes* rnicorrizas* nudosidades de las leguminosas. 



Grados do parasitismo. — La mayoría de los parásitos son vege¬ 
tales sin clorofila o animales. No obstante, hay cierto número de 

plantas verdes que han 
llegado a ser más o me¬ 
nos parásitas. (Jitas lo 
son en parte, y reciben 
el nombre de hemiparú- 
sitas, y otras lo son com¬ 
pletamente, por lo que 
merecen el calificativo 
ríe hoto par ¿sitas. He 
aquí algunos ejem¬ 
plos : 

I* El muérdago, que 
vive en los álamos y los 
manzanos* y cuyos fru¬ 
tos son bayas blancas 
Con un contenido visco¬ 
so (liga)- Los mirlos y 
tordos* que gustan mu¬ 
chísimo de estas ba¬ 
yas* las devoran en gran 
cantidad y expulsan la» 
pepitas con los excre¬ 
mentos, con lo que la» 
«ternillas del muérdago se 
diseminan y caen fácil¬ 
mente sobre los .arbole*» 
de corteza húmeda* la 
cual favorece la ger¬ 
minación. Al germinar, 
la raíz de la pequeña 
planta penetra en el 
árbol y digiere a su 
paso la corteza; en cuanto llega al leño* extiende sobre *su superficie y 
hunde en él sus haustorios u órganos chupad ore»* Por esté medio, el 
muérdago se procura la savia bruta que luego transforma en sus hojas 
verde» en savia elaborada* El muérdago es un hejníparásitQ; 

2* La cuscuta es mía planta voluble que se arrolla alrededor de las 
leguminosas (trébol* alfalfa* mielga). De trecho en trecho posee ratee» 
chupadoras que se hunden en el tallo de la planta que la sostiene* Si 
.se hace un corte transversal a la altura de una de esas raíces* se ve que 
penetra hasta el cilindro central y que rodea un hacecillo libero leñoso. 
Por consiguiente* la cuscuta es un holoparásito que extrae del huésped 
la tavia elaborada. Pnr otru parte, esta planta está desprovista de cloro- 
lila y presenta la coloración amarilla (xanlofila) propia de las plantas 
ahiladas o marchitas; 


Penetración de los haustorios de 
muérdago en una rama de manzano 
(Fot. Claire) 



3* La oro franca, parásita de las leguminosas y de I cáñamo* se fija por 
su base ni la raíz de la planta verde y pone en comunicación »us tejidos 
con los de la planta huésped* El 
conjunto aparece como una sola 
planta por la que se esparce la 
savia nutritiva, con lo que el para¬ 
sitismo alcanza aquí su más alto 
grado* 

Reacciones mutuas del 
huésped y el parásito.— El 

parásito determina en el ser que 
ataca, llamado huésped, una írrt- 
tación a la cual corresponde una 
reacción del paciente* La lucha 
termina con la muerte de uno u 
otro de los adversarios* 

Veamos algunos de estos efectos 
del parasitismo: 

Cecidias. En el Caso más fre¬ 
cuente, los tejidos del huésped se 
hipertrofian y multiplican sus cé¬ 
lulas alrededor del parásito como 
si quisieran impedir que éste pe¬ 
netre mas profundamente* Con 
ello se origina una agalla o ceci* 
dio que puede degenerar en una 
especie de cáncer vegetal, lina 
agalla muy conocida es la de los 
robles* que se debe a la picadura 
y a la postura de un insecto. Las 
nudosidades de las leguminosas 
son eeeidío» bacterianos; 

Castración parasitaria- En cier- Orobnncn 

ios casos* el parásito anula la fun¬ 
ción reproductora de su huésped* lo que equivale a una castración. 
Un ejemplo interesante de este fenómeno es la custrucián del centeno 
por el hongo llamado cornezuelo de centeno, Los ovarios del centeno 
son reemplazados por musas mícelianas compactas, de color pardo obscu¬ 
ro, en forma de espolón de gallo* Otro cuso de castración parasitaria 
es el de una planta común (Lychnís), llamada flor del cuclillo, cuyos 
estambres* invadidos por un hongo* producen las esporas del parásito 
en lugar de lo» granos de polen de la propia planta. 


Significado de la simbiosis. — La simbiosis se considera de or¬ 
dinario —por definición— como una asociación entre dos seres con 
provechos recíprocos* Se admite* por ejemplo* que, en un liquen, el 
alga proporciona el alimento carbónico, mientras que el hongo protege 
id alga y mantiene alrededor de ella la humedad necesaria, Se supone 
que las micorrizas o hongos que aparecen en la» raíces de los árboles 
permiten a éstos utilizar las substancias orgánicas del suelo y reciben 
en cambio la glucosa* En una nudosidad se admite que tos dos asocia¬ 
dos comparten l¡i explotación de la atmósfera: anhídrido carbónico 
absorbido por la leguminosa y nitrógeno por la bacteria* 

No obstante, observaciones mus profundas tienden a modificar hoy cu 
día esta apreciación* Asi. las bacterias que se ven en las nudosidades 
llenen formas extrañas* irregulares* ramificadas* filamentosas* por lo 
que se les había llamado bacteroides, es decir* bacterias enfermas y 
degeneradas. 1.a simbiosis* en este caso, es más bien 1 una lucha enta¬ 
blada entre la leguminosa y las bacterias. 

Las plantas de la familia de las orquidáceas tienen las semillas re¬ 
ducidas a un parénquima en el cual no se distingue ningún embrión. 
Estas semillas, sembradas en medio estéril* no germinan. Su germina¬ 
ción exige, como ha demostrado Noel Bernard, la presencia de un 
hongo simbiótico que pertenece al género RhizocUmia. 

Observando una semilla de orquídea invadida por el bongo, distin¬ 
guimos con el microscopio tres partes: 

n) Una región atacada por el hongo; 

b) Otra donde el hongo y !a orquídea parecen luchar. En cada célula 
se ve un micelio apelotonado que el núcleo intenta destruir* La defensa 
de la orquídea hace intervenir unos anticuerpos (agímininas, Usinas) 
comparables en todos sentidos con tos que lo*s animales producen para 
defenderse contra las bacterias; 
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c) Otia t indemne, en la cual se prodnce la germinación de la 
urquídea. 

La simbiosis es, pues, en este caso, una verdadera lucha* Lejos 
ti tí ser una asociación mutua, es una infección, una enfermedad (Tónica 
que ha He gado a ser necesaria pura la planta . 

Se pueden obtener cultivos puras de Rhíxoctnnia y aumentar o dis¬ 
minuir su virulencia, exactamente como se hace con los cultivos bacte¬ 
rianos* En presencia del hongo virulento, Jas semillas de orquídeas son 
destruidas, pero si el hongo está atenuado, son ellas, en cambio, Jas 
que matan el hongo» Por lo tanto, sólo en algunos casos llega a esta¬ 
blecerse la simbiosis, que puede considerarse como un estada de equi¬ 
librio entre la enfermedad curable y la mortal* Noel Bernard sólo 
obtuvo un centenar de germinaciones sobre unos SO 000 ensayos rea¬ 
lizados* 

Tuberculización. — Si la simbiosis es una enfermedad, su princi¬ 
pal síntoma es la tuberculización o formación de un tubérculo, de 
una nudosidad, de un cecidia, etc* 

Volvamos n las orquídeas. En unas (NeoUia) t la simbiosis dura toda 
la vida* En otras (Orchis) sólo una temporada. La semilla parcial* 
rnente invadida por los hongos aumenta su volumen hacia los meses ríe 
mayo y junio y produce lateralmente una yema Ri y un tubérculo Ti, 
En el mes de julio, catas partes indemnes se a isla n de la contaminada 
y producen raíz, hojas y flores. Cuando llega octubre, el tubérculo Ti 
se encuentra parcialmente invadido por el hongo* Entonces se forma 


lina nueva yema EL y un nuevo tubérculo T‘¿* En el mes de julio del 
uño siguiente ripias pus ir* se aíslan de la contaminada y así sucesiva¬ 
mente, con lo que la 
infección por td hongo 
origina rada ario la for¬ 
mación d*' un nuevo fu- 
bérculo* 

La relación causal en* 
tre estos dos fenómenos 
se ha extendido a otras 
plantas. Magro ti demos¬ 
tró que un hongo (Fu * 
s arium) existe normal¬ 
mente en la piel de la 
paLala y determina su 
tuberculización. Las nu¬ 
dosidades de las legumi¬ 
nosas son asimismo tu¬ 
lleren los producidos por 
infección. Un liquen no 
es, por ultimo, más que 
un tubérculo de forma especial donde el hongo interviene corno parásito 
con respecto al alga. 

Si aceptamos este punto de vista, la simbiosis no se diferencia, doma* 
¡dado del parasitismo, y habría interés en comparar desde este punto 
de vista la biología vegetal cmi la animal, 



Tuberculización de lu Orchis 


Órganos y funciones de reproducción 

Floros y fecundación: Inflorescencias : Racimos. Cimas. Piezas florales. Origen de las piezas florales. Fórmulas 
y diagramas florales. Periantio. Estambres y sacos polínicos. Granos de polen. Liberación del polen. Carpelos, 
óvulos. Saco embrionario. Polinización: El contacto. La caída. El aire. Los insectos. El hombre. Germinación 
del poien Doble fecundación. — Frutos, semillas, germinación i Transformación del ovarlo en fruto. Diferentes 
clases de frutos: Frutas secos dehiscentes. Erutos secos indehiscentes. Frutos carnosos. Frutos compuestos. 
Transformación del óvulo en semilla: Formación del embrión. Formación del albumen. Formación de los 
tegumentos Clases de semillas: Semillas con albumen y perispermo. Semillas con albumen, pero sin peris¬ 
permo. Semillas sin al humen. Semillas sin tegumento. Reservas de la semilla. Diseminación. Condiciones de 
la germinación: Condiciones internas. Condiciones externas. Fenómenos morfológicos de la germinación. Fe¬ 
nómenos fisiológicos de la germinación: Respiración. Transpiración. Absorción. Digestión. Fin de la gerini* 

nación 


Flores y fecundación 

A diferencia de los órganos vegetativos (raicea, tallos, hojas), la flor 
es un órgano reproducios, homólogo de la espiga esporifcra de las 
sclagínelas* La florea en realidad un conjunto de hojas modificadas con 
vistas a la reproducción agrupadas en e) extremo de una rama. Estas 
hojas se llaman pieza*? florales^ y la tama que las soporta, pedicelo . 



Inflorescencias: 1* Uniflora (violeta); 2* Pluríflora (prímula); 
3*. Terminal (Sedtim); 4* Axilar (lupulina); 5. Racimo simple 
(grosella); G. Racimo compuesto (vid); 1, Colimbo (cerezo); 
8, Espiga (verbena); 9* Amento o espiga unisexual (sauce); 
10* Umbela simple (hiedra); 11. Umbela compuesta (comino); 
12* Capítulo (margarita); 13. Gima hipara o dicótoma (Ceras* 
tinm) ¡ 14* Cima unípara escorpio!de (miosota) 


Inflorescencias, — Las flores pueden catar inserías una por una 
(florea solitarias) o agrupadas m inflorescencias* La este cama se dis¬ 
tinguen las racimas y las cimas. 

Racimos. — Aquí, el pedicelo principal se ramifica varias veces y 
soporta la última flor; 

1* Racimo típico (lilas). A lo largo de la rama o pedicelo principal 
se (orinan, a derecha e izquierda, ramificaciones que llevan cada una 
una flor* La flor mus antigua, y por consiguiente la más desarrollada 
en un momento dado, se encuentra en la base del racimo, mientras 
que la méft nueva está en el ápice* En la base de cada ramificación en¬ 
contramos una pequeña hoja llamada bráctea; 

2 o Carimbo (peral). Esta inflorescencia deriva de la anterior si supo¬ 
nemos que todas las flores, por cree i míenlo desigual de sus pedicelos, 
consiguen llegar a la misma altura; 

3 o Umbela (zanahoria). La umbela es un cormibo en el que todas 
las Ramificaciones parten del mismo punto. Las flores más antiguas 
están en la periferia; la más nueva, en el centro. Todas las b metras 
reunidas forman una envoltura llamada involucro. Una umlíela puede 
asimismo estar compuesta de umbélulas; 

4 a Capítulo (margarita), Este se puede considerar derivado de la um¬ 
bela, si suponemos que las ramificaciones *se atrofian* Las flores (llama¬ 
das en este raso cabezuelas) estén insertas directa mente en la cima 
ensanchada (receptáculo) del pedicelo principal, mientras que las brac* 
teas forman un involucro. Una margarita no es verdaderamente una 
flor, .sino una inflorescencia en la que el conjunto de elementos verdes 
situado debajo, y que podría tomarse por un cali/, es en realidad 
el involucro. En realidad, el conjunto de elementos blancos ife la peri¬ 
feria y amarillos del centro son las verdaderas flores; 

5* Espiga (trigo)* La espiga proviene directamente del racimo por 
acortamiento de los pedicelos secundarios. Las flores parecen fijadas 
directamente en el pedicelo principal y están protegidas por bracteas* 

Cimas, — En esta clase de inflorescencia, el pedicelo principal se 
ramifica una sola vez y termina con la primera flor: 

l n Cima hipara (murajes), El pedicelo principal emite simultánea¬ 
mente dos ramificaciones opuestas que n su vez emiten otras dos y asi 
sucesivamente, con lo que hay una primera flor (en el extremo del 
pedicelo principal), dos segundas, cuatro terceras, etc* 

2 o Cima unípara cscorpivide (miosota)* El pedicelo principal emite 
u derecha, por ejemplo, una ramificación que a su vez se ramifica por 
e] mismo lado y así sucesiva mente. La inflorescencia se arrolla como 
una cola de escorpión; 

3" Cima unípara helicoidal (gladíolo)* Las ramificaciones existen al¬ 
ternativamente a derecha e izquierda, por lo que se produce un arrolla¬ 
miento helicoidal de la inflorescencia. 

Piezas florales. — En una flor completa hay cuatro grupos de pie¬ 
zas florales que se insertan en círculos concéntricos (verticilos), o en 
forma de hélice, sobre la cima ensanchada (receptáculo) del pedicelo* 
Vistos desde el exterior hacia el interior tenemos: 

I o Los sépalos, cuyo conjunto forma el cáliz; 

2* Los pétalos¡ cuyo conjunto forma la corola; 








3* Los estambres o partes masculinas* cuyo conjunto es «l tmdraceo; 

4 W Los carpelos o partes hembras, que forman el gineceo o pístiío t 

El cáliz y la corola son las panes protectoras y constituyen c! perfou- 
íio (del griego peri, alrededor, y antfios, flor). Los estambres y los 
fárpelos son las partes encargadas de la reproducción. 

Generalmente, una flor comprende a la ve» estambres y carpelos: 
ca, pues, hermafrodita, No obstante, hay también floras unisexuales. 
Si las flores machos y las flores hembras están en la misma planta, ésta 
recibe el calificativo de monoica (roble), pero es dioica si las flores 
machos y las flores hembras se encuentran en pies diferentes (dátil). 

Origen de las piezas florales. — Las piezas florales son hojas 
más o menos transformadas. 

I 4 PRUEBA. Las piezas se hallan dispuestas en verticilos o en forma 
de hélice como las hojas y poseen nervaduras, 

2 :l t j HUEBA, El capullo de una flor se puede comparar con la yema 
terminal de un tallo, 

3“ PRUEBA. En algunas; {dantas es posible encon¬ 
trar elementos intermedios entre la verdadera hoja 
y las piezas florales. Así, el rosal muestra ludas las 
transiciones entre las hojas compuestas y los sepa 
los; el nenúfar presenta el mismo fenómeno con 
respecto a los pélalos y los estambres; y la siem¬ 
previva lo ofrece con respecto al paso de pMu¡ubres 
a carpelos, 

4" PRUEBA. Los horticultores «aben iratmfonuai 
los estambres rn pétalos y obtener así flores dobles* 
que es lo que ha pr imitólo obtener la rosa (con 
numerosos pétalos) a parí ir de la rosa silvestre (con 
numerosos estambres). 

Fórmulas y diagramas florales.— Existen dos métodos para re* 
presentar la constitución de una flor. 

Fórmula floral. —Se indica sucesivamente él numero de sépalos, dé 
pétalos, de estambres y de carpelos, y se añaden a continuación las 
iniciales 5, P, E, C, separadas por el signo +, El signo oo (infinito) 
sirve para designar un numero muy grande, y por lo tanto variable, 
de estambres o de carpelos. Si varias piezas florales están soldadas 
entre sí, se indica por medio de corchetes I ). Finalmente^ ruando 
todas las piezas florales están unidas en la base y, por consiguiente, 
el ovario parece situarse bajo la flor (ovario infero), la fórmula floral 
integra st 1 pone entre córcheles. Ejemplos: 

Ranúnculo = 5S + 5P + oo E 4* oo C 

Amapola — 25 + 4P + rvj E + [oo CJ 

Alelí = 4S + 4P + 2E + 4G' + [2t] 

Zanahoria - [5S + 5P F 5E 4- 2CL 

Diagrama floral. — Se dibujan los sépalos, los pétalos* los estambres 
y los carpelos en círculos concéntricos. Es interesante observar enton¬ 
ces ([tic las piezas florales alternan de un círculo a otro. Cuando las 

piezas florales están soldadas, es usual unirlas de dos en dos por un 

arco de círculo. 

Periantio. — Se llama así el conjunto del cáliz y la corola, cm 
decir, de las piezas florales periféricas y protectoras. Según que rutan 
piezas estén libres, soldadas o atrofiadas, se dice que la flor es díali 
si* pala, gom asépala, asépala, dial ¿pétala* gumopvíala o npiltdtu 

Los sépalos están teñidos generalmente de verde por la el mohín + micn 
tras que los pétalos tienen por el contrario colores vivos, deludo a 
diversos pigmentos. 

Los sépalos excepción al mente coloreados y semejantes a los pétalos 
se llaman pelaloiden, y los pétalos verdes, inversamente, sepalotdes. 

Puede existir un segundo cáliz o adiado, exterior al primero y de 
mentir talla. 

La forma de los pélalos y, rn menor grado, la de los sépalos, da un 
aspecto característico a la flor: flores cruciferas, papdimiáceas, labia¬ 
das, campanuláceas, etc. Según los casos, la flor lime una simetría 
radiada o una simetría bilateral. 

Estambres y SaCOS polínicos, — Los estambres son los órganos 
masculinos ele la flor y su conjunto constituye el androceo* Según que 
estén libres, soldados o atrofiados* la flor se llama dialistémona, gamos* 
témona o ttsténtona. 

Cada estambre comprende un pequeño tallo, el filamento, terminado 
en una parte híochada hendida romo un pan, llamada antera (del grie¬ 
go anthós, flor). 

Para estudiar la estructura de la antera se hace un corte trans¬ 
versal con un cortaplumas, se colorea por el método habitual, y se exa¬ 
mina con el microscopio. Cada una de las dos partes presenta un surco 
medio y contiene dos sacos polínicos ; son, pues, en total, cuatro por 
estambre. 

Los sacos polínicos están formados por un conjunto de células fér¬ 
tiles, cada una de las cuales se divide en cuatro por medio He dos ca- 
riocinesis, de las que la primera reduce a ri el número de cromosomas. 
He cada célula fértil resultan, por consiguiente, cuatro esporas que 
forman una tetrada. Se reconoce aquí el modo de formación de las 
esporas de las criptógumas vasculares. 

La pared de los sacos polínicos comprende tres capas de células: 

1“ La capa nutricia o capa interna, en la que las células contienen re¬ 
servas nutritivas; 



Flor de acanto, muy aumentada. Se distinguen lo» cinco esta ni' 
brea rodeando loa dos estilos (Fot. li.-fl. Noailles) 


2 q La capa mecánica o capa media, que existe solamente en la cara 
externa de jos sacos y cuyas células tienen sus paredes interna y late* 
rales ISignificadas; 

3* Lu epidermis o capa externa, que rodea la totalidad del estam¬ 
bre, el resto del cual está constituido por parénquima y contiene dor* 
raímenle un hacecillo liberoleñoso o nervadura. 

Granos do polen. - En estado de madurez, las une ros poras, cuyo 
origen se ha visto anteriormente, digieren la capa nutricia y se trans¬ 
forman en próta¬ 
los machos o gra¬ 
nos de. polen. 

I 'n grano de po¬ 
len os un elemento 
ni u y complicado, 
pejüé it lo exiguo 
de sus dimensio¬ 
nes (200 mieras 
como máximo). Lu 
pared del polen 
está formada de 
una membrana ex- 
terna o exirut y 
otra inlerna o in¬ 
tina. La exina pre¬ 
senta en su su per¬ 
fil ríe unos salientes 
(crestas, espinas, 
verrugas, etc.) 
cuya función se 
verá al estudiar la 
p o 1 i n i /ación. La 
¡ntina tiene unas 
dilataciones inte¬ 
riores que corresponden a las depresiones de la exilia. 

En ¡d p roto plasma hay dos núcleos: ti no grande, que es el núcleo 
vegetativo* y otro pequeño, que es el núcleo reproductor. 

Liberación del poten • — Volvamos a la capa mecánica. Las células 
que lu componen tienen sus paredes internas y laterales muy espesas 
y de la misma naturaleza que d leño (lignificadas). Sólo la pared ex¬ 
terna permanece fina y celulósica. Bajo la acción del snl T el agua con¬ 
tenida en las células se evapora y éstas disminuyen de volunten. Ahora 
bien, sólo la pared externa, que lia permanecido celulósica y fina, puede 
plegarse y disminuir de superficie, Cdn lo cual se produce una tensión 
en la capa mecánica, que se hiende y se abre en dos valvas en cada 
una de las dos partes de La antera. La dehiscencia consiste en esto: 
libera los granos de polen. El mecanismo es aquí el mismo que el 
¡le la dehiscencia de los esporangios de los heléchos. 

La dehiscencia de la antera puede presentar diversas modalidades. 
El caso más frecuente es el que acabarnos de estudiar: la abertura se 
hace por dos hendiduras longitudinales (dehiscencia longitudinal). A ve¬ 
ces (palata), las hendiduras se reducen a su parte superior y son simple» 



IHógrnma i le la 
flor de saúco 



Mi ero fotografía de la» células madres dol 
polen. Se ven algunas de estas células en 
periodo de carioci nesi s (Fot. Da val - 

Epmonncí) 
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agujeros o poro* (dehiscencia pondda). Por último, puede iiiijmh 
(agracejo) cjut- ead.i iiii.- i de las dos paites de la 41tiIc'ni sw ubiii jioí 
medio de una tapadera u opérenlo (dehiscencia ofU'rniUridah 



Antera del lirio {corte transversal) [Fot, C . Hit le | 


Carpelos. — Los carpelos son los órganos femeninos de la flor; su 
con junio es el gineceo o pistilo* Según que haya diferentes carpelos 
libres, varios soldados entre sí, un solo carpelo o ninguno, la flor se 
llama ti ialicúf pelar, g a mocar pelar , montear pelar o acor petar , 

liada carpelo es o na hoja cuyos bordes, llamados placentas^ llevan, 
ademas de una hilera de óvalos , una nervadura central y otras dos 
marginales, visibles con el microscopio. 

Examinemos ios diferentes casos qiic pueden presentarse: 

1 IJ Flor m mocar pelar. El único carpelo aproxima y suelda sus bordos, 
con lo que resulla un pistilo cerrado (carácter de las angiosperinas), 
que comprende una parte hinchada u ovario, oirá adelgazada o estilo 
y otra terminal o estigma. Los óvulos están contenidos en el ovario; 

2° Flor dialicarpelar. Los diversos carpelos son id en líeos al precedente 
y están completa mente separados unos de otros. Los óvulos están del 

lado del eje de la flor, 
lo que se expresa dicien* 
do que la place litación o 
disposición de los óvulos 
cu axial; 

3* Flor gamocar pelar. 
Los d i v r r su s carpelos 
soldado* cutre si pueden 
estar, separada mente, 
a bledos» o cerrados* Si 
están abiertos, se suel¬ 
dan por sus placentas y 
forman un pistilo con 
una sola cavidad. Los 
óvulos están entonces en 
fa pared externa: pía* 
centación parletal. Si 
están cerrados, o sea sol¬ 
dados por sus caras, y 
forman un pistilo con 
varias cavidades, los 
óvulos se sitúan en ese caso del lado del eje de la flor: placentación 
axilar. A veces, los tabiques que separan las diversas cavidades desapa¬ 
recen y los óvulos quedan en el 
centro sobre una especie de colum¬ 
na más o menos corla (placentación 
central o basilar). En todos estos 
casos, el pistilo, visto desde el exte¬ 
rior, comprende mi ovario, un estilo 
y tantos estigmas como carpelos 
existen en los órganos femeninos de 
la flor. 

Óvulos. - Los óvulos correspon¬ 
den a los sacos polínicos y son una 
especie de pequeñas mazas que com¬ 
prenden un píe o funículo y una 
parte vejigosa, que es el óvulo pro¬ 
piamente dicho. Ésle tiene dos en¬ 
volturas: I o la externa o primina; 
2* la interna o secundina, Primina 
y secimdina se interrumpen en la cúspide del óvulo y forman un peque¬ 
ño orificio o pequeña puerta {micrópilo}, por donde penetrará más 
larde el tubo polínico. En el interior fiel óvulo está la nuececilla que 
contiene el saco embrionario, del que hablaremos más adelante. 

Se distinguen tres clases de óvulos: 

1" Los óvulos derechos u ortot ropos, que tienen id funículo opuesto 
al micrópilo; 

2 a Los óvulos invertidos o anatropus, cuyo funículo se curva, se apro¬ 
xima a la pared del óvulo y se confunde en parte con la pninma; 

3 o Los óvulos curvos o campilotropos, que son intermedios entre los 
dos anteriores* 


( linio Li-i mvubift Chtáu fijados por su funículo en una placenta, los 
óvulo» anal ropo» aproximan ésta a su micrópilo, por donde se inlro- 
dmitii t \ tubo polínico, disposición muy ventajosa para la fecundación. 

Saco embrionario, — Eli la nuececilla se diferencia tempranamen¬ 
te tina célula fértil, dividida en cuatro por dos cariociiiesis, de ¡as 
males lu primera es reductoru. De las cuatro células así constituidas v 
que contienen cada una n ero maromas» tina sola sobrevive y recibe 
el nombre de mm: raspar a. Ésta a límenla enormemente de tamaño al 
ntíliirsnde una parte de la nuece¬ 
cilla, y divide su núcleo, por una 
lripie carinemesis, en ocho par¬ 
tes, que se sitúan de la manera 
siguiente: en el extremo más pró¬ 
ximo al micrópilo se forma una 
célula central u oosfera y dos cé¬ 
lulas laterales o sincrgidiu; en el 
extremo opuesto se forman tres 
células o antípodas; en el inter¬ 
valo subsiste una gran célula con 
núcleo doble, a la que llamare¬ 
mos, para simplificar, célula saco. 

El i un junio del saco embriona¬ 
rio es un prútalo femenino cuyas 
células son todas fértiles, puro 
mis adelante veremos que sólo 
das son generalmente fecunda¬ 
das; la oosfera y la célula saco* 

Polinización. — El transporte 
del polen hasta los estigmas cons¬ 
tituye h polinización, que se pue¬ 
de efectuar en el interior de una 
misma flor (polinización directa) 
o entre dos flores (polinización 
cruzada). Ésta es generalmente 
más ventajosa para la planta y 
da origen á semillas más numerosas y gruesas. 

Los diferentes factores de polinización bou los siguientes: 

El contacto. — Hay flores cuyos estambres, ya maduros, se incluían 
progresivamente hasta locar el estigma y depositar su pulen (agracejo, 
capuchina). En otros casos es td pistilo el que se inclina liaría los 
estambres. 

La caída,—* El polen cae y encuentra en su caída el estigma de oirá 
flor, Este factor interviene sobre lodo en id mai/*, planta monoica en 
que las flores hembras están situadas debajo de Ion machos y poseen 
largas estigmas viscosos. 

El aire, — Las corrientes de aire sem un factor ruuy nnporiunlc en la 
polinización, especialmente en fas gramíneas (trigo, cebada, avena) y 
en las gímnospermas (pino, abeto). En e) pino, los grano» de polen, 
rumo recordaremos, eslán provistos de dos pequeños globos llenos de 
aire debióos a la separación de la ex i na. 

Los insecto». — Numerosos insectos aseguran la polinización yendo 
de flor en flor a la búsqueda del néctar * y el pulen; son los insectos 
antójtlos (del griego ant-hos, flor, y phiíos, amigo), tules como las 
abejas, los abejorros, 3us muripesas, las moscas, etc. 

Durante largo tiempo se creyó que ciertos insertos eran atraídos por 
el color vivo y el aroma de las flores, Pero Bonnier demostró que lo 
que buscan en realidad es el néctar y el poten, del cual fie nutren, 
y que sólo son atraídos por el olor azucarado. Así el rosal, de flores 
bellas y perfumadas, pero desprovistas de néctar, no es visitado por los 
insectos* En cambio, las flores del sauce y el arce, muy ricas en azúcar, 
se encuentran entre las más visitadas, a pesar de que por m peque¬ 
nez apenas se pueden distinguir. 

*SÍ colocamos delante de ana serie de colmenas cuatro cuadros de 
lela azul, roja, verde y amarilla sobre los cuales se ha extendido la 
misma cantidad de miel, las abejas van indiferentemente a uno cual¬ 
quiera de ellos. Esta experiencia prueba que lo que les al rae es la miel 
y no el color. 

Algunas flores tienen un dispositivo particular que favorece la poli* 
niz&clún por los insectos: 

a) La salvia presenta en la entrada de su corola tubular un estam¬ 
bre basculante, cuya antera se indina sobre el dorso del insecto para 
depositar el polen ; 

b) La aristologuia tiene una larga corola tubular revestida interior¬ 
mente de pelos tiesos inclinarlos hacia el fondo. Cuando una mosca la 
visita, los pelos la impiden salir. Sin embargo, cuando la floi está 
madura, los pelos caen y la mosca, que puede entrar y salir eri lu 
corola libremente, va a polinizar otra flor: 

c) La primavera presenta dos clases de flores: unas de pistilo corlo 
y largos estambres, otras de pistilo largo y estambres cortos. La lon¬ 
gitud de estas diferentes piezas florales es tal que un insecto que ha 
recibirlo en un punto de su cuerpo polen de una clase fie flor tiene 
que depositarlo forzosa mente sobre el pistilo de las flores do la otra 
clase sí se acerca a ellas, y viceversa, con lo que se produce la polini¬ 
zación cruzada¡ - 

d) La salicaria tiene, en vez de dos, tres clases de flores, y el polen 
de una flor sólo puede ir a una dr las dos otras clases. 



Corte transversal del ovario de lu ador¬ 
midera en H que se ve una placentn- 
ción parietal (Fot* Cluiré) 
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Insecto libando en une llor, cuyo polen trnnspoi lará a oirá 

(Fot. /i.-/L Noailtex) 


El hombre. — En cienos casos es d mismo hombre quien efectúa la 
polinización: esta práctica recibe el nombre de fecundación artificial. 
Los árabes, que tienen interés en seleccionar para los oasis datileras 
exclusiva mente hembras, que son las que producen frutos, van a buscar 

el polen de los machos para poder esparcirlo sobre 
los estigmas. Del mismo modo, los agricultores de 
la Isla ríe la Reunión, en el océano índico, se ven 
obligados a polinizar artificialmente la vainilla, debi¬ 
do a que faltan los insectos que podrían hacerlo. 


lubc _ 
polinice 



Germinación del polen. — Si se coloca un 
grano de pulen en una gota de agua sobre un por¬ 
taobjetos y se observa con el microscopio, se ve 
cómo se hincha por osmosis hasta reventar; pero si 
se coloca en agua azucarada, lo hace lentamente y, 
en lugar de estallar, deja salir su protoplasma por 
uno de los agujeros de la exina, con lo que se 
origina el tubo polínica* que, alimentado por el 
agua azucarada, puede alargarse considerablemen¬ 
te. Los dos núcleos se encuentran en el extremo del 
tubo y dirigen su crecimiento. 

Lo mismo sucede en la Naturaleza, El grano do 
polen que llega a caer sobre un estigma se encuen¬ 
tra en un Jugar relativa mente templarlo y luí ruedo, 
favorahle para su germinación. El tubo polínico se 
hunde en el estilo y llega hustu el óvulo, Durante 
este proceso, se nutre de un tejido blando v azuca¬ 
rado situado en el interior del estilo y sobre la pared interna del 
ovario; su crecimiento dura de unos días ti vario» mear*, *rgúu la 
especie vegetal (de cuatro a cinco meses en el avellano L 


¡lúe Ico Rendad oí 


ruleteo 

vegetativo 


tirano de polen 
con sil tubo 
polínico 


Doble fecundación. — Generalmente, e) tubo ¡mímico penetra por 
el micrópitü del óvulo y llega a ponerse en contacto con el saco em¬ 
brionario* En cuanto a ios núcleos, el vegetativa desaparece y el re¬ 
productor se divide en dos. 

Uno de estos núcleos se une al de la oosfera y ésta se convierte 
en el primer huevo o zigoto. 

El otro núcleo se une al nú oteo doble de la célula saco y ésta se trans¬ 
forma en eJ segundo huevo , 

En resumen, hay dos huevos producidos simultáneamente, por lo 
que la fecundación e® doble* En cuanto a las sinérgidas y antípodas, 
iííi general no son fecundadas y degeneran, 

¡ai fecundación doble es una supervivencia de la fecundación mtílti¬ 
lde que se efectúa en las Cfiptógamas vasculares. 


Frutos, semillas, germinación 

Inmediatamente después de la fecundación empieza la maduración ; 
1° transformación del ovario en fruto; 2° transformación de los óvulos 
en semillas. Al finalizar este proceso se produce la diseminación o 


dispersión de fas semillas, que, tras un tiempo variable de vida lema, 
inician la gerroíWntíji, 

Transformación dei ovario en fruto, — Al aumentar el volu¬ 
men de su pared, el ovado se transforma en un fruto que encierra, en 
consecuencia, los óvulos transformados en semillas. 

La pared del fruto o pericarpio (del griego peri * alredcdi>r ? y carpos, 
fruto) puede ser seca o carnosa, simple o compuesta de varias capas* 

Si la flor era monoearpelar o ga mocar pe lar, d fruto es simple (cere¬ 
za, manzamt), pero si la flor era dial ira rptdur, el fruto se compone de 
tantos frutos simples como carpelos había en la flor (fresa). 

Ciertas partes de la flor, tales como los sépalos, las bráeteos, etc. f 
pueden subsistir alrededor del fruto y constituyen las inda vías. Si el 
receptáculo de la flor se hipertrofia y rodea mus ti menos el fruto, se 
flama entonces cúpula. 

Diferentes clases de frutos* — Los frutos pueden «tr simples o 
compuestos, secos o carnosos, dehiscentes o in dehiscentes. Los dos 
últimos términos indican que se abren o no al madurar para la dise¬ 
minación* 

Frutos secos dehiscentes.—'En este grupo se distinguen los folícu¬ 
los, las legumbres, las silicuas, las cápsulas y las píxides. 

1 M Los folículos derivan de un solo carpelo y se abren al madurar 
por medio de una sola hendidura ínter pía renta na, es decir, situada 
entre las dos hileras de semillas (ejempo: eléboro, espuela de galán, 
aguilena; 

2“ Las legumbres derivan asimismo de un solo carpelo, pero ec abren 
por dos hendiduras opuestas, de las cuales una se encuentra entre las 
dos hileras de semillas (ejemplo: guisante, judía); 

3‘ Las silicuas derivan de dos carpelo» unidos por su placenta, sepa¬ 
rados uno de otro por un tabique, y se abren por cuatro hendidu¬ 
ras* mientras que las cuatro hileras de ftcmillaft quedan fijadas al tabi¬ 
que central (ejemplo, cul, uleLí, 

i 9 Las capta ta\ se pt ir idus derivan de varios carpelos soldados y se 
abren poi vitrina hendido i mn í ejemplo lirio, azucena, tulipán, violeta); 

T> ú Lar rn/mi/fjA denttudas ■ «bren en la cima por separación de 
eieitn numero de dieolrs L |empln pi iinavera) ; 

tt" l,ji' capsulas }wtu¿dtt\ e .ibirn por vuiíum agujeros o poros sil na¬ 
des eii fd h bmde de un r.iM|ur|r róujm (ejemplo: adormidera); 

7" Las píxides (del griego pyx m, caja) se abren por un opérenlo 
(ejemplo: murajes). 

Frutos secos in dehiscentes En este grupo se distinguen los aquli¬ 

nios, las sámaras y los cariópsides* 

I o Los agüenlos (dei griego a, privativo, y kainein, abrirse) se com¬ 
ponen únicamente de una semilla envuelta de una membrana (pericar¬ 
pio)* Como tipo podemos citar el aqnenio del trigo sarraceno* Con fre¬ 
cuencia, el aquén i o lleva iitduvias en forma de penachos n pelos, que 
rs lo que ocurre en la clemátide y en la mayor parte de las plantas de 
Ja familia de las compuestas* En la colleja, el fruto compuesto es un 
pol jai]uenlo en forma de esfera plumosa del que los aquén ios se sepa¬ 
ran fácilmente al menor soplo del aire. En las cu pul iteras, el aq nenio 
está envuelto por completo, o en parte, por una cúpula formada por 
el receptáculo hipertrofiado de la flor* Tales son los frutos del roble 
(bellota)* huya (hayuco), casta fu» (castaña), Eti los don últimos casos, 
hay generalmente varios aquén ios envueltos por una misma cúpula, que 
puede ser espinosa; pero no hay que confundir la castaña (aq nenio ti 
en una cúpula) con el fruto de! castaño de Indias, que es un simple 
aquemo espinoso; 

2 iJ Las samaras son aquemos con alela (ejemplo: fruto del olmo). 
A veces dos sámaras están unidas y forman una disámara que tiene 
en consecuencia dos alelas que le permiten revolotear en el aire (ejem¬ 
plo: urce); 

d ,p Los cariopsidm son frutos cuya semilla esté desprovista de tegumen¬ 
to y soldada inl i mame uto al pericarpio, como ocurre en el llamado 
“grano de trigo 1 ', que no es más que un fruto* 

Frutos carnosos* — A diferencia de los frutos secos, los carnosos 
so ti entera o parcialmente blandos y están repletos de reservas nutritivas 
(almidón, azúcar), por lo que limen una gran importancia para la 
alimentación, lodos son indehiscentes, pero se pudren en el suelo, lo 
que facilita la diseminación* En este grupo se distinguen lus bayas, 
los pomos y las drupas* 

1" Las bayas son frutos enteramente blandos en los que el peri¬ 
carpio se compone de dos partes: la piel o epicarpio y la pulpa o 
en d ocar pió. En el centro se encuentran las semillas o pepitas (ejemplo: 
semilla de uva, grosella, melón)* Un plátano es una baya en la que 
las pepitas hah abortado; una naranja es otra cuya pulpa está for¬ 
mada en su mayor parte de grandes pelos repletos de agua azu¬ 
carada ; 

2* Los pomos son bayas cuyas pepitas están envueltas en una ma¬ 
teria coriácea (eoJénquitna) [ejemplo; manzana, peral. Ciertas peras 
llamadas pétreas contienen en el centro unos nodulos de rselerén- 
químa; 

3 o Las drupas son tos frutos con hueso, y su pericarpio se conrpoue 
de tres parles: la piel o epicarpio , la pulpa o riiexrjiwpío, y el hueso o 
endocarpÍM, que contiene la semilla o almendra. El hueso está formado 
de esclerénquima (ejemplo: cereza, ciruela, melocotón, al bar i coque, 
nuez). La nuez vendóla en el comercio consiste sólo en el hueso que 
contiene la al mentira (piernas de nuez)* El coco es también una nuez 
eon una almendra* pero ésta se compone de tres partes; el marld o 
albumen sólido, la leche o albumen liquido, y el embrión* 

Frutos compuestos* — En una fresa, se distingue una parte roja y 
carnosa cubierta de pequeñas semillas negras, que son aq liemos, El con- 
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I ii cu i», vn ilrcir, la l’rcsa, en un poluiqumm. La parte roja en til tvvep- 
t¿culo de Iji llor, (|iir wr ha hinchado dosmosiiradameiHc y w lu* < or(tildo 
dr hii huta tirio 4 ñutid ivas. 

Un /jigo i'M análogo a tina fresa* con la diferc-nela de que Ion aqm*- 
ntus están contenidos en el receptáculo, que «s hueco y carnoso (s icono), 

Una mora —sea el fruto de la zarzamora, sea el del moral— y una 
frambuesa son aglomeraciones de pequeñas drupas. 

Una pina es un fruto aun más complejo formado por varias bayas 
y hrácteas carnosas soldadas en una sola masa que, por su aspecto exte¬ 
rior, recuerda el fruLo del pino. 

Transformación del Óvulo en semilla. — El huevo principal se 
convierte en embrión; el huevo accesorio se transforma en albumen; 
la primilla y la secundóla se vuelven tegumentos de la semilla. 

Formación del embrión. — El primer huevo o huevo principal (oosfe¬ 
ra fecundada) se divide en dos. La parte superior origina un filamento 
o suspensorio que hunde el embrión en el interior del saco embrionario 
y* como ahora veremos, en el interior del albumen. La parte inferior 
crece y se divide gran número de veces, con lo que se forma el 
embrión propiamente dicho. Una vez definitivamente formado, se pue¬ 
den distinguir en él cuatro partes: 

a) Dos partes laterales anchas, que son los cotiledones o primeras 
hojas; 

b) Entre los cotiledones, un pequeño tallo o plántula; 

c) Una raíz pequeña o radícula; 

d) Un rudimento de yunta terminal, la gémttla, situada en el ápice 
de la plumilla. 

El embrión así caracterizado es el típico de las plantas dicotiledó¬ 
neas. En otras no hay más que un solo cotiledón, por aborto del otro 
y estas plantas reciben el nombre de monocctiledóneos, 

Formación del albumen. — El segundo huevo o huevo accesorio 
(célula saco fecundada) produce el albumen. Pura ello, su núcleo se 
divide gran número de veces, cerca de la superficie; después, el 
protoplasma se divide asimismo en células; hay primero una capa 
de células, luego dos capas y así sucesivamente; por último, toda la 
masa del saco embrionario se encuentra convertida en una masa 
de células con abundantes reservas nutritivas, y con el embrión en el 
centro del albumen. 

Formación de los tegumentos.—* Cene raimen te, la secundina o en¬ 
voltura interna del óvulo se reabsorbe, y la primma es Ja que, al 
espesarse y endurecerse* origina el tegumento de la semilla. 


Sémillitl albumen, pero sin perispermo. — El perispermo ha 
nido di grinl*> ¡'lo r I id humen, y así una semilla de ricino sólo com¬ 
prende i re h pm i tm; 

tí) El embrión; 

h) El albumen; 

c) Kl tegumento. 

Semillas sin albumen. — El albumen ha sido digerido a su vez por 
el embrión, cuyos cotiledones han crecido desmesuradamente y con¬ 
tienen las reservas de la semilla, como sucede en la judia, que está 
formada sólo por ríos partes: 

o) El embrión; 

b ) El tegumento. 

Semillas sin tegumento. — Éste es el caso de una semilla de trigo, 
que, en realidad, es un fruto caiiopside. La semilla propiamente dicha 
se compone sólo del embrión y el albumen, ya que éste ha digerido 
su tegumento. 

Reservas de Ih semilla. — Las reservas indispensables para la ger¬ 
minación están contenidas, según el caso, en el perispermo, en el 
albumen o en ios cotiledones. Desde el punto de vista químico, pueden 
ser amiláceas (almidón), oleaginosas (aceite) o proteicas 4 a leu roña). Las 
palmeras tienen un albumen coriáceo , es decir, formado de celulosa 
endurecida. Las semillas de la Phytelcphas (del griego phyton , planta 
y e^epAflS, elefante) alcanzan el tamaño de un huevo de gallina y pro¬ 
porcionan la materia dura, córnea, empleada bajo el nombre de corojo 
o marfil vegetal. 

Una semilla puede tener varías clases de reservas nutritivas. Veamos, 
en detalle. La estructura de un grano de trigo. Bajo el tegumento, que 
en realidad es el del cari ¿paule, aparece el albumen, compuesto de 
dos partes: 

«} La capa periférica de células, repleta de granos de aleumna, que 
constituyen el gluten; 

¿) La masa profunda, que contiene granos de almidón. 

En un lado del grano de trigo, separado del ni humen, pero adosado 
estrechamente sobre él, se encuentra el embrión, cuyo cotiledón único 
tiene la forma de un zueco. Eo un lado del cotiledón están fijados la 
radícula, la pió muía y la gemida. 

Cuando se muele el trigo, una pane del gluten queda fija al tegu¬ 
mento y se encuentra en el salvado; la otra permanece con el almidón 
y puede encontrarse en la harina. 



Clases de semillas* — Podemos distinguir cuatro clases de semi¬ 
llas, según su grado de complejidad. 

Semillas con albumen y perispermo. — Lina semilla de pimienta o 
de nenúfar se compone de cuatro partes; 

«) El embrión; 
ó) El albumen; 

c) El perispermo t que proviene de la nuececilla del óvulo; 

d) El tegumento. 


Diseminación, — La diseminación (del latín semen t simiente) con¬ 
siste en la dispersión de las semillas, y puede efectuarse de diferentes 
maneras: 

a) Los frutos secos dehiscentes proyectan lejos sus semillas, lo que 
puede comprobarse perfectamente en verano, en un día caluroso, jun¬ 
to a tina mata de retama: en efecto, se oye claramente el ruido seco 
que las vainas de esta planta hacen al abrirse; 

b) Los frutos del arre son disámaras cuyas aletas favorecen su trans¬ 
porte por el aíre; 

c) Los frutos ile la colleja son pn!taquen ios con vi¬ 
lanos que el aire se encarga de disociar; 

d ) Las bayas del muérdago son viscosas y se adhie¬ 
ren a las patas y picos de los pájaros; 

c:) Los frutos con garfios de la bardana (Arctium) 
se enganchan a los vellones de los mamíferos; 

/) Los frutos del coco pueden ser transportados a 
gran distancia por los ríos c incluso por las corrientes 
marinas. 


Geranio ■ un fruto verde y un fruto sin las semillas, aumentados ocho veces 

(Fot. R.-IL Nimilles) 


Condiciones de la germinación* —La semilla 

propia de las esperma toldas puede ser definida como 
tin embrión cuyo desarrollo se ha detenido y que se 
separa de la planta con reservas nutritivas propias. La 
(■onimitación de su desarrollo, después de un tiempo 
más o menos lurgo, constituye la germinación, pero ésta 
sólo puede efectuarse en condiciones determinadas que 
pueden dividirse en internas y externas. 

Condiciones internas. — a) Estado de la semilla. 
Esta debe estar bien constituida y sus reservas no de¬ 
ben haberse aburado, condición importante en el caso 
tic las semillas oleaginosas, cuyo aceite tiene tenden¬ 
cia a enranciarse; 

b) Edad de la semilla. ^Cuando un fruto está maduro, 
sus semillas no lo están aún, ya que llevan siempre 
tiíerlo retraso, y a veces tardan largo tiempo en madu¬ 
rar (dos años para e] rosal). 

Más de una vez nos hemos preguntado cuánto tiem¬ 
po puede ser conservada tina semilla con su poder de 
germinación íntegro, Debemos advertir a este respecto 
que las semillas encontradas en las tumbas egipcias 
no podían germinar, ¡amblen diremos que se ha visto 
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Germinación: 
guisante; bg, 


1, de la judía; 2, del 
yema terminal; coL t co¬ 
tiledones ; /, hojas; r/v ralees primi¬ 
tivas; tí 7 , tegumento, tp, plómala; bp, 
yema terminal encorvada 


que semillas el r trigo de viejos herbarios podían germinar sólo hasta 
tii edad máxima de treinta años. Una Leguminosa germinó al cabo de 
ochenta y siete arios, pero la mayor parte de las semillas tienen una re¬ 
sistencia mucho me rio i 

El poder germinativo 
de una cantidad de »«* 
millas es el puteeuto je 

que representan lus que 
Son caparea dr germinar. 
Y se comprueba que 
este poder aumenta pn 
mero y disminuye luego 
a mediría que lúa Heno 
lias envejecen. 


Condiciones exter¬ 
nas* — a) //timedad. E i 
agua tiene como efecto 
inmediato hinchar la se¬ 
milla, ablandarla y ha¬ 
cer estallar ku envoltu¬ 
ra, La función de la 
semilla cs t ante todo, 
mecánica, pero mas tur- 
de disuelve las substan¬ 
cias solubles y permite 
que las día 9tasas puedan 
realizar la digestión de 
las reservas: es decir, 
tiene también una fun¬ 
ción química. Para cada 
dase de semillas existe 
un óptimo de humedad, 
mientras que el exceso 
de agua (salvo para las 
plantas acuáticas) per¬ 
judica la germinación; 

b) Oxígeno» En un 
montón de semillas que 
germinan, las situadas 
en la superficie lo hacen primero que las que están unís profundas; 
por lo tanto, y sacando la consecuencia práctica* un terreno debe estar 
bien aireado, lo que se consigue mediante las labores adecuadas; 

c) Calor . Hay que distinguir para cada especie tina temperatura mí¬ 
nima, otra óptima o la más apropiada y 
nación» Para el trigo, por ejemplo, 

estas temperaturas son de 5, 28 y _„ 

37* 1 (l Para el maíz son de 9, 33 
y 4ó Q C, La media para las plantas 
de las regiones templadas es de 
3ü» C. 


Fenómenos morfológicos de 
la germinación. — El embrión es 
mía planta pequeña o plántula que 
se desarrolla durante la germinación 
y se nutre de las reservas de la 
semilla. En el caso más general (se¬ 
milla de ricino) se ve primeramente 
hendiese el tegumento y alargarse 
la radícula hacía abajo. Luego la 
plúmula se alarga asimismo, pero 
hacia arriba y eleva lentamente la 
semilla sobre el suelo. La parte del 
tallo así formado es pequeña y pro¬ 
duce raíces adventicias que colabo¬ 
ran con la raíz principal para absor¬ 
ber agua del suido. Esta parto del 
tallo se llama eje hipocótilo, ya 
que se encuentra debajo de los co¬ 
tiledones^ Éstos se separan uno de 
otro y se llevan consigo una parte 
del albumen, la substancia del cual 
digieren poco a poco. A continua¬ 
ción se transforma o en las dos pri¬ 
meras hojas de la planta. La pió ínu¬ 
la, por su parte, interviene en este 
momento y produce el resto del 
tallo (eje e picó tilo) con las diferen¬ 
tes hojas. 

La germinación de la judía sólo 
difiere de la anterior en que los 
cotiledones que contienen las reser¬ 
vas nutritivas se digieren a sí mis¬ 
mos, se marchitan y caen sin llegar 
a servir de verdaderas hojas. 

En los dos casos, la semilla se 
eleva sobre el suelo gracias a la 
plumilla, que se convierte en un eje 
hipoeótilío, y por ello se dice que 
esta germinación es epigea (del grie¬ 
go epi f encima y tierra). 

En otras plantas, como el guisan¬ 
te, el tallo aborta y la semilla per¬ 



manece rn el sucio, con lo que el 
citado titilo en cutera mente e picol Üo 
y la germinación hipogeo (del grie¬ 
go bypíf, de finjo, y getn t tierra}. 

Fenómenos fisiológicos de la 
germinación . La planta nueva 
iTHptrii, i ui oh jó ni, absorbí y digiere. 

Respiración. La respinu ión» 
que enft ¡tripe u rqlibL en la M*imlhi, 

Se vuelve de mpeulr muy intensa» 

Al mmmo i it utjni. el fin muir íes 
píialmio pana Je lljt a 1),¡j < in 
rlioio a veres a 0,,'b l+J «Uní 'bmoea 
ira que la plañía iibaniln" mar* mi i 
geno que rl que puede erebo/al¬ 
hajo la. foima de {Áh¡ ca derií, 
que se muda Loi rotiMiguiente. luí y 
tiii desprendimiento de i ahu, (mal 
de poner en evidencia por medio 
de un leí múmt 1 \ o hundido en un 
montón de semillas ni germina¬ 
ción. 

Transpiración. — El desprendi¬ 
miento de vapor de agua es muy ac¬ 
tivo y va acompañado de una pérdi¬ 
da de peso de la planta. Precise¬ 
mos un poco este fenómeno. Si se pesa una cantidad de semillas, se 
obtiene su peso fresco. Si las desecamos eri una estufa a 100** C, 
obtendremos su peso seco IV Tomemos otra cantidad idéntica de se¬ 
millas y hagámoslas germinar. AI cabo de cierto tiempo de germina¬ 
ción, como consecuencia de la absorción de agua y del aumento de 
volumen, el peso fresco habrá aumentado^ pero si las desecamos y 
las pesamos, su peso seco P¡! será inferior a IV La conclusión que se 
puede sacar de esto es que las substancias constitutivas de la semilla 
se han deshidratado» 

Absorción» —- La raíz nueva desarrolla muy pronto pelos absorben¬ 
tes y radicelas que le permiten absorber el agua del sítelo y compen¬ 
sar, en cierto modo, la transpiración. 

Digestión* —Las reservas nutritivas son digeridas por diastasas aná¬ 
logas a las de nuestro esófago: amilasa y maltosa para el almidón, 
que ¡se transforman en glucosa; lipasa pura los 1 ¡pidos, que son hidro- 
1 izad os; pr oleosas (pepsina, tripsina, erepsina) para la aleurona, que 


Desarrollo de Jn plántula del 
inau/.nmi, numcntidn don ve¬ 
ces y media (Fot. ií.*-//. JVoaí* 
llis) 


otra máxima de germi- transforma en aminoácidos, y 



celulasa para las reservas comeas. 

Cuando las reservas están en los 
cotiledones, éstos producen por sí 
mismos las dias tasas con las cuales 
hc digieren, pero si fas reservas se 
encuentran en el albumen, se pue¬ 
den presentar tres casos: 

i 1 * El albumen vive y se digiere a 
sí mismo en provecho dtd embrión; 
tal es el caso del albumen oleagi¬ 
noso de la semilla del ricino; 

2 Ü El alb unien esta muerto y es 
digerido por la epidermis de los co¬ 
tiledones ; 

3 o El albumen esta muerto, salvo 
por su capa superficial, que contri¬ 
buye a la secreción de las diastasas. 
Esto sucede en la germinación del 
trigo, planta en la que la capa de 
aleu roña que aún vive y la epider¬ 
mis del cotiledón se encargan de di¬ 
gerir el albumen amiláceo. 

Fin de la germinación*— La 

germinación cesa cuando, agotadas 
las reservas de la semilla, la planta 
se vuelve aulotroía gracias a la clo¬ 
rofila que aparece en las hojas, 

Léon Deiitin 


Germinación de un guisante en la arena, aumentado dos veces 

y inedia (Fot* H.-fí, Noailles) 
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Cabeza de saltamontes de Cerdeña (Fot* C, BUle) 


Zoología 


Clasificación de los aníi 


H 


ales 


Los animales son infinita mente mas variadas y más numerosos en 
especies que los vegetales. En el siglo xvin, L irme o los dividió en seis 
clases: mamíferos, aves* anfibios, peces, insectos y gusanos. Era con¬ 
ceder excesiva importancia a los vertebrados. En la clasificación de 
Cuvíer, éstos aparecen como un tipo opuesto a otros tres. Hoy día 
se distinguen dos tipos de vertebrados (comprendidos los procorda* 
dos) y de diez invertebrados: 

P Tipo de los protozoarios o animales formados de una sola célula, 
y por consiguiente los más simples, los más primitivos, los primeros 
aparecidos sobre el globo. Comprenden las clases siguientes: flagelados, 
amebas, foraminífer üs, rail iota ríos, esporozoarios y ciliados * Frecuente¬ 
mente se les oponen todos los demás animales con el nombre de meta- 
zoarios. En efecto, a partir del tipo siguiente, el cuerpo es pluricelular 
y las células están más o menos diferenciadas; 

2 o Tipo de los celentéreos* animales sin cavidad general ni mesoder* 
ino, reducidos a un saco digestivo* defendidos por células urticantes. 
Se les divide en dos clases: fudrozoarios y escifozoarios; 

3 o 7 'ipo de los espongiarios o esponjas, animales sin cavidad general, 
pero con mesodermo; 

4 o Tipo de los equinodermos* a partir de los cuales aparece una cavi¬ 
dad general, en la que están contenidos los órganos, Sus tegumentos 
poseen placas calcáreas y se desplazan por medio de un aparato de 
vasos acuíferos. Son los crinoideas , los enteleridos o estrellas de mar, 
los of¿áridos, los equin oléeos o erizos y los holotúridos; 

Algunas veces se reúnen los tres tipos precedentes bajo el nombre de 
fitozoarios (animales plantas), a causa de su simetría más o menos 


radiada, Los tipos siguientes constituyen entonces el grupo de los artio* 
zoarios (animales bilaterales), así llamados porque tienen un lado 
derecho y otro izquierdo, o sea una simetría bilateral; 

5 o Tipo de tos anélidos o gusanos anillados, que comprende los 
poUqitetos , los digoquetos y los hirudineos o sanguijuelas; 

6° Tipo de los vermídeos o gusanos aberrantes. Grupo heterogéneo en 
el que se colocan los gefíreos t los rotíferos, los bríozoarios y los bra- 
quiópod os; 

T 7 ipo de los platclmintos o gusanos planos, en su mayoría pará¬ 
sitos: tur helar ios, tremátodos o dudas (saguaipe) y cestadas o tenias; 

8 o 7'ipo de los nemateimmtos o gusanos cilindricos y parásitos, divi¬ 
didos en dos clases: nematodos y acontece falos; 

9 o Tipo de los artrópodos o articulados* vasto grupo dividido en 
cinco clases: crustáceos, miriápodos, insectos f mer oslamos y arácnidos; 

10 Tipo de los moluscos* definidos por sus tegumentos blandos, su 
concha calcárea y su pie, que se adapta a funciones diversas. Son los 
anfineuros, los gasterópodos, los cefalópodos y los lamelibranquios; 

11 Tipo de los procordados* conjunto de formas más o menos em¬ 
parentadas con el tipo siguiente; 

12 Tipo de los vertebrados, animales de esqueleto óseo y sistema ner¬ 
vioso dorsal. Se les divide en cinco clases: peces, batracios r reptiles , 
aves y mamíferos> 

Después de haber estudiado estos tipos independientemente unos de 
otros, dedicaremos un capítulo final a su anatomía comparada. 


4! Pardillos (Fot* J, Markham) 






CLASI1ILACIÓN ZOOLÓGICA 


. 


PROTOZOARIOS 


CELENTÉREOS 


ESPONGIARIOS 


EQUINODERMOS 


ANÉLIDOS o 
GUSANOS 
ANILLADOS 


VERMIDEOS o 
GUSANOS 
ABERRANTES 


I 


PLATELMINTOSo 
GUSANOS 
APLANADOS 


NEMATELMINTOS o 
GUSANOS 
CILINDRICOS 


í I A.SI 1 !> 


Amebas . 

Foramin ¡foros 
Radiolarios 

Esporozoarios 


Ciliados 


H id roí oaríos 


Escifozoarios 


Calcáreas . 

Corneosi t iccas 


Crinoidoos 

Esteléridos 

Ofíúridos 


Equínoideos 
H o iot lindos 

Poliquetos 

Oligoquetos 

Hirudíneos 

Gefireos -- 

Rotíferos 

Briozoarios 


Braquiópodos 

Turbclarios * 
Tremátodos 


imm nk 


Flagelados *,,,*.«** 


i. 

V ci 


Eli flagelados ... 
Coanoflagelados 
noílage lados 
stoflagelados 


Itnper forados . 
Perforados .... 


"i 


Kematozoarios 

Cocoidios . 

Gregarímdos . 


i. KNKHOS O KSI^CIES TIPOS 


Holotricos 

Heterotricos 

Hipotricos 

Pcritricos 




Hidrarios ...... 

H idrocoralarios 
Sifonóforos ...... 

Hídromedusas « 

Hexacoralaríos 
Octocoralarios 
Acalefos .. 


{ 


Regulares 

Irregulares 


i 

......... V 


Errantes ... 
Sedentarios 


! 61 

l Ri 


Gnatobdélidos 
ncobdélidos 


í 


Articulados . 
Inarticulados 


É « # » P 1 


Fascióíidos . 
Polístóvnidos 


Cestodos 


Ten i a dos __ 

Botriocefálidos 


Nematodos .. 
Acantocéfalos 


Crustáceos 


Filópodos 

Copépodos 

Ostrácodos 

Cirrípedos 

I sópenlos .. 
A nf ¡pedos 
Decápodos 


ARTROPODOS O 
ARTICULADOS 


Miriápodos 


Insectos 


l * MI *■*•*' 


^ Quilópodos . 
I Diplápodos . 

Tisanuros ... 
Arquípteros 
Ortópteros . 

Neurópteros 
Coleópteros 


Tripanosoma de lo enfermedad del sueño 
Godo siga 
Peridíncos 
Noctiluca 

Ameba 

Gromía, mi lióla 

PolysionteÍla t globlgerlna, mi malí t a 
Talas! cálidos, colosféridos 

Hemameba del paludismo 
Coccidio del conejo 
Estilorrínquido* gregarina 

Parainécido, opalina 
Estentor 
Styloniehia 
Vorticela 

Hidra de agua dulce, campanularia, pkimularia 

Mllépors 
Fisalia, porpito, Yefefíci 
GeryoJiia 

Actinios, madréporas (arrecifes coralinos) 

Coral, gorgonia, Pennalula, VereliUum 
G rundes medusas : Rhixostoma, peí agía 

Sycon 

Esponjllu, cUona, Euplcctella, Hyalonema, esponjas tic to¬ 
cador 

Encrino, co matul a 
Estrellas de mar 
Oñuros 

Erizos comestibles 
Clipeastroides, espatángutdos 
Holoturias 

JVereíi, >ljj/irodí/e 
Arenicoln, sérpula, terebela 

Lombriz de tierra, Tuhifex 

Sanguijuela medicinal 
IcUobdélldu 

Equi áridos, sipuncúlidos 
Hydatina 

Fi astro, PlumateHa 

Terebrátula, Rynchonella 
Lingula 

Planarias 

Duela del carnero (saguaipe), enquistosoma 
Polistonio de la rána 

Tenias inerme, armada, cenuro, equinococo 
Botriocéfalo 

Ascáride, oxiuro, tricocéfnlo, anquilostoma, triquina 
Equinorriuco 

Branquipódido, apus, dafnia 

Cíclope 

Cipris 

Ana tila, batano» Saccülina 
Cochinilla, asélido, ligia 
Talítro, caprélido 

Macruros i camarón, bogavante, langosta, —- Anamuros: pa¬ 
guro o ermitaño, — Braquturos : cangrejo 

Escolopendra, Utóbido 
Júlido, glomcrido 

Lepisma, campodeido 
Comején, libélula, cachipolla 

Cucaracha, forlicula, manta religiosa, acridio, langosta, gri¬ 
llo, cortón 

Frigánea» hormiga león 

Cárabo, dltíscído, necróforo, escarabajo pelotero, abejorro, 
Lucanus, Capricornio, algavaro, gorgojo, Coccineila. . luciér¬ 
naga 




































































































CLASIFICACIÓN ZOOLÓGICA 


TIPOS 


ARTRÓPODOS O 
ARTICULADOS 

(continuad án) 


MOLUSCOS 


PROCORDADOS 


VERTEBRADOS 


CLASES 


OHDEWES 


Hirnenóptcros 


Insectos .. 

(continuación) 


Lepidópteros o ma 
riposas iittt..'*'" 

Dípteros . 

Hemipteros .. 


CK1SEROS O ESPECIES TIPOS 


Mcrostomas ... 

Arácnidos . 

Anfincuros ..... 


í 


Xilosuros ... 
Escorpiones . 
Arañas ....... 

Acaros 


«i i...... 


Gasterópodos ... 


í 


Proscbranquios 


Cefalópodos 


Lamelibranquios.. 


f 


Pul manados .... 
Opistobranquios. 

Tetrabranquios 
Dibranquios ... 

Oimiarios 

Hcteromiaríos 
Monomiarios 




Ceta loco rdados . — ..— 

Urocordados o tu- i Appendicularias ... 
meados Ascidias 


Peces 


Cjclóstomos 

Solacios 

Ganoideos 

Teleósteos 


Dipnoos .... 
Urodclos .... 


Batracios 


Anuros 

Apodos 

Saurios 


Ofidios . 


Reptiles 


Quelonios .... 
Cocodrílidos 


Rátídas 

Rapaces 


Aves 


Trepadoras .. 

Colúmbidas . 

Gallináceas ...... . 

Zancudas - 


Mamíferos 


Palmípedas 


Pájaros 


Monotrcmas 
Marsupiales 
Primates ...... 

Insectívoros 
Quirópteros 
Carnívoros .. 
Pinnipedos .. 
Roedores .. 

Proboscidíos 

Perisodáctilos 

Artíodáclilos 

Sirenios .. 

Cetáceos .. 

Desdentados 


Portat aladro : icneumón, Gf/nips* — Portnaguijón : Solitarios : 
nmóíUu, ccrcorís. Sociales : hormiga, avispa, abeja, abe¬ 
jorro 

Diurnas i pierls, vanesa. Crepusculares : Esfinge.-— Noctur¬ 
nas ; Bombar, noctua, f a lena, piral, polilla 

De antenas larvas: mosquito, anofeles. —De antenas cortas: 
mnsuis, tábano, glossinft .—Sin alas : pulga 

fjqii ¿litros : chinche, nrpa, ron otra, not onecía.— Sin élitros i 
■ elguira, pulgón, filoxera, cochinilla*— Sin alasi piojo 

Límulo 

lis cor pión 

Epeira, tcgcnurhi, 1 irosa, mígala 
Trombtdium, garrapata, aorcoptes de la sarna 
Cid Ion 

Dictocardios i fisurélido, haliótido, putella. —Monotocardios : 
Líttorina, múrex, púrpura, buccino, tritón 

Acuáticos: Litnnaea, planorbts.— Aéreos: caracol, babosa 

Apílala, eolts, doris, pterópodos 

Nautilo 

Decápodos : espírala, jibia, calamar, argonauta,— Octópodos : 
pulpo 

Almeja, venus, berberecho, soten, Mga, anodonla, unió, fulas, 
teredo o broma 

Mejillón, per na, Lithodomus, ostra perlera 
Ostra comestible, pecten 

Aníloxo 

Simples : Cuntida, falusía.— Coloniales: Botri/ilus. — Pelágicas : 
pyrosoma, salpa, dollolum 

Lamprea, mlxinoidco 
Tiburón, raya 

Cartilaginosos : esturión.— óseos : políptero» lepidosteido 
Carpa» lucio, salmón, arenque, atún, bacalao, platija, caballa, 
anguila, hipocampo 

Cera todo, propotoptérldo 

Perenníbrmquíos ; proteido, — Criptobranqiiios : salamandra 
gigante.— Salamandrinos : salamandra, tritón, amblístomn 

Ha na, sapo, rubeta, rana mugectora , curara 

Cecilia 

Lagarto, varano, Iguana, geeo, camaleón, loción, basilisco, 
anolis, tolachini 

Aglifos : culebra, boa, pitón, anaconda,—Opistogíifos : cule¬ 
bra de Montpellier* — Proteraglífos : naja. — Solenoglifos : 
víbora, crótalo, boirops 

Tortuga, carey, laúd, arráa 
Cocodrilo, gavial, caimán 

Avestruz, ñandú, casuario, ápterix 

Diurnas : águila, buitre, cernícalo, gavilán, cóndor, gallinazo, 
arpía,—Nocturnas : lechuza, buho 

l J íco, cuclillo, loro, ani, tucán, quetzal, guacamago 

Paloma, tórtola 

Gallo, gallina, pintada, pavo, faisán, perdiz, codorniz, hoeán, 
chachalaca, hoatzin 

Garza, cigüeña, grulla, chocha, polla de agua, coco , maguaría 
agamí, car tama 

Longipennes : gaviota, mergo, pelicano, arihinga, qu i lilla .— 
Brevipennes : pájaro liobo» pingüino*— Lamelirrostros : pato, 
oca, flamenco, cisne 

Dentirrostros : paro, curruca, reyezuelo, rulseflor*—Cor aci¬ 
rro stros : cuervo, mirlo, urraca.— Conirrostros : gorrión, 
pinzón, alondra.— Físirrosiros : golondrina, vencejo*— Tenui¬ 
rrostros: abubilla, colibrí 

Equidna, ornitorrinco 

Zarigüeya, canguro, ti lucí no, marmota 

Lemúridos : malti, IndrL— Simios : sapajú , tití f atetes , magoto, 
macaco, chimpancé, gorila, orangután.— Hombres 

Erizo, topo, musaraña 
Murciélago, panique, vampiro 

Gato, león, tigre, perro, lobo, oso, tejón, civeta, comadreja 
Foca, morsa, otaria 

Rata, ardilla, castor, marmota, cobayo, conejo, liebre, aguti t 
paca , chinchilla , vizcacha , capibara 
Elefante 

Tapir t rinoceronte, caballo, asno 

Porcinos ; cerdo, hipopótamo, pécari .— Rumiantes: toro, car¬ 
nero, cabra» antílope, ciervo, jirafa, camello, fiama, alpaca, 
guanaco, vicuña 
Dugong, manatí 

Odontocetos ; marsopa, delfín, cachalote.— Mistacoceíos : ba¬ 
llena, i ni a 

Tatú, pangelín, oso hormiguero f perezoso 















































































Tipo de los protozoarios 


Clase de los flagelados: Flagelad» verdes, Flagelados incoloros» Flagelados parásitos: Enfermedad del sueño. 
Enfermedad de Chagua. Nagana. Durimi» Kuln-azíir y fiebre dum-dum. FJageíudos simbióticos. Reproducción 
de los flagelados: División» Esporulnción* Fecundación. Colonias de flagelados. — Clase dé las amebas i Estruc¬ 
tura de las amebas. Movimiento y sensibilidad. Nutrición de las amebas. Reproducción de las amebas. — 
Ciase de los foraminiferos: Estructura de una gromia. Estructura de un poltatomélido. Reproducción de los tarn- 
mi Hitaros. Principales foraminitaros. — Clase de Jos radiolarios: Estructura de los radiolarios. F teología de 
los radiolarios. Reproducción de los radiolarios, — Clase de los csporoioaríoss Hematozoarios. Papel de los 
mosquitos. Ciclo evolutivo de la hemnmeba. Coccidioa. G regar i nidos. — Clase de los ciliados: Descripción de 
un paramécldo. Multiplicación de los ciliados» Conjugación de loa ciliados. Conjugación y fecundación 


Los protozoarios (del griego protos, primero. y ¿ontt 4 animal) .fon los 
animales de organización más simple y, sin dada, los primeros que 
aparecieron en la superficie del Globo. Su cuerpo se compone de una 
sola célula , Son* pura, unicelulares . Veremos* sin embargo, que varias 
células, nacidos unas de otras por división, pueden permanecer asocia* 
das en colonias elementóles. Así se produce el paso de los protozoarios 
a los metazoarios, cuyo cuerpo esto siempre rom puesto de un gran 
numero de células. 

La clasifica ción de los protozoarios no está todavía definitivamente 
establecida, Se discute mucho, en efecto, «obre ei encadenamiento de 
laft diferentes formas. La ameba, antes considerada como primitiva, pare¬ 
ce posterior a los flageladas. Éstos no deben y ti aproximarse a ios cilia¬ 
dos, Los radiolarios ocupan un lugar aparte y se alejan de los forumi 
ni fe ros. Lo naide raí en* os los grupos principales siguientes: flagelados^ 
amebas* foraminíferos, radiolarios, cspttro toarlos y ciliados. 


Clase de los flagelados 


Los íhgchdüü son los más primitivos d? todos los animales, puesto 
que algunos tic ellos, los flagelados verdes, pueden ser reivindicados 
tanto pot el zoólogo como por el botánico, hutas pequeños seres consti¬ 
tuyen, en suma, el fronco común de los reinos animal y vegetal. Su cé* 
lula única posee una membrana flexible de la cual se destacan uno o 
varios “látigos** o flagelos, que permiten lo locomoción en un medio li 
qtrido. Los flagelados viven, en efecto f en el agua cuando son libres, 
y en la sangre de otros animales cuando son parásitos. 


Flagelados verdes. -—'Tomemos romo tipo el Chtamydamonas tic 

agua dulce. Es una célula ovoide o más bien periforme y de un color 
verde brillante. Su longitud media es de 20 mieras. En el centro se 
encuentra el nádete En el extremo posterior, redondeado, la membra¬ 
na está formada de celulosa y peetma, materias esencialmente vegeta¬ 
les* También se encuentra allí un enorme cloroplasto en forma de cam¬ 
pana, cuya clorofila hace posible la síntesis de i almidón. En la extre¬ 
midad anterior, encogida, el Chlamydomonas posee, por el contrario, 
órganos sensibles y locomotores y una membrana flexible. En ella están 
fijados los dos largos flagelos móviles dependientes del núcleo. En Ja 
proximidad de su base se distingue un punto rojo sensible a la luz. 

Los flagelados verdes tienen por tanto un polo animal dotado de lo¬ 
comoción y otro vegetal encargado de la as mular ion clorofílica. De esta 
propiedad se deduce que son autStrofas , Pueden vivir única mente de 
substancias minerales; los nitratos les suministran el nitrógeno, y el 
gas carbónico les proporciona ej carbono. 


Flagelados incoloros. — Habría que decir mas bien flagelados sin 
clorofila, ya que algunos están tenido* dt; rojo o pardo por pigmentos 
diversos. Su carácter esencial es no poder nutriré* exclusiva mente de 
materia» minera Ice. Eii principio, son heterót rolos como loe demás a ni- 
malcs. Se lia demostrado, sin embargo, que algunos de id los pueden 
ser cultivados en soluciones que no sean de materia» orgánicas complejas, 
sino simples, como las pe pionas, los ácidos ¡im juicos, el ácido acético, 
etc. Parece haber, pues, en definitiva* entre los seres vivientes tres 
modos principales de nutrición: 

I a El modo autátrofo o alimentación a expensas de materia» minera 
les: vegetales veriles, flagelados verdea y ciertas bacterias; 

2 U El mesótrofo o alimentación a expensas de substancias orgánicas 
simples: flagelados incoloros; 

3 J El heterótrofo o alimentación u expensas de substancias orgánicas 
complejas; vegetales sí n clorofila y la mayoría de los animales. 

Muchos flagelados incoloros forman parte del plancton , es decir, de 
esa musa de vegetales y anímales flotantes que se puede recoger, por 
medio de redes de seda fina, en Ja superficie del mar y de los lagos. 
Entre ellos se encuentran los peridíneos, también llamados din a flagela¬ 
dos (dd griego deinos, horroroso) a causa de su gran tamaño, Estos 
organismos pueden tener varios milímetro» de longitud. Los Ceratium 
tienen largos cuernos, que les permiten flotar mejor, > des largos láti¬ 
gos o flagelos, uno de los cuales está alojado en un surco ecuatorial. 
Su cuerpo está revestido de un caparazón. Las noctilucas tienen forma de 
melocotón y poseen un tentáculo ligeramente móvil, En el interior 
de su p roto plasma están encerradas innúmera bles gol i la» de aceite, 
que se hacen luminosas por la noche* al ser excitados por las olas. Otro 
grupo muy inte resan Le es el de los coatí oflagelados (riel griego ¡Amanos, 
embudo), cuyo flagelo está rodeado en su base do una gorgnera proto- 
plasmática. Encontraremos, en las esponjas, células { coon octf os) que 
tienen exacta mente la misma estructura. 


Flagelados parásitos.— Éstos son los tripan os o mus y sus formas 
vecinas* que, inoculados por las picaduras de bis insectos, se multipli¬ 


can en la sangre do los vertebrados. Las enfermedades que causan han 
recibido el nombre general de tripanosomiasis. 


Enfermedad del sueño. —- Aislada, al principio, cu las orillas del 
Congo, se extendió con los progresos de la colonización basta la región 
de los grandes lagos. Como el iripnnosoma es inoculado por la G los sin a o 
mosca tse-tsé, se pensó ante iodo en destruir La maleza de Los alrede¬ 
dores de los poblados para suprimirla o impedirle ser nociva. La mosca 
tse-tsé vive* en efecto, en los matorrales y follajes húmedos. Después se 
buscó un medicamento capa/ de penetrar en la sangre y de aniquilar el 
t ripénosoma. Se han obtenido excelentes resultados combinando pro¬ 
ducios ar&enicalea con ciertas materias colorantes, corno el rojo de tri¬ 
pa no. 


Enfermedad de Chagas o tripanosomiasis americana. - 

uusoma, en este caso, es transmitido por uno chinche. Una 
cuerpo humano, pierde su flagelo y se multipli¬ 
ca rápidamente en el interior de las células. 

Nagana. -— En esta tripanosomiasis africana 
del ganado, el tripanosema es inoculado por 
glosfiinas o moscas tae-tte como en la enferme¬ 
dad del sueño* 


El 

vez 


tri pil¬ 
en el 


Durina. — La durina es una tripanosomiasis 
de los caballos propia de la región mediterránea. 

Excepcional mente, el tripa nosoma no es inocula¬ 
do por la picadura de un insecto, sino directa¬ 
mente a través de la» mucosas, en d momento del 
acoplamiento* Este modo de eimtaminación recuerda el <U 



Mosca Isó-tsc 

|a sífilis, 


Kola-azar y fiebre dum-durnu — Estos dos enfermedades, una pro¬ 
pia de la India y la otra del continente africano, son transmitidas por 
chinches y moscas. Su agente es la Leishmanta, forma que difiere del 
tripa tío soma por la ausencia de membrana ondulante* 


Flagelados simbióticos, Eli el intestino de los comejenes vi¬ 
ven flagelados con numerosos flagelos, que a veces parecen cilios vibrá¬ 
tiles. Ahora bien, estos organismos, de tan perfeccionado» órgano* 
locomotores, se asemejan a las bacterias por su propiedad de dige¬ 
rir la celulosa y la madera de que se nutren ios comejenes» Su con¬ 
siderable poder digestivo suple al del comején, que en más restringido 
y no podría vivir sin ellos. Inversamente, estos flagelados encuentra i* 
ni e| intestino del comején las condiciones más favorables ¡i mi des¬ 
arrollo. Nuevo ejemplo de simbiosis (vida en común) después de loi que 
nos han ofrecido los vegetales (liqúenes, micor rizas, etc.). 

Reproducción de los f lagelados, — Los flagelados pueden repro¬ 
ducirse de diferente» modo», de los cuales se enrióte, en cierto?* casos, 
el deterninismo, 

División* — Los flagelados se dividen en el sentido longitudinal. Por 
carineinesis sucesivas, una célula primitiva engendra dos, después cua¬ 
tro, ocho, 16, $2, etc- Todas estas células se separan o quedan a veces 
asociadas en colonias (v, más adelante). 

Esporolación. — En el interior de una célula, el mielen se divide 
cu cuatro u ocho. Alrededor de cada núcleo* se condensa el protoplas- 
mu para formar una espora o mus bien una zoospora flagelada* que 
se asemeja al flagelado inicial. En un momento dado, éste se abre y 
pone en libertad las zoosporas. 

Fecundación,— Puede ser ísóganm o heterogumu* 

1" Isogamia. Supongamos que las esporas son producidas r .. 

de 16 ó 32, muy pequeña* para desarrollarse por m misma», sr unen 
de dos en dos y *e conducen, por consiguiente, como gametos. De su 
unión resulta un huevo* que se desarrolla en un nuevo flagelado; 

2' J 11derogamia. Si las espora» se producen en número de 64, su ínfima 
pequenez no les permite siquiera unirse entre sí» Entonces se conducen 
corno gametos machos y se unen u esporas más grandes que fiaren el 
papel de gametas hembras. La ésporulacíón conduce así a la sexualidad. 


Colonias de flagelados. —-Sucede a veces que células salida» 
unas de otras por división quedan asocia ni as en eufonías, que compren¬ 
den hasta l(JUQE) células en cí caso del “f 'olvox globator'. Asi, hay proto- 
zoaiioH que Megan ü parecer meta zúa ríos. Existe, incluso, una diferencia 
eión entre las células: unas permanecen locomotoras en el polo anterior, 
otras se convierten en reproductoras en el posterior. Éstas producen g¡i 
meto» machos y hembras. En general, incluso los sexos se separan, Jlny 
colonias muchos y colonias hembras. Por este ejemplo se ve que la opo¬ 
sición generalmente admitida entre los protozoarios y los mct.izoarie: no 
está absolutamente justificada. 
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Clase de las amebas 


Las amebas (del griego amoihe. cambio) san células sin membrana y 
ún forma jifa. Su prot oplasma presenta prolongaciones o sendópodos 
gruesas y cortos, Su nutrición es una fagocitosis o absorción de presas 


vivas* 

Nota. Oirás muchas células, sin »er verdadera mente amebas pueden 
p¿i recé rseles. Se las llama células ame huid es. Éstas son ciertos flagela- 
dos y ciertos esporoztmritis en delciminada Oso de su existencia* así 
como también los glóbulos blancos cío la sangre. 


Estructura de las amebas. Resulta bacante fácil conseguir 
amabas. Las aguas estancadas encierran gran número de ellas. Taño 
bien se pueden cultivar como ha dorias, l na de las más grande* y ttum 
lu í mosus especies de 4 nuestras agitas dulces alcanza 300 mieras, 

filia ameba se compone de una m asa protoplasmáticü que rodea un 
nucir**, pero que eslá desprovista de membrana. Solo la ruptt superiliriul 
o cctnplusmu es mas consistente que la parle jiro funda o endoplasma. Su 
tensión sn¡icr¡idal — propiedad física impide ítl prolnplasnm disol¬ 
verse cu el medio «mínente, pero no es suficiente, sin eimmrgo^ pura 
impedir que se deforme. En la superficie dr la unir bu nucen ¿sin cernir 
prolongaciones o sendópodos gruesos y curios, que sirven de órganos 
de locomor ioru 


Movimiento y sensibilidad. — I jjv moví inir titos ttnu'hoidcs se 
estudian con una claridad particular en la .iinveha Umax. 1.a erhih 
extiende mi sendópodo que se fija en su extremidad y sirve después 
de centro de al race ion al conjunto de ln masa prot «plasmática. Recupe¬ 
rada su esfericidad, vuelve a extender un nuevo seudopodo y así sucesi¬ 
va mente, Si' asemeja al desplaza míenlo de una babosa. Su velocidad 
media os de un milímetro por llora. 

Liim movimientos de la ameba parecen espontáneos, pero en realidad 
son provocados y dirigidos por el medio exterior. Son tactismns* La ame¬ 
ba es muy sen si ble al oxigeno, que lu atrae como el muro altan el 
hierro. Reacciona también, mediante moví míe ti tus apropiados, a las va¬ 
riaciones d<: temperatura y de luz. Puede hablarse, respecio a ella, de 
quimiotactiamOn de fermnftíeíi^míi y de f otntactisnuK 


Nutrición do las amebas. — Lu* amr días viven en el mar, en el 
agua dulce, en la tierra húmeda e incluso en ti intestino de diversos 
animales, (.bertas es fice i es, ¡ia casi tan del liombir. son el agente de la 
disenteria ¡im chin na, enfermedad propia de jos países cálidos, 

Kn todos esos medios, las amebas se n lili en de presas vivas (harté" 
idas, algas, in fusor ios), que ingieren, digkucu, absorben y asimilan. 

Lu ingestión se hace del modo siguiente; cuando la ameba alcan/u 
.su presa, la rodea de *?u< hipo* los* q ue final mente se reúnen; La presa 
queda entonces en el seno del protnpUsma en una gota de agua, que 
constituye una uncu ola digestiva. 

La digestión se verifica en la vacuola, que recibe jugos digestivo» se 
gregados por el protoplasma. A continuación, las substancias d¡sueltas 
son absorbidas y asimiladas. Los residuos son evacuados u la superficie 
riel cuerpo por ruptura de lu vacuola digestiva, que no es sino un está* 
mugo accidentaL Todos estos fenómenos de ingestión y digestión coi res* 
ponda 11 a los que lian sido descritos a propósito de los glóbulos blancos 
bajo el nombre de fagocitosis. 

La respiración de la ameba se efectúa por toda la superficie dr su 
cuerpo. Su protoplasma está animado interiormente por corrientes, Una 
tí varias vacuolas pulsátiles tienen como función expulsan producios de 
excreción vecinos de la urea y del acido úrico, 

La ameba prescrita* pues, todos las lases de lu nutrición humanar 
ingr\tión t secreción , digestión, absorción, nsititil ación, respiración, circu¬ 
lación y excreción. Su singularidad consiste en que lan ofrece bajo una 
forma simple. 


Reproducción de las amebas. — En general, las amebas se re¬ 
producen por divisiones sucesivas. Sucede también, que la célula se 
vaquista, es decir, se rodea de una capa espesa, y después se divide 
simultáneamente, al abrigo del quiete, en varias partes análogas a 
esporas, 


Clase de los foraminíferos 

Las foraminíferos se distinguen de la* ameba* porque tienen un va* 
¡nirazón, generalmente calcáreo, en el interior del cual pueden enea * 
gerse* Sus sendópodos son largas, delgados, ramificados y están unas- 
tentusados en forma de red . 

Estructura de una gromia. La grtimia de agua dulce es el tipo 

más simple de los (oraimnifefos. 

Su capa razón ovoide, atravesado por un orificio, os. de urin substan¬ 
cia análoga ü Ja quitina del caparazón de los insectos. Ln reposo, la 
gromia está enteramente refugiada en til interior de dicho caparazón. 
( muido, por el contrario, siente la necesidad de alimentarse, saca por 
el orificio grao número de sendópodos largos, delgados, ramificados, que 
pronto se anaatomosan en una vasta red prot^plasmática, Estos curáe¬ 
le res dependen de la débil tensión superficial del protoplasma. Entre 
Ííim seudópodns de la ameba y los de la grtimiu existe la tnismu diferen¬ 
cia que entre las prolongaciones gruesas y cortas de una gola tic aceite 
agitada en el agua y las finas estrías que forma el agua azucarada en 
el agua pura. La gromia permanece inmóvil y captura, con su red, las 
presan que le traen la* corrientes de agua* 


La gromia es un sujeto muy a tu opiado para experimentar la merotomía. 
S* cuando el proitipla&ma está bien extendido se corta la red externa del 
resto del contenido del capa razón* la par¬ 
te que queda regenera una nueva gromia* 

Por el contrario, la red prot o plasmática 
separada del núcleo no tarda en morir. 

Estructura de un polistomélido* — 

Acabamos de ver que el caparazón qui¬ 
lín oso de una gromia está formado por 
una sola envidad con una sola abertura; 
es, por lo tanto* un il ocular e imper forado. 

Por el contrario, <d caparazón de un polis- 
Uimeliilo fura mi ii itero marino es calcáreo, 
enrollado en forma di* espiral y dividido 
cu numerosuM cavidades por tabiquen 
i i anéve r sules, Tii-nr, míenme, multitud de 
pinos muy Iijiom, peo donde 'Hilen los sendo 
pod oh. Lo i'Hl c cano r . iiii eu pj trozo ti ¡dit 
rilaruitír y perforado. Kn su centro exift* 
le mui r.ividad inicial, la primera COíih* 
t rinda, que puede mi grande o pequeña, 

I Je ello íejuiltan individuos macroeaféncos 
y rnitr ítvsfvt ii os. I,oh iiUiero<'sfér¡COB tie¬ 
nen varios nucleón y non de pequeño tama 
lio; (os niicroesféricos no poseen más que 
un núcleo y aun mucho itííiyorcs, Esta dis- 
tinción está en relación con los fenómenos 
reproductores. 

Reproducción de los foraminífe 
TOS- — La gromia se reproduce por diin- 
xión simple. Una de las células hijas permanece en el caparazón; la otra 
lo abandona y segrega una nueva. 

En las formas pluriloeulares* como el polislomelido, la división se 
hace imposible y es entonces reemplazada por una alternación regular 
dr es por lilac ton y fecundación* Loa individuos microcnfcricos divi¬ 
den sus núcleos y sus proí «plasmas un gran número de esporas 
umeboides, que escapan del caparazón y dan individuos macrooBÍéricos, 
Éstos, en cambio, producen gamelas billa ge lados, Existe isogninía. Los 
huevos evolucionan como individuos microesf ¿ricos, 

Principales foraminíferos.— De la comparación entre gromia y 
poüsiomélido resulta una división de la clase de foraminíferos en dos 
órdenes: rl de fos imperforados y el do los perforados* 

Entre hn-t imper forados, citemos las gremios, de caparazón un i loco* 
lar, y las miliotas, de caparazón pluricelular, A los perforados perte¬ 
necen los polUt orné lid M de arena marina; las globige riñas, que for- 
man parte del plancton; las nnmulitas fósiles de los terrenos tercia- 
non; las fu su linas fósiles de los terrenos primarios, etc. Varias de estas 
formas han dado lugar, por acumulación de sus conchas, a barros cal- 
cúreos ulteriormente transformados en rocas calizas. Actualmente se 
encuentran en el fondo del Atlántico y del Pacífico enormes extensio¬ 
nes cubiertas de barro de globigerina». 


Clase de los radiolarios 

Los radiolarios (del latín radius* radie) son protasoarios planctóni¬ 
cos de lo .i mares calientes. Sus sendópodos largor y delgados se extien¬ 
den alrededor de lu maso prot o plasmática* AVi ¿7 interior de esta se en¬ 
cuentra una cápsula A7 exterior es Un esqueleto silíceo. 

Estructura de los radiolarios. La célula única de los ra<lio- 

Urios se compone de varias capas concón tricas, que son, del interior al 
exterior; 1" el núcleo; 2 1 el endoplasm#, que contiene gotas de acei¬ 
te; 3° la cápsula quidno$a, con uno o varios orificios; 4 o lu primera 
capa ccLopl&sirtálicJi, horadada por vacuolas; S° la segunda capa rcto- 
plasniátiea* donde se encuentran pequeñas algas; el esqueleto si- 
líeeo. con agujeros por donde salen los sendópodos, 

Fisiología de los radiolarios. c Cotilas aceitosas y vacuolas 
aseguran la flotación; 

2 HI El aceite largo tiempo sometido a las radiaciones ultravioleta del 
hol es un aceite irradiado cuyos elementos no saponifica bles (crgosterol, 
colewlend) adquieren las propiedades de la vitamina nnt ir raquítica. 

Absorbiendo enormes cantidades de radiolarios y otros organismos 
planctónicos acumula el bacalao, u su vez, en hígado* el aceite irra¬ 
diado niuirraquítico; 

3* Las algas o zooxantelas (fiel griego ¿o*m t animal, y xanthos, amar!- 
lio) hc presentan bajo forma de células redondeadas, amarillentas, con¬ 
tenidas en el interior del celo plasma. Gracias a su clorofila, realizan la 
síntesis de los hidratos de carbono (azúcares) útiles a sus huéspedes; 
inversamente* éstos les suministran el nitrógeno bajo forma de produc¬ 
tos de excreción (sale* amoniacales)* Se traía, pues, de una simbiosis, 
Gracias a las zooxantelas, los radiolarios son a la vez heterólrotos y 
autút rotos; 

4* El esqueleto de los radiolarios es de sílice (SiOg). Excepcionalmen- 
le* en los de aguas profundas* es de celestina o sulfató de estroncio 
(SOiSr). Su complejidad y su belleza hacen de él, en ciertas especies, 
lina verdadera obra de orfebrería digna de inspirar a los artista» de¬ 
coradores* 
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ZOOLOGIA 


Huprocfiiottlón do ios radloltírlus* Si reproducen ¡*m cspntu 

hu ion rn t \ unlrrim de fa cápsula xe forman nunir jomis zoosporas, que 
luego eMUipnri a ( ni véa del eCto|ilusiiU1 y de los huecos fltsl (*Ht| Uí* lt“|«* + 
Tal vez. ..mfiiUKo, ^xislu también en este caso fecundación. 


Clase de los esporozoarios 

Tmios loa esporozoarios, parásitos y agentes, de enfermedades temi¬ 
bles, tienen una estructura simplificada, pero un ciclo evolutivo rom 
piejo. Su nombre procede de que son transportados pasivamente, de un 
primero a un segundo huésped, bajo la forma de editoras. En su rudo 
evolutivo intervienen siempre, alternativamente, una espontlución y una 
fecundación. Se distinguen los hcinátozourioft, los eorridíos y los gregu- 
rí nidos. 


m> iiiu anterior delgado, terminado en rostro, y de un Negrnento poste¬ 
rior hinchado, en et que se encuentra el núcleo de la célula* El rostro 
sirve para la fijación* 

En el momento de la reproducción, dos individuos se desprenden, se 
aproximan y forman tina pareja en el interior de un quiste común, fiada 
uno de ellos produce entonces en su superficie, por una especie de filo¬ 
te, gametas machos uno, y gametos hembras el otro, que quedan libres 
en el interior del quíste y se fecundan de dos en dos. Cada huevo pro* 
doce en su interior ocho csporoioltos, destinados, después de su paso 
por el medio exterior, a contaminar nuevos huéspedes. 

Comparemos este ciclo evolutivo con el de los otros esporozoarios: 

\° No necesita más que un solo huésped; 

2 " No lleva consigo morosoítoe; 

3* El enquist a míenlo se efectúa antes de la fecundación, en ves de 
producirse en el huevo fecundado* 


Hematozoarios. Los hematozoarios (del griego hntma, sangre, y 
toan, animal) son parásitos de la sangre de los verte lirados. 1 íeneu 
mucha analogía con las amebas: son las ame han de la sangre. El tnás 
conocido es la he mame bu, que, propagada por un mosquito, es el agen* 
te del paludismo* 

Se sabe que esta enfermedad se manifiesta por accesos de fiebre dia¬ 
rios en íos países cálidos (fiebre perniciosa)* con dos días dé reposo n 
de intervalo entre dos accesos de fiebre en las regiones mediterráneas 
(terciana) y con tres «has de reposo en tos países templados (cuartana). 
Estos accesos corresponden a determinadas fases de la evolución del pa¬ 
rásito* 


Papel de los mosquitos. — El paludismo (del latín pulus, pauta* 

no) es propio de los lugares pantanosos, donde vive un mosquito espe¬ 
cial, el anofeles, muy distinto de los demás. La hembra de este mos¬ 
quito es la que, al picar a un hombre sano después de haber picado a 
un palúdico, le inocula [a firmamcba del paludismo. 

De esta observación se desprenden varios sistemas de profilaxis: 

1* Protección contra lis picaduras del anofeles por medio de mos¬ 
quiteros ; 

2" Destrucción de lo» anofeles por insecticidas; 

3 o Desecación de los pantanos donde los anofeles ponen sus huevos y 
donde viven sus larvas; 

4 o Cuando no se puede suprimir una superficie de agua estancada, 
verter una capa de petróleo que baste pura obturar los orificios respi¬ 
ratorios de las larvas de anofeles y producirles la muerte; 

, C > 1> Absorción por el hombre de una dosis creciente de quinina, la 
cual se opone al desarrollo del fiematozoario en su organismo* 

Ciclo evolutivo de la hemameba*— Elay que considerar osle 
parásito en sur tres moradas sucesivas: 

T' En la sangre humana. La fiema me ba se instala en un glóbulo rojo 
de manera cúmplela mente parecida a una ameba. Alcanzada cierta esta¬ 
tura toma forma redonda. Su núcleo se divide en vario* núcleos hijos, que 
KC dirigen a la periferia. Su p roto plasma se divide a su vez en otros 
tantos sectores (cuerpo en forma de rosetón). Finalmente, las partes se 
separan unas de otras y pasan al torrente sanguíneo por estallido del 
glóbulo rojo. Estas esporas o merozuitos van a infectar oíros glóbulos, 
En el momento del estallido (lodos los días, rada dos o cada tren) sobre¬ 
viene un acceso de fiebre, debido a las toxinas arrojadas en el plasma 
sanguíneo; 

2 '* hn el estómago de! mosquito, —Cuando un anofeles pica a un 
palúdico, aspira, con la sangro, cierto número de mcrozoílos. Llegados 
al estómago, éstos hc conducen de dos mane ras» Unos crecen pura y 
simplemente y se con vierten en gametos hembras u óvalos. Otros divi¬ 
den sus núcleos en varias partes y producen en su superficie otros mn- 
hes gametos muchos o es per mal ozoides filiformes. Se produce una fe¬ 
cundación, y el huevo que resulta de día, que carece de membrana, 
emigra a la pared del estómago, donde se enquicia y produce un abulta- 
mtentó en !u superficie exterior del órgano; 

3 & En la cavidad general del mosquito* — En el interior del huevo en- 
qulstado se constituyen multitud de esporas o esporosoitos alargados y 
puntiagudos, que, liberados por estallido de] quiste, llegan a las glán- 
dulas salivares y a la trompa del anofeles. Inoculados a un hombre 
*ai!o, se instalan en los glóbulos rojos y recuperan la forma ameba. 
Así queda cerrado el ciclo evolutivo. 


CoccidíOS. Los coccidios (del griego coceos, grano, y cidios, for¬ 
ma) Son esporozoarios redondeados que viven ni el interior de Ia?> cé¬ 
lulas de los vertebrados y de los moluscos. 


El r acridio del hígada del conejo está encerrad o en las células epite¬ 
liales de los canales Luí tares y de las vellosidades intestinales, cuya tume¬ 
facción determina: los merozoítos , producidos por simple división, ase¬ 
guran la contaminación de célula a célula; los gametos, liberados cu el 
intestino del conejo producen huevos que se enqufctan y son después 
rx pulsa dos con los cxctcmentos. En el interior de esos huevo» nacen los 
e&porozoítox que, ingeridos por otro conejo, le producen k coecidiosis. 

Hay que señalar que, mientras la fie mame Km debe pasar sucesivamen¬ 
te por ilos huéspedes, el cocí; id ¡o cumple lodo su desarrollo en uno 
solo. 


G regar (nidos. — Los gregarirtidos (del latín grtx, rebaño), así de* 
nominados por bu tendencia a la asociación, son esporozoarios alarga¬ 
dos, y a veces segmentados, que viven sujetos a células o libres en una 
envidad interna de los gusanos y los artrópodos. 

tácitos insectos (hhtps) tienen, suspendidos en sus paredes intestina¬ 
les gregal uiidos (cstilorríriqnidos) cuyo cuerpo se compone de un seg- 


Clase de los ciliados 


Lok ciliados son más conocidos bajo el nombre vulgar de infusorios, 
que deben a su rápida multiplicación en las infusiones que son las 
aguas estancadas. Si abandonamos, por ejemplo, flores en un recipiente 
durante varios días, el agua desprende un mal olor debido a la descom¬ 
posición de las materias vegetales (fermentación butírica), Observando 
con el microscopio una gota de esc agua, se ven, además de las bacterias, 
multitud de infusorios ciliados que se nutren de ella. 

[m célula única de los ciliados está rodeada de una membrana flexi¬ 
ble erizada de cilios vibrátiles, a los cuates deben su nombre . Los ci¬ 
liados viven generalmente libres. Algunas especies, que viven en el 
intestino del hombre, provocan una disenteria bastante grave. 


Descripción de un paramécido* - - Este gran infusorio alcanza 
una longitud de dos décimas de milímetro, y puede vérsele a simple 
vísta. Su forma recuerda la de un dirigible» Está rodeado de una 
membruña flexible, cubierta de fila» longitud uta les, ligeramente heli* 
cuídales, de cilios vibrátiles. Bajo la membrana existen fibrillas musca* 
lares, de suerte que el animal puede nadar y cambiar de dirección, 
encorvarse en uno u otro sentido, ___ 


PARAMECIDO 
(Fot. L. PtxHJvfar) 

Lis flechas indican 
el irecomdü de Ir; 
partículas alimen- 
líelas 


gran mude o 


boca 


contraerse, ele. 

En tu faz ventral se abre un 
surco orlado de cilios vibrátiles 
más largos que los domas. Una 
corriente de agua cargada de ma* 
tcrias nutritivas es así empujada 
hacia una especie de faringe en el 
fondo de la cual se abre una boca 
celular . En ella se forman vacua* 
las digestivas análogas a ks de 
las amebas. Un paramécido vivo, 
coloreado de rojo neutro, muestra 
varias decenas de vacuolas que, 
arrastradas por la comente pro- 
toplasmática, se desplazan lenta¬ 
mente en su interior. De esta for¬ 
ma, k digestión se realiza lenta* 
mente. Los restos son luego arro¬ 
jados por un ano celular . 

Cerca de cada una de las exlre¬ 
mida ríes de 1 para mecido se ei> 
cucntra una vacuola pulsátil ro¬ 
deada de finos canales radiales, 
que dirigen hacia ella ciertos pro¬ 
ductos de excreción (urea, acido 
Urico, CO¿). La vacuola se dila¬ 
ta y se contrae alternativamente, 

y tanto mas de prisa cuanto mayor e& el calor, A cada contracción, los 
excretas son ex pulsados. 

Señalemos, además, que el paramécido, como todos los infusorios, 
posee un gran núcleo asimilador y un pequeño núcleo encargado es¬ 
pecialmente de las funciones reproductoras. 

En suma, el paramécido es una célula compleja cuyas diversas par¬ 
tes están diferenciadas y especializadas. Todos estos caracteres le hacen 
evidentemente superior a la ameba. 



vacuola contrad 


Multiplicación de los ciliados, — r -os eiliados sr multiplican por 
división longitudinal o transversal. Cada una de las células hijas sali¬ 
das de una célula madre completa su organismo con la adquisición de 
los órganos que le faltan» 

En ks condiciones más favorables se producen cinco divisiones dia¬ 
rias. Si ludas bis células lujas vivieran, habría mil a las cuaren* 
ta y ocho horas, un millón al cabo de cuatro días, más de mil mi* 
1 fimt s al terminar la semana, y así sucesivamente. En un mes* su masa 
equivaldría a la de la Tierra, Natural tóenle, las más mueren, ya de 
muerte accidental (de fiambre, de enfermedad, etc.), ya de muerte 
nat tira !. 


Conjugación de los ciliados* —- Esa muerte natural o muerte por 
vejez fue descubierta por Maupas (1842-1016). Se comprueba que los 
infusorios, conservados en un caldo de cultivo no renovado, se dividen 
primero normalmente durante un mes y medio. Después, a partir de la 
ducentésima división, aparecen signos de vejez: células mas pequeñas, 
arrugadas, encogidas, que pierden sus cilios vibrátiles. Estos caracteres 
se acentúan y, finalmente, se produce k muerte al cabo de la tricenté¬ 
sima división. 
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Sin embargo, la vejez y la muerte natural pueden ser evitadas. BatUti 
para ello renovar frecuentemente el caldo de cultiva* Se utilizan, por 
ejemplo* cristales de reloj que contengan algunas gotas de una infusión 
de lieno esterilizado, En el primer cristal se coloca un punimécido* Al 
día siguiente* se cuentan sus descendientes, y se conserva uno solo, 
que se transporta al segundo cristal, y así sucesiva mente. Cada día üc 
repite la operación* El método es fastidioso, pero seguro, Se lian podi¬ 
do obtener de 4 000 a 5 000 generaciones sin envejuciimetuo alguno lis 
indudable que se habrían obtenido más prolongando las rxiirricnriii». 

La muerte natural puede/también evitarse de otra ntum-ni* ¡tarta pa 
ner en presencia dos infusorios envejecidos, ptoeedr nlt-s de riilrihoi di 
fe rentes* inmediatamente se conjugan y se rejuvenecen asi 

La conjugación comprende las fases mgiiieiilch; 

I a Reducción nuclear* Después de la unión de tíos individuos y lu 
desaparición de la membrana que los repara, su míe leu mayor respectivo 
se reduce y los dos pequeños se dividen cada uno rn don y después en 
cuatro* De las cuatro partes, tres desaparecen y mía subsiste; 

2 a Cambio nuclear „ La parte que queda se divide en dos, ligeramen¬ 
te diferentes de tamaño* La más grande permanece fija; la más peque¬ 
ña cambia de célula y va a unirse ai núcleo fijo de ¡a otra; 


TIPO DE LOS CELENTÉREOS 

V Activación nta loar. Inmediatamente después de esta fusión se ve¬ 
rifican «os ruda relula tres carlocinesís consecutivas. Cada infusorio ad- 
quine nsn ocluí inicíeos, de los cuales cuatro no crecen, mientras que 
los oti'ofi cumiin aumentan* Al final, los infusorios se separan y dan cada 
uno cuntió n donónos ¡lijos, 

[il tnh -r pictación de estos fenómenos nucleares es bastante difícil* 

f'ucdc mi .. r'ic, por ejemplo* que la eliminación del gran núcleo y 

dr* t ií ii rumio* del pequeño tiene por efecto expulsar las toxinas cau- 
H 4 iikIf h de Eii vejez En el cambio de núcleos, puede tratarse de Una 
íieiiiniI miii júu de *ub«tuncías toxican. 

ConjUKiialdn y focuniluciún* La conjugación es una falsa fe¬ 
cundación* ti n *i fei m rular ion Lillida, pui'feto que las dos células no se 
unen niño temporalmente v no Mr gnu a lu fusión completa, No obs¬ 
tante, hay puso de un fenómeno u ot o. 

Luírr lus vortícclan, por ejemplo, pequeños individuos se desprenden 
de su pedúnculo y vari a un ¡rué enteramente a grandes individuos que 
han quedado fijo». El pequeño infusorio móvil es un gameto macho; 
el gran infusorio inmóvil es un gameto hembra. 

De este modo, los infusorios ciliado» conducen ti una forma de re* 
producción que será la general de todos los metuzoarlos. 


Tipo de los celentéreos 


Clase tío los hidrozoarios: Hidras de agua dulce. Diferenciación celular. Multiplicación vegetativa: Gemación* 
Desqueje. Injerto. Reproducción sexual : Glándulas genitales, Gametos machos* Gametos hembras* Fecunda* 
clón* Segmentación. Colonias fijas: Colonias de hirlrarios. Colonias de hldroeoralarlos. Colonias flotantes. 
División del trabajo fisiológico. Hidromel! usas. — Clase de los esoifozoario&t Actinios. H exacora Inri os o madré- 
poras. Arrecifes coralinos. Fauna de los arrecifes. Oct acoral arios. Medusas «calefón* Des arrollo de lo» acalcios 


Con los celentéreos comienza el estudio de los metazoarim o anima¬ 
les pluricelulares. Su diferencia de los protozoarios es que las células, 
procedentes unas de oirás por división, permanecen asociadas cu vez 
de separarse* 

Entre los ntetazoarios, los celentéreos forman parte de los fitozoarios 
o anima íes plantas, fáciles de reconocer por su simetría radiada. Sus 
partes están dispuestas alrededor de un eje como Iris radio» de mía 
rueda alrededor del cubo* Se les puede superponer poi rotación. 

En fin, entre los fitozoarios, los celentéreos se carácter izan por su ex¬ 
trema simplicidad orgánica. Su cuerpo está reducido a IM saco digestivo 
con boca y corona de tentáculos perióricaies, Su cavidad única* como in¬ 
dica «í nombre (del griego bollos, cavidad, y entetm. iiMegrino), es la 
cavidad intestinal , Su pared comprende sólo dos capas r/r células: una 
capa externa o ectodermo y otra interna o endodmno, separadas única 
mente por una lámina intermedia de substancia gelatinosa* 

Los celentéreos comprenden formas fijas o pólipos {del griego potys r, 
varios, y pws> pie, tentáculo) y formas libres o medusas. Unas y otras 
pueden ser s«litarías o coloniales. Sin embargo, la clasificación de los 
celentéreos no debe apoyarse en esa distinción* 

El tipo esta dividido en dos clases: hidrozoarios y rsc¿¡ozortr¿os. 


Clase de los hidrozoarios 

En los hidrozoarios (de hydra y el griego zoon, animal), la cavidad 
digestiva na está dividida en celdillas por tabiques radiales 4 Las medu¬ 
sas son pequeñas y están provistas de un ye/o. 

Estudiaremos sucesivamente las formas lijas (hidras, hidratios, hidra- 
coralarios) y las formas flotantes (hidromedusas, sifonóforos). 

Hidras de BSUfl llulcc.—Las hidras de aguo dulce , así llamadas 
en recuerdo de la hidra de Lerna dé los antiguos, son en realidad unos 
animales pequeñísimos y absolutamente inofensivos para el hombre. Su 
longitud no excede de dos centímetros. Se las encuentra fijas en las 
plantas acuáticas y en las piedras de los estanques* Su forma es la de 
un saco cilindrico, con un solo Orificio en su extremidad superior. Un 
poco más ahajo del orificio están insertos varios tentáculos extensibles, 
gracias a los rúales el animal puede apoderarse de pequeñas presas, para¬ 
lizarlas y llevarlas a su boca. La digestión se verifica en el interior del saco* 

Hay que distinguir la hidra parda, la hidra gris y la hidra verde. 
Esta posee algas verdes o güodo reías con las cuales vive en simbio¬ 
sis- Esta asociación recuerda mucho h que ha sido descrita respecto a 
los radiola ríos. 

Las hidras pueden desplazarse por deslizamiento sobre su soporte, por 
volteretas sucesivas o u Lu manera de las orugas geómetras. 

Diferenciación celular*—El saco digestivo de que se compone 
la hidra, así como sus tentáculos, que son huecos, están formados por 
ríos capas de células: el ectodermo en el exterior y el endodermo en el 
interior, separados por una delgada tapa gelatinosa llamada mesoglea , 
Ahora bien, hay diferenciación (polimorfismo) entre las células de esas 
diversas partes* 

El ectodermo comprende ocho clases de células: 

F Células comunes , cilindricas, que no tienen ninguna función par¬ 
ticular ; 

2* Células glandulares ; 

3* Células urticantes, características de los celentéreos* Comprenden, 


además del núcleo y el protoplusma, una especie de cápsula (nemotocis- 
to) llena de un líquido urticante y que contiene un largo filamento enro¬ 
llado en forma de espiral* Exteriormcnte, la célula tiene un cilio 
sensible que, tocado o simplemente rozado, determina la proyección del 
filamento, el cual es capaz de paralizar completamente una presa; 

4 M Células mioepitrludes, cilindricas, que afloran a la superficie del 
cuerpo, pero prolongadas del lado interno por una fibra muscular; 



Movimiento de la hidra: I. Sin Inversión; 2. Con inversión 


5* Células musculares , reducidas a la parte fibrosa y que no llegan 
a la superficie; 

ó* Células neuroepiteliales, cilindricas, que afloran a la superficie del 
cuerpo, donde se prolongan por un cilio sensible y, del lado interno, 
por una fibra nerviosa; 

7* Células nervio$as t parecidas a las neuronas de los animales supe¬ 
riores; 

8* Células intersticiales, ameboides, que pueden dirigirse a diversos 
punios del cuerpo y dar nacimiento a células reproductoras* 

El endodermo presenta menor diferenciación, La mayor parle de ous 
células son glandulares y segregan jugos digestivos. Algunas poseen 
sendópodos o un flagelo* En su ínterit>r se forman vacuolas digestivas, 
como en el caso de los protozoarios, 

Multiplicación vegetativa. — Las hidras se propagan por gema¬ 
ción. Se puede también, experimental mente, desquejarlas o injertarlas 
como plantas. 

Gemación* — Sobre la pared de tina hidra aparece un pequeño sa¬ 
liente que se alarga y se abre en el vértice. Luego, alrededor de la 
boca así constituida, se forma una corona de tentáculos* La hidra hija 
puede desprenderse de su madre o permanecer unida a ella y engendrar 
a su vez hidras kl nietas”. Pueden observarse colonias de hidras que com¬ 
prenden asi una veintena de individuos. I odos ellos comunican entre si 
por su cavidad digestiva* 

La gemación es particularmente intensa durante los nieges calidos* Se 
calcula que una sola hidra puede producir 200 brotes en el curso 
del año. 

Desqueje.— Los primeros experimentos de este orden fueron he* 
chos por Trcmblcy, hacia 1740, y relatados en sus Memorias pura ser- 
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I 11 || i y mi i i > mi» ? y ■.k" * prihpíM ■ le itgliO dulft* </í bf Ctt 

| ..mi mi l hidui en riueucnta pedazos y 

i i »||.i m fegnni n mi* .. hidra Sr ha descubierto dcs- 

^ i 11 . 1 1 i * 1 11 ■ 11 * i i 11 • u r ■ ■ i' h 11 ni ji a fiel latió que oslabu v u e lio 

« i i, «i ,j , ,| ¡i!, *Irt Im 1 1íi que i'stulm vuelto hacia el ¡m de 

b* HtHp ai» h d i * . . . la ¡ioiaridad de la hidra* Su poder 

i , . , . i, ■ un a»ti i a hh una hidra decapitada no tarda en 

+ »t m»Mi + hm' i mmIi m iiiih también que una hidra, bajo la inficen- 
«i , Ii | Ji. i , i ii| h . ti». irdiNLCa a una pequeña masa celular que re¬ 

tí i i h i «111 i ihhim mI* hn diVrt'Soft urgttIU)B, 

i ]hírd iirijrriju hidras i> fragmentos de estos animales 

i lita L ii 111 i m 


VInpiiMhiCClÚn M-XUpl. I-a hidra es el mas simple animal en el 
UhI i M¡a- i 1 mi eiii-H tries litios, semejante modo de reproducción. 

t «Limlillut gcnitalcn» I ion los primeros fríos jjnmvoti glándulas 
ufitn iJi o gánadas (del griego gonos, reproducción). Unas, situadas 
hiM m la parir superior de la hidra, son ¿pinadas machos o testículos ; 
ol ill i a u 1 1 iu h baria lu parle baja, son gónadas hembras u ovarios, 

IV.Iii non uno especie di abscesos producidos por tu reunión y la mul- 
iqdh m huí, i iitre el endodenno y el eciudermo, de células viajeras des* 
I ' 111 i n I ji h - de tíhle. 

(«jmiidOK machos, — Llamamos esper motacilas a las células testieu- 
tu* lisias son cóImIua de número normal (2n) de cromosomas* Su nu¬ 
il. di (do ule. Ahora bien, esas células sufren una do lile earioeinesis 

míe transforma cada una de ellas en cuatro células iguales (espermáti* 
dos) «¡iir no tienen más que n rromusomas. Las espcrniútidas Son, en 
iiiiiii, Mf uueéluhis o células de núcleo Huploide. Su formación por gru 
1111 u i Ir i-iuilio recuerda lo fie las esporas de ios hdedios, los granos de 
piden dr he. flores, etc* Sólo les falta adquirir un flagelo locomotor para 
i imvriiitsr cu gametos machos o espermatozoides. 


ti ame to» hembras,— Las células (míricas u oocitos son también cé- 



lid.r de 2n cromosomas, La doble canutónesis que sufren las transfor¬ 
ma en cuatro células diferentes; tres pequeñas o glóbulos polares y 
ii m i guinde u óvalo, cada una de las cuales no posee más que a croinu- 
MMum Sólo el óvulo subsiste y constituye el gameto hembra* 

f ecundación, — Las gametos (del griego gamos, matrimonio) son 
■ orino ríos o, más exactamente, fu loros cónyuges. Puestos en libertad por 
iiipluru dr la pared Lcslimilur, los espermatozoides se dirigen nadando 
hn i.i el óvulo, que ios al rae qu ímicamcnie, Uno de ellos penetra en 

el óvulo y lo facunda. La 
unión se efectúa p roto plas¬ 
ma con prot o plasma y nú¬ 
cleo con núcleo. Los dos 
múdeos haploídes (de n cro¬ 
mosomas) reproducen un 
núcleo di píenle (de 2 n cro¬ 
mosomas), El óvulo fecun¬ 
dado se convierte en un hue* 
vo que se rodea inmediata¬ 
mente con un cascarón es¬ 
peso. 


Hidra contraída (a la derecha) y Segmentación* — El lmc- 
ru extensión toral (a ta itqnierdu) vn se divide primero en dos, 
{Fot. IL Mugaré] después en cuatro, ocho, 16, 

32, etc., células. El número 
•■i dobla a cada narioetnesis. El conjunto constituye tina mórula esférica, 
lu en al puede compararse con una mora* 

MjL tarde mc produce una cavidad en la mafia, y todas las células 
fie i 1 1 r-i ponen r n rapas periféricas* La mórula se convierte en blástula . 

I ¡c desprendidas de la pared penetran entonces en el interior de 

la laviiím! y se multiplican. La blástula se transforma en pía nula, Ésta 

i - m n i musa dr células redondeadas y no flageladas (células endodér- 

iiuc.o i ipn mdea im.i capa de células cilindricas y provistas cada tina 
di mi flagelo (células eetodérmicas), El progreso realizado a partir 
-ti I.. ubi reside preriftamemr en este esbozo de diferenciación 

f ‘ t L| lu I 

I i ■ .. mu lo mc p induce el nacimiento. Lu plañida sale riel casca* 

i.iM 4» 1 too vn 11 iic ?c había agrandado, y es ya libre y móvil* Pronto, 
|im i ii i parle, Hf- fija y hc estira en forma de cilindro* En el centro 

ii |m i .udad digerí iva qu<* ae ubre al exterior y au agranda por 

rilmnl«'o d|f bo ivkdíiM foidodérmicaa. Alrededor de la boca aparecen 
ti iiii,, ido l.i Imita inlquicré poco a poco sus caracteres definitivos. 

fUiliiHlJltt UJls En his hidras de agua dulce, en general, las ye* 

.o i 114 a i■ mi ih jm ndci l >us colonias son accidentales* Por el 

.mu,, hn ImhmoaMO'f inn litios viven siempre en colonias. Estas pue* 

i|, m , i., i , rLiMoic«* l,i coloiims lijas hay (|ue estudiará entre los 

1011 I ■ M ■ ■ h i- huí MM ‘»f II l#1 MOH, 

t hdmdtfN <1* Milioiai, h i.n hoji m manera de césped cuando Jos 

|4H u,., .Hipoi i i utni d 1 i¡l'i df + olio y unidos por estolones ras- 

i- , ' i * i , i f r i m.iim-i b >?. pólipos h c r ucuen trun sobre ramas 

i .i. . i , I ,i i i,i ird rxb i iu de la colunia segrega una capa 

.. l||| i Um| Inclii u 1 imim.ii iili^dcdoi ile cada pólipo, una campá- 

. .. n ,M , i i«|ji| p i ji p • i mL , m * i kddl i) in lu cmil t?s|c w* refugia a lu 

.. .1,11 ,1 lili 'I III lum ir MI r MI las pt¡l Tiltil a fias, etc* 

t ii im h mil in i, I,i buliviiltiiM i m i >n |p Mi taI diferentes unos de 
ii i-» Ma i »11 *m |l«l luidlo 
i . 11 ,i i ■ i , mi 1. m ni i til h>fl , 


2'* individuos defensores* en forma de largos dedos muy móviles, des¬ 
provistos de boca y tentáculos, pero armados de baterías de células ur¬ 
ticantes; 

3 P individuos defensores, en forma de espinas, al abrigo de las cua¬ 
les se reí irán los oíros en caso de peligro; 

4° Individuos reproductores, hinchados en la extremidad, encargados 
de producir los ovarios y los testículos. A veces estos individuos toman 
la forma de una campana y se desprenden de l.i colonia para transportar 
más lejos la simiente* En este caso son medusas. 

Colonias de hidrocoralarios. -— Estas colonias están sostenidas por 
un polipero calcáreo, donde cada individuo tiene cavada su celdilla, Ln 
pólipo nutricio está siempre rodeado de un cerco de pólipos deferían res. 
Las medusas son muy imperfectas y mueren a poca distancio de la colo¬ 
nia de que se han desprendido* 



Colonias flotantes* Estas colonias caracterizan el grupo di* los 
sij<wójoros. Se componen esencialmente de un flotador , especie de ve¬ 
sícula llena de aire, que sostiene una cantidad más o menos grande 
de pólipos* Estos pueden estar insertas directamente bajo el flotador, 
que en este caso es ancho y abocinado 
como en las fisalias, las porpitas y las 
velellas. Otras veces están dispuestos a 
ambos lados de una ramíta larga o esto* 
íón que cuelga por debajo del flotador. 

El polimorfismo es más acentuado cu 
estas colonias flotantes que en Ia£ lijas. 

Hay individuos nutricios; pescadores* con 
numerosas células urticantes; protectores* 
mu forma de hoja o de escudo; locomotores 
o campanas natatorias, que, con sus im pul¬ 
siones, determinan los moví míen tos del 
conjunto de la colunia, y* por última, in¬ 
dividuos reproductores, enn ovarios y tes¬ 
tículos. 

En razón de la fuerza de sus células 
urticantes —tantas veces comprobada por 
los bañólas que rozan fisalias, porpitas o 
velellas— estos anímales han recibido los 
nombres vulgares de fragatas y navios de 

guerra. La analogía con los navios es acrecentada, en las velcHas* por la 
posesión de una vela azulada cuya inserción sigue una diagonal del 


Esquema de slfonóforo 


flotador. 


División del trabajo fisiológico. — La célula más simple* la 
ameba* cumple por sí sola todas las [unciones necesarias a su existencia. 

A partir de los infusorios aparecen en !a célula partes diferentes unas 
de otras que cumplen también funciones diferentes: cilios vibrátiles, 
fibrillas musculares, surco ventral, faringe, boca, vacuolas digestivas, 
autq vacuolas pulsátiles* doble núcleo, etc* A partir de las hidras* 
las células se diferencian unas de otras* Hay células protectoras, glan- 


d u3 ares, musculares, nerviosas, etc. Por último, a partir de las colonias de 
hidrorioSy de hidrocoralarios y de sifonóforos, la diferenciación aparece 
entre individuas n pólipos nacidos unos de otros por gemación* En coda 
etapa, la diferenciación de las partes tiene como eonsecucncut ht f/úd- 
sión del trabajo fisiológico: vasto principio que encontraremos aplicado 
incluso al hombre, y que fue estudiado por primera vez por H. Milite- 
Edwards (1860). 


La división del trabajo cu los organismos es comparable con la que 
vernos en las fábricas modernas, donde numerosos obreros especialistas 
colaboran en el mismo trabajo. 

Esta división tiene ventajas e inconvenientes: 


Ventajas, porque el trabajo se buce más de prisa y es mejor. 

Desventajas, porque las partes dependen unas de otras y no pueden 
aislarse sin peligro. La muerte de una acarren La de las demás. 

Esta interdependencia, poco acentuada aun cu los anímales inferiores, 
aumenta a medida que nos elevamos en la escala zoológica* 


H i tiro medusas. — Hemos visto que las colonias de hidra ríos dejan 
escapar individuos reproductores en forma de medusas. Hay en este 
caso altera tutein de generaciones: hídnmns —> medusas —> hidra ríos —> 
medusas, etc* Otras medusas se reproducen directamente sin pasar por 
el estadio hidra rio* 

Una hidromedusa es siempre de pequeño tamaño y excede raramente 
10 centímetros de diámetro. Se compara su forma con la de un hongo, 
la de una sombrilla o la de una campana. La parLe inferior es una 
cavidad mus n menos profunda, la subumbrcla T de! centro de la cual 
pende una especie de cilindro hueco, el manubrio, correspondiente al 
mango de U sombrilla. En el extremo del manubrio su encuentra la boca. 
Del borde de Ib tímbrela salen los tentáculos.* en nutilero de cuatro 
o de u il múltiplo de cuatro* La cavidad de la su hombre la está cerrada 
en parte por un diafragma circular, el velo* que puede elevarse o des- 
cernirr cuando la medusa se contrae* Asi, d agua es alternativamente 
aspirada y expulsada, lo que determina los movimientos de la medusa. 
Estas pulsación es son comparadas a veces con las del corazón. 

Una medusa, como un pólipo, se compone únicamente de un ectoder * 
rno y un citdodermo, pero separados por una espesa capa gelatinosa, lu 
me&oglea, que. contiene alrededor de un 9á por 100 de agua, En el 
interior de esta masa se encuentran el esófago y el estómago, de domlc 
parten los canales radiales , unidos entre sí, en d borde de la umhrcla, 
por un canal circular. La medusa se nutre de pequeñas presas que pesca 
a su alrededor* 
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t'lt'uctoji mmpucttto principalmente tlp medusaa Obe lia (Jelly- 
IIhIi i, mi pequeño crustáceo (v, p. 385) y vari os copépodos 
(v, p, 884) [ MicrofúL Douglas P. Wilson} 


El \t%frtnti nervioso está particularmente desarroIludo en el borde de 
Id omínela, donde se encuentran también ojos rudimentarios (ocelos) 
y ói«ntiirt equilibradores (estat aristas). 


Clase de los escifozoarios 


En los escifozoarios (del griego skyphos, copa, y zoon, animal), la 
envidad digestiva está dividid#- en celdillas por tabiques radiales . Las 
medulas son grandes y están desprovistas de velo. Estudiaremos sucesi¬ 
vamente las formas fijas (actinios, he xac unitarios, octúCoratarlos) y bis 
formas flotantes (medusas acalefos). 


Actinias, ™ i >as actinios (del griego uktis, radio) non pólipos h^Ii 


(arios y de tamaño bastante grande 



Anemone de mar {Fot. Unges*) 


(va rios cení [nielros) que viven fijos 
en las rocas o Jas algas del litoral, 
iStm bellos coloridos y sus tentácu¬ 
los se uiejantes a los pélalos de 
una flor justifican que se las llame 
vulgarmente anemones de mar * Se 
rom ponen de una columna cilin¬ 
drica cuya base (disco pedio) está 
fijada al suelo y cayo remate 
(disco bucal) está atravesado en 
el centro por b boca, Ésta se llalla 
rodeada de numerosos tentáculos 
y da acceso a una faringe, a par¬ 
tir de la cual bi cavidad digestiva 
está dividida en celdillas por tabi¬ 
ques radiales. 

Los tabiques son de numero va¬ 
riable, pero siempre múltiplo de 
seis* Hay un mínimo de 12, for¬ 
mando un par anterior, otro poste¬ 
rior y cuatro pares laterales. En 
este estadio, la simetría es hílales 
rab Después se añaden 12 tabiques 
secundarios, 24 terciarios, y así 
sucesivamente. A la simetría bila¬ 


teral se superpone entonces una simetría radiada. 

Cada tabique es una lámina de mesoglra cubierta por el endorlermo. 
En su espesor se encuentran fibras musculares que permiten la con¬ 
tracción de la actmia, Algunas especies tienen también el poder de 
esconder sus tentáculos y de cerrar su parte superior, romo una bolsa, 
por medio de un esfínter. 


Las adiólas son sumamente voraces y pueden captar,» ingerir y des¬ 
pués digerir presas de tamaño relativa mente grande (peces pequeños 
o crustáceos), Poseen también algas simbióticas cuya asimilación clorofí¬ 
lica íes suministra un complemento de hidratos de carbono. Algunas 
aetinias buscan un soporte móvil tal como un cangrejo o una concha 
habitada por un paguro. Se produce asi una asociación con beneficios 
recíprocos, un comensnlisrmn en el cual la actinia representa el papel 
de defensor por sus células urticantes, y el cangrejo o el paguro el de 
vehículo. 


Las actmias pueden multiplicarse por división, aunque es más corrien¬ 
te que se reproduzcan por huevas t que nacen en el espesor de los tabi¬ 
ques y quedan libres luego en la cavidad digestiva. Ahí se forman 
las pequeñas anemones, que son luego expulsadas por la boca de la 
madre. 


Hexacorolarios o madréporas. Estos animales difieren de los 
precedentes por tres caracteres esenciales: 

I a Su pequeño tamaño (algunos milímetros); 

2 a Su facultad de gemación, que hace que un pólipo, recién salido do 
un huevo, no larde en engendrar una colonia; 

3° Su facultad de calcificación, que tiene por efecto la secreción de 
un esqueleto o polipero que sostiene la colonia. 

El hecho esencial que hay que tener en cuenta es que el polipero 
ts externo* Se Ir cmii|iani con una mano enguantada. Las relaciones 
entre el polipero calcáreo y L parte blanda de los pólipos se complican 
con fl crecimiento, dada 
pó]¡pu, lina hílenle, acaba 
ah*] ado en im cúJt;,, qilr 
comprende una base u id 
feo, mía mutulla, de la 
que paiten tabiques jad i a 
lo, inri adamóla i» tallo 
vertical, que »e eleva eti 
id eje del p o t j po, ele. 

S i los rain o cM ;hi a pret a - 
dos entre m, su forma o 
poliért i ¡oa ; m esl ii 11 más o 
menos seqturados» su for¬ 
ma es cilindrica. Pueden 
también confluir en Ida* 
sinuosas que dan a la colo¬ 
nia el aspecto de un cere¬ 
bro (cerebro de Neptuno, 
mea ndrina), 

Existen muchas especies de madréporas cuyas colonias, unidas entre 
si en los mares tropicales, constituyen tos arrecifes coralinas. 

Arrecifes coralinos. -Se distinguen tres clases: 

l 1 * Los arrecifes u moda de franja, dispuestos siguiendo la orilla de 
una costa; 

2 J Los arrecifes a modo de barrera , diñados paralelamente a la costa, 
pero a cierta distancia. Tal es td caso de una parte de la costa austra¬ 
liana, delante de la cual, a unos 51) ó 100 kilómetros, existe una gran 
barrera que Ir,ice prl i grosísimos esos parajes; 

3 J Los atolones o islas coralinas anidares. Pueden tener varios kiló¬ 
metros de diámetro, pero no se elevan a más de tres o cuatro metros 
sobre el nivel de la bajamar, En su centro existe una laguna de agua 
tranquila que comunica con el mar por medio de pasos. 

Para que prospere un arrecife, son necesarias cinco condiciones prin¬ 
cipales ; 

a) La temperatura del agua no debe ser jamás menor de 20° C, A ello 
hc debe que el dominio de los arree i fes coincida con la zona intertro¬ 
pical ; 

b) El agita nene que ser perfectamente límpida. Nada es más funesto 
a bis coralarios que las partículas de lodo en suspensión cu el agua, Eso 
explica por qué ]qs arreciles se interrumpen siempre, en euidquler costa, 
frente a la desembocadura de un rio; 

e) El agutí debe estar muy aireada. El arrecife prospera y crece más 
del lado de alta mar, donde H viento agila violentamente d agua, 
que del lado de la costa (o de la laguna si se trata de un atolón); 

d) El agua debe ser luminosa, y la profundidad T por tanto T inferior 
a 50 metros. Sabemos que Los coralarios viven en simbiosis con algas 
microscópicas. Ahora bien; éstas necesitan las radiaciones solares para 
cumplir su función clorofílica; 

e) El fonda debe ser rocoso , para servir de substrato al arrecife. Aun 
en esas condiciones favorables, el crecimiento de un arrecife es suma¬ 
mente lento (algunos milímetros de espesor por auoL Por esta razón 
ac les atribuye una edad de varios millares <ie años, a lo largo de los 
cuales poco a poco se han elevado hasta la su per líete desde profundida¬ 
des de 30 ó 5(1 metros. 

Fauna de los arrecifes.— Además de los he x acor alarios, que 
constituyen masa principal, los arrecifes comprenden htdrocorala - 
ríos, octocoralarios, espongiarios, hñozoarivs y oíros animales fijos. Se 
encuentran también en ellos bongos y algas incrustantes. Innumerables 
estrellas de mar, o fiaros, erizos de mar , holoturias de colores deslum¬ 
brantes ocupan sus fragosidades, Grandes moluscos, las tridacnas, entre¬ 
abren en «líos sus valvas. Peces multicolores nadan alrededor. En el 
interior mismo fie la masa calcárea bulle un mundo de gusanos y anima¬ 
les de todas clases. Se tía a este ron junto el nombre de fauna de las 
arrecifes, y su estudio es de gran interés. 

Octocorolarios. — Semejantes en apariencia a las madréporas, los 
or.tacnralarias se distinguen de ellas por los caracteres siguientes: 

P No tienen más que ocho tentáculos; 

2* Estos tentáculos tienen ramificaciones laterales (tentáculos pina * 
dos); 

3 3 La cavidad digestiva está dividida sólo en ocho celdillas por ocho 
tabiques dispuestos en un par anterior, un par posterior y dos pares 
laterales; 

4° El polipero es interno , es decir, produce en el interior la mesoglea. 
Es, según los casos, más o menos consistente: casi nulo en las pennatulas 
y los EeretUlum, córneo en las gargantas, ligeramente calcificado en 
los fdeiones y enteramente calcáreo y muy duro en el coral. 

Una colonia de corales no es nunca muy extensa. Se presenta bajo el 
aspecto de una arborescencia de color tojo vivo, con abulta mié ritos discon¬ 
tinuos. Cada hinchazón corresponde a un cáliz, cu donde se abre, como 



Fragmento de polipero (cálices lubi- 

r ud os) 
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lin.l |Uh 4 lili Mil r|l| I) I HlJlhh |',| |Hili|M‘ III IIMIIIM > 1 ONU <1 

ble. mi'j'/i i] I ■ t m vil i «ediidcM .i Ihh niilli'H pctlrinrr* .un* e 1 Gin, hts 

uní' Im It.iii hmi | i i tjiir ni 1 pertrun ni rl Mi i lile j i nu* u ■, ni >1 uun flojo 
(ni ral de joyería), 

Medusas acalefos. — Se les llama también * nmedusus* por 
o|MiHirióii ji Ijih hidromedusus, de las rúales se distinguen |.mi i 

t ,J Su gran tata año. Tienen por lo menos 10 cent miel ne, de diámetro 
y alcanzan a veces 2,5G metros; 

2" La carencia de velo m el orificio de la submiilmdii; 

3" Su manubrio, que prolongan cuatro tentáculos hut ales más o u ir¬ 
nos ramificados; 

Y* La carencia frecuente de tentáculos margínale algunos dr los 
cuales son reemplazados por órganos sensoriales que comprenden un ojo 
y un estatocisto; 

5* La separación por tabiques y la división en celdillas de sos cavi¬ 
dades digestivas. 

Los acalefos son las grandes medusas que se ven en verano en grandes 
bandadas en el mar y que a veces vienen a varar en las playas. Sus 
cuerpos son completamente gelatinosos. Son carnívoros y se alimentan de 
peces que pescan por medio de sus tentáculos bucales iras haberlos para¬ 
lizado con sus células urticantes. 

Partiendo del estudio de las ariinms, Richet y Portier descubrieron 
el fenómeno de la aruífitaxis. Todas las células urticantes de los celen¬ 
téreos contienen un veneno que, inyectado por primera vez sin pe¬ 


ligra al hombre, 1c sensibiliza 
para una segunda inyección que 
puede resultar mortal. En 1914, 
en el Y ser, mus de Un soldado mu¬ 
rió a causa de las picaduras repe¬ 
tidas de medusas con las que se 
habían rozado ni bañarse. El fenó¬ 
meno de la anafihms se ha exten¬ 
dido después a oíros venenos e in¬ 
cluso a substancias alimenticias. 

En sentido general, es !o contrarío 
ile la inmunidad. 

Desarrollo de los acalefos. 

— El huevo da una larva ciliada 
que se fija rápidamente y se transforma en un pequeño pólipo llamado 
escijistimia. Este pólipo, transparente como la futura medusa y provisto 
de tentáculos, se nutre abundantemente de pequeñas presas. En cierto 
momento, se divide por estrob ilación, El escifístoma se convierte en 
estróbilo. l J or fin, las partes se separan y comienzan a nadar. Éstas son 
las ef ¡rulas* que cuando se completen serán medusas. 

Los acalefos pasan asi por una fase pólipo, en el curso de la cual 
se efectúa una rnidtipUceteión vegetativa. Un huevo de medusa engendra 
finalmente varios individuos. 

Hay que señalar que ciertas medusas (lucernarias) no pasan jamás 
del estadio de escifistoma v permanecen sujetas toda su vida por un 
pedúnculo a las hierbas marinas. 
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Clase de las esponjas calcáreas: La esponja más simple. Complicación progresiva de las esponjas. — Clase 
de las esponjas corneosilíceas: Complejidad de las esponjas corneos ilí ceas. Principales esponjas cor neos! 1 íce» s. 

Multiplicación vegetativa: Gemación, (iemulación. Desqueje. Reproducción sexual 


Los espongiarios o esponjas son animales generalmente marinas y 
están siempre sujetos a un soporte* Son asimétricos y sólo se les compren¬ 
de en el grupo de los fitozoarios en razón de sus afinidades con los celen¬ 
téreos. Como éstos* se reducen a un saco digestivo, pero con numerosos 
orificios* No tienen cavidad general* Sil pared comprende un ecto- 
dermn y un tndndermo* a los que se añade un rudimento de mesodermo , 
Entre sus células se encuentran siempre coanodios o células flageladas 
con gorgnera. 

Según la naturaleza de su esqueleto, las esponjas se dividen en calca- 
reas y corneosilíceas. 


Clase de las esponjas calcáreas 

En esta clase de esponjas^ el esqueleto está formada por jiñas agujas 
o espicular de carbonato de calcio , 

La esponja más Simple.--Lu esponja calcárea menos compleja 
(Ascón) tiene la forma de una pequñea urna ovoide, sujeta por su base 
a un soporte cualquiera, A través de sus paredes se abren innumerables 
poros inhalantes* por donde penetra el agua cargada de oxígeno y de 
materias nutritivas. En el vértice de la urna está situada la boca u 
ósculo* llamada también poro exhalante, puesto que sirve para la salida 
del agua. 

El ectodermo está formado por célalas lisas , algunas de las cuales, 
en forma de tubo, se extienden hasta el endodermo y constituyen los 
poros inhalantes. 

El endodermo está formado por cierta* células muy características de 
todas las esponjas. Son los coanocitos (del griego khoanos* embudo, y 
kytos , célula), así llamados porque llevan m\ su extremidad libre un 
largo flagelo rodeado de una gorgüera en forma de embudo. Su fun¬ 
ción es provocar cita corriente tic agua a través de la esponja y apo¬ 
derarse de las partículas alimenticias, que ceden después a las células 
digestivas del mesodermo. Hay que señalar la gran semejanza que existe 
entre los couuoettos y tos cuan* día ge lados. 

El mesodermo es, en realidad, una capa gelatinosa, una mesaglea aná¬ 
loga a la tic los celentéreos, pero que contiene ti i versas variedades de 
células; 

l d Células estrelladas; 

2* Células ameboides digestivas; 

3" Células ameboides reproductoras; 

Células es que leí ó gen as, (pie producen en su interior las espíenlas 
eaIcáreas cuyo conjunto constituye el esqueleto de la esponja. Estas es- 
fucú las son generalmente simples o de tres ejes T 


No hay, en las esponjas calcáreas, ni células musculares, ni células 
nerviosas, ni células sensoriales. 


Complicación progresiva de las esponjas. -En b* superficie 
de la esponja que acaba de ser descrita se forman yernas análogas a las 
de la hidra. Estas se desprenden, caen, se fijan > crecen como nuevos 
individuos. 


Pero, en ciertas especies en que su producción es muy regular, pueden 
también permanecer unidas a la madre, de la que cubren toda iu 
superficie. Las células flageladas se localizan entonces en las yemas late¬ 
rales, que toman el nombre de cestas vibrátiles . El conjunto de la es¬ 
ponja madre y de sus yemas constituye una esponja compleja del tipo 
Sycon , 


Si la gemación se acentúa al mismo tiempo que el mesodermo, entonces, 
en lugar de permanecer delgada, adquiere un gran desarrollo y rechaza 
el ectodermo hasta que las yemas no abultan en la superficie. Tenemos 
así Un tipo nuevo de esponjas calcáreas: el tipo Leucon* que es extrema¬ 
mente complejo. En oslas esponjas, cu electo, en la pared, que es imiy 
espesa, hay excavadas numerosas cestas vibrátiles que comunican con el 
exterior por canales inhalantes ramificados, y con H interior por canales 
exhalantes también ramificados. Las expulsiones ectodérnncas y endo- 
dérmicas complican aún mas la estructura. Sería imposible comprender 
la organización de tales esponjas prescindiendo de La concepción colonial 
que liadla aquí nos ha guiado. 


Clase de las esponjas comeosílíceas 


En esta clase, el esqueleto está formado por espíenlas silíceas o fibras 
córneas . 


Complejidad de las esponjas corneosiíiceas. — Estas esponjas 
son por lo menos tan complejas como las esponjas calcáreas más com¬ 
plicadas. 


La diferenciación celular es también más completa, 
descritas se añaden: 


A las células ya 


I o Células glandulares; 

2 Q Fibras musculares i isas, dispuestas en forma de esfínter alrededor 
de ciertos orificios que cierran con su contracción; 

3 a Células nerviosas* 

El esqueleto está formado, ya por finas agujas o espíe utas de SíOej, 
ya por fibras de una materia orgánica (espongina) próxima del cuerno 
y de la seda. 


Principales esponjas comeosílíceas,— Entre las esponjas cor. 
neosilíeeas se clasifican las siguientes, verdaderamente extraordinarias 
desde muchos puntos de vista: 
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I* La eaponjita, única esponja do agua dulce, que formu Milu* i,r, 
piedras y Jos maderos sumergidos revestimientos de un amando v- do 
so. Su color se debe a algas simbióticas; 

2" La cliona t que perfora por arrancamiento las corte) iu* d< In un. 

luscos. Se encuentran con frecuencia osiiu* \wyn 
concha esta acribillada de ¿igujei iUei cmcuDi'-f* d- bt 
dos a la acción de esta esponja; 

3° La Euplectella (dt'l griego cu* bo u, y p¡<hti*\ 
tejido) y la Ifyaltmcma (del griego hyalos, vidiin r 
y nema, filamento), que son las esponjan de crista! 
de los triares profundos, Su cuerpo parece en no* 
tejido de hilos de cristal; 

4" La esponja de teteu dar, cuyo esqueleto córneo 
es particularmente elástico. Esta esponja se encoca 
ira en todos lo» mares calientes, basta una profun¬ 
didad de unos 200 metros. Las variedades del Medi¬ 
terráneo y el Adriático son superiores a las demás 
por la finura v elasticidad de su tejido. 

Multiplicación vegetativa. — Las esponjas, 
más aún que los celentéreos, tienen un gran poder 
de multiplicación. 

Gemación. — Generalmente* las yemas permane¬ 
cen unidas y contribuyen a acrecentar la masa co¬ 
mún. Algunas veres, sin embargo, se desprenden y 
IIualonema o ^ an ,luevos individuos. La Tethya , esponja que se 
esponja íle cris- parece a una naranja, trepa por el cuerpo de su 
tul madre, hace en él verdaderas acrobacias y rae lue¬ 

go al suelo, donde no tarda en fijarse. 

Ge mui ación- —- La esponjila de agua dulce, al aproximarse el in¬ 
vierno, está llena de pequeños granos que quedan en libertad por des¬ 
agregación de la esponja; son gemidas formadas por una masa de célu¬ 
las ame bo id es y una envoltura cuyas células disponen entre sí espacios 
llenos de aire. Así, las gemidas pueden flotar y ser llevadas a gran dis¬ 
tancia por las corrientes. Son, además, muy resistentes, y la llegada de 
la primavera determina su transformación en nuevas esponjas. 

Desqueje. — Un pedazo de esponja regenera un nuevo individuo. 
Incluso se ha podido disaciar enteramente una esponja y hacer pasar 


'H luhi i mi', di mu mjiii/ extremada mente fino. Reunidas de nuevo, 
t + i* L i ■. tu i < liJu i. y i 11 í ■ ib rdbiH, han reconstituido una esponja. 

Iliiprofliioolórt ntixual < jertas células itmehoides se redondean 

v .. ..ji.m o eKpr trnalocttos, No describiremos nueva- 

.i' u h M c .. ' ii óvulo* y espermatozoides, que sucede como 

■ m 1" Luí «m 1 i ..d.. v bi icginentución se efectúan en el mismo 

luj ij 'Ir '*m iíi i Hiei.iidrrmn, y 1 riH nuevas esponjas salen de su 
iiiimIm hi mi oilüdllo d* dcjuimdh» imr. o itirnot* avanzado. Dicho de otro 

iMOtli*, I i * Ipiimj I mu mm pura* 

En lio* eHpotqah uli.'iiir,, f l iijm iniicuto hv realiza en el estadio de 
blástula, i d» ii d* i t r i ■ ( litiii i Tin*. inimiun que en la hidra todas 
las celular* de \n Manola mih iguale», cu enu* esponja existen células 
IlageladuH cu un jmlu y mi flagebiilcK en ■ I otro Además, la blástula 
no se convierte en un» pínnula, mijo cu una gústenla, É¡>tti se produce 
por invaginación o penetración de im ImmsfeHo en H otro, lie esta 
forma se constituyen un ectodcrmo y un rudodn mo, cuite los cuales 
aparece ulteriormente un moflodermo, Lu evolución contimiti pasando 
por los estadios de Ascon, Sycon y Lcucoth 

Hay que señalar que generalmente, corno veremos, el hemisferio 
no flagelado es el que penetra en el otro y se hace cmlodérmico. En las 
esponjas, ocurre al contrario; puede decirse, pues, que en estos animales 
el ectodermo está en el interior del cuerpo y el endodcfmo en el exterior. 

Las esponjas corneos! I ¡ceas tínen un desarrollo equiparable al de la 
hidra, al menos al principio. Su nací míen tu es, en efecto, más tardío 
que en las esponjas calcáreas y bajo la forma- de pínnula* es decir, de 
masa plena, cuyas células externas son flageladas mientras las internas 
están desprovistas de flagelo, Ahora bien, esta larva, después de fijarse, 
sufre una transformación que equivale a una inversión de las hojas. Las 
células externas pierden temporalmente su flagelo y penetran en el cuer* 
po t donde vuelven a hacerse flageladas (counocitos). Inversamente, hay 
células internas qua emigran hacia la superficie y constituyen el re¬ 
vestimiento definitivo de la esponja* 

Constituye un hecho extraordinario que los espongiarios sean los úni¬ 
cos animales cuyo desarrollo permite tul inversión de las hojas. 



Ily alone ma o 
esponja de cris¬ 
to I 
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rtdos: Descripción de una holoturia. Reproducción sexual de los equinodermos. Afinidades de los equinodermos. 


Los equinodermos (dd griego chinos, erizo, y derrna, piel) son ani¬ 
males marinos de. simetría radiada , cuya piel, siempre incrustada de 
placas calcáreas, está a veces erizada de espinas , 

Los equinodermos (del griego chinos, erizo, y ácrata r, piel) son ani~ 
cadentes: 

l q Por stt cavidad general o cetonia. Sus órganos están perfectamen¬ 
te diferenciados: un upar alo digestivo , un aparóla circulatoria, un siste* 
ma nerviosa, etc.; 

2 Ü Porque poseen un verdadero mesoderma; 

3“ Por su líquido sanguíneo . 

Par otra parte, se distinguen de todos los demás animales por la 
posesión de un aparato locomotor hidráulico (aparato atnbulacral). Su 
desarrollo comprende una metamorfosis con cambio de simetría. 

Hay que distinguir entre ellos los crinoideos . T los esteléridos, los* ofiá- 
ridos , los equino ideo* y los holotándos. 


Clase de los crinoideos 

Los crinoideos » en crin o» (dd griego krinon, lis), son vulgarmente 
llamados lirios de mar a causa de su parecido con estas flores . Están su - 
jetos al suelo por un pedúnculo y forman verdaderas praderas submarinas. 

Descripción da un cncrino, — El pedúnculo está formado por dis¬ 
cos calcáreos apilados y tiene ramificaciones laterales o cirros, Sn longi¬ 
tud puede ulcanzar varios metros. En la base poseen garfios semejantes 
a raíces. En la parte superior, el cuerpo propiamente dicho se ensancha 
y forma el cáliz * especie de caja troncón ica limitada por placas cal¬ 
cáreas que contienen los órganos. La cara superior del cáliz está 
perforada por la boca y el ano* Alrededor de la boca surgen cinco 


brazos inmediatamente bifurcados, por lo que parecen a primera vista 
ser diez. Estos brazos tienen insertas, en toda su longitud, pequeñas 
ramificaciones o pínulas. Cada brazo posee un canal, ramificado como 
él, que termina en la boca. 

Caso particular de la Cúmatula» — La cornatillo se encuentra 
frecuentemente en las rocas, en la bajamar, y llama la atención por su 
bellísimo color rojo vivo. Nada o repta gracias a los movimientos 
ondulatorios de sus brazos. Ningún pedúnculo la sujeta al suelo. Es, 
sin embargo, un crinoidco, como lo demuestra el resto de su organización 
y el hecho de que su larva es pedunculada. 

importancia geológica de los crinoideos.— Aunque hoy ya no 

existen más que una decena de géneros de crinoideos, se cuentan varios 
centenares de ellos en los terrenos secundarios. Hay rocas constituidas 
exclusivamente por la"aglomeración de las materias de sus pedúnculos. 

Los crinoideos han aido precedidos, en la Era primaría, por equino¬ 
dermos más simples; los blastoideos, que no tenían brazos, y los cistoi- 
deos t también privados de brazos, que estaban simplemente sujetos al 
limo por un corlo pedúnculo puntiagudo* 


Clase de los esteléridos y los ofiúridos 

Los esteléridos o estrellas de mar y sus cercanos parientes , los 
ofiúridos, son Ubres desde su nacimiento y se componen de cinco brazos 
que surgen alrededor de un disco central , Se les puede considerar como 
los equinodermos más típicos . 

Descripción de una estrella de mar* — Los brazos son trian¬ 
gulares y parten del disco central unos al lado de otros. Supongamos 
que traspasamos con una aguja una estrella de mar en su centro. 




3 //> 


ZOOLOGÍA 


A I ■ I I I ' 4 I < I I I t I 1 ■ jr J) i flH imtihl Jim I l' 11H I M IuLi'< 4 , |I¡1 gl! !f 0(lUlO Ullil llh ||'I 

L 111 j. . |h)i i í > > 111 Ikvitr Kiiit'kvunirnir iiitM rimo biu/*e¡ ni im 

I n i k L 11 N Ei,|o r |i> 11 m r íir rypreHü diciendo que I¿*h estrellas (Ir m n 

timen un ¡i Hiinrtrk rú 
diada del tipo cinco o 
penlámero, Loa cnerinoa 
puedan prestarse a itun 
observaeiúis análoga. 

La piel de la estrella 
e& rugosa a causa de las 
placa* calcáreas que lu 
forman; a veces está 
erizada de espinas. 

Una cara de la estre- 
lia está normalmente po¬ 
sada en el snelu. Es la 
cara ventral. En ella se 
distinguen la boca y cin* 
co canales radiales* en 
los que están inserios 
unos cuitosos órganos, los pies ambukcrales* de los que tricaremos más 
adelante. La cara dorsal, vuelta liack arriba* lleva en su centro el ano. 

Ki tubo digestivo comprende la boca, el esófago, d estomago* el recto 
y el amx Del estómago parten cinco pares de ciegos ramificados que 
s« prolongan por los brazos. Puede suceder que el recio no tenga salida. 
Eu este caso, k estrella puede proyectar fuera de su cuerpo el aparato 
digestivo e introducirlo entre tas valvas, previamente abiertas, de una 
ostra o un mejillón para devorarlos. Las estrellas de mar causan verda* 
de ros estragos en los criaderos de ostras. 



Estrello de mar: caras ventral y dorsal 



Aparatos ambulacral y circulatorio. — El huís típico aparato 
de los equinodermos, y por tanto de las estrellas de mar, es el aparato 
ambulacral, compuesto de un tubo anular alrededor del esófago y de 
cinco canales radiales que penetran en los brazos, El anillo está en 
relación, por un cantil hidroforo , con una placa porosa situada en las 
proximidades del ano. Así penetra el agua de mar, que llega final* 
mente a bis pies utaIndticrales, dispuestos en doble fila a derecha t 
izquierda de los canales radiales, (Jada píe es un tubo cilindrico ter¬ 
minado ext enorme ule en for¬ 
ma de ventosa c interiormente 
Como una ampolla. Si esta se 
contrae, el agua es expulsarla 
bacía el pie* que se alarga al 
recibirla. Si la ampolla se di- 
lata, el pie, por el con truno, se 
contrae y se acorta. Como po- 
■ sec millares de pies, la estrella 

de mar puede progresar en 

todas direcciones. Le basta 
alargar algunos de sus pies, 
fijarlos con sus ventosas y 
tirar de ellos. 

Ademas del aparato preec- 
dente, los equinodermos po- 
8 ccti un aparato circulatorio 
muy primitivo, que es más 

Reconstitución de tos brazos de los t>¡™ "" «oíanlo de senos 
estrellas de mnr y lagunas. Se observa en ellos 

irn líquido sanguíneo poco di¬ 
ferente del agua de mar, pero 
rico cu albúmina, que lo hace coagulable* y en glóbulos blancos aptos 

para la fagocitosis. Sus movimientos están asegurados, sx defecto de 

corazón, por cilios vibrátiles. 

Él sistema nervioso se compone de un collar que envuelve el esófago y 
de cinco nervios radíales. Las glándulas genitales, en numero de diez, 
están dispuestas por pares en el interior del disco y de los brazos* 

Caracteres particulares de los ofiúridos» — Lo* ofiúridos di¬ 
fieren de las estrellas de mar sólo por sus brazos* que mn delgados* 
cilindricos y muy móviles, lo que ha hecho que se lew compare con 
colas de serpientes (del griego ophis, serpiente* y aura, cok L Las placas 
calcáreas forman en el interior de cada brazo una especie de columna 
ve nebral* 



Multiplicación vegetativa. — Además de la reproducción sexua¬ 
da común a todos los equinodermos* las estrellas y los olió rulos tienen 
k propiedad de k autotomía. Espontáneamente, se cortan en trozos que 
comprenden, por lo menos, un brazo y una porte riel disco. (Jada tro/.n 
regenera una nueva estrella. Es corriente encontrar estrellas en vías 
¡le regeneración. .Se las reconoce por la desigualdad de sus brazos: por 
ejemplo, un brazo grande y malrn pequeños (forma de cometa). Esta 
multiplicación vegetativa de las estrellas y de los oMridos no deja de 
tener cierta analogía con la de bis plantas por desqueje. 


Clase de los equínoideos 

Los equínoideos, erizos de mar o castañas de mar, son libres? globu¬ 
losos, y están protegido* por un caparazón erizado de púas. 

Descripción de un erizo de mar-—El erizo de mar está cu¬ 
bierto de largas pitas articuladas y móviles* que le sirven de zancos. 



\ veces csíJis púas se hacen enormes y el erizo parece una maza. Entre 
I.iíl púas hay que distinguir los pies arnbulac rales y las minúsculas pin- 
/.» Iridáctiles, los pedicelarios, con las cuales el erizo realiza su limpieza* 

Si quitamos las púas al erizo frotándolo enérgica mente bajo un cho¬ 
rro de agua, aparece su capa¬ 
razón, formado por pequeñas 
placas calcáreas dispuestas en 
forma de mosaico, jjero no sin 
cierta ordenación: esas piucas 
dibujan diez husos alternativa¬ 
mente anchos y estrechos.. Los 
cinco husos estrechos corres¬ 
ponden a los brazos fie la estre¬ 
lla de mar. Son los husos radia- 
les o atnbulacrales. Las piucas 
de que se componen, distribui¬ 
das en dos fitas parale tas* tienen 
pequeños agujeros para dar puso 
a los píes ambo lacróles. Los cin¬ 
co husos anchos son llamados 
¡aterrad idi es o int ernm bul aera 
les. La boca está en el "pato 
sur" o polo ventral, y el ano en 
el "polo norte" o polo dorsal. 

Luda uno de estos orificios se 
encuentra en el centro de una 
parte blanda. 

Alrededor del uno están dis¬ 
puestas alternativamente cinco 
grandes placas genitales y cinco 
pequeñas placas radiales, de la» 
que parten, respectivamente* los 
husos interradiales y los husos 
radiales. Las placas genitales 
tienen cada una un orificio geni¬ 
tal. Una de ellas, la placo ma- 
d¡ 


Erizo de mar abierto i A. Zona 
ambulacral ; II, Zona i otero rn bu- 
lacra!; C. Linterna de Aristóteles; 
D* Esófago; E. Intestino; F* Rec¬ 
to; (1* Ano; Ii* Placa madrepóri¬ 
ca; 1* Tubo ucilífero; J* Músculos 

'.reponca, presenta* además, 
numerosos poros que, como en la estrella de mar, pocen en relación can 
el exterior ios aparatos ambulacral y circulatorio. 


Así* pues* los erizos de mar tienen una simetría radial definida. Esta 



finios genitales* cinco canales ain bu lácrales* cinco nervios radiales* etc* 
El aparato maslicadur o linterna de Aristóteles comprende cinco mti¬ 
tilas y cinco dientes, que pueden separarse o acercarse gradas a pode¬ 
rosos músculos. Solo el tubo digestivo presenta una disposición asi mé¬ 
trica y describe, en el interior del caparazón, una serie de circunvolu¬ 
ciones* 


Los erizos de mar se alimentan de pequeñas presas y de algas* así 
como de las materias orgánicas contenidas en k arena o el limo. 


Erizos de mar regulares e irregulares. —A los erizos regulares 

(tipo precedente), que tienen k boca y el ano diametral mente opuestos 
y cuyo caparazón es duro* se oponen los erizos irregulares, cuyo ano* y 
a veces la boca* han abandonado su asiento primitivo* En los di' 
peastroides y los escutelidos, k boca es todavía central* pero el ano 
se ha acercado a ella y se encuentra en el borde posterior de la cara 
ventral. En los espatángüidos, k boca c&iú en el borde anterior y el ano 
en el borde posterior de la misma cara. Así* a la simetría radial se super¬ 
pone * por consecuencia, ana simetría hílate ral. Los busos ambo (acra les 
parten siempre del “palo norte”, pero no llegan ya al í4 polo sur”. Di rían¬ 
se pétalos de flores aplicados al caparazón. Sus píes a m bu lacra les se 
transforman en branquias. Todos estos caracteres están en relación con 
el género de vida de los erizos irregulares* que viven casi enterrados 
en la arena y hacen muy pocos movimientos* 


Clase de los holotúridos 


Los holotúridos o Cohombros de mar arentáan aiín Ut simetría 
bilateral, que en ellos llega a ser predominante . Son libres * cilindricos 
y blandos por atrofia del caparazón* 

Descripción de una holoturia. La forma general fie una linio- 
tttrta es la de un cilindro recorrido en sentido longitudinal por las 
cinco filas de pies a m bula erales. La hora está eu un extremo rodeada 
de cinco tentáculos respiratorios. Fd ano se encuentra en el otro extremo* 
El animal repta siempre sobre la misma cara* que comprende tres 
idas de pies ambulacralcs. La otra cara contiene ks otras dos filas 
de pies, que, como no se posan en eJ suelo, se han convenido en palpos 
táctiles. Sucede a veces que todos los pies utubular,rales desaparecen 
fsinóptido). El animal se parece en*nuces completamente a un gusano 
y vive hundido en k arena* 

En las grandes profundidades submarinas existen curiosas holoturias 
que, primero plegadas en forma de II, han tomado después k forma 
de uno guita o de una bol ella. 


Reproducción sexual de los equinodermos. — Lo* sexos están 

separados. En los machos hay cinco testículos, a los cuales corres pon* 
dek en las hembras, cinco ovarios* que se a bren separadamente al 
exterior en las proximidades del ano. En k época de la reproducción, 
variable según k temperatura, el esperma y los ovarios son expelidos al 
agua del mar. Dicho de otro modo, k fecundación es externa y se 
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puede observar fácilmente con el microscopio, I del erizo de mar 
—-junto con la de) fuco en botánica h,i sido im.i dr las primera* en ser 
tíMt lidiada. 

Como el huevo es* aligo! evito (del griego aligo*, pur-o* y Ucithos, yema 
de huevo), es decir* pobre en viudo, lu según ulneidu, no rntmpeeidíi 
por l;t abundancia di' muierui* muriliviis* es total e igual. Se constitu¬ 
yen sucesivamente una mórula (cwtcm plena}, mui blástula (c.Nfrrii llue¬ 
ca) y una gástrnla (saco de doble pared) Se tmt.i de tu ¡4 formas em¬ 
brionarias ya descritas a proposito dr Iji hidra y de la esponja. 

Después del nacimiento, que se efeetúu en < I espidió de gárrula* culu 
adquiere órganos sensoriales y locomotores alta mentó en meter ífd.ieoH de 
cada grupo: largos bracos ciliados en el plúteo de erizo de mar y el 
ofioplúteo de o filtro, lóbulos ciliados en la aur ¿rularía de holoturia y 
la íd pifiaría de estrella dr mar, coronas ni liad o a que rodean el cuerpo 
en forma de i nudillo en la daliolariu dr mermo, ele. 

Bajo cualquiera dr estas formas, la larva forma [jarte del plancton 
marino, No posee aún la vida fija o rastrera ni la simetría radial 
del adulto, Estos caracteres tm aparecen sino después de un restafale- 
< i míenlo o metamorjasis completa de su organismo* 

Demos aquí algunas definiciones. La mórula, la blástula y h\ gástrulü, 
qtic están encerradas en el cascarón del huevo, son estadios embriona- 
tíos o embriones* El plúteo, d oíipluteo* la duliolaria, la aurícularia y 


la bi pina lia, que tienen una yiiIjí libre, son estadios larvarios o torvas. 
Un dosa no lio que comprende sucesivamente embriones y larvas es un 
desarrolla indirecto. Esto se debe a que la cantidad de vitelo es muy 
débil para asegurar la totalidad del desarrollo en el interior del huevo* 
l o* equinodermos, y en menor grado los celentéreos y los espongiarios* 
posee n i 'mi* desarrollo, al cual se opone, como veremos* al desarrollo 
directo de un cangrejo o un pájaro. 

En un deán r rollo indirecto, la* larvas* formas libres, se adaptan a 
divcrkUH comlii órne* de exintencia y adquieren en consecuencia órganos 
espuria les* que deberán pe n leí ulteriormente* Do ahí las metamorfosis 
que bu fren* Ahí, alojadas temporalmente de la vía directa* vuelven a ella 
poi un elimino d enviad o, 

AflñfdadOS de los OQUinodertrlOS» — : Hemos visto que la sime- 
Iría radiada ■ 1 <■ Ion eqimmdcrmm no en nt primitiva nt inalterable. Las 
larvas no la tienen aitn, Lux eri/im de mar ir regularen y la 8 holoturias 
tienden a perderla* Se traía claramente dr una adquisición secunda¬ 
ría* ríe una especie de másciua que no debe lince i pcnlei de vista las 
verdaderas afinidades de ios rr|tiinndf ninm. Estas uímidfidrti los colocan 
mus cerca de los gusanos* e .inri uno de lo* ve ríe Liados, que de los 
celentéreos. Sin que puedan darse mayores p te cisión en* en seguro que 
los equinodermos descienden de animales dv simetría bilateral* 


Tipo de los anélidos 

Clase de los poliquetos: Simetría bilateral. Metamerizacfón. Estructura de un anillo* Nefrldlos* Cefallzaclón 
Multiplicación vegetativa* Reproducción sexual. Desarrollo de ios poliquetos* Poliquetos errantes y sedentarios* 

Clase de los oligoquetos*— Clase de tos ftirudíneos 


Los anélidos, o gusanos anillados* constituyen sólo una porte del 
antigua grupo heterogéneo de los gusanos. Son los gusanos típicos y* 
por consiguiente* los que es preciso estudiar primero. Los anélidos * libres 
a apenas dr gradados por el parasitismo, tienen una neta simetría bila¬ 
teral . Na runfia cilindrico está formado por una sucesión de anillos 
semejantes* Poseen un aparato circulatorio cerrado y un sistema ner* 
¡naso ganglionar, Su aparato excretor se compone de nefridios a riño* 
nes primitivos dispuestas por pares en cada anillo * 

El lipo se divide cu tres clases: poliquetos* oligoquctos e hírudíneos. 

Clase de los poliquetos 

Las poliquetos (del griego poíys, vario*, y khetos, pelo) tienen na* 
mtrosas cerdas locomotoras colocadas Uuentimcnie* en cada anillo* 
sobre unos muñones o pompados* Sus órganos genitales son siempre, seto- 
¡des y sus sexos están separados* Del huevo sale una larva trocó fofa, 
nadadora* que ulteriormente se metamor fintea en adulto. 

Aparte do algunas formas excepcionales, los poliquetos son todos 
marinos* 

Simetría bilateral- — Los anélidos tienen una mitad derecha y una 
mitad izquierda semejantes, respectivamente, a un objeto y a su imagen 
en un espejo* En un extremo se encuentra la cabeza, en el otro la oola. 
La progresión se efectúa de atrás hacia delante. 

Estas disposiciones orgánicas vamos a encontrarlas en lo sucesivo en 
todos Jos anímales, hasta en el hombre, l v or ellas los ariiozoarios (gusa¬ 
nos, í\ ri rópodos* moluscos, vertebrados) se distinguen de los fitozoarios 
o animales plantas* estudiados ¿interiormente* 

Metamerización, Los anélidos tienen el cuerpo formado por una 
sucesión de anillos^ artejos o segmentos que se repiten más o menos 
idénticamente unos detrás de otros* En eso consiste la metumerirMción. 
Los anillas son metámeros (del griego meta, después, y meros , parte: 
partes que se suceden). Ahora bien* la metamcrizacion, como la rime¬ 
ma bilateral* volveremos a encontrarla ya en todos los animales. El hom¬ 
bre mismo presenta vestigios de metameri/oieion en sus vértebras* costi¬ 
llas* nervios raquídeos, ganglios simpáticos* etc. 

Estructura de un anillo- — f ionio todos los anillos son idénticos* 
el corle transversal de uno de ellos instruye exactamente sobre la orga¬ 
nización de un políqneto, 

Cada segmento está provisto de un par de extensiones laterales, los 
par ápodos, su lid iv id Idos a su vez en una ruma dorsal y una rama ven¬ 
tral. Cada rama tiene cerdas locomotoras alargadas y rígidas* que 
ayudan fl la reptación. Una tic Us cerdas, más fuerte que las demás* 
la ocíenla* penetra en el cuerpo y sirve de insereiótía los músculos que 
mueven el conjunto. Cada rama presenta, además, una prolongación 
sensorial llamada cirro. 

1.a pared del cuerpo está constituida* del exterior al interior* por 
una epidermis, una dermis, una capa ríe músculos circulares y cuatro 
museuíos Iongitudiaales* 

El tubo digestivo ocupa el centro del anillo, recorrido en su longitud 
dorsal y ventral por dos vasos sanguíneos que unen entre sí anastomosis 
transversales. Los vasos longitudinales son contráctiles y hacen el papel 
de corazón. La circulación se efectúa de atrás hacia delante en el 
vaso dorsal e inversamente en el vaso ventral* 


El conjunto del aparato circulatorio está completamente cerrado, lo 
que* fuera de los anélidos, no ocurre más que en loa vertebrados o ani¬ 
males superiores. Otro hecho importante es la aparición en la sangre 
de un pigmento respiratorio encargado del transporte del oxígeno y del 
gas carbónico: hemoglobina ruja* ciorocr urina verde* hemajetna parda* 
etcétera* Pero, mientras que en los vertebrados la hemoglobina está 
siempre fija en los glóbulos rojos, en los anélidos h materia colo¬ 
rante está fl ¡suelta en el plasma. 

Debajo del tubo digestivo hay un sistema nervioso ganglionur 
dispuesto en forma de recula o de cuerda de nudos* En el primer caso 
existe en cada anillo tin par de ganglios nerviosos unidos iransvcraal- 
mrute por una comisura* Los ganglios de los pares sucesivas están 
unidos entre si por conectivos Ion gil ai l [nales y, finalmente* a los ganglios 
ocre b rolde», que serán estudiados ulteriormente* Si los ganglios de cada 
ptir se fusionan* así como los conectivos* la disposición en forma de 
escala deja paso u una disposición en forma de cuerda de nudos, indicio 
de una evolución más acentuada. 

Entre el tubo digestivo y Ja pared del cuerpo se extiende una vasta 
cavidad general o adorna llena de linfa. Generalmente esta cavidad 
esLá dividida por tabiques transverso les en tantos compartimientos como 
anillos tiene el poliqueto. En la cavidad general se desarrollan los 
órganos reproductores ( ovarios, testículos) y se vierten las células re¬ 
productoras ( gametos). También se acumulan en ella los productos de 
excreción antes de ser arrojados al exterior* De cada bolsa celómica 
parten dos nefrid ¿os o tubos excretores. 

Nefrid IOS* - —■ Estos órganos tienen gran interés en sí mismos* ya 
que constituyen el origen de los riñones* que estudiaremos en los otros 
grupos* Hay que distinguir tres clases: 

i* Nefrid i os de ¡lama vibrátil. Son tubos meta ajerizados abiertos en 
el exterior del cuerpo, hinchados en forma de ampolla y cerrados por d 
lado interno. En el interior ondula una llama vibrátil hecha dr flage¬ 
los aglutinados* Los residuos, extraídos por osmosis de la cavidad gene¬ 
ral* son arrastrados fuera por la corriente líquida; 

2 * Nefridios de soten odios. La ampolla esté erizada de células de lar¬ 
ga gorgnera llamadas iolenoeitos (del griego Sol en*, canal, y kytos * cé¬ 
lula). Cada una está provista cíe un largo flagelo que, pasando a través 
de la gorgnera, se mueve en la cavidad de la ampolla y contribuye* con 
los demás* a hacer circular el líquido; 

3® Nefridios de pabellón ciliado. Éstos son ya verdaderos tubos abier¬ 
tos interiormente, en la cavidad general, por un pabellón ciliado o 
nefroMorna (del griego nephros* riñón, y stuma, boca)* y exterior mente, 
en la superficie del cuerpo, por un orificio llamado nefrid toporo* Con 
frecuencia se une a ellos un pabellón genital para la expulsión de los 
productos sexuales. 

Cefalización. -Los anillos anteriores de un poliqueto se modifican 
y agrupan para formar la cabeza. Esta cefaliiacián es tanto mas acen¬ 
tuada cuanto mus elevado en organización es el animal. Alcanza su 
máximo en el género Nereis. La encontraremos* más perfeccionada aún* 
en los artrópodos. 

La cabeza de un uereis llene gran número de órganos sensoriales: 
un par de tentáculos dorsales* un par de palpos ventrales que prece¬ 
den a la boca, cuatro pares de cirros situados lateralmente y dos pares 
de ojos. La boca se prolonga por una trompa retráctil provista de gan¬ 
chos. En el interior de la cabeza se encuentran dos ganglios cerebroides 
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Multiplicación vegetativa. — (tomo la* |.iani.< y los ¿minuiles 
iiifi i i 4 jii s, los poliq netos son ca pnces de multiplico i m* por fracciona- 
miento. 

Si se corta un riereis en dos o varias partes* nula una do ollas rege¬ 
nera lus órganos que le faltan y reconstituye un nuevo doréis* Sólo la 

cabeza, a causa de su especial i/ación* e.s ¡ti capa/, do hacerlo. 


Reproducción sexual. t ndtqicnd ir ni cijirnt tic mi im¡ It i plicarum 
vegetativa, la mayor pane de tos poliq netos tienen una reproducción 
sexual que da lugar a fenómenos muy extraordinarios. 

P Muchas riereis, en el momento de la madure* sexual, se trans¬ 
forman en h&t troneréis* Los ojo* y lo? cirros se hipertrofian, y la parte 
po-tlerior del cuerpo adquiere largas cerdas natatorias. El animal se 
langa entonces en plena agua y sale a danzar a la superficie al claro 
de luna. Se reúnen millares de machos y hembras, puesto que se trata de 
tutu danza nupcial. Los rúa el ios vierten su .semen mientras las hembras 
estallan y dejan salir una nube de huevos de color verde esmera Ida 


2' Una especie de eunice, conocida en las islas Fidji bajo el nombre 
de píi¿eí<?, se reproduce el día del último cuarto de la luna de octubre- 
noviembre. Cada gusano abandona la parle posterior de su cuerpo, don¬ 
de están reunidos los ciérnanlos sexuales, y estos fragmentos, liberados 
por la ruptura, salen a nadar n la superficie del ruar antes de ex poder 
su contenido. Los indígenas celebra ti en esc momento grandes festejos 
y pescan Jos fíalo!os, que es para elfos un manjar. 


Desarrollo de los poliquetos,— l ístos gusanos son siempre oví¬ 
paros, Los huevos, arrojados ai agua del otar, son fecundados por la 
lechuza de los muchos. 


L! nacimlento se efectúa en <■] estadio de giistruta, como en. fns 
equinodermos. Pero rniu gárrula tiene la forma de un trompo y posee 
una o vanas coronas ciliadas. Se la llama Irocófora (del griego trochos^ 
torno, y phttrein, llevar), Tiene una boca situada latera luiente y un 
ano en el extremo inferior. En la corona se cucuenlra un órgano apical 
compuesto de un mechón de cilios sensoriales y de un ganglio nervioso. 

Después de cierto tiempo de vida libre se produce úna metamorfosis. 
La parte inferior se alarga y se segmenta. Nuevos segmentos se forman 
fciii cesar en la región pretina] y empujan p¡»r ene (tita de dios los eegmen- 
los mas antiguos. Id organo apical, las coronas ciliadas y muchos oíros 
(irganos desaparecen, mientras se forman los órganos definitivos* Estu¬ 
diaremos estos fenómenos a propósito de los insectos, bajo los nombres 
de kisto! ¿sis (destrucción de bis tejidos) e histogénesis (formación do 
los tejidos). Cuando d animal se ha hecho muy pesado, cae al fondo 
del mar y comienza a reptar, 


Poliquetos errantes y sedentarios. Los Rereis, Napkthys, £V 

mre\ y Apkrodites son poliquetos errantes que se pueden encontrar, al 
final de la marea descendente, en los fondos arenosos o de limo. Tienen 
puta ¡i odos y cerdas locomotoras bien desarrollados sobre todos los seg¬ 
mentos, La cabeza, normalmente constituida, posee- numerosos órganos 
sensoriales. Una trompa provista de ganchos les permite alimentarse de 
anímales y de algas. Son, en suma, poliquetos típicos. 

Se les opone, bajo el nombre de poliquetos sedentarios* un gran nu¬ 
mera de formas cavadoras, como los árenle olas, o que viven en un tubo, 
cama los terekéidüs* las mheíúridos, las serptÚidos, ele. En Indos estos 
animales, los para podas y las cerdas han degenerado, así cómo los 
órganos sensoriales. La trompa falta y su lugar está ocupado en general 
por un penacho de branquias plumosas, provistas de cilios vibrátiles, 
CUyo$ movimientos llevan a la boca las partículas alimenticias. 


Clase de los oligoquetos 

Los olígoqiietos (del griego aligas % escaso, y khrtos, pelo) solo tienen 
un escaso número de cerdas y están desprovistos de ¡oirápodas. Su ca+ 
hez a, poco dijeren* latía, no pasee ningún órgano sensorial, Pero sus 
órganos genitales alcanzan una complejidad extrema y los individuos 
smt siempre hermttfrodiías, El desarrolla es directo, sin pasar por el 
estadio de lerna trocó ¡ora. 

La mayor parte de los olígoq actos viven en las aguas dulces (ctibi- 
fex t fiáis) o en la tierra (lombrices). 


Et. particularmente inte resan le estudiar la lombriz de tierra. La piel 
de esta lombriz us espesa y repasa sobre una poderosa musculatura. El 
i libo digestivo es i ó constan temen le lleno de tierra, rica en restos orgá¬ 
nicas, de las cuales se mure el animal, y que son neutra fizados por glán¬ 
dulas especiales de secreción básica. Los órganos machas se componen 
de ruatro testículos y uri receptáculo seminal en el que se acumula el 
esperma antes de sor expelido aJ exterior. Los órganos hembras, situados 
un poco rmís al ras, consisten en das ovarios con sus oviductos* En el 
motílenlo de la reproducción, dos individuos se acó pía it y permanecen 
unidas, durante cierto tiempo, por medio de una mucos (Jad segregada 
por un rodete glandular. Esta misma cintura fabrica después un capullo 
alrededor de Eos huevos. 


Clase de los hinidíneos 


Los It rudíneos o sanguijuelas son anélidos parásitos, completa mente 
desprovistos de cerdas y de piara podas. Su cabeza, poco dijere na tula, 
paste solamente ojos rudimentarias. En cambia, tienen dos ventosas de 
f¿íación y poseen mandíbulas, o bien una trampa para perforar los tegu¬ 
mentos d*' su huésped. Se alimentan de sangre. Sus árganos gemíales 
están muy desarrollados. Son hermafi oditas, Su desarrollo es directo. 

En estado de extensión, la sen guipad a medicinal alcanza de lü a 15 
cení í metro* de longitud. En la superficie de su espesa piel se ven un 
centenar de anillos superficiales, de las que san necesarios cinco para 
formar un anillo profundo a ver¬ 
dadera meta mero. De estos hay 
exacta mente 21, más cinco que en¬ 
tran en la ctmsliílición de la vento¬ 
sa anterior y sirte que constituyen 
la ventosa posteriora 53 segmentas, 
pues, en tola I, que se encuent ran 
cu todos las hirudíncas. 

Además de la baca, que se 
abre en la ventosa anterior, los 
orificios de la sanguijuela son los 
siguientes: el ano, situado dorsal- 
mente al borde de la ventosa pos¬ 
terior ; los orificia* macho y hem¬ 
bra, situadas en e! tercia anterior 
de la cara ventral, y los 17 pares 
de orificios excretares, correspon¬ 
dientes a otros tantos nefridíos. 

En la boca funcionan tres ma- 
xitas cu forma de sierras sumir ir- 
cu lares capaces de ruta llar hasta 
ta piel de un caballa. La herida 
que resulta de ello es una estrella 
de tres brazos que se hace trian¬ 
gular por retracción de mis bor¬ 
des. La succión fie la sangre se 
hace por medio de una faringe 
musculosa. La sangre es puesta en reserva en uu vasto tubo digestivo 
provisto de intestinos riegos laterales. Allí se conserva largo tiempo sin 
coagularse ni descomponerse gracias a las propiedades anticoaguiantes y 
antisépticas de la saliva de la sanguijuela. 

Los nefridios, en número de 17 pares, son mas complejos que en los 
poliqueLos, Luda uno de ellos se compone de una glándula en formo de 
herradura que comunica ron una vejiga urinaria. 

La cadena neruioso ventral comprende 21 parca de ganglios relacio¬ 
nadas, par medía de un minúscula collar pericsofagíco, con los ganglios 
cerebro idea. 

Los árganos genitales sun hermaírotiHas. Poseen dos «¿(irías y nueve 
pares de testículos, un órgano de acoplamiento o pene y varios órganos 
accesorias* En el momento de la reproducción, dos sanguijuelas sr aco¬ 
plan y se fecundan mutuamente, A continuación, los huevos son pung¬ 
ios en el interior de un capullo, en el que se desarrollan. 

Uu carácter muy particular de bis sanguijuelas es que su cavidad 
general está llena de un tejida conjuntivo. Todos los órganos están 
soldadas entre sí. Sólo -subsistí; un seno alrededor de la cadena ner^ 
viusa, y otro táctil en cada testículo* Esta invasión <ld cuerpo por un 
tejido que prolifcra no deja de presentar cierta analogía con el des- 
arroilo de los tejidos can cera sus. El mismo carácter volveremos a cucan- 
ira r en el tipo de los pía te) minios. 

Sábelas desarrolladas (Fot, Wintrebert) 
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Tipo de los vermídeos 


Ciase de los gaftroüs, — Clase de los rotíferos. —Clase de los briozoanos. — Clase de tos braquiópodos. 


Los vermídeos son anélidos más o menos degradados, pero tienen 
ti v fridios y una larva trocó jora. 

Se les divide en ge (¿re os, rotíferos, brioioarioñ y hrmjuiópodos. 


Clase de los gefíreos 

Su nombre proviene de que se les consideraba en otro tiempo como 
im puente (gcphyra) entre los halot áridos y los anélidos. Son grandes 
gusanos marinos, no segmentados, que viven ocultos en la arena o en 
las fragosidades de las rocas. 

Los equiúridos son los menos degradados, pues poseen aún numero¬ 
sas cerdas hacia la extremidad posterior. Los sipuncúlidos tienen la 

piel completamente desnuda. 

La boca está en general en la extremidad de una 
trompa retráctil. 

Los nefridios, poco numerosos, reducidos a veces 
a un solo par, son de tipo anélido y sirven acceso¬ 
riamente para la emisión de los productos sexuales. 

Los equiúritlos tienen un desarrollo indirecto, con 
larva trocó ¡ora y un principio de segmentación. Los 
si pune Til idos tienen un desarrollo directo. 



Clase de los rotíferos 


Los rotíferos son microscópicos y, a primera vista, 
se parecen mucho a los infusorios ciliados, junto a 
los cuales viven en las aguas estancadas 

Las hembras tienen alrededor de dos milímetros de 
longitud y, a pesar de su exigüidad, poseen 
una multitud de órganos, tales como una 
doble corona de cilios vibrátiles delante de 
la boca, esófago, molleja, estómago glandu¬ 
lar, intestino, cloaca, iiefitdios de flama vi¬ 
brátil, glándula genital y cola con glándula 
adhesiva, que permite su fijación temporal o 
definitiva en el suelo. Un millar de células 
entran aproximadamente en su constitución. 

Lns muchos son en unos (1/lt) de mili me- 
Iro) y están profundamente degradados. No 
tienen tubo digestivo. Apenas nacidos, se 
acoplan y mueren. 

Según su medio de locomoción, los rotífe¬ 
ros se dividen en nadadores, geómetras, saltadores, fijos y parásitos. 
En todos los casos, atraen hacia su hora las partículas alimenticias 
de las proximidades mediante un movimiento incesante de sus coronas 
ciliadas, movimiento comparable al de dos ruedas que giran en sentido 
contrario. Ante un peligro, esconden su corona ciliada y toman una forma 
ovoide. Sometidos a la disecación, pasan al estado de vida lenta y pueden 
así subsistir varios años en él interior de una concha gelatinosa. Otra 
partícula rulad fie los rotíferos es la parí filogénesis. En verano, hay sola¬ 
mente hembras, que se reproducen n falla de machos. En otoño y a veces 
más tarde, según la temperatura, aparecen machos procedentes de los 
huevos de ciertas hembras. Los machos son, pues, mucho más raros que 
las hembras, y muy pequeños. No tienen tubo digestivo y sólo viven algu¬ 
nos días consagrados al acoplamiento. Los huevos fecundados tienen más 
resistencia al frío que los partenogenésicos. De ellos resulta, en la pri¬ 
mavera siguiente, la primera generación de hembras parteuggené&ic&s. 


Equiúrido 


Clase de los briozoarios 

Los Imozoarios» (del griego brymx, espuma, y zom, animal) forman, 
en el mar o las agua» dulces, colonias compuestas de centenares o 
millares de individuos nacidos uno* ríe otro» por gemación. No hay 
que confundirlos con los relentereott, de los que se distinguen por 
una organización muy superior. Su boca está en el centro de una corona 
tentacülur y poseen también un tubo digestivo, un ano, un m:iridio, un 
ganglio nervioso, un ovario y un testículo, Todos estos órganos están 
suspendidos en una amplia envidad general, raramente obstruida por 
tejido conjuntivo. 

Los individuos son hermafroditas. Generalmente, la puesta en de un 
solo huevo, y éste suele ser el origen de una nueva colonia, 

Iái gemación da lugar a colonias arborescentes, foliáceas, retinu* 
ladas, macizas, pero siempre consistentes gracias a la quitina o calcio 
que se deposita en sus paredes. 

Gomo Jos brioso»rias son anímales lijos, atraen hacia sí el agua que 
necesitan para respirar y alimentarse medíante incesante agitación de 
los cilios vibrátiles de sus tentáculos. Si se les roza, se contraen y 
se cierran como una bolsa. Envenenados por sufl residuos, cuando no 
tienen nciridio, se desprenden periódicamente de sus órganos internos 
y se renuevan a expensas tic su pared. 

A estas particularidades, algunas especies añaden otra no menos im¬ 
portante: el huevo, en vez de ser vacilado, se desarrolla en el organismo 
materno, a] cual está unido por una especie de placenta . En las demás 
especies existe una larva trocó ¡ora nadadora, 


Clase de los braquiópodos 

Los braquiópodos» otros vermídeos fijos, se parecen a los moluscos 
por su concha bivalva y forman, Como ellos, bancos en el fondo dd 
rúa r. 

Luh valvas pueden estar articuladas entre si por una charnela . Una 
vulva es ventral, la otra dorsal. La ventral presenta una especie dé gancho 
atravesado por un agujero que da paso a un pedúnculo. El cuerpo del 
animal no ocitpu sino una pequeña parte de la concha, cerca del gan¬ 
cho, pero es precedido por dos pliegues legumontosos que forran la con¬ 
cha y constituyen d manto. Entre estos pliegues se extienden dos 
largas branquias enrolladas en forma de espiral y provistas de cilios 
vibrátiles* La boca, situada entre sus bases, da acceso a un saco 
digestivo. Tienen dos neiridios, un corazón» un collar nervioso y glán¬ 
dulas genitales. Unos músculos permiten la abertura y el cierre de 
la concha, a Ja que id animal está sujeto por su pedúnculo. Una vez 
entreabiertas las valvas, el braquiópmlo determina una corriente de 
agua con el movimiento ininterrumpido fie sm cilios vibrátiles. Si se 
te inquieta, cierra su concha rápidamente. 

Los huevos, que evolucionan siempre en plena agua, dan origen a 
una larva trocó fura. 

Se dividen los braquiópodos en articulados e inarticulados. Los pri¬ 
meros se clasifican a su vez según el esqueleto branquial, que puede 
ser nulo (productos, de la Era primaria), formado por dos cortas vari¬ 
llas (riñe anélidos), por mía cinta plegada (Tereóraí/Ífirfo.^ o por dos 
hélices calcáreas (esperiféridos, de la Era primaria). Todos estos bra- 
qu i á podos han desempeñado un importante papel geológico. Los inar¬ 
ticulados son las llngutas, conocidas, cu estado fósil, y que viven toda¬ 
vía hoy en el litoral de los mares cálidos. 


Varías el uses dé rol i foros, conservados 


en un tubo de secreción gelatinosa: Geómetra (A); Nadadores (B, C, l>) : Sedentario (E), 

(Según Jumes) 








Tipo de los platelmintos 


Clase de los turbelarios. — Clase de los tremátodos: Descripción de la pequeña duela. Ciclo evolutivo de la 
gnm duelo. Principales tremátodos, — Clase de los oes todos s Descripción de un hotriocéfalo, Ciclo evolutivo 
tic un botrioeéfalo, Descripción y desarrollo de las tenías. Otras especies de tenías 


Los platdminfos (del griego plaiys , ancho, y helrnins. gusano) son 
todavía llamados gusanos aplanados a causa de su forma y gusanos 
parenquimatosos a causa de la invasión de su cavidad general por un 
par énquima o tejido conjuntivo* Su cuerpo* segmentado o no, está pro¬ 
visto a veces de cilios vibrátiles. ‘Sua tegumentos son blandos. Su apa¬ 
rato excretor es una red de canalículos con células de flama. Su sistema 
nervioso es una red de nervios sin otras ganglios que los cejebroidés. 
Sus órganos genitales son hermafroditas y complejos. 

El tipo comprende tres clases ■ tur bel arios* tremátodos y cestadas. 


Clase de los turbelarios 

Los turbelarios o plan arias son los únicos platel minios no parásitos. 
Viven en agua dulce o marina, o en la Lierra húmedo. Su cuerpo es aplana¬ 
do, foliáceo, y está revestido ríe cilios vibrátiles* que determinan en su 
superficie minúsculos torbellinos (de donde el nombre de turbelarios). 
Algunos no tienen tubo digestivo y viven en simbiosis con algas con¬ 
tenidas en so parénqtiima, como los convoluím* que viven enterrados 
en la arena de las playas y rea luán desplazamientos verticales en rela¬ 
ción con las mareas. Otras especies tienen, por el contrario, un suco 
digestivo y una trompa que les permiten alimentarse con presas vivas. 
Los turbelarios poseen, además, un sistema excretor con células de 
llama vibrátil, y una red nerviosa compuesta de algunos nervios. Pero 
están desprovistos, por d contrario, de aparatos circulatorio y respira¬ 
torio. Sus órganos genitales son bastan le complejos. 


Clase de los tremátodos 

Los tremátodos son gusanos parásitos de cuerpo foliáceo no segmen¬ 
tado y desprovisto de cilios vibrátiles. Timen un saco digestivo sin ano 
y paseen dos o varias ventosas. Su ciclo evolutiva es muy complejo. 

Hay dos especies: los fasciólidos» que tienen dos ventosas, y los po- 
listómidos, que tienen muchas. Los fasciólidos tienen como tipos la 
grande y la pequeña duela del hígado, que viven en los canales biliares 
del carnero. Estudiaremos la primera por su estructura relativamente 
sencilla, y la utra por su desarrollo, que es perfectamente conocido. 


y esperan entonces a ser tragadas por un carnero que pazca a orillas 
del agua (tercera fase); 

5 Lf En el estómago del carnero. Muchos quistes son digeridos. Los que 
m> lo son dejan escapar su cercaría, que se transforma entonces en una 
nueva duela (cuarta fase). 

Se comprende fácilmente, en el caso de la duela, la necesidad de un 
ciclo evolutivo complejo, (lomo para compensar los riesgos debidos a 
los comidos de medio y de huésped, se produce una multiplicación in¬ 
tensiva. Un solo huevo puede dar (i na luiente cien cercarías; una duela 
puede tener 100000 000 X 100 » 10 Ü00 millones de descendientes. 
Estas reservas formidables compensan las pérdidas prt «lucidas pe ir las 
incidencias de las fases enumeradas antes. 

Esto es tan cierto que, durante el invierno, temporada funesta para 
los tremátodos, mueren varias generaciones sucesivas de recitas. 

En verano: 

Huevo —y larva ciliada — > redias —> ocrea rías — > duelas. 

En invierno; 

Huevo —> larva ciliada —> redias —> tedias redias —> cercarías 
—> duelas. 

Principales tremátodos*- Además de la duela, que implantada 
cu el hígado de los carneros les produce una anemia perniciosa, debe¬ 
mos citar el mqui&tosomtt, que vive en el sistema venoso del hombre. 
Es un parásito de los países calidos. Por excepción, mi es herniaftodi¬ 
ta. El macho lleva su hembra en un canal ventral. Después de la fecun¬ 
dación, la hembra emigra y pone sus huevos en la pared de Ja vejiga 
o del intestino, de lo que resultan lesiones y ulceras. 

Un curioso trema todo ha hila en el i ni catino de los pájaros can lores. 
Los huevos, expulsados con los excrementos, llegan hasta una hoja y son 
ingeridos por un molusco terrestre. No se producen redias. El esporoeito, 
por d contrario, se ramifica en el cuerpo del molusco. Una rama pe¬ 
netra en los tentáculos o "cuernos” del animal, donde parece una orugei 
de cuerpo anillado de color verde y amarillo. Cuando no pajaro ve este 
órgano, lo engulle y se infecta con las cercarías contenidas en el in¬ 
terior. 

La vejiga de los ranas contiene con mucha frecuencia polistomos o 
tremátodos de numerosas ventosas. Uno es bucal; los otros están agru¬ 
pados sobre un disco caudal. La infección se efectúa ya en el renacuajo 
y la evolución del parásito se realiza en el curso de la metamorfosis del 
huésped. 


Descripción de la pequeña duela. — Es ésta un animal trans¬ 
parente, aplanado, lanceolado, que mide alrededor de un centímetro de 
longitud, En una extremidad se encuentra la ventosa bucal* que da ac¬ 
ceso a una faringe musculosa, aspiradora, y después a un saco diges¬ 
tivo bifurcado. Poste también una segunda ventosa ventral , 

La duela es he rm afrodita, Tiene dos testículos y un órgano de aco¬ 
plamiento o pene , Los órganos hembras comprenden un ovario , que pro¬ 
duce Jos óvulos; un oo¿ipty donde se perfeccionan después de haber 
sido fecundados por los espermatozoides acumulados, en el curso de un 
acoplamiento, en una bolsa copal mi ara; tíos glándulas vitelo ge ñas, que 
Ies suministran reservas nutritivas (vitelo); glándulas conchíferas, que 
los rodean de un cascarón espeso; finalmente, un útero, muy largo y 
contorneado, donde maduran antes de ser evacuados por un orificio de 
puesta. Por lo que precede vemos que !a duela, aun siendo hrrmafrudita, 
es también capaz de acoplamiento. Ocurre lo mismo en la mayor parte 
de los hermufenditas: sanguijuelas, caracules, etc. 


Ciclo evolutivo de la gran duela - i En el medio exterior. 
Una duela produce anualmente basta cien mi lio ríes de huevos, que Son 
arrojados con la bilis y los excrementos del cordero. En el suelo, mué* 
ren. En el agua de una charra dan origen, por el contrario, a una 
Lava ciliada (primera fase), tan móvil nomo un infusorio, y de mí mis¬ 
ma tulla. Esta larva debe llegar al pulmón de Ja Limnuea t molusco de 
agua dulce (segunda fase); 

2 o En el palman de la Laurínea, La larva se convierte en un saco 
o esporavisto* lugar de formación de nuevas larvas llamadas redias (del 
naturalistas italiano Redi). Estas larvas se parecen ya bastante más 

a una duela, puesto que poseen una fa¬ 
ringe y un saco estomacal. Foco tiempo 
ti es pues salen del pulmón para ir a ins¬ 
talarse en el hígado de la IJrnnaeit; 

3° En el hígado de la Limnaea. La 
redía se convierte en saco (esporocisto 
de segundo orden), donde se producen 
larvas de tercera generación, las cer¬ 
varias (del griego kerkas* cola), mí mis- 
cu las duelas provistas de una cola como 
los renacuajos; 



íiriin duelo en un corte de 
hígado de vaca (Fot, L , 
Hlmwicr) 


4" En el medio exterior* Las cerca* 
rías abandonan la Lirnnavu, nadan unas 
ftoras y, perdida la cola, se cnqulsUm 


Clase de los cestodos 

Los cestodos (drl griego kestos* cinta) son gusanos parásitos de cuer¬ 
po en forma de cinta, segmentado y desprovisto de cilios vibrátiles, No 
tienen tuba digestivo, pero poseen ventosas y generalmente ganchos de 
fijación. Su ciclo evolutivo es complejo. 

Se distinguen los botriocéfaJos (del griego bothrim* fosa), que lte¬ 
ñen dos ventosas, y las tenias (del latín lamia* cinta), que tiene cuatro. 

Descripción de un botriocéfalo*— En el intestino delgado del 
hombre vive un bot rio ce falo de una decena de metros de longitud. En 
uno de sus ex remos posee una hinchazón o escólcx, de apenas el tamaño 
de una cabeza de alfiler, con dos ventosas en forma de ojales, A partir 
riel oseóles, el cuerpo, estrecho al principio, se ensancha progresiva¬ 
mente hasta la extremidad caudal y comprende de 3 000 a 4 000 seg¬ 
mentos o proglotis. Los primeros son inmaturos, Los últimos, mas vie¬ 
jos, han llegado a madurez sexual. Todos ellos tienen la misma cons¬ 
titución* La metamerizaeión es perfecta. 

Un proglotis es una especie de trapecio aplanado y translúcido. 
A cada lado corren un nervio y un canal excretor , En su mitad se obser¬ 
van dos testículos en forma de racimos, un ovario en forma de alforja, 
un ootípo rodeado de glándulas conchíferas* dos glándulas vitelo genos y 
un útero que se termina en el orificio do puesta. Un pene y una vagi¬ 
na sirven para el acoplamiento entre proglotk del mismo gusano, 
unidos uno a otro por los pliegues que se forman en el interior del in¬ 
testino. 

Ciclo evolutivo del botriocéfalo.— i & En el metilo exterior. Los 
huevos rlc 1 parásito se mezclan con los extrémenlos del hombre y llegan 
a las alcantarillas y después a las aguas de los lagos o los ríos. En su in¬ 
terior se desarrolla una larva ciliada que queda lili re y nada hasta que 
es tragada por un pequeño crustáceo del género Cyclops; 

2" En la cavidad general del crustácea. De la larva ciliada se escapa 
una nueva larva llamada hexacanto (del griego hex* seis, y acantha t es¬ 
pina) a causa de los seis ganchos de que está provista. Esta larva llega 
a la cavidad general del crustáceo. Es necesario entonces que éste sea 
comido por un pez (trucha, perca, lucio, etc.); 
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En el cuerpo del pez. La larva precedente pierde mis ganrhon y 
crecen entonces ventosas, lis exactamente rl gusano reducido n su 

escolex. Se ('aquista rn las visceras v m lo* 
músculos del pez y deberá sor ingeniio pm 
él hombre para acabar su evolución; 

-\° En el intestino del hombre. El escóle* en 
gemirá, en su parte posterior, toda fa serie de 
los proglotis y hace que los nuevos ex pulsea 
a los viejos. 

En resumen: 

Mae tí 0 —> larva ciliada -^hexacünlo —> 
escólex —? bote ¿acéfalo. 

La necesidad de huéspedes acuáticos (ci¬ 
clopes y peces) explica que el hntriocéfalo 
no se extienda más que rn las regiones lacus¬ 
tres: litorales del LUI tico y orillas de los lu¬ 
gos suizos e ¡túllanos* 
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Descripción y desarrollo de las te¬ 
nias- -Existen, en el intestino delgado del 
hombre, dos especies de tenias o gusanos sedi- 
Urios; l ( \ hi tenia inerme o saginutu^ que es 
transmitida por el buey y cuyo escólex sólo 
tiene cuatro ventosas; 2°. la tenia armada 
o Wfem, que es transmitida por d puerco y 
cuyo escólcx posee, además de las cuatro ven¬ 
tosas, un rostro terminal provisto de gandíos. 

Las diferencias entre las tenias y los ha* 
trinocíalos sr>n las siguientes: 

a} Sus ventosas son redondeadas y no lon¬ 
gitudinales ; 

b) El número ríe sus progblis no pasa de 

1 500 ; 

c) Sus orificios machos y hembras están 
mezclados y situados al borde de caria pru- 
g|oti 3 , alternalivainente a derecha e iz¬ 
quierda ; 

d) No tienen orificios de puesta; el útero 
es un saco cerrado, ramificado, en el que se 
acutnulan los huevos una vez madtf'ras; 

r ) Los últimos anillos o rucia bit in os (así 
llamados a causa de su parecido con tus pe¬ 
pitas de la calabaza) se desprenden del gusa¬ 
no y son expulsados con los excremento* del 
hombre. Son verdaderos sacos llenos de huevo*. Su expulsión buce la 
veces de puesta ; 

/) En cí interior del huevo se desarrolla d¡rectamente una larva he 
Xacanto; 

gí Es necesario que el huevo que con tiene la larva sen ingerido por 
un buey o por un cerdo; 


\ 


Ois ti cerca s pisi f ov- 
tnix , larva del Lento 
serva fu des vaginada. 
$e encuentra en el 
mcsenterlo del pe¬ 
rro. Este parasitis¬ 
mo se acompaña 
generalmente de la 
regresión y aún de 
la desaparición 
completa de los ór¬ 
ganos respiratorios 
y digestivos, y 
también de los ór¬ 
ganos de la vista 
y de lu audición 
{FoE L* f*QÍ¡pot) 



Luí h/;i 
tro vei 




di I c i , t i ir ien i que mu >1 m cuii- 
tnxilN V ill m ciiinti I d> P micelios 
i Fot, t,, l *tf)U ttt ce ) 


h 1 I I licxncimto, píten¬ 
lo en lilu tiad perfora 
I >1 piel inh tmal de su 

h || éf | Mil y lie gil a un 

inuHi m lo, ibmdc pu* i i 1 r 

►UCi I'illli hli 1 , ' U gl 11 d .1 V 
he aliurea nn.i ■ ■ ,< valad 
■te llriui rjr I jipdilo l'.'i 
enlojici'H, pues, mi l nlle 
VM la i Vil o e| \ í (i . t . e> t d i I 
pi iego ky\tt*\, ' ;i Vlilud 

y krrkfiS, cola }■ En rl 
interior Ir. nía un e < n 
lex (especie de cola i, 
i ) El hombre se m 
ícela comiendo buey o 
cerdo iusuíieimi terne ¡i ir 
cocidos* El é&euíex he 
desi n vagina, se lipi en 
la pared intestinal, pier¬ 
de su vesícula y los di¬ 
versos proglotis cumien» 
z.an su crecimiento. 

En resumen : 

Huevo —> hexacunto —^ cisticerco exeáltw * tetan. 

Este ciclo evolutivo es más simple que el de un bol l im efufe por la 
supresión de un huésped intermedio y la carencia de la i va minóla* 

Un buey o un cerdo cuya carne contiene ebtk'mcos e* llamado le* 
proso, La lepra es un defecto redhibitorio que 1o* vetcrinar ioh descu¬ 
bren mirando sí hay eisücercos di día jo de ta lengua del un mui I* Leí o 
los ganaderos desaprensivos hacen que fracase ésa inspección pinchando 
con alfileres tos cistierreos para hacerlos invisibles. Lo mcjoi rs p pues, 
abstener se de comer carne de buey o de cerdo insuficientemente cocida. 
Si hubiera de comerse carne cruda, ésta debe ser de caballo y no de buey. 

Otras 6SPC0I6S do tenias.—-Los niños de ciertas ciudades llenen 
en mi iuicsium centenares de pequeñas tenias (himenttlcpis), que jamás 
pasan de cuatro eenlí metros de longitud, lodo el desarrollo de estos 
parásitos se realiza en un solo huésped* Los besáronlos se transforman 
en cístico reos en las vellosidades intestinales del ni no. 

La tenia cenara vive en el intestino delgado del perro, donde alcanza 
una longitud de varios cent imol ros* Los carneros se contaminan en¬ 
gullendo excrementos do perro de pastor. En ellos, el rustico reo se ins¬ 
tala en el cerebro y crece desniexiiriiflaniénte, En su interior germinan 
varias centenas de escólcx. 

Lu tenia equinococo del priro *-h la causa de una grave enfermedad 
en el bombo Su rixticcirn -.i desnirolhp r n rín en r l hígado lomiU' 

no y ahúma a veces el vtdli.. di l,r cabeza de un lorio y un peso <Ir 

i j neo a quince tolo gramo Es un quiste fudat ítl < eo, 1 'al pando i I vurntre de| 
roih'jtoii sf percibí un nodo mi mi di * i. hcíi I ic Ion, deludo ji que el i|uislé 
r l/i íoi inailo | m r vanan geiiei acmip h de vr h iíii l¡i*< enen j| lubti uimis en 
111 111 Lioi ultimas Vihieulus pioiluern oncoIcx So conlinr el quiete hida* 
l ¡d ico diqundohc lamer pin un peno cuya lengua -hc Ii,i i m t >-ciarlo con 
fu levos de tcllili eíi o| uno de nliu peno 


Ascáride y 


tipos vecinos. Anquilostomu. 
parásitos tic los vegetal os * 


Triquina. Filarías : Filaría <lc Medina. IdIaria ile Dancroft* 
Equínorrinco. —Consideraciones generales sobre los gusanos. 


Neu m torios 


Los ¡tematelmiutos (del griego nema * hilo, y helmins, gusano) son 
también llamados gusanos cilindricos a causa de su forma. Su cuer¬ 
po no segmentado y desprovisto de apéndices está cubierto de quitina 
análoga a lu de los insectos* Su vanidad, general no está llena de tejida 
conjttolivo. Pueden u urces poseer tifiaroto digestivo. El aparato excretor 
está compuesto de varios tubos longitudinales. El sistema nerviosa se 
reduce a unos cuantos nervios unidas entre'si por anastomosis transver* 
sulcs, An poseen aparato respiratorio ni aparato circulatorio. Eos sexos 
están separados. 

E] ti(>o se divide en dos clases: los nematodos, que tienen un tubo de 
géstivo* paro no trompa* y los acttntacéfalos, que IÍpiicii una trompa re- 
tráetil, provista de ganchos de fijación* pero que están desprovistos de 
tubo digestivo. 

Ascáride y tipos vocinos* - - El intestino del hombre alberga 
una ascáride cilindrica, blancuzca, elástica y adelgazada en sus dos 
puntas, i as hembras alcanzan 25 centímetros y son rectilíneas; las ma¬ 
chos apenas pasan de 15 centímetros y tienen la punta de La cala 
enrollada en forma de cayado. La cabeza, ligeramente abultada, presen¬ 
ta tres ¿abiús dentados que rodean la boca. El ano se encuentra en el 
extremo opuesto. El tubo digestivo va fíe uno a otro extremo y tiene 
una sola diferenciación; una faringe musculosa, aspiradora, que conti¬ 
núa la boca. Introducidas en H quilo intestinal, las lombrices Ascaris 
lumhrictdde se nutren de él y no parece que ataquen la pared misma 
fiel intestino. 

Bajo su pitd, endurecida por la quitina, se encuentran cuatro ¡ajas 
musculares longitudinales, separadas por cuatro bultos o campas de ía 
capa subquitincisa. Se distinguen un campo dorsal , un campo ventral y 
dos campos laterales. En éstos se encuentran los canales excretores * 


Las fajas musculares están constituidas por minblastos, células pro¬ 
pias de fes ne mateó mi utos, que tienen una parte p roto plasma! lea, donde 
se encuentra el núeleo, y oirá fibrosa, más contráctil. Los mioblastos 
forman salientes en la cavidad general. 

Los sexos están separados. Los machos tienen un solo testículo que 
desemboca junto al ano, en una cloaca terminal. Las hembras tienen dos 
ovarios que se prolongan por un doble útero y una vagina. El ori¬ 
ficio genital está situado en el cuarto anterior de la cara ventral. 

Después del acoplamiento, las hembras ponen huevos* que se mezclan 
con Jos excrementos humanos. Estos huevos llegan a las alcantarillas o 
a un estercolero. Pueden también ser ingeridos por el hombre (agua 
sucia* ensalada mal lavada, moscas que transportan los huevos a fes 
alimentos, etc.). Las larvas que salen de ellos no se desarrollan directa¬ 
mente cu el intestino. Deben pasar primero por fas venus, el corazón, 
los pulmones, la tráquea, la boca* el esófago* el estómago y el duodeno. 
Después de este per i pío, las ascárides se hacen sedentarias* 

El oxiuro se fia rece mucho a la ascáride, pero apenas tiene un centí¬ 
metro de longitud- Es muy corriente en el intestino de los niños. Las hem¬ 
bras fecundadas emigran al contorno del ano (picores nocturnos) y 
son después expulsadas con las materias fecales* 

El trieocéfalo es también una lombriz i n test i mil. Le viene su nombre 
de so cabeza deshilacliada (del griego fri\ t ir ib h as, pelo), que planta 
en la pared del intestino para aspirar la sangre. Su desarrollo es análo¬ 
go al ile la ascáride. 

Anquí los toma. — Éste es aproximad amen Le del Lama ño del oxiuro, 
y se diferencia de él por su armadura bucal, muy potente y perfeccio¬ 
nada. Instalado en el intestino delgado del hombre, roe su pared y 
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I I||>i.~t i || H I IM ' J r r . i ■. > I .. U'íl I .1 i :c ll.'É ■ I ,i | DIHI Jmih |i I I i ‘ I' - 

f 11 r ( 11 m ■ mil Individuo 

l.iiN htamn, ■ •. ¡minadui-i i mi hm cxi i emento 1 , rúen .i I Mielo, Nilcn *li- 
i hnn iniriu-mihi?\ jmnMugudiis y muy ¿igilrri f que llegan h l.i píi'l 

*U I ImuhImi iViirtu..Iúntenle mi rMu y llegan derqnié* u lu hiiu 

í.;it\ ni 4'orjitim» a [oís pulmones, u la traquea, a lo boca, al esófago, al 
ff.l/an.igo y ÍjsmlmriHr al iutCtiimo, donde dlin origen U nuevo* auquiloft- 
inmin, En r I cu rao |J r su recorrido, producen toda o 3 ase de enfermo 
düdi’K; picores cu lid eos, usagre, anemia, irritación pulmonar, bronqui¬ 
tis, disturbios gastrointestinales, etc. Centenares de millares de perso¬ 
na* sucumben cada uño víctimas de ios anquíInsmmas, sobre indo entre 
los mineros, los paceros y los labradores de regiones cálidas y húmedas. 
Sólo en IHBU, cuando se abrió el túnel del San Cutardo, se descubrió 
la acción de este parásito en lo que se llamaba basta entonce*»sin cono¬ 
cerse su causa, anemia de loa mineros o anemití de los países cálidos. 

Triquina. — Las lombrices precedentes tienen un solo huésped» La 
triquina, por el contrario, tiene dos: el cerdo y el hombre. 

Kn la carne del cerdo insuficientemente cocida hay siempre en quista¬ 
das gran número de triquinas jóvenes. Llegadas al intestino del hombre, 
quedan libres y alcanzan un tamaño de cuatro milímetros; son enton¬ 
ces parásitos intestinales. Kn su madurez» las hembras fecundadas se 
hunden en la pared del intestino y dejan sus larvas directamente en los 
vasos linfáticos, pues son vivíparas. Las larvas (unas 1 500 por hembra) 
se dirigen directamente u los músculos, donde se enquistun a su vez. 



Larva de triquina enquiciada en un músculo (FüL L* Poilfiot) 


Así» el hombre alberga a un tiempo triquinas en su intestino y larvas 
en su tejido muscular. Lo mismo sucede en el cerdo, Pero mientras 
las larvas enq aisladas en la carne humana no pueden terminar su evolu¬ 
ción, fas de la carne de cerdo son comidas ya por el hombre, ya por 
otro cerdo (restos de matanza), y llegan al estado adulto. 

Filarlas. — Las IHarías, asi llamadas por su semejanza con hilos, 
pueden tener varios metros de longitud, l^is dos especies principales 
son la filaría de Medina y la llamada de Bancroft* 

Filaría de Medina. — Esta lombriz vive en el tejido subcutáneo 
del hombre y produce abscesos en la piel de las piernas o de los 
pies, dentro de los cuales la lombriz está enroscada. Cuando llega 
a la madurez, el absceso se abre y las larvas son arrojadas al agua, 
por ejemplo, cuando el individuo atraviesa un rio. Invaden enton¬ 
ces a pequeños crustáceos de agua dulce y vuelven al hombre sí este 
engulle esos crustáceos corv un agua impura. La jilaria de Medina 
hace estragos sobre todo cu Africa y Asia. 

Filarla de Bancroft. — lista es la filaría más pequeña (sólo unos 
centímetros). La adulta vive en los vasos linfáticos del hombre; la 
larva o míerofilaria vive en la sangre y es transmitida por mosquitos. 
Hay que señalar, como hecho notable, que las mié rol darías viven en 
la sangre periférica (en la piel) durante la noche y en la sangre de 
los órganos profundos durante el día + Este hecho constituye una ex¬ 
traordinaria adaptación al ciclo vital de los mosquitos, que son activos 
durante la noche e inactivos durante el día. La mayor parte de los 
casos de elefantiasis observados en China, r! Jupón, la India, las Anti¬ 
llas, ele., son atribuidos ¡i la /Harta de Bancroft, Los órganos infec¬ 
tados se hínchan desmesurad a me rile. 



Microflliaria en la sangre huma na* A la izquierda, dibujo; 
a la derecha* fotografía del Instituto Pastgur 


Nonm lodo-, parásitos de los vegetales. — Varios nema todos 
vivi ‘11 en la tb u i húmeda o en las materias orgánicas en deseomposi- 
\ nái (\iHffliilaht di / vinagre), Otras especies, vecinas de éstas, trepan en 
ni gimas ocji'oom n u h< largo de los tallos tiernos del trigo y se transfor¬ 
man i a srKituilii* <iloe las espigas en flor. Los granos son reemplaza- 
dos cnlouer? pin a sallas* donde se cobijan las larvas. Esta enfermedad 
parasitaria es ennoeutu bují> el nombre de añublo del trigo . Otro ne- 
matado de tierra húmeda ataca las raíces de la remolacha. 

Equinorrinco»— Éste es el I»rinoipai representante de la clase de 
los aran tocé f tilos de trompa espinosa y desprovistos de tubo digestivo. 
El equinorrinco (del griego echinos, erizo y rhyggos* trompa) vive 
adherido a la pared ínteSLirud dd cerdo y se nutre por osmosis del 
quilo que le rodea. 3u larva vive cu las larvas de las cetonias y de los 
abejorros. 

Consideraciones generales sobre los 

gusanos 

El inmenso grupo ele los gusanos comprende, como acabamos dr ver, 
animales muy diferentes unos de otros por su anatomía y su fisiología. 
Hay que distinguir entre ellos: 

1« Formas, primitivas, libres, regularmente segmentadas y meianieri- 
zudas, provistas de cernías locomotoras y de nefridíos dispuestos por 
pares en cada segmento, de sexos separados y larva trocófora, Éstos 
son los anélidos poliqnetos; 

2 fl Formas aberrantes, como los aligoq netos y los ge f i reos, en los 
que la metamerizudón y las cerdas tienden a desaparecer; 

3* Formas microscópicas (rotíferos), que pueden considerarse como 
detenidas en so desarrollo y más o menos semejantes a la larva trocó- 
fura; 

4* Formas fijas y degeneradas. Unas ( bnozourios) parecen pólipos 
y forman colonias compuestas de millares de individuos. Otras (bra- 
quio podas) parecen moluscos y tienen un a concha bivalva; 

5 Ü Formas parásitas, como los hirudíneos, los tremátodos, los cesto- 
dos y los nema!el minios. Estos gusanos presentan iodos los grados del 
parasitismo, desde la sanguijuela, que es un parásito externo, hasta 
lu filaría, que os un parásito de la sangre, pasando por los parásitos in¬ 
testinales (tenia), hepáticos (duela [sagú a i pe] y musculares (triquina). 

Unos tienen un solo huésped (ascáride, oxiuro); otros cuentan con 
dos (lenia, duela) o incluso i res {bol r mecíalo). Cuando tienen varios» 
se llama huésped intermedio el que alberga la larva y huésped defini¬ 
tivo el que aloja el adulto. Para la tenia inerme, el buey ce huésped 
intermedio y el hombre huésped definitivo. 

Los neitiatelmintos no cambian de forma en el curso de su evolución, 
pero presentan, n causa de su quilina, cierto número de mudas com¬ 
liara bles, por ejemplo, a las de un cangrejo. 

Los platel minios no sufren mudas, sino metamorfosis cu relación con 
los huéspedes sucesivos: tina tenia, por ejemplo, pasa sucesivamente 
por el estado de hexacanto y cístkerco antes de ser cscólex y por fin 
tenía. 

Los fenómenos se complican cuando hay multiplicación vegetativa. 
fín huevo de duela da una larva ciliada que engendra varías red ¡as, 
cafla una de las cuales engendra a su vez diferentes cercarías. Del 
mismo modo, el cisticerco de la tenia cea uro produce gran número de 
escole*. La multiplicación es aún mayor en la tenia equinococo. 

lientos visto que las tuettunar¡üú$, la multiplicación vegetativa y la 
prolijidad genital constituyen notables adaptaciones de los parásitos a 
las dificultades de su ciclo evolutivo* Las ventosas y los ganchos de que 
están provistos les ayudan mucho en esto, y les permiten fijarse en 
su huésped o perforar sus tejidos. »3ín embargo, los gusanos parásitos 
ofrecen uno notable reducción de sus aparatos digestivos, circulato¬ 
rio y respiratorio. Su sistema nervioso y sus órganos sensoriales son 
también muy esquemáticos. 


GUSANOS I 1 A HA SITOS 

ri irjiSPIi- 

UES 

defini¬ 

tivos 

HUéSPK- 

mss 

inter¬ 

medios 

FORMAS LARVARIAS 

Síingui ¡líela 

verte- 




bracio 



Duela (sagunipe) 

carnero 

iimrmeu 

larva ciliada, esporoeisto» 




redhi, cercaría 

Ifot rio eéf rilo 

hombre 





cr uslá- 

larva ciliada, box a cu uto. 



ceo, pez 

escólese 

Tenia inerme 

——. 

buey 

lux a calilo, c i s t i c e r c o 




exoólex 

Tenia armada 

— 

ce rdo 


Tenia ceuuro 

perro 

carnero 

lie x a c a rito, cisticerco 




múltiple, escóícx 

Tenia equinococo 

— 

hombre 

tiexfleantü, quiste hirioti- 
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Ascáride 

hombre 
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— _ 



Trí encéfalo 

-— 



A oquilostoma 

-—■ 



Tr i q uin a 

hombre 

h o mbre. 




cerdo 



cerdo 



Filaría de Medina 

hombre 

crustáceo 


Filaría de Bancroft 

— 

mosquito 


Eq uinorri neo 

cerdo 

abejorro 

microJl luria 






























Tipo de los artrópodos 


Caracteres debidos a la quitina. Otros caracteres de los artrópodos. Clasificación de los astrópodos. — Clase 
de los onicóforos* — Clase de loa oros táceos r Caracteres primitivos de los filópodos* Durtenogénesis de los cla- 
dóceros. Copépodos libres y parásitos* ConsccuciichiH de la ílj ación en los clrrjprdos* Parasitismo de la ¿accn- 
¡iiia» (sopados anl ipodos, Superior i dad de los decápodos, Apéndices del cangrejo* Principales decápodos* 
— Cías* de los miriápodos; QuIIÓpodos. Diplópodos. — Clase rio los insectos i Segmentación de los Insectos. Piezas 
bucales y regímenes alimenticios: Tipo triturador* Tipo l.imedor. Tipo chupador. Tipo picador. Adaptaciones 
de las patas. Modificaciones de las alas. Aparatos dljtltlvo y excretor. Aparatos respiratorio y circulatorio 
Tráqueas de los insectos acuáticos* Perfeccionamiento del sistema nervioso. Variedad de los órganos senso¬ 
riales : Pelos sensoriales, órganos auditivos, órganos visuales* Dimorfismo sexual* Partenogénesis s Partenogá- 
nesis facultativa* Parlenogénesis geográfica. PartenogénesU de estación. Poltembrionla* Metamorfosis. Hlstóllsis 
e histogénesis. Clasificación de los insectos. Ttannum* Amjii iptero». Ortópteros, Neurópteros* Coleópteros* Himc- 
nópteros, Lepidópteros. Dípteros* Hcmiptcros* Clase de lo* me ros tomas, — Clase do los arácnidos: Es cor- 

Affimm, Araros 


Lm artrópodos o articulados son animales anillados y métame*u a 
dos, como los gusanos, pero están provistos además de uprmt ir o tu 
tteulndos* Las articulaciones se hicieron necesarias como v*msecuefirtu 
de la presencia de quitina, materia coriáceo, en lo mptrfitir de la 
pieL Los apéndices articulados se adaptan a los más diurr\ti\ fúñete 
fies. La cavidad general se reduce a un can junta de lagunas pot los 
que circula la sangre* El sistema nerviosa es ganglionar * En el cur\o 
de su desarrollo se producen mudas y* frecuentemente* mctamorfoH*. 


Caracteres debidos a la quitina, u quitina (dri griego 

khitan, túiiira) es uiui substancia ri¡Irosa segregada por el ectodcrino. 
Flexible al principio, se espesa y endurece después hasta formar un 
caparazón resistente qur reviste no sólo el exterior riel cuerpo, sino 
también las parles anterior y posterior del tubo digestivo. 

Se considera la presencia de quitina como el carácter dominante, al 
cual están subordinados los caracteres secundarios siguientes: 

I* Membranas articulares. Si un caparazón de una sola pieza es admi¬ 
sible en los nema Leí minios, animales parásitos y poco móviles, es incon¬ 
ciliable con Iíi movilidad de los artrópodos. Por eso el caparazón se 
interrumpe, en el límite de sus sucesivos anillos, por membranas arti* 
cülares flexibles; 


2, Apéndices articulados. Del mismo modo, los apéndices, so pena ríe 
ser sólo varilla» rígidas y sin función, deben estar formados por seg¬ 
mentos articulados. I>e ahí proviene el nombre de los artrópodos (dd 
griego arthron* articulación, y pous, podas, pie); 

3* Carencia de cilios vibrátiles; 


■1 Músculos especializad as t Lomo los músculos que unieran un punto 
a «tro del segmento rígido no servirían para el movimiento, sólo sub¬ 
sidien los músculos que unen un segmento a otro. No hay, pues, en los 
artrópodos, una capa muscular extensa como en los gusanos, sino múscu¬ 
los individualizados y especializados; 


5" Modos, El crecimiento del cuerpo es impedido por el capara?,*: 
Los artrópodos deben, pucs ? desprenderse de él de vez en cuamh 
es el fenómeno de las mudas. En cada muda. Jos tejidos se diluían y 
moderno segrega nueva quitina* Resulta de ello que H crecí míen 
es discontinuo en vez de ser continua, como en Iris demás animales, 
usual représenla rio por un gráfico en forma de escalera. 


Otras caracteres de los artrApodos. — Ot ros caracteres están 
menos directamente ligados a tu presencia de quitina. 

. l " l ' os “Péndwes se componen típicamente de una base o protopo- 
dito formado por dos segmentos que tienen cada uno dos segmentos 
laterales. En el segmento inferior se insertan una gnatobase mastu-adora 
del Indo interno y un epipoditu respiratorio del lado externo. En el 
segmento superior se insertan un endopodita del lado interno y un 
exopodito de! lado externo. Estas diversas partes sólo son simples en 
los crustáceos inferiores. En lodos los demás, se complican y se adap- 
t.in ii divo isas funciones, El resultado de ello son íipc/i dlCCA s? mor ¿filfas 
(anténulas, antenas), rnasticadores (mandíbulas, maxilux, patas-maxilas), 
prensiles (uñas, pedí palpos), locomotores (patas, aletas), reproductores 
(órganos de acopla míenlo), etc.; 

2* El aparato circulatorio es un conjunto de lagunas* No hay en él 
ni capilares n¡ venas. Las propias arterias son muy reducidas. El cora- 
zán, situado dorsal mente, está formado por una o varias bolsas dis¬ 
puestas en serie lineal: cada una de dbis tiene un par de orificios u 
ostlulos. En cada d¡lalación* la sangre es aspirada a través de los ostío- 
Jos; en cada contracción es impelida a las arterias. La sangre es incolora 
o blanquecina (hemoeiamna) y sólo contiene glóbulos blancos; 

.V El aparato excretor, muy variable según los grupos, está formado 
por glándulas que provienen tal vez de nefridíos; 

4 n El sistema nervioso es gang] loriar y ventral, ifay siempre un par 
de ganglios cerebroides, y uu par de ganglios suhesofúgicos unidos por 
un collar pe ríes o} agir o. El resto dd sistema nervioso llene forma de 
escala de cuerda o de cuerda de nudos* Los ganglio* de cada par están 
unidos por una comisura . Los pares sucesivos están unidos por coñac* 
ticos. En los tipos superiores de artrópodos, los ganglios tienden a 
unirse en una o varias grandes masas; 

5” Los ojos 9011 simples (ocelos) o compuestos (ojos de facetas). 
Un ojo compuesto puede estar formado por varias centenas de omttü- 
dios. Cada omatidia comprende; 

a) Una capa de células córneas que cormiluyen una córnea irnris¬ 
páronte (una de las facetas del ojo); 


b) lina capa de 
m> fddonej i ; 


células cristalinas que segregan entre sí un cristali¬ 


cé Uitu 
II" *emoble 


til P* de células retiñíanos que agregan entre sí un bastoneé 
a la luz* 


I < unía i ¿días *Hián parados 111141 de otras por células negras, 

I.om oj«>M eom pikcslofi en n lie ren proba bízmente a su poseedor una 
visión panorámica, pero muy iinipieeiNa; 

6 * Los artrópodos se orientan sobre todo por el tacto y el olfato, que 
tienta su asiento en pelos sensoriales. Ésfio» son huecos y contienen la 
prolongación de tina neurona sensitiva. Pueden poseer también órganos 
auditivos y otros de equilibrio; 

I o Los sexos están generalmente separados. Los /menos, bastante car¬ 
gados de vitelo (huevos het eróle vitos), tienen una segmentación parcial 
o desigual. Lon motivo de las mudas se producen a veces, en c] curso 
del desarrollo, cambios bruscos de forma, o sea metamorfosis. 


Clasificación de los artrópodos* — Este tipo es el más vasto de 
todos : H 00 UQO especies entre un millón conocidas en total* Ciertos 

artrópodos tienen antenas en la parte anterior de la cabeza, como los 
ant cilíferos, que se dividen en crustáceos , miriápmlos c insectos. Otros 
no tienen antenas, sino queltferos en forma de gancho o de una* Son 
los quelíferos, que se dividen en merostomas y arácnidos t En la base 
de los artrópodos se sitúan, además, animales que constituyen la tran¬ 
sición entre los anélidos y los artrópodos. Con ellos *r forma la clase ríe 
los onicóforos. 


Clase de los onicóforos 

Los onicóforos (fiel griego tmyx, una, y phorein, llevar) cuentan una 
cinciientena de especies del hemisferio austral. Sus principales repre- 
uwt tullen son los per ¿pitidos, que se parecen a los gusanos y viven en 
lugares sombríos y húmedo*. 

Estos animales son artrópodos, puesto que Llenen quitina, aunque del¬ 
gada y blanda; garras , que terminan sus patas; tráqueos respiratorias, 
parecidas íi las de los insectos; pelos sensoriales, etc. 

Pero poseen tatú bien caracteres de anélidos: apéndices cortos y no 
segmentados que parecen parápodos, capa muscular continua, nejridim 
mtt ame rizad os, etc, Son, en suma, artrópodos imperfectos y vecinos 
sólo del tronco de este tipo. 


C lase de los crustáceos 


IjOs crustáceos .son artrópodos antentfetos, acuáticos y que respiran 
en general por medio de branquias* 

Lomo ¡su nombre indica, su caparazón está más o menos incrustado 
de carbonato de calcio. 

El cuerpo de los crustáceos se compone de uno cabeza, un tórax y un 
abdomen; la cabeza y el tórax pueden estar fundidos en un cefato* 
tórax. 


La cabeza comprende Btih segmentos y tiene cinco pares de 
pequeñas antenas, grandes antenas* mandíbulas y primeras 
majtilcis. 


apéndices: 
y segundas 


En la extremidad del abdomen se encuentra una lengüeta terminal 
(trisan) diversamente dispuesta según la especie* 

í^as branquias están siempre situadas sobre las patas o en su proxi¬ 
midad. 


En el curso de su desarrollo, bis crustáceos sufren, rn general, meta¬ 
morfosis. Su forma larvaria mas simple es el rtnuplto, que posee tres 
pares de apéndices conespund¡entes a las antenas y las mandíbulas del 
adulto. Su cuerpo, no segmentado, engendra después segmentos en su 
partí* posterior* Al mismo tiempo, los apéndices se multiplican. Se pasa 
así del nauplio a otras larvas llamadas* según los casos* mettmauplios, 
cipris, zocas, f¿losamos, etc, 

Los crustáceos viven en el agua o en los lugares húmedos* Algunos 
se aventuran a salir a tierra. Hay entre ellos parásitos* Otros son fijos* 

Los crustáceos inferiores (antemóstrateos) tienen un número varia¬ 
ble de segmentos y apéndices* Son los filó podas, dadáceros , ostr aco¬ 
dos, copépodos y cirripodos. 
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Caracteres primitivos de los filópodos. — 1“ Loa filópodo$ (del 

griego phyllon. hoja, y pott-í* podas* pie) tienen apéndices folíateos en 
los <|ti í• se pueden reconocer 1 4 ><J¿is las parlen do! miembro primitivo 
do los artrópodos* lisios apéndices son a \a vez masticad o res por su 
gnatobasc erizada de pelos rígidos, respiratorios por su epipodita de 
quilina delgada, natatorios por su epcpoiíita aplastado como «itt remo, etc. 
Es evidente que esta acumulación de tas funciones es un carácter más 
primitivo que la división del trabajo que encontraremos en los crustá¬ 
ceo® superiores; 

2* Por algunos de sus caracteres, los « 4 pus, que son los principales 
filopodos actuales, recuerdan los trHabites de la Era primaria* Como 
particularidad, tienen ve nt mímente un surco que recorre “un salchi¬ 
chón nutritivo". Este, que está formado por ios a limen Tos masticados 
por el conjunto de las gnatollases, progresa hacia la boca; 

3* El número de segmentos es variable en un mismo grujió, y a veces 
en una misma especie; 

4° La forma misma del cuerpo puede modílicarse bajo la influencia 
del medio. Así, especies antes consideradas como distintas están reía’ 
cionadaS en realidad mías con otras; 

5 Ü El sistema nervioso de los fd ápodos es siempre en forma de escala 
o de cuerda y no presenta ninguna coa lesee ncia entre sus ganglios, 


Partenogónesis da los cladóceros. Al lado de dos «ápodos se 

colocan los eladoccr os, y en particular los dafnias o pulgas acuáticas* 
que se ven sallar en Lts charcas gracias a sus antenas ramosas situadas 
encima de la cabeza. Estos animales están protegidos por un caparazón 
bivalvo que les deja la cabeza libre. Se ve toda su organización por 
transparencia, incluso el cu razón, cuyo número de pulsaciones varía 
con la temperatura* 

El carácter mas notable de !ow chtiJoccroy es su tipo de reproducción. 

En primavera y en verano, no existen machos. Las hembras ponen hue¬ 
vos {huevo* de verano) que, conservados en una bolsa incubadora dor¬ 
sal, se desarrollan sin fecundación y producen sólo hembras, Esta repro¬ 
ducción sin fecundación se llama parten o gáne sí 9 (del griego parí henos, 
virgen, y génesis* nacimiento). 

En otoño aparecen los machos y, con ellos* los huevas fecundados 
o huevos de invierno, liatón permanece n algún tiempo en la cámara incu¬ 
badora de Ih hembra. Arrojados después con una parte del caparazón 
(efipio), que los protege y Ies permite dotar, subsisten en estado de 
viil¿i lenta hasta la primavera siguiente. 

Llamemos O a los huevos fecundados, o a los no fecundad os, P a 
las hembras puLlenogentGftB, M a los machos y F a las hembras* El ciclo 
de los ciad ácoros se resume de la forma siguiente: 


O — P — o — P — 


o — P — o 


/ o— M \ 
\ o- K / 


En los grandes lagos, donde Ja temperatura varía poco 
del año, la reproducción sexuada tiende a desaparecer; 
escasean siempre. 


O. 

en el curso 
Íii h machos 


Inversamente, en las pequeñas charcas sujetas a desecación, la repro¬ 
ducción sexuada ¡su* m terca (a varias veces entre las generaciones parte- 
nogenésieas: bis muchos son frecuentes y numerosos. 


Copépodos libres y parásitos. — La forma tipo de los copépodos 
es el ciclope, muy extendido en las aguas dulces y del que, por con¬ 
siguiente, es fácil procurarse numerosos especímenes. La hembra, más 
grande que el macho, alcanza cuatro milímetros de longitud. El ani¬ 
mal hc sostiene en el agua gracias a siis largas antenas y a su horquilla 
amduL Nuda por medio de sus patas torácicas provistas de cerdas 
plumonas, a la^ que deben m nombre los copépodos (del griego kope, 
rama, y poa podas* pie). El abdomen de la hembra tiene lateralmente 
Sacos üi ti genos, donde son incubados los huevos. El nombre de cíclope 
le ha sido dado a causa de su único ojo, que resalta, por su pigmenta¬ 
ción, sobre la 1 ran^pareneia general. Las tegumentos son ? en efecto, 
muy finos y permiten los intercambios respiratorios. Los copépodos, no 
tienen branquias. 

En el plancton marino y lacustre existen innumerables copépodos ex¬ 
traordinariamente adaptados a la vida flotante gracias a sus cerdas plu¬ 
mosas y a sus gulilas de aceite. Estos copépodos son la base de Ja ali¬ 
mentación de los peres. A veces, el mar contiene tantos que se hace 
opaco (v, fig. p, 373 ). 

Otros copépodos son parásíloe de la piel o de las branquias de los 
peces. Tienen forma aplastada, ganchos de fijación y una trompa pica¬ 
dora y chupadora. Suelen fijarse en su huésped mediante unas* especies 
de raíces. 


Consecuencias de la fijación en los cirrfpedos. — Los «- 

rrípedos, muy abundantes, son crustáceos fijos a los que su fijación 
confiere un aspecto muy especial. 

\° Pon analogía con una flor, diremos que una tmatifa se compone de 
iin pedúnculo* que sostiene un abulta míen [o terminal o capitulo* com¬ 
puesto a mi vez de piezas, en numero de cinco* que hacen las veces 
de sepilió^ y pétalos Pero estas piezas son calcáreas y no tienen sime¬ 
tría r adiada imii esta adelantada (carena) y las oirás cuatro son 1 ti te- 
rale». A vocea lo» piezas calcáreas son mas numerosas y el pedúnculo se 


itbre Ir enramas. Otras veces (huíanos)* vi pedúnculo de&nparcrc y el 
capítulo está adherido a la roca. En este caso comprende una muralla , 
formada por sem frentes, y un apérenlo o cubierta móvil; 

2 * Al abrigo de su caparazón, ios cirrípedos permanecen inmóviles, y 
sólo agitan media docena de pares de putas o cirros (del latín cifras* 
lila me ii lo) que tienen Ja forma de largos látigos cubiertos de cerdas. 
De este modo consiguen crear una corriente de agua que asegura sus 
necesidades respiratorias y alimencias; 

3" FJ sistema nervioso y los órganos sensoriales son muy reducirlos; 

4° El hermafroditismo es regla en ellos. Existen¡ sin embargo, en 
algunas especies, machas enanos o machos complementarios que viven 
como parásitos sobre grandes individuos. Estos muchos están extraor¬ 
dinariamente simplificados: puede decirse que sr reducen a un par de 
testículos. Suele ocurrí i que los grandes individuos purasitiferos 
simplifiquen a su vez y se conviertan en hembras. En cale caso, las 
hembras, que son muy grandes* se fijan al suelo y los machos enanos 
quedan fijos a perpetuidad sobre esas hembras. La separación de los 
sexos substituye entonces al herm&frodtliüinn. 

Parasitismo de la sacculina. — Cierto número de cangrejos* vis¬ 
tos por su parte ventral, presenta o una especie de tumor en el límite 
del abdomen y el tórax. Este tumor es un uirrípedo parásito, al que por 
su forma de saco se le ha dado el nombre de sacculina. 

El saco es el conjunto de los órganos reproductores* Se prolonga, en 
el interior del cangrejo, por un sistema ramificado de raíces mediante 
las cuales se alimenta la succnlinu, No puede imaginarse degeneración 
mayor, puesto que todos los órganos, digestivos* excretores, respirato¬ 
rios, circulatorios, sensoriales y nerviosos, han desaparecido, 

Sin embargo, este animal es un rirrípedo. De sus huevos salen, en 
efecto, larvas nemptios bicornes que, una vez transformadas en cipris* 
se lijan en un nuevo cangrejo. 

Entonces se produce un fenómeno bástanle extraordinario: la larva 
entera se introduce en el interior del cangrejo. Sólo queda en el exterior 
el caparazón, que no tarda en caer. 

Invisible, la sacculina se extiende y se ramifica rumo un cáncer por 
el organismo de su huésped. Luego, al cabo dr algunos meses, produce 
exterior mente su saco reproductor, 

Isópodos y anffpoclos. — í.mi estas dos clases pasamos l los crus¬ 
táceos superiores, láctica de conocer por sus veinte segmentos y 
diecinueve \i& tes tic apéndices, Pero los tegumentos son todavía blandos, 
chlán puco calcificados, y tos ojos son sésiles en vez de jjed une libidos 
como cu los decápodos. 

La evolución de los isópodos y los anfípodos se realba por dos vías 
diferentes. 

Los isópodos tienen el cuerpo aplanado (ejemplos: ligias del borde 
del mar, asclidos de las aguas dulces, cochinillas de los lugares humo* 
dos)* Sus apéndices, divididos en cefálicos, torácicos y abdominales, 
se representan por la fórmula (2 + 1 + 2) + (1 -p 7) T ó. Los siete 
pares de pales locomotoras son semejantes* De ahí proviene el nombre 
de isópodos (del griego ¿sos, igual, y pous* podas* pie)* Las branquias 
están situadas t n las pulas abdominales. El corazón es también abdo¬ 
minal. 

Los aufípodos tienen el cuerpo comprimido lateralmente (ejemplos; 
taUtrvs o pulgas de ruar, gámbaros o cania ron es de agua dulce, capríu 
lid os). Su fórmula upemlkular es (2 + l + 2 ) + (1 + 4 +3) + 6 * 
De los siete pares de patas locomotoras, cuatro están dirigidos hacia 
delante y tres hacía atrás. Esto es lo que significa el nombre de Sos 
anfípodoH (del griego atuphi, doble). Las branquias están situadas en 
las pulas torácicas. El corazón es también torácico* 

En estos do& grupos se producen curiosos fenómenos de incubación. 
Los huevos fecundados son guardados en mui bolsa incubadora ventral 
(bolsa marsupntl) formada por laminillas perteneciente» a las patas 
torácicas. Los huevos son grandes y poco numerosos. Las crías se se¬ 
paran de la madre en un estado de desarrollo ya muy avanzado* 

Superioridad de los decápodos. — Loa decápodos son los crustá¬ 
ceos de organización mus elevada, 

I o Su cabeza y su tórax enteramente unidos forman un cefedotórax 
de gran resistencia; 

2" Su rapa razón está muy calcificado; 

+■ Sus apéndices torácicos comprenden lies pares* de patas-maxilas y 
sólo cinco pares de putas locomotoras, De éstas proviene el nombre de 
los decápodos (del griego deca , diez y pous t podas, pie). La fórmula 
apendkulur es (2 + 1 + 2 ) + (3 -f 5) + 0. Es el tipo mejor equi¬ 
librado ; 

í" Las branquias, situadas ni lás patas torácicas, están protegidas, en 
{‘Uila lado del ¡merpo, por un pliegue del caparazón que limita una 
cámara branquial. Parles especiales de los miembros aseguran la circu¬ 
lación def agua; 

3° El estómago tiene un aparato mastieador (molino gástrico), forma¬ 
do por piezas <|n¡tinosas muy móviles; 

í'i ,J El sistema arterial está muy desarrollado; 

V El sistema nervioso, más o memos condensad o, e^Ló a veces redu¬ 
cido, como en los cangrejos, a una sola masa torácica unida a los gan¬ 
glios cerebro¡des; 

8 " Los ojos son ped uncu lados y muy móviles en todos sentidos. Los 
decápodos son podoftaimas. 
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Apéndices del cangrejo. — Es interesa nlc mostrar cómo los dieci¬ 
nueve parca de apéndices de un decapado — de un cangrejo, |»oi rjem 
están a da |j linlos y diferenciados con víala a las diversas litaciones 
' 1 11 * + tienen que cumplir, 

í" Las pequeñas antenas (au) y sobre todo las grandes antenas t A N i 
Hiin cmno látigos muh ¡articulados y táctiles. En la base de las peque 
ñus antenas se abren los órganos de equilibrio (estatocistas) eonst bui¬ 
dos por una cámara con cerdas 
sensibles y granos de arena, .Se¬ 
gún la posición del animal, los 
granos de arena descansan más o 
menos sobre las cerdas e infor¬ 
man al animal acerca de la índo¬ 
le de su equilibrio a la manera 
de nuestros canales semicircula¬ 
res del oído. En la base de las 
grandes antenas so abren los órga¬ 
no* urinarios (glándulas verdes); 

2 U Las mandíbulas son robustas 
y dentadas (ind); 

3 o Las primeras y segundas ma - 
rilas (mxl, 01 * 2 ), son laminosas; 

4" Las patas-muxilas (pmxl, 
pmx2* pinx3) son la transición, co¬ 
mo su nombre indica, entre las 
verdaderas maxilas y las verdade¬ 
ras patas. Las del tercer par son 
particular mente interesantes, pues 
reúnen todas las partes de un 
miembro típico: una base, o pru- 
luprufito. formada por dos seg¬ 
mentos ; una rama externa, o 
exopodito: una rama Interna, o 
endoprnlito, formada por cinco ar¬ 
tejos. Fl protopodito tiene bran - 
(jutas laminosas y (llamen totas. El 
cXfip odito desempeña un papel 
táctil. El endopodíto es la pieza 
mast i cadera ; 

5 a Las polos locomotoras no tie¬ 
nen eXOpüdito. Su protopodito y 
su endopodito forman una serie 
no interrumpida di: siete piezas. 
Las dos últimas constituyen los 
frenos de la uña. En las bases de 
las patas locomotoras del te rita 
par se abren los orificios genita¬ 
les de la hembra. Kn h* bases de 
las del quinto par se obren lo» 
orificios del mucho; 

ÍV Las putas abdominales ípa) sirven para la reproducción. Los dos 
primeros pares del macho son estiletes de acoplamiento. Los cuatro úl¬ 
timos fie la hembra sirven para sostener los huevos durante Iji incu¬ 
bación ; 

7 a * Completamente al extremo del abdomen se encuentra un par de 
patas natatorias (|m) encuadrando el telson. El conjunto forma el aba* 
nica caudal, cuyos golpes en el agua tienen por objeto obtener el des¬ 
plazamiento del cangrejo hacia atrás. 

Principales decápodos. — Los decápodos se dividen en tres gru¬ 
pos, según la importancia de su abdomen, 

I o Los macruros (del griego makros, largo, y ara* cola) tienen un 
abdomen bien desarrollado, que constituye su parte comestible. Son los 
camarones (v. fig. p, 373), ¡os cangrejos, los bogavantes, los tangos* 
linos y las langostas. La mayor parle nucen ya provistos de todos sus 
segmentos y apéndices. La larva (ilosomo de langosta es ríe un tipo 
particular. El desarrollo, cu el cangrejo, se efectúa cuteramente en 
el huevo; 

2 U Los anomuro* (del griego anomos, anormal y uro, cola) tienen 
un abdomen bastante bien desarrollado, pero blando. Son loa paguros 
o ermitaños, de tan curiosas costumbres. Para protegerse, habitan con¬ 
idias vacias de moluscos gasterópodos y han adquirido, por este hecho, 
un enrollamiento característico del abdomen. Los apéndices terminales 
son uñas de fijación. Los paguros viven frenuentemente en compañía de 
anélidos, de esponjas, de brio/.oarios, de hidra rio* y de actinias. Se 
trata de verdaderas simbiosis o asociaciones de beneficios recíprocos 

Una especie de paguros, impropiamente llamados cangrejos de los 
cocoteros, está adaptada a la vida terrestre; 

3 rt Los braquiuros (del griego brochas, corto, y ara , cola) tienen un 
abdomen reducido y replegado bajo el eefalotórax. Son ios cangrejos 
de toda especie fucos, centollas, aradas de mar). Nacen, como los 
ano mu res, con segmentación y apéndices muy imperfectos aún, 


Clase de los miriápodos 

Los mtriápocios (del griego rnyrios , innumerable, y pous, podas, pie) 
son artrópodos anteníferos, terrestres^ cuyo cuerpo se compone de una 
cabeza seguida de numerosos segmentos, todos ellos semejantes. 

La cabeza tiene un par do antenas, un labio superior o labro, un par 
de mandíbulas y dos pares de maxilas. 
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Litiht uno dr lo* anillos que siguen a la cabeza tiene uno o dos 
part’tt dr puta*', sin que el total pase ordinariamente de un centenar. 
La expresión inglesa centipedos, o la española ciempiés, son, pues, bas¬ 
tante justas pura designar u estos animales. 

En i I ciiripu de los tniríápodos, todos los órganos se extienden en 
rl M'utido ti i- l.í longitud: H tubo digestivo, que rs rectilíneo; el cora - 
son, fjiir está formado por numerosas cámaras en serie lineal; el 
sistema ne/mosa, en Iorina de cuerda de nudos, etc. 

í 1 I aparato respira jo rio se compone de tráqueas análogas a las de los 
mHerios y peí lt<bmirnt v metamcrizuilas, 

Lo?. ñuiiMK i ir ganos MonsorialéS son petos táctiles y ojos simples u 
ocelos, 

IhrMÚr i< m los he, punios de vista, los miruiprnloH deben *er considera¬ 
do?. mino bastante ierra nos de los insectos más inferiores. 

Se les divide en quilapttdas y diplópodos. 


Quilópodos. Su cuerpo aplastado tiene en cada anillo un solo 
par de patas, insertas lateralmente. Las maxiías son independientes 
unas de otras o están un poco soldadas en su base. Tras ella* suele 
haber un par de dientes venenosos (forcípulus), cuya mordedura, sí 
se trata de grandes especies, es muy peligrosa para el hombre. Los 
quilopodos son carnicero* y tienen movimientos rápidos. 

Citemos (as escolopendras, una de cuyas especies, gigante, habita el 
centro y sur de América, {funde es uno de los animales más temido; 
los ¿¿tábidos, muy comunes en todas partes, y los geófilos, que produ¬ 
cen luz. Todas estas especies viven escondidas durante el día y cazan 
durante la noche, 


DtpIópodOS, Su cuerpo cilindrico o aplastado tiene en cada ani¬ 
llo dos pares de palas, insertas vem raímente. La* nía ¡rilas están solda¬ 
das entre sí y fe ir man un labio inferior. No tienen dientes venenosos. 
Son vegetarianos y sus movimientos sun muy lentos, 

Citemos bis fiiliíos, cuyo cuerpo cilindrico, de un negro brillante, se 
enrolla en forma de espiral, y Jos glatnéridos, que se enrollan en forma 
de bola, corno bis cochinillas. Los di plápodos son nocturnos, como los 
quilópudo.% y buscan durante el día rl abrigo del musgo, tas piedras y 
bis cortezas. 


Clase de los insectos 

Los insecto* o hexápodo» (del griego hexa, seis, y pmis, podas, pie) 
son artrópodos antenijeros, aéreas, cuya etterfm se compone de unti ca¬ 
beza, un torat y ntt abdomen, Im cabeza tiene an par de antenas y 
tutrias piezas bucales* Id tórax, formado de tres segmentos, posee tres 
¡mrrs de patap y, generalmente, das pares de alas. El abdomen es apa* 
do. El aparato respiratorio es un c onjunto de branquias* El desarrolla 
permite en genera/ metamorfosis. 

Segmentación de ios insectos. — Los insectos (latín insecto, 

griego entorna) son, etimológicamente, animales segmentados. Antigua¬ 
mente se designaba con el nombre de insectos, además de éstos, cuyo 
estudio constituye la entomología, otros anímales tales como los miriá- 
porlos, crustáceos, arañas, gusanos, etc. 

Fu los verdaderos insectos, igual que en los crustáceos superiores, el 
número de segmentos es de veinte. 

La cabeza tiene seis, 
pero sólo posee cuatro 
pares de apéndices: an¬ 
tenas, mandíbulas, pri¬ 
mera* maxilas, segun¬ 
das maxilas, soldadas en 
su base. 

El tórax comprende 
tres segmentos, llama¬ 
dos protÓrax, rne$atá- 
rax y inet atórax. Cada 
uno de ellos tiene un 
par de patas. Los dos 
últimos pueden tener 
alas. 

El abdomen cuenta en 
principio once segmen¬ 
tos, pero este número 
puede estar reducido a 
ocho, cinco, cuatro o 
tres en algunos insectos. 

No existen palas abdominales, salvo si consideramos como tales, 
y en ese caso profundamente modificadas, los estilos, pinzas, oviscaptos , 
aguijones, etc.* que se encuentran en el extremo del cuerpo. 

Piezas bucales y regímenes alimenticios. — El carpintero* el 

cerrajero y el albañil no se sirven de las mismas berra mientas. Del 
mismo modo, los insectos tienen diferentes piezas bucales según se 
nutran de cuerpos duros (insectos trituradores), de substancias blan¬ 
das (lamedores) „ tic líquidos (chupadores) o de sangre y savia que 
extraen del cuerpo de los animales y los vegetales (picadores). A cada 
régimen alimenticio, pues, corresponden piezas bucales apropiada». 

Tipo triturador. — Los insecto» que comen alimentos coriáceos bou, 
por ejemplo, la cucaracha y lu langosta. Sus piezas bucales son las si¬ 
guientes ; 
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Buen de abeja (lamedor) 
[Microfot, C* Bille] 


Trompa de mosca (picador) 
[Microfot, C* /Íí7/c] 


Cabeza y trompa de mariposa (chupador) 
[Mi ero fot, J< L. La porte] 


Un labio superior o labro , pieza mediana sin relación ccm los verda¬ 
deros apéndices; 

Un par de morid i bulas robustas, dentadas, sin indicio de segmenta¬ 
ción ; 

Un par de maxilas en ! a¡> que se descubren las diversas partes del 
miembro primitivo de los artrópodos: una base, o proiopodiio de dos 
segmentos, una branquia externa o exopodito que forma palpo maxilar * 
una branquia interna o endropodíln que constituye una doble lámina 
masticad ora. Como las mandíbulas, las maxilas están a derecha v íz- 
quierda y funcionan como verdaderas cizallas; 

Un labio inf criar formado por la soldadura de otras dos mas lias» 
Las bases, confundidas, forman el mentón. Los exopúditos son palpos 
labiales, y los endopoditos constituyen una cuádruple lámina mas¬ 
ticad ora. 

Tipo lamedor. — H abría que decir triturador-lamedor* Las abejas 
tienen, en efecto» un labro y mandíbulas análogas a los del tipo pre¬ 
cedente, Las diferencias no aparecen sino en las maxilas y en el 
labio inferior. 

Las maxilas son muy alargadas y consisten esencialmente en una 
base, un palpo rudimentario y una lámina semejanle a un sable, pero 
provista de pelos y que sirve de raedera* 

FJ labio inferior esta aun más modificado* Sus palpos son muy largos. 
Sus láminas mástic a doras internas están soldadas en una lengua * la 
cual posee hileras transversales de pelos y se termina en un botón gus¬ 
tativo. Sus láminas masltcadoras externas, que son muy cortas, acom¬ 
pañan a la lengua y merecen por ello el nombre de paraglotis , 


De talle de una pala de araña (a tu izquierda) y de una pata 
de abeja obrera (a la derecha) [Micro] ot. C- Bille {/ L. Pltnt- 

uferj 



El conjunto de maxilas y el laido inferior forma la trompa, con la 
cual la abeja explora las flores en que recoge néctar y polen. 

Tipo chupador,—-Loe insectos de este tipo son las mariposas, que 
aspiran el néctar por medio de una trompa enrollada en forma de es¬ 
piral (espiritrompa), peni que pueden ser desenrollada. Algunas esfin¬ 
ges tienen una trompa de 20 centímetros, 

En corle transversal, se ven sólo dos canales, uno a derecha y otro 
a izquierda, formando tubo aspirador. No pueden ser otra cosa que 
maxilas, dado que tienen un pequeño palpo* Las mandíbulas y el la¬ 
bro lian desaparecido en ellas, El labio inferior es rudimentario, 

Tipo picador. — Para traspasar la piel de los animales, o la corteza 
de los árboles, se necesitan estiletes acerados. Para aspirar después la 
sangre o la savia, hace falta un tubo aspirador , como existe en la trom¬ 
pa de tas chinches, los mosquitas y las moscas. 

En todos ellos, el tobo de la trompa está constituido por el labro y el 
labio inferior , transformados en canales* Por su parte, los estiletes son 
las mandíbulas y las inaxilas, a las cuales se anuden dos piezas su¬ 
plementarias llamadas epi faringe e hipo faringe. 

Según tenga seis estiletes (tábano), cinco (mosquito), cuatro (chin¬ 
che) o dos (glossma), la trompa es llamada hextzqúvtu w pentaquefa, 
tet raqueta o diquela. 

En la mosca ordinaria, por último, los estiletes han desaparecido 
completamente (trompa aqueta). El labio inferior* terminado por dos 
tapones carnosos que forman ventosas, permiten al insecto aspirar toda 
dase de jugos orgánicos, 

Yendo alternativamente de) estiércol a ¡as substancias alimenticias, 
las mascas transportan los huevos de ascárides y de oxiuros y toda clase 
de bacterias* Su papel es tan nefasto como el de los insectos picado¬ 
res, a los cuales se debe la transmisión del paludismo* de la fiebre 
amarilla, de la lepra, de La enfermedad del sueño, del carbunclo, de la 
peste, del tifus, etc* 

Adaptaciones de las patas. — Las patas ambulatorias o patas 
ordinarias se componen de una serio de articulaciones que correspon¬ 
den. al protopodito y el endopodito del apéndice típico de los artró¬ 
podos: la cadera o eoxa, el trocánter, el muslo o fémur, la pierna o 
tibia y el tarso, formado a su vez de una a cinco articulaciones* 

Partiendo de este tipo primitivo, que podemos ver, por ejemplo, en 
una cucaracha, hallaremos el origen de todas las adaptaciones que su¬ 
fren las patas según las funciones que tienen que cumplir* Así, las 
patas saltadoras de la langosta son las palas posteriores, cuyo muslo 
está extremad a urente desarrollado; las patas excavadoras de la cigarra 
son, por el contrario, las palas anteriores, ensanchadas y provistas de 
espolones laterales; lus patas nadadoras del dltíscido son las patas 
posteriores alargadas, aplanadas y guarnecidas de largas cerdas que 
aumentan su superficie; las patas prensiles de ia manta religiosa o 
predicador, cuyo muslo y pierna, cada uno con una doble sierra, se 
pliegan uno sobre aíro después de haber sido lanzados a lo lejos por 
la cadera, son terribles instrumentos mortíferos* 

En la abeja obrera, las palas posteriores están dispuestas para la re¬ 
colección dei polen y la manipulación de la cera* La pierna triangular 
y la primera articulación ensanchada del tarso forman cepillo con sus 
hileras de pelos, y pinzas a! acercarse una a otra* La pierna tiene tam¬ 
bién el hueco llamado cesta * 

So observan, pnr último, modificaciones de las patas según los sexos* 
Así, los dit bridas machos tienen sus tarsos anteriores ensanchados y 
provistos de pelos especiales y de ventosas para asirse a la espalda de la 
hembra durante el acoplamiento* 

Modificaciones de las alas. — En los terrenos carboníferos se 
han encontrado insectos con seis alas* La mayor parle de los insectos 
actuales tienen sólo cuatro, insertas en el meso tórax y el metalara x* Algo- 















DIMORFISMO SEXUAL 




Orniihoptera uroilleanus 
(Islas Salomón) 

(FoL Larousse) 




Lp maniría dispar 
(Según Goldschmidt) 


Che i mathoia brn mata 
(Fot* L m Charles) 

La hembra es áptero 



¿4 canthops 
f aleatoria 
(Guayaría) 





Morpho rete ñor 
(Guayana Francesa) 
(FoL Larousse) 
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iiMh li» h+'ii fiúln ilu' v j*'ii Hln «r |r a IIviniii diptrtm (drl grir|*o di, di*?.,, 
y pteron* alit J, Kn fíii* mun. lint lias mcNiloricicjiH lum nido reemplaza- 
dan por batmrmes* May también insoctott sin alan, ya porque no la k 
K an t mitin íi tinca ( aptcrigotos)* ya porque Jan han perdida por di verana 
razone» (áptero*). Talen ann Inn piojos, las pulgas, las chinches, elC* 

i jimio hay cuatro alas, pueden ser todas ellas membranosa* ( arquip* 
ter oí, himntópterox), o estar cubiertas de minóse tilas escamas (lepidóp* 
teros). Las dos ¿das anteriores, mesotorácicas, pueden también ser co* 
riaceas y servir de estuches o ¿litro* para Us alas posteriores (ortópte¬ 
ros* coleópteros). Los ítem!pitras sólo tienen semiélitrús r Todos estos 
caracteres sirven para el establecimiento de la clasificación ríe los 
insectos, 

Podemos preguntarnos por qué. los ápteros han perdido sus alas, 
Darwin y Lama re k han Interpretado este fenómeno a la luz de sus 
respectivas teoría*, Pero es muy probable, en definitiva, que se trate 
de un problema químico. Se han obtenido insectos sin alas sometiendo 



Aln de mosca {Microfot* C, Bilh) 


suh larvas a la acción del ácido cianhídrico. Inversamente, e* posible 
hacerlas crecer en el pulgón del rosal regándolo con sales de magnesio. 

Cualquiera que sea su número y su aspecto exterior, las alas están 
siempre formadas por dos láminas delgadas de quitina, aplicadas una 
contra otra y sostenidas por nervaduras. La disposición de las nerva¬ 
duras y de los espacios o células situarlos cutre ellas sirven para la 
determinación de las especies. 

Aparatas digestivo y excretor* — El tubo digestivo, muy corto 
en los carnívoros, alcanza su máximum de longitud en los escarabajos. 
Sus partes constituyentes son: una faringe musculosa y aspiradora, 
propia de los insectos chupadores y picadores; un esófago* con buche 
o sin él, donde se acumulan las substancias alimenticias; una molleja. 
de dientes qmimosos que sirve más bien de filtro que de órgano tritu¬ 
rador ; un estómago glandular* cuyas glándulas, sobre todo en ¡oh carní¬ 
voros, resaltan extci tormente como dedos de guante, y por último, un 
intestino terminal o redo* 

Este tubo digestivo posee varias glándulas anejas. 

En la boca se vierte la secreción de las glándulas salivales* secreción 
unas veces venenosa (mosquito*!, chinches), otras coagulable al contacto 
del aire y que se transforma en seda (orugas, gusanos de seda). 

En la parte anterior det intestino hay varios tubos de Malpighi, 
cuyas telillas contienen ácido úrico y uratos. Son los órganos excretores 
de los insectos. El excedente de ácido úrico que no puede ser eliminado 
por ios tubos de Malpighi se acumula en las células de im tejido espe¬ 
cial, el cuerpo adiposo, situado bajo la piel y en fa superficie de 
los órganos. Se trata de un rinón de acumulación. Además, y siempre 
como consecuencia de la insuficiencia renal, el ácido úrico puede 
acumularse en los tegumentos y dar lugar a los colores brillante* de 
ciertos insectos. 

Junto ul ano desembocan las glándulas anales. Pueden ser glándu¬ 
las venenosas relacionadas con un aguijón (abeja) o glándulas asfixiantes 
cuyo contenido, rico en ácido butírico, proyecta el insecto (escopetera) 
hacia sus enemigos. 

Aparatos respiratorio y circulatorio.—Los insectos respiran 

por medio de tráqueas, que llevan el aire a todas las partes del cuerpo. 
La traquea es un tubo ramificado que se abre a) exterior por un óiL 
ficio o estigma. Sil pared está formada por dos capas: una capa proto- 
plasmática externa* con numerosos núcleos, y una capa qu i tinoso in¬ 
terna* de la cual una parte está condensad* en una espiral que mantie¬ 
ne la tráquea abierta. 

Las últimas ramificaciones o traquéalas se terminan en el interior de 
células que poseen una función respiratoria propía. 

Los estigmas son ojales abiertos lateral raen le en el límite de los di¬ 
versos segmentos torácicos y abdominales. Dispositivos especiales (pelos 
válvulas) impiden entrar al polvo dd aire, y a veces también a los 
gases tóxicos, 

Ln los insectos inferiores, como en los míriápodos, las tráqueas están 
metamenzadas. En cada segmento hay un par de ramificaciones tro* 
queales. Eu los insectos superiores se producen anastomosis iramver- 
salr* y longitudinales, Dos gruesos troncos traqueales* dilatados a veces 
en forma de sacos aéreos (moscas, abejas, mariposas), reúnen el aire 
de las diferentes traqueas y lo reparten por toda la extensión del 
cuerpo* Al mismo tiempo, el número de estigma» disminuye. La mayor 
parte de los insectos sólo tienen diez pares: dos en el tórax y ocho cu 
el abdomen. 


Lomu UtK tráquea* llevan el aire hasta lo iná» profundo de los 
ir;idos, i-l apáralo circulatorio ríe los insectos es extremamente rudi- 
Mtrtihtnn Lomprcnde sólo un corazón dorsal y un bosquejo de aorta, 
ht corazón es una serie de cámaras separadas unas de otras por válvu¬ 
la* y traspasadas por ostíolos, A cada dilatación, debida a músculos ali¬ 
formes exteriores al corazón, la sangre de las lagunas circundantes pe¬ 
ndí* 1 por los ofitíolns, A cada contracción, los osticios se cierran y la 
sangre es impulsada de atrás hacia delante hasta la aorta. Ésta es muy 
corla y vierte la san¬ 
gre en las lagunas. 

La sangre ex un ¡í* 
q ti ido generalmente 
incoloro. A veces (Jai¬ 
vas. tic Chir momas o 
gusanos de cieno) 
contiene hemoglobina 
disuelta. 

Tráqueas de los 
insectos acuáticos. 

— La respiración de 
los insectos acuáticos 
se efectúa a expensas 
del aire atmosférico o 
del oxígeno que está 
disuelto en el agua. 

En cada raso se pue¬ 
den distinguir diver¬ 
sas modalidades, 

1" El ditíscido sale de vez en cuando a la superficie fiel agua y le¬ 
vanta un poco *us élitros para almacenar debajo de ellos una provi¬ 
sión <le 3trc, El hidrófilo retiene aíre gracias a los pelos que cubren 
la cara ventral de su tórax; 

2" Las nepus y la* ranatras , vulgarmente llamadas chinches de agua. 
disponen de dos estigmas situados en la extremidad posterior del ab¬ 
domen y prolongados por un largo tubo respiratorio que es el que el 
insecto pone al nivel de la superficie del agua, Las larvas de mosquitos 
y de muchas moscas tienen un tubo análogo que termina en láminas 
foliáceas o cerdas plumosas. Éstas, extendiéndose en la superficie del 
agua, aseguran lit dotación de e*a especie de periscopio; 

3* En la larva de Eristalis, vulgar gusano de cola de lo* pozos negros, 
toda la extremidad de su abdomen se prolonga como tubo respirato¬ 
rio. Los segmentos de este tubo pueden entrar unos en otros como los 
elementos de un catalejo; 

4" Las larvas de Chira no mus (gusanos de cieno) tienen una respira¬ 
ción cutánea acrecentada por la presencia, hacia la extremidad poste¬ 
rior dd cuerpo, de apéndices digitados que sirven de branquias; 

■ r >* Muchas larvas acuáticas tienen branquias traqueales, es decir, sa- 
Iiontes dorsales o laterales de pared delgada que encierran ramifica* 
clones traqueales. Los intercambios gaseosos se efectúan a través de la 
pared. Las branquias son filamentosas en las larvas de friganos* y foliá¬ 
ceas en las de efímeras o cachipollas , 

6 o Las larvas de libélulas tienen branquias recttdes* especie de re¬ 
pliegues foliáceos, que contienen ramificaciones traqueales, situados en 
el interior de su intestino* El animal aspira y expulsa alternativa men¬ 
te el agua por esa parte de su tubo digestivo. 

Perfección amiento del sistema nervioso. — El sistema nervio¬ 
so de los insectos, como el de todos los artrópodos, es gftngliotiar, pero 
presenta en ello» notables perfeccionamientos. 

Los insectos inferiores y las larvas tienen una cadena ventral doble 
(escala de cuerda) o simple (cuerda de nudos) unida a los ganglios ce- 
rrbrotdes por un collar per ¿es o fág ico. 

A medida que la organización dd insecto es más elevada, se asiste 
a la soldadura de los ganglios de cada par, y después a la coligación 
de los pares sucesivos. Una abeja llene sólo dos ganglios torácicos y 
cuatro ganglios abdominales. Una mosca .tiene todos sus ganglios uni¬ 
dos en una masa torácica, 

Al mismo tiempo, los ganglios cerebro id es se amplían y se convier¬ 
ten en un verdadero cerebro, en el cual se distinguen un cerebro ante* 
rior , un cerebro medio y un cerebro posterior. 

Las piezas bucales son inervadas pur el ganglio subesofágico, que 
es a veces una parte del cerebro. 

Variedad de los órganos sensoriales.— Lo* insectos poseen 

una gran variedad de órganos sensoriales. 

Pelos sensoriales, — Estos pelos difieren de los pelos ordinarios en 
que son huecos y en que se relacionan con una neurona sensitiva situada 
en su base. Algunos están implantados en un hoyuelo. Otras veces, sólo 
exisu- el hoyuelo. Así se pasa de los pelos táctiles a los hoyuelos olfa¬ 
tivos y gustativos. 

Los pelos táctiles pueden encontrarse en toda U superficie dd cuer¬ 
po, pero generalmente están en los palpos, las patas y las alas. 

Los hoyuelos gustativos están en las piceas bucales. 

Los hoyuelos olfativos están localizados en las antenas. Pueden con¬ 
tarse hasta 17 000 en una antena de mosca. Ahora bien, las antenas 
son infinita mente variadas en longitud y forma. Hay antenas filamento- 
sas, plumosas, pectinadas, etc. Grupos enteros son definidos por sus 
antenas. Por ejemplo, los lamelicornios, los el avico mi os y los longicor- 
nios. Muchas veces, los macho» Llenen antenas nías desarrolladas que 
las hembras y reconocen a éstas por el olfato* También las hormigas 
de una tribu se reconocen por d olfato* La o Ilación desempeña un 
papel importantísimo en Jos insectos* 



Sección de un insecto (según Knlhc) : 
A t cerebro; B, ocelo; C, cadena nervio¬ 
sa; D, vaso dorsal; E, esófago; F, glán¬ 
dulas salivales; G» buche; I!, estómago; 
L intestino; J t tubos de Malpighi; K, 

ovario 













389 


UPO DE LOS ARTRÓPODOS 


Órganos auditivos, — Lo» órgano» auditivo» non de don 'Tihch : ai 
ganos cordotonales, especie de cuerdas lira ules relacionadas con cé- 
hilas sensitivas, y árganos timpánicos^ unta perfeccionado», que ronm 
ten en una membrana dispuesta en el orificio tic una raja dr i-i‘ímkium 
cía de cuyo fondo parte un nervio* Hay una gran utiulugiii cutir 
estos órganos y la oreja humana, Lofl acridios tienen un pai de nigiihon 
timpánicos en el primer segmento abdominal* Loo grillos y b Ut\* 
gustas tienen un par en cada una de sus pata» antnúuv.s* 

Órganos visuales. — Los órganos visuales son los tu rtos o bu u lun 
í 7 /o 5 de facetas. Los ocelos existen sólo en la* larva», n*ó como rn Irn 
pulgas y los piojos. Los ojos de facetas existen ni la mayor pinte dr 
los adultos y pueden estar formados por varios millares de omaiidias u 
ojos simples. Un ojo de esfinge tiene 25 000 faceta». En los tábanos, 
l.is libélulas, etc*, los ojos ocupan casi toda la cabeza* Una abeja tiene 
dos grandes ojos de facetas y tres ocelos frontales* 

Al lado de los órganos sensoriales, que son verdaderos rece plore*, 
pueden ser estudiados órganos emisores de sonidos o de luz* 

Los órganos sonoros son muy diversos* El zumbido de las moscas* 
las abejas y los abejorros es debido a las vibraciones rápidas de las 
alus y las válvulas que cubren los estigmas. La estr ululación de los 
grillos y las langostas es producida por el frotamiento de los élitros* 
En los acridios este mismo resultado es obtenido por el frotamiento 
de los muslos posteriores dentados contra crestas igualmente dentadas 
del abdomen* Las cigarras* por último, poseen verdaderos timbóles cuya 
membrana vibra bajo la acción de un músculo. 

Los órganos luminosos existen en algunos insectos: los Lampyris 
o luciérnagas, los piróforos, ele*, que los tienen en el tórax o en el 
abdomen. Las luciérnagas hembras tienen los suyos en la cara ventral 
de los tres últimos segmentos abdominales. Son éstos cúmulos de cé¬ 
lulas donde se ha descubierto la existencia de dos substancias- una 
luc¿ferina y otra lucifcrasa,, que actúa como diastasa oxidante. 

Dimorfismo sexual-— En todas las especies, machos y hembras 
difieren fúndame nial mente por sus glándulas genitales y sus órganos 
de acoplamiento. Pero pueden también distinguirse por caracteres se* 
xtudcs secundarios, que permiten reconocerlos a primera vista. En este 
raso, hay una forma macho y otra hembra, o sea un dimorfismo sexual, 
del que los insectos ofrecen ejemplos característicos. Las diferencias 
pueden maniíestar&e por: 

1" El tamaño. Los machos suelen ser más pequeños que las hembras. 
Hay* sin embargo, que exceptuar los lócanos, los diñaste» y géneros 
vecinos, en los que se produce precisamente lo contrario; 

2* La coloración * Los machos tienen generalmente colores más vivos 
que los de las hembras. Así ocurre en el caso de muchas mariposas; 

,T La ornamentación dr la cabeza y el tórax. Estas partee del cuerpo 
presentan con frecuencia (en los coleópteros) tubérculos, espinas, cuer¬ 
nos más desarrollados en un sexo que en otro; 

4* Los órganos locomotores. Frecuentemente, sólo loa macho» timen 
alas; las hembras son ápteras (cucaracha, luciérnaga)* En el dit tachín, 
los élitros de la hembra están ornados de estría» sobre las cuales vie 
nen a adherirse las ventosas de las patas anteriores del macho* Muchas 
mariposas machos tienen bis puta» delantera» mas o menos reducidas; 

5 D Las piezas bacales. En el 1 acuno o ciervo volunte, loa machos tie¬ 
nen enormes nía n diludas semejante» ü cuernos* Los mosquitos hembra» 
tienen una trompa picadora y »c abrevan de sangre* Los machos no 
tienen estilete y viven sobre la.» florea; 

6 o Los órganos sensoriales , Los ojos y la» antenas u órganos olfativos, 
suelen estar nías desarrollados en loa machos que en las hembras* Así, 
los ojos de una mosca macho se tocan en la linea medía, y están sepa* 
nulos en el otro sexo. En una especie de hormigas se cuentan 400 fa¬ 
cetas en el ojo de los machos, 2(K1 en c! de las hembras y una docena 
solamente en el de las obreras; 

7* Las árganos sonoros y luminosos * Los sonoros están siempre muy 
desarrollados en los machos. Los luminosos, por lo menos en el gusano 
de luz, pertenecen sólo a las hembras, 

Partenogénesís.— Hemos estudiada ya la parten o génesis o repro¬ 
ducción virginal en los rotíferos y los dadúceros. Los insectos ofrecen 
muchos ejemplos que se pueden clasificar como partenogénesís faculta¬ 
tiva, parlenogéneds geográfica y par teño génesis de la estación. 


ParrrnofUtf'iicau facultativa* La reina de una colmena de abejas 
m> r n ipfii mu» que una sola vez en el curso de su vida (durante 

■ I IM. i,. .. y hace provisión de espermatozoides en una bolsa 

■ .i ¡'ií Lnlnr.i qlu depende de su vagina* Los óvulos, en el momento de 

I i ,.. ■ i l»i li t inidjidos o no. Si son fecundados dan hembras* Si no 

m. i. i un í mIh (huevo , pnrtenogenésicos), sólo dan machos. Eso cxpli- 
i ipn lín i m i mcjui fu más híbridos y conserven íntegramente los 

. . .. >!> In tjiiiin miilernn* Como llenen menos cromosomas que 

t.i he imhii • i m Mili laiiibiéu menos vitalidad y representan en la col- 
un huí . I |iii|i* í i!' pijli ¿oso» o parásitos. 

I'mlviiajtfrtrilft gcograiicti. Los ¡asmas »on parten o genésicos en el 

ni* di> il i i d< I.un donde esniKean lo» muchos, pero no en África 

ili l IV-hIí 1.h .. i,iM uLJinrroHON como la» hembras, 

ft\u irilf rilaiióii* En el pulgón tleí rosal, los indivi¬ 
dual il, .. * hi'Iiihí vilmente hembra» ápierna que »e reproducen 

lijiilriMUp'. iimntf ]Ln olono iipaicccu macho» alados y hembras 

á pici a» q in 1 11 .-i*«* 11 1 .111 l.n» hueva» frr u miado» dejan pasar el invierno 
pnni da i ..tu, ' n la primavera siguiente, a nuevas hembras par- 

Icnógrm'Mi u 1 • 

Puede fnhiiuiM m dbw i ido de la manera aiguienlCp designando O 
los huevo» ít TiituliMhiH, o lo» no fecundado», P la» hembra» paridlo* 
genésica». M Iom imuhua y F Iwh hembra»: 


O — P —o—P — o 


P — o — P 


/ " 
\ ® 


M \ 

F / 


O. 


El ciclo de la filoxera es utás complejo. En primavera, y durante una 
pari< i del verano, se suceden varias generaciones de hombros ápteras, 
llamadas galleólas porque pican las hojas de la vid y determinan la 
formación de excrecencias o agallas* Al final del verano, las hembras 
galleólas emigran a las raíces de ía vid y se hacen rtidicicoías. En ese 
momento provocan tu mores que pueden ser mortales para la planta* 
Pero, en otoño, aparecen hembras aladas que salen de tierra y dise¬ 
minan la especie. Son emigrantes. Sus huevos dan machos y hembras 
ápteras. En fin, éstas ponen huevos que, después de haber sido fecun¬ 
dados y pasado el invierno bajo k corteza de las cepas, dan en la 
primavera siguiente hembras galleólas. 

Tal es al menos el ciclo completo de lu filoxera en América del 
Norte, su país de origen. Llamemos PG a las hembras partonogenésicas 
galleólas, PR a las radicícohis, PE a las emigrantes* El ciclo se resume 
del modo siguiente: 


O — PG — o — PG —- o — PC — o — FJt — o — 


— PR 


o 


PE 


/o — M\ 
\«-F/ 


o. 


En Europa, el cielo es más sencillo* Sólo hay hembras radieícolas y, 
iíc vez en emitido, a muy largos intervalos, individuo» sexuados. La 
\n\ 1 iruiogénrMs es prácticamente indefinida, 

Poilombrlonla. — Algunos lumen ápteros ponen sus huevos, coa 
ayuda de ím fino aguijón, en el interior de los huevos de otros insec¬ 
to»* Si un lluevo de Encyrtus es puesto en un huevo de iponnmeuta las 
células que provienen de aquél, por cariocinosta, no Urdan en aislarse y 
evolucionar cada una por su cuenta, Tenemos finalmente varios embrio¬ 
nes, y después varias larvas, procedentes de un solo huevo. Esto es la 
poliembrionía, Al mismo tiempo, el huevo de iponomeuta se ha con¬ 
venido en oruga, tvsta contiene ks larvas de Encyrtus, que le devoran 
progresiva mente las visceras y no dejan por ultimo sino un despojo* 

Metamorfosis. — Los insectos, de ordinario ovíparos , pueden tam. 
bien ser vivíparos o T mejor aún, larvíparos* Así es como las hembras 
partenogenCKicas de los pulgones dan sus crías vivientes. Muchas moscas, 
especialmente la glossina o t$e*tsé, transmisora de la enfermedad del 
sueño, dati igualmente larvas, que se transforman en ninfas apenas na¬ 
cidas, Pero, sea cual fuere el caso de que se trate, los insectos no 
vienen generalmente al mundo bajo su forma definitiva, y deben sufrir 
metamorfosis más o menos complejas. Distingo iremos cuatro casos: 


Metamorfosis del gusano de seda: 1. Nacimiento del gusano; 2, Gusano adulto; 3, 4, 5, Formación del capullo; 6. Corte del 

capullo con crisálida; 7* {página siguiente). Nacimiento de la mariposa* {Fot. H*-ÍL Nvailhs) 










1° Insecto sin metamorfosis. Ciertos insectos des provial os de alus en 
estado adulto (tfounuros, piojos, climches de las camas) nacen con su 
forma definitiva y crecen sólo mediante una serie de mudas de su en¬ 
voltura exterior; 

2' Insectos de metamorfosis incompletas. Éstos nacen con la forma 
adulta, pero sin alas. Las partes que íes faltan crecen en cada muda o 
solo durante las últimas mudas, Tal es el caso cu ios acridios y las 
cucarachas. Por otra parte. Ja larva puede tener un modo de vida dife¬ 
rente al del adulto. Cuando es acuática (libélula, cachipolla), los 
órganos adecuados a este genero de vida deben desaparecer y la meta¬ 
morfosis es un poco más completa. Pero, en todos los casos, el animal 
no deja de ser activo y de alimentarse; 

<V Insectos de metamorfosis completas. May en este caso Lrcs estados 
sucesivos y muy distintos: el estado larval ario, el ninfal y el adulto. 

Se distinguen cuatro tipos de larvas: 

a) Las larvas campadeiformes (en forma de campodeidos, insectos 
primitivos), que tienen el cuerpo alargado, aplanado, provisto de seis 
patas abdominales. Poseen ocelos, piezas bucales trituradoras y goo 
muy móviles y carniceras. Ejemplo, la larva de cárabo; 

h) Las larvas cruciformes ti oragas (del latín erucae ), que tienen el 
cuerpo alargado, cilindrico, provisto de seis patas torácicas y de falsas 
patas abdominales. Tienen ocelos, piezas bucales trituradoras y son 
vegetarianas; 

c) Las larvas melolont¿formes^ cuyo Lipo es el gusano blanca dd 
abejorro. Estas larvas viven en la tierra o en los ¡bosques y se sirven 
poco de sus palas, que son cortas. Su régimen es vegetariano; 

d) Las larvas vermiformes o ¿podas, que están desprovistas de patas 
y parecen gusanos. Son parásitas (larva de moscardón) o viven en 
medios orgánicos (larva de moscarda). 

La vida larvaria puede ser de larga duración (cinco años en el tuca ñus 
y tres cu el abejorro). Llegada a su fin. la larva, que lia alcanzado s» 
tamaño máximo, evacúa el contenido de su tubo digestivo y se trans- 
forma en ninfa. A veces arroja, previamente, su piel Iurvaria. Otras, 
se envuelve en un capullo o se cuelga por medio de un hilo de seda 
que segregan sus glándulas salivales. Se distinguen; 

¿í) Las ninfas propiamente dichas, de las que todas las parles son 
visibles y libres. Algunas son móviles (mosquito). La mayor parte son 
inmóviles. 

b) Las crisálidas o ninfas de mariposa, cuyas partes son visibles, pero 
que están fajadas y son incapaces de cualquier movimiento. 

c) Las papas o ninfas de mosca, cuyas partes son invisibles por estar 
encerradas en la piel larvaria. 


El período ninfal dura generalmente unas semanas, en el curso de 
\as nuiles hc produce una modificación completa de la organización del 
insecto» A un terminación, la ninfa se abre y deja salir d adulta o i mago 
(imagen de hks ascendientes), que es inmediatamente apto para la re¬ 
producción ; 


l L Insectos de hipermetamorfosis. Los estados sucesivos son los mismos 
que en el caso precedente, pero con la complicación de que hay varias 
formas larvarias sucesivas, adaptadas a diferentes modos de existencia, 
y separadas a veces por cortos períodos de reposo (seudoninfas). Esto 
es lo que sucede en los rnelaes y los sitaría. 

Los sitaría ponen sus huevos a la entrada de una madriguera de 
abejas cavadoras. La primera larva que. sale es el trian gulin o, así lla¬ 
mada a causa de las tres garras que terminan sus patas, E!stu larva 
se engancha a los pelos de una abeja y se deja llevar asi durante 
varios días. Cuando sobreviene el acoplamiento y después la puesta ríe 
la abeja, td tri un güimo se adhiere a mu» de los huevos y de este modo 
llega a un alvéolo lleno de miel. Se transforma entonces en larva 
apoda y se nutre a hundan temen te durante varias semanas. Terminados 
los festines, la larva se vuelve inmóvil (seudoninfa) y luego se trans¬ 
forma en una nueva larva apoda , antes de ser ninfa verdadera y por 
lin ¿mago. 


. "-, ...wwon-.iMíw — uufttint! ui periotio mnrai, cienos 

tejidos y órganos desaparecen (hhtóiisis), y otros tejidos y órganos 
se forman ( hist ogene sis) M Es una crisis de cree i miento de cuya especie 
no se encuentra otra en parte alguna. 

Um la histólisfc, los órganos que más lian funcionado en la larva des¬ 
aparecen para dar paso a otros, Estos son los músculos, el tubo digcs- 
lívn las tráqueas, etc. Se ve, por ejemplo, reunirse los glóbulos blancos 
cu U superficie ríe los músculos, y penetrar después en el interior por 
efraceion. La da fibra es entonces abierta, despedazada, ingerida y des¬ 
pués digerida. Se trata de uno fagocitosis clásica. 

La hiBiogénesis es lo contrario de la hfotolisis. Se forman nuevos ór- 
garios; otros se reforman. En esto intervienen los discos imaginóles o 
nidos de regeneración, grupos de células que han permanecido jóvenes 
e intactas en el curso de la vida larval sin ser alteradas por la hfotólfois. 
Alrededor del intestino, por ejemplo, existen tales células, que no 
tienen sino que multiplicarse para formar un nuevo epitelio intestinal 
exterior al antiguo. Evidentemente, los materiales procedentes de la 
histólfofo pueden ser utilizados también y colaboran a la hisiogcnesis. 

Ciertos árganos no son modificados y se transmiten directamente de 
la larva al adulto. Así sucede con el corazón y los ganglios nerviosos. 
Estos pueden simplemente unirse, como se ha indicado antes. 

Para apreciar la importancia de las metamorfosis en los insectos, basta 
comparar tina oruga con una mariposa. 


MAPIPOSA 

Cuatro alas 
No hay falsas patas 
Ojos de facetas 
Piezas bucales chupadoras 

Clasificación de ios Insectos. — Hay que distinguir primen» dos 
subclases: la de los apterigotos o insectos primitivos, desprovistos de 
alas, y la de los pterigotos, <¡ue rom prende los insectos alados o que son 
ápteros por regresión de las alas. La primera subclase encierra td orden 
nnico de los tisana ros, insectos trituradores que no sufren metamorfosis, 
La segunda subclase comprende ocho órdenes, divididos en la forma 
que indica el cuadro: 


oturftA 

No hay alas 
Falsas patas 
Ocelos 

Piezas bucales trituradoras 


CLASIFICACIÓN DE LOS INSECTOS 




1 

1 Metamorfosis 

incompletas 

¡ Cuatro alas 

blandas , 

... ... ... — 

Arquípteros 

Piezas 

bucales 

trituradoras ... ... ... 14i < 



1 Dos élitros 

y dos alas 

blandos ... 

Ortép teros 



i 

Metamorfosis 

completas ... < 

1 

[ Cuatro alas 

blandas ... 

... ... ... ... 

Neurópteros 






[ Dos élitros 

y dos alas 

blandas ... 

Coleópteros 

Piezas 

bucales 

trituradoras-lamedoras 

Metamorfosis 

completas ... 

Cuatro alas 

blandas .<» 

... ... ... ... 

H ¡menópteros 

Piezas 

bucales 

chupadoras . 

M etamorfosis 

completas ... 

Cuatro alas 

escamosas 

* * * -1*9 # 4 ■ •* » * 

Lepidópteros 

Piezas bucales 

picadoras chupadoras ... i 

Metamorfosis 

completas ... 

Dos alas solamente ... 

... .i| 4.4 

Dípteros 



1 

Metamorfosis 

incompletas 

Cuatro nías 



Hem ínteres 


Tisanuros. — Además de su carencia primitiva de alas, los tisana* 
ros lienen varios caracteres que los asemejan a los ciempiés; pequeña 
hepunición entre tórax y abdomen, existencia frecuente de apéndices 
abdominales, piezas bucales trituradoras, ramificaciones traqueales me- 
tíi me rizad us, ocelos, ausencia de metamorfosis, etc. 


Los listínurm viven debajo de las hojas y d musgo, y corren o brincan 
Lon agilidad. Los lepismos o pececiltos de plata viven en las casas y se 
morro +1 v azúcar, papel, etc, 


Arquípteros. — Los arquípteros (del griego arkhe, origen) son. a 
su vez, los insectos alados más primitivos. En efecto, sus piezas buca¬ 
les son fiel tipo triturador, sus cuatro alas son semejantes* blandas y 
recorridas por nervaduras simples, y sus metamorfosis son incompletas. 
Son los termes o comejenes, las libélulas, las cachipollas y Jas perlas. 
i Los comejenes u hormigas blancas no deben confundirse con las ver¬ 
daderas hormigas. Su cuerpo es más pesado y su tórax está más am¬ 
pliamente unido al abdomen. Además*, sus metamorfosis son casi nulas. 
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TIPO DE LOS ARTRÓPODOS 


Viven en sociedades que cuentan varios mi Ha res de individuos y fubri- 
can, en los países cálidos, grandes construcciones Humadas termiteros 
o comejeneras. 

Una comejenera puede alcanzar hasta cinco metros de nltiiru y hii 
construcción típica comprende; en la cumbre, una vasta cámara que 
sirve de regulador térmico; debajo, cámaras de incubación y de cría 
de los comejenes jóvenes; más abajo, cámaras de aire; un el piso 
bajo, por ultimo, ]a cámara real, rodeada de pasillos de servicio que m- 
prolongan bu jo tierra a gran distancia. 

La sociedad comprende cuatro especies de individuos; primero el 
rey y la reina , que, alados eu su juventud, nr desprenden de Iiih al jo. 
después del vuelo nupcial. Habitan peí manrntemente la cámara rru| y 
se consagran a la reproducción. La reina presento la más monni ruo&u 
hipertrofia abdominal que pueda imaginarse* Alrnn/n el volumen de mui 
salchicha y pone sin parar, día y noche, un huevo por segundo, u sea 
alrededor de 30 millones por año y 150 millones en el curso de su vida. 
Esta prodigiosa fecundidad le permite tener un numero considerable 
de súbditos. Éstos se afanan alrededor de la pareja real . Unos son 
obreros* individuos estériles, que cuidan los huevos y las larvas, ali¬ 
mentan y limpian a la pareja real, construyen la comejenera y realizan 
iodos los trabajos. Los otros son toldados* también estériles, pero pro- 
vistos de enormes mandíbulas. Su papel es defender a la pareja real, 
así como a las obreras en sus expediciones. Hay, por lo general, 
dos clases de obreros y tres clases de soldados especializados en dife¬ 
rentes trabajos. Volvemos ¡t encontrar aquí —y esta vez corno en las 
sociedades humanas— el principio fundamental de la división del 
trabajo. 

Los comejenes se nutren de madera, que digieren gracias a flagelados 
simbióticos que viven en su intestino. Atacan las construcciones del 
hombre y causan estragos incalculables. 

Las libélulas o caballitos del diabla suelen ser incluidas en un grupo 
especial (adormios) u causa de sus grandes ojos y de sus larvas acuá¬ 
ticas* que respiran por branquias rectales. Son animales rapaces y 
carniceros, de vuelo su mámente rápido. 

Las efímeras (cachipollas), asi llamadas por la brevedad de su vida 
adulta, tienen larvas también acuáticas. La i mago no vive más que 
para reproducirse y morir: sus piezas bucales y su tubo digestivo están 
atrofiados. La larva* por el contrario, vive de dos a tres unos en las 
charcas y respira por medio de branquias abdominales. A su lado se 
clasifican las perlas, que, incluso adultos, tienen sólo rudimentos de 
branquias. 

Ortópteros. — Se distinguen de los arquí piaros por la diferen¬ 
ciación de sus alas: las anteriores son coriáceas y constituyen catuches 
u élitros bajo los cuales se resguardan, durante el reposo, las alas 
posteriores; éstas son blandas y apropiadas para volar. Los ortópteros 
hc distinguen por su adapta clon a diversos géneros de locomoción. 

El tipo primitivo es la cucaracha o car tana, cuyas seis patas son idén¬ 
ticas. Estos insectos vivían en los bosques carboníferos y no han cam¬ 
biado su tipo en el curso de los tiempos geológicos. Se les encuentra no 



Detalle de una libélula (Microfot. G\ Bilte) 


lualiiM-nlü en las habitaciones humanas (cocinas, panaderías), donde 
ir nutren de desperdicios. Las forfículas o tijeretas se encuentran en 
h>*. burrión y penetran en el interior de los frutos. Su abdomen se 
ir.. por una pinza absolutamente inofensiva. 
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Desarrollo comparado de un comején A y de una hormiga B; 
I. Huevo; de 2 a II. Desarrollo del comején Joven y de La larva 
de hormiga ; 7, Inacción adultos f.icfjún FulterJ 


El mimetismo de Ion /asmas rn extraordinario, La reren hojas secas 
(Silos) o ramillas (bacilos), hasta el punto de pasar como tales cuando 
están inmóviles* Se ha querido ver en ente mimetismo una protección 
contra Jos pájaros. En realidad, éstos son poco sensibles a las formas 
y a ios colores y distinguen sobre todo el movimiento. Un bacilo que 
se mueva es visto antes que un insecto no mimé*ico que esté inmóvil, 

La manta religiosa o predicador debe su nombre a sus patas prensi¬ 
les anteriores, formidables armas de combate, que durante el reposo 
mantiene en actitud de rezo. Durante el acoplamiento, la hembra 
devora al macho. 

Los acridios tienen las patas posterioras acomodadas para el salto. 
Sus antenas son corlas. Sus órganos timpánicos están en el primer 
anillo abdominal. Ciertas especies son sedentarias; otras son mígralo* 
rías y se arrojan en nubes inmensas sobre los territorios agrícolas de 
loa países cálidos, donde hacen enormes destrozos. Los huevos, puestos 
en tierra (unos 500 por hembra), dan nacimiento, al cabo de uri mes, 
a una multitud de larvas andadoras y saltadoras que lo devoran todo a 
su paso. Más de la mitad de la superficie del globo está, cada año, 
amenazada por bis invasiones de acridios. 

Las Locustas o langostas m diferencian de los acridios por sus largas 
antenas, sus órganos timpánicos, que tienen en las piernas delanteras, 
y su largo oviscapto en forma de espada. Lo más conocido es la langosta 
verde de los prados. La de la vid se distingue por ]u atrofia de las 
alas y la placa en forma de silla de montar que tiene en la espalda* 
La langosta devora la uva* 

Los grillos saltan pesadamente y viven sea en los campos o en las 
casas. El grillo real en un grillo adaptado a la vida subterránea gracias 
ii sus patas anteriores cavadoras, Lomo corta las raicea de las plantad, 
causa grandes estragos en loa jardines. 

Neurópteros. - Mientras Ion ortópteros no distinguen de los arquíp* 
teros por sus Sidas* los neurópteros se diferencian de ellos por sus 
mol a morlofiis rom píelas* 

Las larvas de la hormiga león parecen gruesas chinches velludas y 
están provistas de fuertes mandíbulas que forman pinzas. Hacen en la 
arena un hoyo* en forma de embudo, cerca del paso de las hormigas, 
y se esconden en el fondo en espera de su presa. Cuando ésta aparece, 
recibe una verdadera granizada de arena y rueda hasta el fondo* donde 
es devorada por su enemigo. 

Las larvas de frigano son acuáticas y tienen branquias abdominales. 

Coleópteros. — Este importante orden de insectos (más de 80 000 
especies) es también uno de los más homogéneos. Se reconoce inmedia¬ 
tamente un coleóptero (del griego koléos* estuche, y pterón , ala) por 
sus alas anteriores, convertidas en élitros cortóceos, que son las únicas 
visibles cuando et animal no vuela. Las utas posteriores* blandas* reple¬ 
gadas bajo los élitros, no se desplegan sino en d momento de servir. El 
protórax es llamado coselete. Las piezas bucales son trituradoras. Las 
metamorfosis, completas, Las larvas son campo deiformes o melolont i for¬ 
mes. Las ninfas tienen los miembros libres. 

Los coleópteros pueden dividirse según lo que comen. 

Los carnívoros se alimentan de otros insectos* de gusanos, de mol tía* 
eos,. Vienen larvas campode ¡formes, de iguales costumbres que el insecto 
adulto, Son insectos útiles. Citaremos los cárabos , las cicindelas y los 
estafdinos de alas atrofiadas; las coccinellas> que producen verdaderas 
hecatombes de pulgonea; los lampyris o gusanos de luz* cuya hembra es 
áptera y luminosa; los ditiscidos , que son acuáticos* y los necróforos t 
que se alimentan de cadáveres de otros insectos y los ent ierran para poner 
cu ellos sus huevos. 

Los vesicantes, considerados aparte a causa de sus hipermetamorfosis 
y de la substancia irritante que segregan, son las cantáridas, que se 
arrojan sobre los fresnos y las lilas, los sitar is y los mdoes* cuyas larvas 
viven a expensas de ciertas especies de abejas. 

Los herbívoros se alimentan de bis materias vegetales mas diversas 
y causan grandes estragos en los cultivos. Tales son los gorgojos, de 
cabeza en forma de rostro y cuyas larvas ápodas ocasionan grandes 
daños; Jos saltones* cuyas larvas roen los granos y las raíces; los 
teñefariones, y sus larvas o gusanos de la harina; los crisomélidos, de 
los que una especie es la tristemente famosa dorífora de la patata; 
tos abejorros* que aparecen a mediados de junio y cuyas larvas (gusa¬ 
nos blancos) viven dos o tres años bajo tierra antes de su metamor¬ 
fosis; los facernos o ciervos volantes de las regiones forestales, fáciles 
de reconocer por las largas y fuertes mandíbulas de ios machos; tus 
cetonias o abejorros de las rosas* los hidrófilos , que son acuáticos; etc* 

Los escarabajos, especializados en la consumición de los excrementos, 
con los que unos hacen pelotillas (escarabajo pelotero} r otros tortas 
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reí m\t 1 -i. til I grupo ili los tumrtuoffUas, *m llamador m rail ¡i dr Mr 
antena*, cuyos artejos termina le» son laminaos y pueden desplegarse 
en forma de a han ¡00. 

Loa xilófagos alaran la madera y roen» principa luiente en su estado 
larval, el interior de lo* arboles, fie los muebles y de] maderaje dr 
las casas. Tales son la carcoma^ que horada los viejos muebles; los 
escólitos y los Capricornios, que producen destrozos en los distritos 
forestóles. Los coleópteros más comunes de esta especie en América 
tropical son los llamado* bichos de azúcar, qtic destruyen Li madera 
después de derribar arbolen de gran tamaño. Tienen el loras musculoso 
y anchó y el abdomen deprimido» y sus patas, ancha* y fuertes, son 
verdaderas pulas cavadora#. Sus poderosas mandíbulas, que actúan 
corno sierras, tes permiten taladrar las maderas más duras. Los gigante* 
de la especie son los diñantes (fJynasle kercutw), rayo macho alcanza 
Id» centímetros y difiere mucho en forma y dimensión de la hembra, 
que carece completamente de cuernos. Los bu prest idos* lan abundantes 
en los trópicos americano#, son verdaderas piedras preciosa^: pare¬ 
cen esmeraldas vivientes. 


Himenópteros. — Los himenápteros (drí griego hyrnrn, membrana ) 
tienen la* cuatro alas blandas, membranosas, recorridas por un pequeño 
nlimero de nervaduras cuya disposición general e* constante. Las alas 
de un misino lado están unidas por pelos ganchudo*. El conjunto fun¬ 
ciona como un solo par de alas. El tórax está unido al abdomen por 
un estrecho pedículo. Las piezas bucales son unas trituradoras ¡man¬ 
díbulas), otras lamedoras (trompa formada por las nía x i las y d labio 
inferior). Las metamorfosis son completas. Las larvas son apodas. 

Se dividen los himenápteros en dos grupos» según que fas hembras 
tengun un taladro o un agujero en la extremidad del abdomen. 

Los portal al adro o terebrantes se dividen a su vez en ent ontófagos 
y gu!ícolas. 

Los entomófagos ponen sus huevos en los huevos o las larvas de otros 
insectos. El huésped es exterminado sólo al término del desarrollo del 
parásito. A veces se produce pol¡embriónía. A este grupo pertenecen 
los icneumones, de cuerpo delgado y largo taladro formado por tres 
cerdas divergentes, los Encyrius, ele. 

Los frdíevlm ponen sus huevos en los tejidos vegetales y determinan 
en olios, por la acción irritante de su picadura, la formación de tumo¬ 
res o agallas, en el interior de las cuales se desarrollan las larvas. 
Citemos los Cynips, mi mi sen los insectos que producen la agalla tintó¬ 
rea y lanífera de las hojas de la encina. 

Los portaaguijón camprenden los paralizadores, bis avispas, las abe 
jas y la* hormigas, todos extraordinaria mente interesantes poi sus 
instintos y costumbres. 


Los paralizadores (atmífilos, fíompüus. Sphex, Cerceta) w ilrdiean 
a la casca de a ranas o insertos. que paralizan iniciándoles » u veneno 
Inmovilizada» e imputresabie» por efecto del veneno, esas praxis son 
depositada* en una madriguera, donde sirven de alimento a las larvas. 

Las antipas y los abejones viven en sociedades numerosas, que com- 
prenden tina sola reina y obreras (hembra a infecundas). El acoplamiento 
se efectúa solamente en otoño, después de! cual los macho# mu eren, 
mientras que las hembras, pasado d invierno, fundan una nueva culo* 
nía cada una. Los nido# o avisperos están alojado# rn tierra u en un 
trunco de arbob Comprenden una envoltura y panales paralelos cons¬ 
truidos con una especie de carian. Lo* panales están formados de alvéo¬ 
los, donde las larvas son nutridas con substancias azucaradas. 

Las abejas sosociales. Sin embargo» hay algunas que viven sólita- 
rías o m pequeño# grupo* (antojaron ealíc adornas, xytocopas, abe jo- 
tros). Tienen el carácter común de producir miel con él néctar que 
extraen tic las flores. Son, pues, melíferas. La miel m una secreción 
de sil buche, laminen utilizan el polen y el propóleos 0 resina que 
destilan jos brote*. De m abdomen exuda la cera. Una colmena *c cuín- 
jume de panales formado* a su vez por alveolos hexagonales, Éstos con¬ 
tienen una mezcla de agua, miel y polen destinada al alimento de las 
larvas. Algunos alvéolos, huía grandes que los demás, contienen una pap¡* 
lia destinada a la alimentación de Jas jóvenes, reinas. 

La población de una colmena mediana comprende una rc/nn una 
centena de machos u tánganos, y alrededor de 50 000 obreras. 1.a'reina 
es fecundada una Bola vez durante su ouri„ Rapeta/, y pone unos 3 000 
huevos a! día durante cinco años. Lo* huevos fecundados dan obreras 
o nuevas rema* Los huevos pa ríen «genésicos engendran sólo machos. 
I-.MOS. después del acoplamiento, no tienen ya misión alguna y son un 
estorbo en la colmena. Las obreras, hembras estériles, realizan por el 
contrario lodos los trabajos. Hay que distinguir las abastecedoras, que 
nacen la recolección; las careras, que construyen lo* alvéolos; las «o- 
tiritas, que se ocupan de las carrocha»; fas centinelas; las ventiladora*' 
las limpiadoras, ele. 


Lu verano» las colmena# su per pobladas forman nuevos enjambres. Se 
ve entonce# Salir una multitud de obreras y de machos acampa ñandú a 
umi nueva reina, que *»■ alujan para fundar una nueva colmena. 

La# Iwrnttgas son hiinenóptcros sucia 1c* cuyas costumbres se parecen 
a las de lo* comejenes. Un hormiguero comprende, en efecto, una reina 
ponedora, obrera* y a veces soldados. La única diferencia* es que la 
fecundación se efectúa en el cursa dé] vuelo nuffcial, entre hormigas 
aladas, y que los mucho* mueren inmediatamente después del acopla* 
miento. Las hormigas son extraordinarias por su mdustmsidad, ejer¬ 
cida en lodos los dominio*: son minera*, cavadores, albañiles yVostm 
retas cuando se traía de construir su nido. Recogen los granos, culti¬ 
van lo# hongo*, citan lo* pulgones, etc. 

Existe en América, desde México hasta la Argentina, una especie de 
hormigas gigante*, de gran cabera, conocidas bajo el nombre de arríe - 
ras o sauba&, que son una verdadera plaga pa rfi las plantaciones. Con 
sus potentes mandíbula* curtan rápidamente bis finjas de las plantas 
y las transportan a mis madrigueras, donde otras obreras las trituran y 


l"- mi.mi oii |i|"ii,i q.tendida por el sucio, constituye el terreno 

■I 4 ■ ulinoi d« .diis liMiigns, Místenlo de la colonia, La hormiga 

melera *» mochil*ni que se i* n mientra en la* regiones secas de México 

y rM el i olnMilti. .. I.k |ím iU ruluridad dr recoger enormes cantidades 

de miel en el burlir y dr roigar*e del techo del hormiguero para ser 
ordenada por sus rom puñera* obreras, Ln# hormigas de fuego de Amén* 
cu del Sur ha Id tu n en uní criada* bandadas en los lugares arenosos* 
Sun excelentes uunems y llega ti a socavar ciudades enteras, devoran¬ 
do víveres, papeles y ropa» Su color es rujo brillante, y mi | sica dura, 
muy dolorosa, puede producir fiebres. Las hormigas militares, expedi¬ 
ción a rías curnleerás,, muí muy abundantes en el centro y el sur de 
América, Como son casi riega#, tienen que marchar en apretadas co¬ 
lumna#, flanqueadas por obrera# que bucen de guías u oficíales. Tienen 
aguijones y rom me tenazas mandibulares. Devoran cuanto encuentran 
n su paso, incluso uves y mamíferos pequeño*. 

Existe una tunosa asoaación entre ciertas hormiga* y dos plantas 
muy corrientes eu lus irójiico* del sur y el centro de América: el 
gtMrumQ, del género Cecropia, y el enrmvcitlo, del género Acacia, En 
rl primero, entre los nudos de su alto lidio, se albergan unas hormiga* 
muy valcfOSad, llamada# aztecas, que lo defienden contra los ataques dr 
las arrieras. El mismo fenómeno se produce cun el cuente cilio, en cuya* 
jiiuis vacías, que parecen cuernos, se alojan una* hormigas pequeñas, 
pero muy cuínbtüiva#, que lo defienden asimismo contra lo* ataques dr 
bi* arriera#. Tanto una como oír** planta, que carecen de protección 
natura], perecerían sin esta defensa, 

Lepidópteros, Los lepidópteros (del griego lepis, escama, y 
pteron, ala) #on la* mariposas, cuyas cuatro alas membranosas están 
ruhienas de innumerable* y minúsculas escamas, -Sus piezas bucales son 
chupadura#: su trompa cslú compuesta por irmxüas en forma de canalón. 
La# metamorfosis son completas. Las larvas soil cruciformes (orugas), 
la# ninfa# e#tan envuelta# (crisálidas). Se las encuentra en tierra, 
suspendida# por #u extremidad posterior, sostenida# por un cinturón de 
seda o encerrada# en mi capullo. 

La seda es una secreción de las glándula# salivares de la oruga. 

Las mariposas se dividen jj radica me n le e» cuatro grupos: 

l Lh Las mariposas diurnas» que son fáciles de conocer por su# antena# 
en forma de maza y por su* ala*, levantada# veri leal mente durante el 
reposo* Citemos las pieria de la rol; las vanesas, de brillante# coloree; 
los sátiros, con mancha# oc el i forme*, etc,; 

2* Las mariposas crepusculares» de antena# prismáticas y nía# que 
permanecen horizontales durante el repuso. Las principales son la 
esfinge, y Hubre todo Lt esfinge calavera , cuya larva vive en Ja patata, 
y las sesias, que imitan a otros insecto* (moscardónes, típula#), de los 
cuales tienen la forma y el color, Entre las esfinges se encuentran 
las mariposa# que mejor vuelan ; 

Las mariposa# nocturnas, de antenas filiformes, pectinadas o plu¬ 
mosas, y de alas que permanecen horizontales durante el reposo. Esta* 
iríariponas son la?, má* mu \\n\ a causa de sus orugas, que devoran toda 
clase de planta*, Litemos las procesionarias del roble y el pino, cuya# 
orugas, reunida# durante el día rn bolsas sedosas, salen por 1-t noche 
en largas filan; fas nactúas, que tienen larvas subterránea# muy per¬ 
judicial?* para Ja agricultura, y la* ¡aleñas* coyas larva* son llamada* 
medidoras o geómetras por su forma de marchar. Varias especie# comen 
ios brotes y la* hoja# de los árboles. Las orugas de los tortricidas 
enrollan la* finjas sosteniéndolas por medio de hilos. 

Hay que considerar aparte los bómbice* ( Bamhyx), cuya* larvas *c en¬ 
vuelven en seda (capullo) en el inumenlo de la metamorfosi*. El bómbice 
de la morera, origina rio de Lliijiu, fue introducido eu Europa en el 
Aiglo vt. Su cria o sericultura se efectúa en cámaras de seda. La* oruga# 
*> gusanos de sedo alcanzan cu un mes una longitud de seis centímetros 
y tejen un capullo en el cual entra alrededor de un kilómetro de hilo 
de seda. Para exime* la seda, se mata aí gusano hirviendo rl capullo y 
te devana después; 

■L Loa micrcriepidóptcros, grupo en el cual se colocan bastante arbi- 
tlamínente la* mariposas muy pequeña# romo la^ polillas y las pirales. 
Las principóle* especies son: la polilla de las tasas; la polilla de los 
frutos, cuya oruga es el gusano de la fruta; k polilla de la vid o 
cochtlis, que rodea los racimos con tina red dr seda. Litemos aún las 
pífales de la harina, de la grasa, de las cólmenos, ctc 4 La piral de la 
vid es en realidad uu tortríeído* 

Entre la# mariposas pequeña# de América del Sur figuran la carpo* 
capia (Carporapsa pornmtella), introducida en Chile y el Perú desde 
California, cuyas larva* penetran en las manzana*, y la macroglosa 
(Marroglu&stt stellaram), que día y noche se acerca a la* corola# de 
las flores en vuelo muy rápido que produce cf mismo ruido que Um 
ala* del cidibií, cm\ el que es confundido frecuentemente por su forma 
y tamaño. Su trompa llega a medir 2(1 ó 2Ó cent írnetros, 

Dípteros. - - Éütos son los insectos más fáciles de conocer, puesto 
qnr no lien en más que dos ala#, La# posteriores so h.tji convertido en 
peque nos órganos en forma de muza, lo* halterios, que desempeñan 
sin duda un papel MQSarlaL Las piezas bucales son picadoras y CO n- 
aísten en una trompa labial con seis, cinco, cuatro o dos estiletes. Las 
metamorfosis son completas, Las larvas son ¿podas, 

Se distinguen tres *u borde mes principales: 

I o Los díptero* de antena# largas» vulgarmente llamados mosquitos. 
Las antenas tienen más de seis articulaciones y son plumosas en los 
machos. El cuerpo es delgado y alargado y las pala# largas y finas. Las 
ninfas están envueltas como las crisálidas, A este grupo pertenecen 
las inofensivas típulas* los cecidórnidas, que pican las plantas y producen 
ugalhts de tipos diversos; los mosquitos, cuyas hembras zumbadoras y 
picadoras son un azote de lo# lugares húmedos; los anofeles, que añaden 
a eso* daños d de transmitir c! paludismo; las eUegomias, que propa¬ 
gan Ja fiebre amarilla en las regiones Tropicales. Mosquitos, anofeles y 
este gomia* tienen larva# ápoda*, provista* de una cabeza con pieza# 
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bucales, ocelos y antenas, Estas larvas son acuáticas, muy móviles, y 
mí líen a respirar a la superficie por medio de estigmas HÍtundon m la 
parte ¡posterior del abdomen, En la larva del mosquito ex isa* un tubo 
respiratorio.' Las ninfas tienen una enorme caIicíui y «mi móviles; 

2° Los dípteros de antenas cortas, vulgarmente llamados moseas, Lux 
antenas tienen tres articulaciones. El cuerpo es t ce hincho y la* jniiwt 
cortas, Las ninfas están encerradas en la piel larvaria y m* llaman pupas. 
Las especies de este grupo son innumerables. Me aquí Ijm pimiqiitli 
las Valutrllu y los Eristatis, que viven en Iíih floren (la , Iju van ib los 
crista lis son los gusanos can cola de los pozos negros y el cutio L l<n 
tábanos, que pican a los bueyes y bis caballos y cuytri larvas son -iihte 
naneas; los estros, que ponen sUh huevos en la piel de Ion ulmllii y 
causan grandes estragos en las manadan qLie paren en las piimpAf (el 
animal lame y engulle esos huevos, cuy un larva tí se tuMal.m cu mi 
tubo digestivo); tas Hypodermu , que viven de la iniatna huma ru el 
buey; las moscas comunes, cuya trompa, dilatada en la punta, está dea* 
provista de estiletes; las moscas carbuncosas (Stomoxys); las wuwna 
acules de la carne; las moscas verdes o lucilina de los excrementos; 
U$¡ Clussina o tse-tsé, que propagan en rl Congo la enfermedad del 
sueño. Éstas son larvíparas* Hay también moscas que son pupipam: 
fus iíippobosca del caballo y las Melophagus del carnero; 

3“ Los dípteros sirr alas, grupo en el cual se colocan las pulgas, cuyas 
putas posteriores están adaptadas al salto. Sus larvas vermiformes viven 
en las rendijas de! entarimado. Sus ninfas están envueltas en un na pu¬ 
llo. La pulga de lo rata transmite la peste. Otra especie es la nigua de 
los países cálidos, cuya hembra fecundada se introduce en ía piel del 
hombre y adquiere allí el tamaño de una avellana. 

Hemipteros. - Estos insectos se parecen a los dípteros por sus 
piezas bucales picadoras; trompa labial con cuatro estiletes, Pero tienen 
cuatro alas y metamorfosis incompletas. 

Se les divide en tres subórdenes principales; 

V Los hemípteros de hemiélitros, que son los verdaderos hemípteros 
(del griego hernia mitad, y píe ron, ala). En efecto, sus alas anteriores 
son en parle coriáceas. Iji mayor parle tienen un olor nauseabundo, 
lates son las chinches de campt^ Sobre el agua nadan las nepas, las 
not onecías, las urgir ondas y fus. rúñateos, 

2’ Los herníplero* de cuatro alas blandas, grupo al cual pertenecen 
las cigarras, cuyo» machos poseen unos timbales sonoros; los pulgones 
y las filoxeras, de las que hemos estudiado la partenogéncnci, y las 
cochinillas* que resguardan su progenitura bajo un escudo ceroso que 
resiste a todos los agentes de destrucción. Para destruir la cochinilla 
iie los naranjos ha sido necesario aclimatar, en las regioneM en que 
hacia estragos, una coccínclla que la ataca. Algunas especien de cochi 
ni lias, como la oriunda de México, que vive en luw pe rica» del ñopa], 
aclimatada hoy en Canarias, la India, eie* t producen el carmín y la 
laca. 

3* Los hemip teros sin alas, que son bis chinches de tus camas y los 
piojos- De éstos existen tros especies; piojo del cuerpo, piojo de bi 
cabeza y piojo del pubis o ladilla. Las chinches transmiten la fiebre 
recurrente, el ka la-azar y el botón de Oriente. Los piojos propagan el 
tifus, 

Clase de los merostomas 

Con esta clase comienza el subtipo de los artrópodos quelifcros, es 
decir, desprovistos de antenas, pero con quetícenn ídel griego khelt\ 
pinzas, y keras, cuerno), en forma de pinzas o de ganchos, delante de 
La boca. 

Los merostomas son acuáticos y respiran mediante branquias folia * 
ceas. Muy comunes en la Kra primaria ( gigant&st ráceos), sólo están 
representados actualmente por vi género Limólas, que constituye cJ 
orden de los xifosuros. 

Los límalos no se encuentran más que en las Antillas y en las islas 
de la Sonda (cangrejo de las Molucaa). Los americanos los llaman "sur* 
tenes''. Tienen, en efecto, la forma de este utensilio, con su ce ¡al otaran 
y su abdomen anchos prolongados por un telson en forma de mango. 
En el ccfalotórax sv encuentran dos ojos de facetas y dos ocelos* Debajo 
está situada la hora, que preceden los quelíceros y rodean cinco pares 
de patas locomotoras y mmticadoras. El abdomen, articulado al cefa- 
lotórax, tiene seis pares de patas laminosas cubiertas a su vez de 
láminas branqu ¿ales* 

Clase de los arácnidos 

Los arácnidos son quelifertm adaptados a la vida aérea. Manifiesta¬ 
mente, proceden de los merostomas. Las branquias laminosas se ha» 
transformado en traqueas laminosas o f Hat raqueas. Las patas abdomina¬ 
les han desaparecido. El cuerpo es más o menos compacto según se 
trate de los escorpiones, de las aradas o de los ácoros r 

Escorpiones. — Vistos por el dorso, los escorpiones se muestran 
formados por tres partes: el cefalotir&x m el preabdomen y el postab¬ 
domen. En el cefaíotórnx están los ocelos, los qttelíceros, las maxUas, 
rn forma de pinzas, y cuatro pares de potas locomotoras: o sea el mismo 
número de apéndices que en un límulo, El prcaI kÍoiucii comprende 
siete segmentos* El postabdomen tiene seis, el último de los cuales es 
un gancho venenoso. El número de segmentos abdominales es por tanto 
superior al dH Emulo, pero recuerda asombrosamente la segmenta¬ 
ción de los giguntost ráceos de la Era primaria, 

Examinemos ahora un escorpión por la cara ven Eral. Las patas se 


tocan por sus bases en lo línea inedia, salvo Ins dos últimos pares, que 
dejan kíiío al esternón y al orificio genital, cubierto por una válvula . 
En BUA proximidades se cncuenl ran los peines, que tienen efectivamente 
csu furnia y desempeñan un pupol * k u c] acoplamiento, Cada peine tiene 
iiiluk 20 ó 25 púas* Los don prime mu segmentos abdominales son invi- 
riblim por \;\ rara ventral, En i lio entim id orificio genital y los peines. 
Lf»'. nuil m Ntgu irith's p mm-ím cada uno un par de estigmas en forma 
¡Ir ijiiiuni El tttto está Minado intn lu, quinto y sexto segmentos del 
poM ii lalomcn. 

l.i ti i ga iii/aciún interno ■ ■ i ni j resjitilr obre todo por los pulmones 
o film raqueas, especie de buhan que nc abren al exterior por Jos estig¬ 
ma . y que «'mticnen una 1 ■ i n de Innum hh pándelas, de pared delgada, a 
luivÓ!, ifi Iji liudez 4 J i' rdcilúi ■ |u. i ni r i en i ■ i bina gaseosos. Kl corazón, 

si tutu lo «I nivel de las tdolraq.. i ■ ■ i r • 1 ■ ■ ■ ■ a\ de los insectos* Sin em- 

bjitgo, ij fit ina ariiiiul rn um * ninplcJ»i, la sangre pasa en seguida a 
l,i , laguna .i o senos, tino di i«. rnaU'h indcu td sistema nervioso, el cual 
es rii forma de cuntía fie nutltt\ 

Los escorpiones viven solí re lodo en Ita países calidos, donde alean* 
zuu 2(í ccnlimetros de longitud l*n ¡ni voL irudo mi post abdomen* Su ve¬ 
neno puede ?cr morí a I paja el hundo r Ivitn» animales viven escondidos 
durante el día y sale» por lu noche puní cu zar o acopla rae* Después del 
acoplamiento la hembra devora al macho. 

Arañas. — Las aranas se diferencian de los escorpiones por su abdo¬ 
men globuloso y no segmentado. Pero existen formas de transición: el 
quelífcro o tdacrancillo de los libros, que se ye a veces correr entre los 
libros viejos y cuyo abdomen comprende once anillos bien visibles; el 
segador o araña de lar¬ 
gas patas, c u yo s diez 
segmentos ahdornin i¡(*s 
están en paite unidos. 

Las arañas d Hiere n 
también de los escorpio¬ 
nes por; 

L J Sus queliceros, en 
forma de garras y que 
comi!tiiean con glánd u- 
las de veneno; 

2* Sus maxilas, que no 
tienen forma de pinzas, 

HÍliin de palpos; 

:v Sus pulmones o filo* 
tráqueas, que son CUS* 
j tu ti ríos sota mente; 

V* Su» hileras, especie 
de apéndices abdomina¬ 
les que segregan por 
múltiples orificios una 
substancia que, al contacto con el aire, se cuaja en un hilo de seda. 
Con sus palas posteriores, provistas dr peines, la araña une varios hilos 
elementales para hacer de ellos uno compuesto, que utiliza para fabri¬ 
car su tela, entapizar su morada, envolver su puesta en un capullo, 
etcétera; 

fj d Su boca, prolongada por un pequeño rostro chupador; la aspira¬ 
ción es producida por el buche; 

5“ Su sistema nervioso, condensa do en una %ola masa que rodea el 
esófago* 

Las principales arañas son las enormes mígalas de los países cálidos, 
algunas de las cuales llenen 10 centímetros de longitud; 1 as ¿teosas o 
tarántulas de las regiones mediterráneas, que no tejen ida y andan a la 
caza de insectos; las epeiras, cuya tela es vertical; las tegenarias o arañas 
domésticas, cuya tela es horizontal; las argirúnelas o arañas acuáticas, 
cuya lela hace oficio de campana de inmersión, 

AOarOS. — Los ¿caros (del griego akari, arador) son arácnidos pe- 
quedos cuyo cuerpo es de una sola pieza. Sus queliccros son de formas 
muy diversas; terminan ya en una especie de arpón, ya en una pinza. 
En algunos (los parásitos), la articulación terminal de las patas tiene, 
además de las garras, una ventosa. La organización interna está muy 
simplificada. Las crías nacen en estado de larvas hexápodas y no 
adquieren su cuarto par de patas hasta después de tros o cuatro mudas* 
luego pasan al estado de ninfa inmóvil. Huy* pues, hislólisis c hisLogéne- 
sis. Estas mt'tttrnorfosLs diferencian a los ácaros de los escorpiones y las 
arañas, en los que el desarrollo es directo. 

Hay alrededor de 61100 especies de ¿caros, 
unos libres (acaras de agua, ácoro del queso), 
otros parásitos (larva de Trombidium, garra¬ 
pata, Dcmodex, Sarcaptes). 

La larva de trombidión produce con sus pi¬ 
caduras una viva comezón. 

La garrapata tiene qutd¿ceros en forma de 
arpón y maxilas que forman un rostro arpado. 

Adherida y la piel y saciada de sangre, se hace 
globulosa, 

El Demodex vive en Lis glándulas sebáceas. 

El Sarcopies hace galerías debajo de la 
piel y produce la santa. En cada galería 
vive una hembra que va poniendo huevos a 
medida que avanza por ella. Las larvas hexá- 
jmdas salen para vivir a tu superficie de la 
piel* Ai crecer se meiamorfosean en indivi¬ 
duos sexuados* Después del acoplamiento, las hembras fecundadas abren 
nuevas galerías ü emigran, durante la noche, y aseguran ¿t*í lu trantv 
misión de la sarna de una persona a otra. 
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Los moluscos son uftitnales no segmentádos* de simetría bilateral 
(algunas veces alterada), cuyo cuerpo se compone de una cabeza* una 
masa visceral y un pie. La masa visceral está cubierta en parte a del 
todo por un manto que segrega tina concha. El sistema nervioso com¬ 
prende un doble collar esofágico * La cavidad general está más o menos 
reducida al pericardio y los ae Iridios. 

Caracteres generales de los moluscos.— ! Aunque son des¬ 
cendientes, probablemente, de los anélidos, los moluscos no presentan 
ningún vestigio de segmentación ix ¡ * le inetamenzaeióu; 

2" Tienen una simetría hílate ral* pero que puede ser alterada como 
consecuencia de la torsión ; 

3 C Su cuerpo se compone de una cabeza* una masa visceral y un pie. 
La cabeza puede faltar* El pie tiene estructuras y funciones muy diver¬ 
sas según los grupos; 

I' 7 ' Los tegumentos son blondos y ricos en células glandulares» que se¬ 
gregan macas; 

ñ* Í hM masa visceral esta cubierta parcial o totalmente por un pliegue 
de los tegumentos que constituyen el manto. Entre éste y la masa vis¬ 
ceral se encuentra la cavidad pule al (del latín ptdlittm* manto), donde 
están colocadas las branquias, el ano y el orificio urinario; 

ti* El manto segrega generalmente una concha calcárea , que com¬ 
prende» del exterior hacia el interior: una cutícula diversamente co¬ 
loreada, una capa en forma de prisma compuesta de prismas calcáreos 
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perpendiculares a la superficie y, por último* una capa luminosa formada, 
de laminillas alternantes de COa Cu y substancia orgánica* Esta capa 
interna» cuando las laminillas son suficientemente delgadas para difrac¬ 
tar la luz, constituye el nácar y, de modo indirecto, contribuye a la for¬ 
mación ¡le las perlas finas ¡ 


7" La cavidad general de los moluscos está más o menos obliterada 
fior tejido conjuntivo, a excepción de una fiarte que envuelve el cora¬ 
zón fpericardio) y otra que forma los órganos excretores (nefridíos ); 


8 La circulación es incompleta, l/t gurí aria. Del corazón parten cortas 
arterias. No hay venas ni vasos capilares* La sangre es incolora o está 
ligeramente coloreada por hemoglobina o hemodanma disueltas; 


9° El sistema nervioso, particularmente típico, comprende ganglios 
cerebroides ti nulos, por tina parte ú ganglios pedias, por otra a ganglios 
viscerales* mediante un doble collar esofágico; 


10" Los sexos están generalmente separadas. Los huevos son más o 
menos ricos* en vitelo y la salida del huevo se efectúa después de un 
estadio mus o menos avanzado de desarrollo. Cuando hay larva libre 
f trocofant*. velíger)^ esta se parece mucho a la trocófora de los anélidos. 


Clasificación de los moluscos. —El tipo se divide en cinco cía- 

ses: anfineuras, gasterópodos* e$cafápodos, cefalópodos y lamelibran¬ 
quios* 

La primera es interesante por sus caracteres arcaicos* La segunda es 
aberrante por la torsión de la masa visceral y sus repercusiones sobre 
todo el organismo* La tercera engloba un solo género (Dentalium) 
y la dejaremos aparte. La cuarta comprende los moluscos más perfec¬ 
cionados en todos los aspectos* La quinta, por último, es notable por su 
degeneración: desaparición de la cabeza y atrofia del pie. 


Clase de los anfineuros 

Los principales representantes de esta dase son los chitan, que se 
encuentran» en la bajamar, sobre las rocas. Aplanadas como cochini¬ 
llas, pueden también enrollarse en forma de bola* Su dorso está pro¬ 
tegido poi una serie de placas calcáreas dispuestas como Jas tejas de 
un tejado. La simetría bilateral es perfecta. El tubo digestivo va de la 
boca» en la parte anterior, al ano, en la parte posterior* Las branquias 
plumosas, en número de unas treinta, están dispuestas simétricamente en 
dos surcas laterales. El corazón es dorsal y está acompañado lateralmente 
por dos nefridíos típicos. El sistema nervioso, muy primitivo, comprende 
solo dos ganglios ccrebroídes, de donde parten cuatro nervios longitu¬ 
dinales. 

El parecido con los andidos todavía más, acentuado en otros anfi- 
ii euros que son vermiformes y están despro visos de placas calcáreas. 


Clase de los gasterópodos 


Los gasterópodos son moluscos transformados en asimétricos por efec¬ 
tos de torsión y enrollamiento, Su cabeza, separada de la masa visceral , 
consta de i+jos y de una radula, Stt pie es aplanado como un suelo ventral 
de reptacion. Su manto es dorsal* y su concha univalva. 


Torsión, enrollamiento y desenrollamiento.— La evolución 

de los gasterópodos se ha efectuado en varias etapas; 

1® Loa gasterópodos primitivos, más a menos derivados de los anfineu- 
ros, debían tener una masa visceral y una concha canica, dispuestas 
vertical mente encima de la región eefalopedia* Pera esta disposición, 
que podía convenir a animales cavadores, ha debido modificarse para 
permitir la reptación. La masa visceral y la concha m Kan rebajado 
hacia atrás* 


En ese estadio, el gasterópodo tenia aún una simetría bilateral nor¬ 
mal: tubo digestivo rectilíneo, corazón formado por un ventrículo me¬ 
diano y dos aurículas, un par de branquias situadas en la parle de 
al rus dd corazón y que flotaban en una cavidad palea I posterior, un 
par de riñones que sv abrían en esa misma cavidad palea!, y nervios 
paralelos que unían las glándulas cerebroides con los ganglios visce¬ 
rales ; 


2 o Esta disposición se hizo a su vez incómoda como consecuencia de la 
compresión de la cavidad palcal entre la masa visceral y el pie. Enton¬ 
ces se produjo una torsión de fH(J° en sentido inverso al de las agujas del 
reloj que volvió la cavidad palea! hacia delante (o sea hacia detrás 
de k cabeza). Con secuencias de esta torsión; dobla miento en forma de 
U del tubo digestivo, ano más cerca de la boca, branquias delante 
dtd corazón» órganos de la derecha pasados a la izquierda y viceversa, 
sistema nervioso cruzado en forma de 8. La simetría bilateral es inver* 
tidú , pero no está destruida* En este estadio se detuvieron los prosobrun* 
qnios (branquias delante del corazón) del grupo de los dioto cardias (de 
dos aurículas); 

3 Ln general» las etapas continúan* (.orno la masa visceral y la 
cundía no pueden alargarse indefinidamente en línea recta, se enrollan 
en forma de espiral o de hélice. El entallamiento se efectúa siempre 
hacia el píe y, generalmente» sobresale por el lado derecho* Se trata 
del enrollamiento diestro. Consecuencias de este enrollamiento: atrofia 
y después desaparición de la aurícula, el riñón y la branquia del lado 
derecho. Ef animal se vuelve asimétrico. Tal e*s el estadio en que se 
encuentian los prosobranquias monotocurdios (de una aurícula) y los 
ptílmnnadns, que se derivan de ellos por adaptación a la vida terrestre; 

A" Ruedo, por último, producirse una destorcedura y un desenrolla- 
miento que hacen volver la cavidad palea! hacia atrás del cuerpo, etc* 
Pero los órganos desaparecidos no reaparecen. La simetría subsiste inte¬ 
riormente, si bien no exterior mente. Ial es el último estadio alcanzado 
por los opístobrauquios (de branquia hacia atrás del corazón). 

Así* la evolución conduce a la división de los gasterópodos en tres órde¬ 
nes: prosobranqaios* pulmonados y opistobr anquí os. 


ProsobranquioSp — Desde el punto de vísta anatómico» los proso- 
branquias son los gasterópodos más típicos. Pero, como liemos indicado, 
sus estadios de evolución son distintos; 

P Los diotúcardios están torcidos, pero no enrollados; tienen aún 
dos branquias laminosas, dos riñones y dos aurículas. Su concha es 
cónica o está apenas enrollada* Tales son los fisuréiidos, los ha!Sólidos, 
los tióqüidos, etc. 

2" Los mon otacar dios están a la vez torcidos y enrollados; sólo tienen 
una branquia, una aurjeok y un riuon* Su concha es gen eral mente 
helicoidal. Alrededor de un eje en forma de columela están enrolladas 
las diferentes vueltas de la espira* la última de las cuales se abre por el 
peristorna* Éste es redondo, escotado, o prolongado por un pico. Muy 
frecuentemente, cuando el animal se contrae cierra su concha por medio 
de un apir culo que tiene en e! pie* A los monotocardios pertenecen 
la mayor parte de los gasterópodos marinos (púrpuras, múrex, bucci- 
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no^ etc.), Algunos solamente viven en agua dulce u adaptados n la 
vida aerea (paladinas, cicíostúinidosL 

Hay que señalar que los prosobra minios* así como tos pul intuía do-, 
que se derivan de ellos por adaptación a la vida aerea, tienen órgiium. 
cefálicos bastante perfeccionados: tenírícu/m táctiles; opn\ nJm ,nl'^ 
en la base de esos tentáculos; órganos olfativos, que parecen bmujiiiu 


parecerse a una lima. 

F (limonados. 1 jos pulrnormdos whi iuihiuIik a idnu-v 
hecho aéreos. Viven en el agua (Limnaett, PUuiarbU} o en tierra (rara 
col, babosa) y respiran torios el aire ndinil por medio de nu cavidad 
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Caracol (Fot. ti, I!. A l oai lies) 


fin se ha desarrollado cu la 
ha estrechado en fontia de 

i 

n cu m ost ora ti pa ru ule- 
mía i la drscmchm, 

F A sistema nervioso 
está condensad o en una 
sola masa que rodea e¡ 
esófa go. 

Los órganos gen hules 
son hermaftoditas. Hay 
tipie a mente una glándu¬ 
la que produce a i a vez 
óvulos y espermatozoi¬ 
des, El oviducto y el es* 
permití neto están confun¬ 
didos Cn su arranque, 
unidos en la parte me¬ 
diana y separados en la paite terminal, perú araban finalmente en un 
solo orificio. La concha, de forma variable, carece siempre de sifón. 
Puede ser cerrada en invierno pur el epífr agina, que es un tabique 
membranoso o papiráceo que protege Igual inente ai animal durante los 
grandes calores. Este epifragrria mi tiene nada de común enn el apérenlo 
de los p roso branquias, jamás adherido al animal, sino pegado a los 
bordes de la concha. Varias glándulas los completan* Durante el aco¬ 
plamiento, que es reciproco, los espermatozoides de cada uno de tos aní¬ 
males van a acumularse en la bolsa copula dora del otro. Después del 
ai o pía miento, los tíos individuos se separan y comienzan la puesta* 

La mayor parte de los putmnnados se alimentan de vegetales, y son 
por tanto muy funestos par» los cultivos (babosas). 

Opistobranquíos- — ( drrio eoiiseeuemda del proceso de desenro!Sa¬ 
rniento, la cavidad paleaI se encuentra en (a parte posterior del cuerpo, 
la aurícula está detrás del ventrículo, la branquia detrás del corazón 
y el sistema nervioso no es ya cruzado* Estos caracteres, en apariencia 
primitivos, son en realidad regresivos, como lo indica la existencia ríe una 
sola aurícula, un solo riñón y una sola branquia. Sucede Í noluso que la 
regresión es mayor aun: la masa visceral, lo cavidad jniI raI> el mauló, 
la concha y la branquia desaparecen. Asi llegam iih u lu . nud i branquias 
f Dari*, Eolü j), que parecen grandes babosa». En su domo ajunreru 
branquias de nueva formación, sin relación alguna con Lis primitivas, 
Algunos npistnhrazKiniüS (pterápodos) y algunos prosübtanqUtos (hete 
rópodos) están adaptados a la vida pelágica o Ilutante; la concha se 
reduce, el cuerpo se vuelve transparente como id cmtul y el píe se 
ensancha en forma de espadilla o de alas que permiten al animal nadar. 


Clase de los cefalópodos 

Los cefalópodos son moluscos netamente superiores a todos los demás 
de xu tipo por su perfección orgánica. Su cabeza, separada de la ruma 
visceral, comprende un verdadero cerebro encerrad o en una especie de 
cráneo, ojos muy perfeccionados, un pico córneo , etc * Su pie es cefálico 
y esta dividido en tentáculos provistos de ventosas. Su manto es ventral, 
contráctil, y constituye' con el embudo que i o completa, un potente 
árgano de locomoción. Su concha , muy desarrollada en tiempos pasados, 
es actualmente muy reducida o nula. 

Perfeccionamientos orgánicos de los cefalópodos. Aunque 

conservan la simetría Id lateral y algunos otros caracteres primitivos, 
los cefalópodos (nautilos, jibias, pulpos) son muy superiores a los demás 
mol úseos; 

I o El pie , a consecuencia de una flexión, se encuentra encima de la 
cabeza (de aquí d nombre de cefalópodos) y está dividido en tentácu¬ 
los, que, generalmente provistos <h j ventosas, constituyen (irganos pren- 
sores de gran potencia, Cada ventosa es un instrumento perfeccionado 
que se üplica y buce el vacío en su interior gracias a una especie dc 
é rubedo; 

2 U En el centro de la enrona tenia calar, la boca lleva delante una 
especie de pit o de loro que contiene una potente j adula; 

Ó J Los ofos, situados a cada lado de la cabeza, son casi tan perfectos 
como los del hombre; 

4 U La masa visceral tiene ventralmente una especie de bolsa de delan¬ 
tal. que mi es sino la cavidad paleat limitada por el manto. Esa bolsa 
está abierta por una ancha hendidura que interrumpe, en su centro, 
un embudo carnoso. El manto tiene con trace iones rítmicas y muy enér¬ 
gicas. Cada vea que se dilata, el agua entra por la abertura de la bolsa, 
y a cada contracción, es arrojada bruscamente por el embudo* De dio 
resulta, por reacción, un desplazamiento del animal en sentido contra* 
rio al de la corriente de agua. Ésta es la manera de nadar de los cefa¬ 
lópodos; 


<*' I u roí l íente de agua que atraviesa Ea cavidad palca! baña las 
ht (mqu\fi\ y u^tgut.T una inteuMi respiración. La circulación misma es 
linvtniiii pe rícela hay arterias, venas y capilares. Sólo una parte de 
li mgic p ■ i ■ • j i (un lugo mus antes de volver al corazón, la* sangre está 
frnnl.i di n/ul ¡mu lu hemotnanina, substancia a base de cobre, que des* 
Müpeó. pn¡ie| uiuijoj-o d de U hemoglobina en lo que se refiere al 


que [jarten los más de los 


ttdoio'd > p 11 . ..kiiJMi di vidoiíc ii y iornia bu jo la acción riel cerebro. 

Iva u pe i u m i * ■ ii I iiimudl immii el color del fondo en que sr encuentra y 
dilimuljiifie lió iloo ni* Lu M'n óm de Eos nervios ópticos suprime esta 
lomiiM'MMojji Debajo de lo . i lulapigmoritadas existen células irisa* 
das que reliejnn la lo/ ; 

ft 1 l'.ih.i libra na* un'joi de o i nr migir-, los ce fu I óptalos tienen cerca 
del ano una fnd\tt de tinta, cuyo iniilcnido viciien en «1 agua -i I ve i ata- 
radon; 

9° L:i reproducción di los cchiFopudim cMu también muy perfirccíu* 
nada. Los csperuiulozoích cMíui iiropadn m ai cus o rspennatáfatas 
que el macho loma con uno de |im bcji/.os c introduce en la envidad 
paLeul de la hembra. A veces el brazo copulad oí se (bu prende, lo que 
dio lugar a que los antiguos mu ti ral hit os lo ereyesrn ei rónennirntr un 
parásito* Los huevos son ríeos en vítelo (huevas íelulccUos). íhrirml 
mente son puestos por racimos (uvas de mar), En vi argonauta, la hembra 
segrega una especie de vestida calcárea para contenerlo*. La segmenta* 
rión del huevo es parcial y el desarrollo directo. 

Los cefalópodos, que son exclusivamente carniceros, se nutren de 
moluscos, peces y crustáceos. Sostienen la presa eon ios tentáculos y la 
despedazan con su pico córneo. 

Reducción progresiva de la concha* Para hacerse una idea 
completa sobre esta cuestión, es necesario estudiar a la vez los cefalópo¬ 
dos actuales y los fósiles. 

L Nautilos. Estos animales no lian cambiado nada desde la Era pri¬ 
maria, y hoy viven en los mares cálidos. Su concluí es lo bastante 
grande para poder contenerlos ruando se contraen. Está enrollada en 
forma de espiral, del lado dorsal, y dividida por tabiques en celdillas su¬ 
cesivas, Se distinguen la celdilla inirud, sil Linda en el centro, las c cid til as 
intermedian y la celdilla habitación, en la que se encuentra el molusco, 
Éste, por otra parte, se halla 
sujeto aJ fondo de la reíd illa 
inicial pur una especie de 
cola o sifón que atraviesa 
rada tabique por juj centro; 

2° Arnrmitai, No se co¬ 
noce de t'fUie. lirites sitiiii- 
da i hi'í nniH que su concha, 
bastante parecida a la de 

IOS M il o Ld ir*; 

V p hispir tt las. Estos ce fu hi¬ 
pados de los mores cálidos 
tienen una roncha parecida 
o las precede rites, pero muy 
pequeña para su tamaño. 

Además está cubierta por el 
manto y es casi invisible sin 
disección ; 

4* lielemnitas. Estos fósi¬ 
les secundario» tenían apa¬ 
rentemente lu concha en el 
interior. Ésta se componía 
de un fragmocono o concha 
jirnpiamente dicha, con tabiques y sifón, un rustro terminal en furnia, 
de cigarro y una lámina que prolonga el borde dorsal del frugmoeono; 

ó Jibias, Aquí la concita es el hueso de jibia o jibión que se pone 
íMi las jaulas de ios pájaros. Está en ©1 interior del cuerpo del animal, 
Comprende una placa cale 1 área blanda que corresponde a la lámina de 
las bcleimiituS; en ella se descubren restoe de tabiques* lina pequeña 
punta, situada en la extremidad inferior, equivale al rostro; 

f> (+nfamares. La concha está reducida u una hoja córnea en forma 
de pluma; 

7" Pulpos. La concha se redime a estiletes cartilaginosos situados en 
el espesor del manto. 

Clasificación d6 los cefalópodos» — Según d número de bran¬ 
quias, se dividen en tetrabranquíos y dibrtifiquios, 

Tetsabranquios* * Éstos son los cefalópodos más antiguos y primi¬ 
tivos* Tienen cuatro branquias, cuatro riñones y cuatro aurículas en 
el cora/. iih. Sus ojos están poco perfeccionados* Sus numerosos tentáculos 
no tímen ventosas, y su roncha es grande. Son los nautilos actuales de 
los mares cálidos y sus numerosos antepasados primarios, 

Dibmnquios. Caracterizados por tener dos branquias, dos riñones 
y dos aurículas en el corazón. Los ojos están perfeccionados, y los 
Pentáculos, poco numerosos, tienen ventosas. 

A este grupo pertenecían probablemente las amonitas y las bclcm* 
nitas f 1 t- la Era secundaria* 

Los dibranquias actuales se dividen, según el número de sus ten¬ 
táculos, en decápodos y octópodos. 

Los decápodos tienen ocho brazos que forman una corona y, además, 
dos mus largos, ensanchados en el extremo* Las espíralas, las jibias y ios 
calamares pertenece'! a este grupo* En alta mar y coi las profundidades, 



Corte tle un nautilo tiuc muestra el 
enrollamiento y los tfiImjucB fFoL 
Lacónsse) 
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Mi'' ii fi iM"l lili .i i j 111 ihmrn líiiir:-. rnjitdéiiblrn (illrn imn <lt lint hiM) u 
í iriim | r , 111 i, i iiitfLiimF* J i m ji j ii msi rlr, 

Loi OCtipodoi solo Mear ti ocho brazos, reunidos en su base por unu 
ti i f 4 ni I> lii riii, tu:, cují Irs cnul ri boyen n Jo luihiéiún. Son cstív. líos ¡minos* 
El argónauto* del minino grupo, os ñor n ble por la costilla calcárea que 
segrega !u hembra para depositar hiis huevos, 

Clase de los lamelibranquios 


puede ser más o menos perfeccionada, Cuando es ya muy complicada, 
sr compone de un ligamento elástico destinado a abrir la concha y de 
un conjunto de dientes a lus cuales corresponden alvéolos. En las for¬ 
mas primitivas, los dientes son numerosos y todos iguales. En Jas 
más perfeccionadas, los dientes son poco n ti me rosos y desiguales. Hay 
que distinguir los dientes cardinales, situados en medio de la cbar- 
ncla, de ios laterales, colocados a los dos extremos. Cada especie tiene 
una fórmala dental, cuyo numerador y denominador indican, respec¬ 
tivamente, los dientes de la valva izquierda y los de la derecha. 
Ejemplo: 


los lamelibranquios, acéfalos o bivalvos san moluscos degradados 
y adaptados a la vida sedentaria* No tienen cabeza* ai ojos, nt órganos 
masticadores* ni glándula; salivales. Su pie-es generalmente en forma 
de tallo o de hacho. Su masa visceral está envuelta en un amplío manto 
de dos lóbulos, que segrega una concha bivalva, Sus branquias, muy 
desarrolladas , .son luminosas* 

Organización de un lamelibranquios —objeto usual de disec¬ 
ción, el mejillón puede mt tomado como tipo de los lamelibranquios. 
En corte transversal aparece claramente la simetría bilateral perfecta* 
que es uno de los caracteres primitivos de esLe grupo, A derecha e 
izquierda se ve la concha, formada por dos valvas reunidas por una 
charneta , y el manto, igualmente formado por dos lóbulos. La masa 
visceral y el pie están suspendidos en H centro, como el badajo de una 
campana, Entre el manto y la masa visceropedia se encuentra la cavi- 
dad pjdeal, que condene las branquias . Éstas, en número de dos, están 
formadas cada tina por cuatro laminillas. Se suele comparar el con¬ 
junto de estos órganos con un libro cuya cubierta fuera la concha; las 
hojas serían entonces los Lóbulos paléales y las laminillas branquiales. 

Supongamos ahora que colocamos d mejillón como un libro abierto 
sobre unu mesa. Comparadas con el manto, que es de un blanco amari¬ 
llento, las branquias se distinguen por su coloración amarillo anaranjada. 
Se ve que están formadas por filamentos dispuestos unos junto a 
otros. El microscopio permite ver que están cubiertos de tilias vibra - 
tiles* Delante, y hacia atrás, se distingue un músculo aductor que va 
de una valva a la otra y permite el cierre de la concha. La boca está 
detrás del músculo aductor anterior; el ano está dispuesto del mismo 
modo respecto al músculo aductor posterior. A cada lado de la boca, 
que esta abierta, se extienden dos palpos labiales tria lígula rea cuyos 
cilios vibrátiles provocan una corriente de agua dirigida hacia ella. 

Detrás de los palpos labiales se extienden los músculos del pie* Éste 
es un tronco cilindrico negruzco, cuyo papel parece poco importante 
cu <1 mejillón. En cambio, esta seguido tlel biso, conjunto de Mámen¬ 
los amarillos, segregados por una glándula bisógena, que sirve para 
fijar el animal a su base. 

Entre el biso y el músculo aductor posterior se encuentra una giba 
ventral que encierra las glándulas reproductoras mochos o hembras. 
En su madurez, las glándulas se hinchan enormemente e invaden incluso 
el manto. Cada una de ellas se abre en la punta de una papila genital. 

El sistema nervioso del mejillón es en parte visible porque se en cu en- 
ira a lior de piel. Comprende un par de ganglios cerebr oídas* un par de 
ganglios pedios y un par de ganglios viscerales. Unas Comisuras unen 
los ganglios de cada par, y unos conectivos unen los ganglios ccrebroi- 
des a los demás. 

Eos otros órganos deben buscarse en el interior de la masa visceral. 
Estos son: un tubo digestivo casi rectilíneo, im enorme hígado , un 
corazón formado por un ventrículo y dos aurículas, un pericardio que 
lo envuelve y dos riñones que se abren en el pericardio y en el exterior 
del cuerpo, 


Sifones, —- Se ha visto 
vasto manto de dos lóbulos 
tanto, perfecta. El animal 


que la masa visceral está envuelta en un 
que segrega la concha. La protección es, por 
entreabre sus valvas solo para dejar pasar 
el agua necesaria n su alimenta¬ 


ción y respiración. 

En el caso más simple (ostra), 
los bordes del manto son libres. 
En el mejillón se unen en un pun¬ 
to: hay un ancho orificio pedio 
Y °tet> anal* En la almeja, están 
Soldados en dos puntos, lo que 
hace que existan un orificio pedio, 
otro branquial para la entrada dd agua y otro anal para su salida. 
JÍ1 ^ peden, los dos últimos orificios se fia lian en la extremidad 

de tubos o sifones dependientes del manto. Estos sifones son retráctiles, 
Uno sirve para la entrada del agua y el otro para la salida. A veces 
los sifones son extremadamente largos. Son Jus únicas partes que emer* 
gen de la arena en al que se entierra el molusco. Las Mfas, que viven 
en el limo, tienen los sifones muy largas y soldados, salvo en la extremi¬ 
dad termina!. 



Concha y músculos aductores, — La cencha es 

una valva derecha y otra izquierda articuladas por una 


bivalva. Tiene 
charneta. Ésta 


A! 


roe ja 


1+2 + 1 
2 + 1+2 


¡Velen 


0 + 3 + 1 ) 


0 + 3 + 0 

Los lamelibranquios más evolucionadas (ostra, mejillón) tienen dien¬ 
tes muy reducidos o nulos. 

Mientras que la abertura de la concha depende de] ligamento, el cíe* 
rrc exige la intervención de tos músculos aductores* En los dimanas 
(almeja, venus)* los dos músculos, anterior y posterior, son iguales. 
En ios hetenmiarios (mejillón), d músculo anterior es más pequeño 
que el otro. En los morí omiar Lm (ostra), sólo el músculo posterior sub¬ 
siste. De ordinario, bis músculos son lisos y de lenta con trace ión. Sólo 
los peden y las limas tienen su músculo estriado en parte. No hay 
nada tan curioso romo ver a esios moluscos desplazarse, gracias al 
cierre rápida de su cancha, saltando o volando en el agua. 


Nácar y perlas finas, -— El nácar es la capa interna y laminosa 
de la concha, cuando adquiere un espesor suficiente. Su característico 
aspecto y rara belleza hacen que sea utiliza do como mu ir ría de ornamen¬ 
tación, Muchos moluscos lo poseen, tanto entre las gasterópodos como 
cutre los cefalópodos y los lamelibranquios. 

Desde d punto de vista químico, e] nácar se compone de un esque¬ 
leto o red de eonqniMna (malcría orgánica) entre cuyas mallas se en¬ 
cuentra caliza, que représenla el H5 por 100 del total. La conquio- 
luiti es segregada por el mutilo. La caliza proviene dé las células ni igra- 
doras que se introducen entre las células del manto. Esta es lo que ha 
hecho decir que 4+ la construcción del nácar exige dos obreros de dis¬ 
tinto afielo, un carpintero y un albañil”. 


En principio, todos los moluscos que producen nácar pueden tam¬ 
bién producir perlas. Por ello se encuentran a veces perlas en las ostras 
comestibles, o cu los mejillones de mar o ría, etc. Sin embargo, bis 
verdaderas productoras de perlas linas son las gratules ostras perleras 
(Meleagrina) de lúa mares cálidos. 


Unu perla encierra siempre en su centro un cuerpo extraño (un trozo 
de nácar, un grano de arena, un gusa mi parásito), alrededor del cual 
se deposita el nácar en capas concéntricas. Para que la perla sea bien 
redonda, es preciso que d cuerpo extraño, introducido entre la concha 
y el manto, haya producido en este una depresión que forme un saco 
perlero completamente cerrado „ Esto es lo que se realiza artilicialmente 
en d Japón para i a producción de perlas de cultivo. Éstas no difieren 
cu nada de las perlas naturales. Tienen la misma agua, es decir, d 
mismo lustre, y el mismo oriente , 

En definitiva, las perlas finas tienen el mismo origen que una agalla 
en la superficie de una hoja o un tubérculo alrededor de un montón 
de bacilos de Koclr En trxlos los casos, se trata de la defensa del or¬ 
ganismo contra un cuerpo extraña que intenta introducirse en él, “La 
más bella perla, se ha dicho, na es sino el brillante sarcófago de un 
gusa no.” 


Clasificación de los lamelibranquios. — M n « da si fu-ación có¬ 
moda, si no perfecta, de estos animales se funda en d numero de sus 
músculos aductores y en la presencia o ausencia de sifones. Eslos di¬ 
versos caracteres se manifiestan por las huellas que dejan en la cara 
interior de las valvas. 

J Los diluíanos tienen dos músculos iguales, linos no poseen sifones, 
pero otros cuentan con dos sifones libres u soldados entre sí; 

2^ Los helero mi arios tienen dos músculos desiguales. Tal es la dis¬ 
posición que presentan las formas siguientes: los mejillones, fijados 
por su biso sobre las rocas de las costas europeas, y cuyo fomento re¬ 
cibe el nombre de mili lie altura : las enormes pernos, cuyo biso es bás¬ 
tanle lirio para ser tejido; las ostras perleras o melcagrinas; las Litho* 
domas, que abren agujeros en las rocas. 

Los mono miad os tienen un solo músculo. A este grupo pertene¬ 
cen los pectén y las limas, tan notables por los saltos que dan en el 
agua abriendo y cerrando las valvas brusca mente, y las ostras planos y 
frortuguesas, cuya cría es la ostricultura. En su estado natural, las os¬ 
tias viven en sociedad o bancos, Los huevos, puestos en inmenso núme¬ 
ro, son incubados entre las laminillas branquiales (ostras lechosas). 
Después, las crías u ostras nuevas se fijan a un soporte, El crecimiento 
es lento, La ostra comestible necesita por lo inerms seis anos para alcan¬ 
zar su tamaño comercial. La portuguesa, más prolíñca, reemplaza cada 
día más a la ostra plana de las costas de Europa. 













Tipo de los procordados 


Descripción del attfioxo. Descripción de una ascidia simple. Desarrollo de 

Ascídias pelágicas 


una u^cidia. Ascidia» coloniales- 


Los proeoídados son animales bastante emparentados con los verte fora¬ 
dos porque poseen una cuerda dorsal, más o menos extensa, que les 
sirve de esqueleto; por su sistema nervioso dorsal semejante, y. por últi¬ 
mo, porque sus hendiduras branquiales se abren en la pared faríngea. 
Se distinguen de los vertebrados, no obstante porque no tienen jamás 
columna vertebral ni cráneo. 

Se. les divide en cef al acor dados {aufioxos), cuya cuerda vq de un ex- 
tremO a otro del cuerpo, y uromrdudas o tunicados, cu los que la cuer¬ 
da está confinada en ¡a cola. En éstos la cuerda puede subsistir toda la 
vida (Appendicularia) o desaparecer en el estado adulto (ascídias). 

Además de esta regresión de la cuerda. Un curiosa, las ase ¡dias pre¬ 
sentan una organización muy especial debida a la vida fija o Motante. 
Tienen también una aptitud especial para la formación de colonias. 

Descripción del anfioxo. — E ate animal goza de justa celebridad 
por el papel que se le atribuye en las teoría» de la evolución. Se Its 
considera una forma de transición de los anélidos a los vertebrados, una 
especie de “gusano vuelto del revés” cuyo sistema nctvinso hc hubiera 
hecho dorsal y el tubo digestivo hubiese cesado de pasar por un collar 
periesofágíco. Incluso si no se ace pía esta ascendencia añedida, el iin- 
iioxo es el prototipo de los vertebrados, y en esto reside su gran inte¬ 
rés. Vive en los fondos arenosos submarinos de la mayor parte de nues¬ 
tras costas. El tu maño de los adultos es de cinco a ocho centímetros. 
Las crías miden un centímetro como máximo y son lo bastante Ira aspa¬ 
ren tes para revelar al microscopio todos lótf detalles de su anatomía. 

El cuerpo es puntiagudo en sus dos extremidades. A lü largo de todo 
su dorso y de una parte de la cola corre una aleta impar en la que se 
descubre el esbozo de los radios. 

Dos rodetes latero ventrales ensanchan él cuerpo en su parte anterior, 
y son considerados como un esbozo abortado de aletas pares. So presen¬ 
cia da a una sección transversal del anfioxo la forma de un triángulo. 

En la cara ventral, y sólo algo hacia atrás respecto al rostro anterior, 
se abre la cavidad bucal „ provista de cirros táctiles. Después hay tina 
voluminosa faringe t perforada lateralmente por hendiduras branquia* 




Anfloxo: A, lado derecho; B, cara ventral 


Irs. Pero estas hendiduras no se abren directamente aj exterior del 
cuerpo como en los peces, sino a tina bolsa perifartngea, Esta bolsa 
comunica a su vez con el exterior por el poro abdominal. El agua entra 
por la boca y sale por el poro abdominal gracias a los cilios vibrátiles 
do que está revestida la pared faríngea. 

Las partículas alimen Líeme que lleva el agua siguen su camino por 
el intestino^ que se extiende en línea recta hasta el ano. Una dependen¬ 
cia hepática del intestino se dirige bacía adelante y se aloja en e I lado 
izquierdo, en la cavidad perifaríngea. 

El aparato excretor se compone de gran numero de pequeños 
tubos meta me rizados, ramificados, que se abren en la cavidad perífa* 
ríngea y terminan en su extremidad libre en ramos de soknocitos. Se 
trata, por consiguiente, de verdaderos nefrídios análogos a los de los 
anélidos. 

El aparato circulatorio es cerrado, pero comprende sólo arterias, ve- 
rías y capilares, No existe verdadero corazón* La sangre es incolora, 
lodos estos caracteres son, evidentemente, propios de los anélidos. 

La mefaineriiackífl es también muy clara. Los ne iridios están, como 
hemos visto, meta, me riza dos. Lo mismo ocurre con las glándulas geni¬ 
tales, íob músculos, la cavidad general, etc. Los músculos son conos 
encajados unos detrás de otros en toda ht extensión fiel cuerpo. Hay 
segmentos musculares separados por tabiques intermusculares, La ca¬ 
vidad general está dividida, por lo menos en su origen, en cavidades 
sucesivas, como en los anélidos» 

Ah ora llegamos a dos caracteres esenciales de los proeqrdados: la 
cuerda dorsal y el sistema nervioso dorsal. 

La cuerda dorsal es una especie de varilla semirrígida, formada por 
células vacuolares {caso rnuy raro en los animales), y rodeada de una 
vaina fibrosa. Junto a ella y colocado dorsal mente hay un tubo ner* 
vtoso que equivale a la medula espinal y al encéfalo de los vertebra* 
dos. Pero aquí no existe diferencia: el tubo nervioso conserva el mis¬ 
mo calibre en toda su longitud. En el canal del c pendí mo existe una 
línea de manchas negras consideradas como manchas sensoriales. La 
mayor, situada en la extremidad anterior, parece ser una mancha ocu¬ 
lar. De! tubo nervioso se destacan nervios perfectamente metameri- 
zados. 



Descripción de una ascidía simple. — Las ascídias (del griego 
asean, saco) son fijas y en forma de saco. Su cuerpo está envuelto en 
una tánica espesa, poco 
ad he rente, segregada por 
el ectodermo. Puede sa* 
carse fácilmente tt\ a ni* 
mal de su túnica, com* 
puesta de celulosa* caso 
curioso, puesto que es¬ 
ta substancia se consi¬ 
dera generalmente co¬ 
mo propia de los vege¬ 
tales* 

En lo alto del saco se 
abre un tubo o sifón 
bacal para la entrada 
del agua. A un lado se 
halla un sifón cloacal 
para la salida del agua* 

Ambos son retráctiles. 

El sifón bucal condu* ^ 
ce a una enorme larin¬ 
ge de pared enrejada. 

El agua atraviesa esta 
pared, que hace las ve¬ 
ces de branquia, y Pega 
a una cavidad perifarín - 
gea, La* partículas ali¬ 


menticias pasan, por su 
liarte, al esófago , luego 
a! estómago y I intesti¬ 
no, antes de desembocar 
en la misma cavidad pe* 
rífaríngea, que ha reei* 
bulo, por consiguiente, el 


Esquema de umi a achila (según Del age 
y ¡irmitHrd) : A, sifón de entrada del 
agua; II, branquia; C, sifón de salida; 
I), boca; E, estómago; F, ano; G, cora¬ 
zón; H, ovarlo; J, ganglio* nervioso 

nombre de cloaca. 


El a para tu circuíalo río es un conjunto de lagunas sin paredes pro¬ 
pias. Otro detalle curioso: el sentido de la circulación se invierte pe-* 
Módicamente, cuso único en el reino animal. 


El sistema nervioso se reduce a un ganglio nervioso colocado entre 
los dos sifones. Los órganos sensoriales son rudimentaria o nulos. 


Desarrollo de una asctdia. - Constituidas así, las ascídias tienen 
gran parecido, al menos exterior, con los moluscos, y se parecen 
muy poco, al contrario, a los un box os. Pero veamos cómo se des¬ 
arrollan, 

Las ascídias son herma frudit as. A fiarte de está diferencia con los anfio* 
.ros, su desarrollo ch completa mente #1 mismo al principio. Se forman, 
especial mente, una cuerda do/sal y un tu ho nervioso. Éste es incluso 
más perfecto que el del arthoxu, puesto que está hinchado en su parte 
anterior como si fuera n dat origen a un encéfalo. 

En esa fase, la ascidia joven se parece ti un renacuajo. Tiene una 
"cabeza” gorda o mas bien un tronco voluminoso, que encierra, con los 
futuros órganos del adulto, un esbozo de encéfalo. Hacia atrás, se pro¬ 
longa por una cola en la que se encuentran la cuerda dorsal y la parte 
estrecha dd tubo nervioso. 

Esta larva tiene solamente unos milímetros de longitud. Después de 
haber nadado algún tiempo, se fija por su parte frontal y sufre una 
metamorfosis comparable a la de la rana. Toda la cola, comprendi¬ 
dos la cuerda y el tubo nervioso, se resorbe por fagocitosis. Ei esbozo 
encefálico degenera cu ganglio nervioso, y el animal, degradado así 
profundamente! adquiere entonces sus caracteres definitivos. 


Ascídias coloniales*— I a fi) tirina rio solo impone a las ascídias 
una degeneración respecto a sus formas larvarias y ancestrales, sino 
que también les da cierta semejanza con otros anímales fijos, como los 
moluscos, los cirrípedos, los brmzoarios, los celentéreos, etc. Esta cora* 
vergmeia de caracteres se manifiesta, en ciertas especies, por una gran 
aptitud para la gemaciún y la formación ríe colonias. 

lisias son siempre semejantes a un césped, pero presentan dos grados 
en la asociación de los individuos. 

En las ascídias súdales, los individuos están simplemente dispuesto» 
unos al lado de otros y reunidos por tubos » estolones basilares. 

En las ascídias compuestas forman mui masa común y están divididos 
en grupos estrellados en los que, wi bien conservan orificios bucales distin¬ 
tos, no tienen más que un solo orificio cloacal, 

Ascídias pelágicas, —Otras ascídias se han adaptado a la vida 
dotante y forman parle del plancton marino. Chemas las Appendicitla 
ría , fas Pyrosoma, las Salpu y las DUuditm. 

Las apendiculares tienen casi la estructura de las larva^. y eorimvJtn 
toda su vida el apéndice caudal con cuerda y tubo nervioso. 

Las pirosomas, así llamadas a causa de su fosforescencia, mui colo¬ 
nia» en forma de manguitos. 

Las sd pus son minúsculos tonelillos transparentes a lo que una i ur¬ 
día docena de anillos musculares imprimen contraer iones qm b' H Imern 
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div uliar 1 rju 1 aIiii 1 1 hi'r 1 Una vez, ¿ti luí (oh, éstas se iloqirrudt'ti ni f 'ajt'- 

ÍÍ4|V 11 ' 1 ‘' '* n]4'na)i luíais y producen uvEilírt y rHjicimaLozoidcK. May, pues, 


f 1 ilji.i primitiva o salpa solitaria^ que es estéril, y Jas solitos aereen- 
¡i'.f.. que non fértiles, 

I 11 Ihdiolum o barriletes, parientes de las salpas, forman colonias 

l l, d.Mas comparables con las de los si fon «¡foros, Hay individuos nu- 

ñ u iiiim r individuos reproductores, Sólo éstos se desprenden y aseguran 
Ja disminución de la especie. 


Tipo de los vertebrados 



Clase de los batracios: Forma *0-1 cuerpo y patas. Piel desnuda. Dientes y tubo digestivo. Aparato respiratorio 
Aparato circulatorio, órganos genitourinarios. Esqueleto. Sistema nervioso y órganos sensoriales. Desarrollo y 
metamorfosis. Clasificación de los batracios. Historia del ajolote, — Clase de los reptiles: Forma del cuerpo 
y patas. Escamas y huesos dérmicos. Tubo digestivo. Aparato respira lorio. Aparato circulatorio órganos geni¬ 
tourinarios. Esqueleto .Sistema nervioso y órganos sensoriales. Desarrollo, Clasificación de los reptiles: Cagar¬ 
los o saurios. Serpientes u olktios. Tortugas o qi telonios: Cocodrílidos. — Clase de las aves: Caracteres de 
reptil y «ve tegumentos y plumas. Tubo digestivo. Aparato respira lorio. Aparato circulatorio, órganos geni- 
tourinanos. I-squelcto. Sistema nervioso y órganos sensoriales. Desarrollo. Clasificación de las aves. Migraciones 
re tas aves Nidilicacion. Algunas aves características de América. Clase de los mamíferos: Tegumentos y 
peto. Esqueleto. I atas. Dientes. Visceras. Sistema nervioso y órganos sensoriales. Mamas v lactación. Mamíferos 
interiore». Mamíferos superiores o placontarlos. Primates. Insectívoros. Quirópteros. Carnívoros. Pinnipedos. 

ItoeiJures. IVuboscidios. Perisodáctilos, Artiodóctilos. Sirenios, Cetáceos. Desdentados 


Los vertebrados jíoti niumulrs tic esqueleto interno, cartilaginoso tt 
óseo, qtte comprende tina columna vertebral, un cráneo y sus anexas. 
La columna vertebral se forma alrededor de una cuerda dorsal ¡vimi* 
tum. En d sistema nervioso, igualmente dorsal, se distinguen un truc* 
jato y una raed tila espinal, El apar ufo respiratorio (branquias o pul * 
manes) está siempre une.nido a la faringe. El aparato circulatorio < orn- 
prende un corazón ventad y un sistema completa de arterias, venas y 
capilares. La sangre es tú coloreada de rojo por la hemoglobina fijada 
fior las hematíes. El aparato excretor comprende dos ríñones, formados 
fior tubos ttrtnijeras más o menos parecidos a nejridws. 

Caracteres generales de los vertebrados, Ante» de abordar 

e] estudia de las clases rif vertebrados* importa precisar cierto numero 
de sus curadores ge ñera les. 

I o Aparte de alguna* raras excepciones* tus vertebrados tienen una 
simetría bilateral externa. Tienen un lado derecho y un lado izquierdo, 
Su simetría interna esté, por el contrario, más o menos alterada por 
ht disposición de las visceras; 

2 ' 1 Las vértebras muestran indicias de metamer¡¿ación. Su cuerpo 
e&lá formado por una cabeza, un tronco y una cola, que se suceden de 
delante bacía aii.ís, La cabeza es la parte anterior, donde se enenen- 
tran la boca, el cráneo, el encéfalo y los órganos sensoriales. El tronco 
es !¿i parte media, que comprende casi todas tas visceras* La cola es la 
luirte posterior del ano, y hi que no se extiende la cavidad general. 
Por el contrario* dominan en ella los músculos y están clara inente dis¬ 
puestos en segmentos sucesivos o mióme ros, que recuerdan los el el an- 
fioxo, Las vértebras y sus anexos, especialmente las costillas, están méta¬ 
me rizados. Igual sucede con Jos nervios raquídeos y los ganglios fiim- 
|>á ticos; 

il La metamerizacioi) es menos sensible en Ja cabeza a causa de una 
cefalización intensa. Un numera más o menos grande de segmentos di¬ 
fíciles de distinguir, se encuentran en día confundidos entre si: 

T 5 L<>s tegumentos^ o sea la piel, comprenden siempre una epidermis 
estratificada y una dermis formada por tejido conjuntivo. La estratifi¬ 
cación epidérmica es propia fie los vertebrados. En la mayor pane de 
ellos, la protección es además acrecentada por fuñeras tales como las esca- 
mas de bs peces, las escamas y las placas óseas de las reptiles, las 
plumas de las aves, los pelos de los mamíferos, etc. Estas fañeras son 
de origen dérmico o epidérmico. En la epidermis puede haber también 
glándulas anejas; 

ó" El esqueleto está formado sucesiva o simultáneamente por tres 
tejidos: tejido conjuntiva , tejido cartilaginoso y tejida oseo. Los 
.ms de membrana pasan directamente del estado conjuntiva u\ estada 
mm< Los huesos de cartílago son sucesivamente conjuntivos, Cittilfigb 
nosos y óseos* Se llama osificación a la desimedón cid cartílago (cm- 
drólisisj y su reemplazamicnto por el huesa (os te a gene sis). Estos fenó¬ 
menos tienen perfecta semejanza con la histoüsis y la hiato génesis de 
la metamorfosis de los insectos^ La formación dd tejida óseo procede 
poi gradas a partir de centros de osificación que acaban por unirse; 

*>' fc El esqueleto de las ver Lebradas se descompone en columna verte¬ 
bral, cráneo, esqueleto visceral y esqueleto apetidíctilar; 

7 n+ La columna vertebral o raquis está formada par una serie de ver* 
Cebras dispuestas primitivamente, como las cuentas de un rosario* alre¬ 
dedor de una cuerda dorsal. Más tarde, ésta desaparece y el cuerpo de 
la vertebra cesa de estar perforado. Al cuerpo están anexados, dorsal* 
mente, un arco neuniL que rodea la medula espinal, y ventral mente, un 
arco henal, que protege el aparato circulatorio; 

8 El cráneo a caja craneana encierra el encéfalo. Tiene lateralmen¬ 
te* como anexos, tres pares de cápsulas sensoriales, que albergan los 
órganos de los sentidos: un par de capsulas olfativas, un par de cáp¬ 


sulas ópticas y un par de cdpíuZíis auditivas * Mientras que las primeras 
y las últimas terminan por soldarse al cráneo, las capsules ópticas que» 
dan independientes y constituyen los globos oculares; 

T El esqueleto visceral está constituido par una serie de arcos unidos 
ni cráneo y a las primeras vertebras. Estos arcos están alojados en la 
pared del cuello y sostienen las hendiduras bucal y branquiales; 

10 El esqueleto apendicutar es el de los miembros. Se distinguen los 
miembros impares, situados en el plano de simetría del cuerpo, ya dor¬ 
sal, ya ventral mente, y los miembros pares, situados lateralmente. Hay 
como máximo cuatro miembros pares, que corresponden a nuestros brazos 
y piernas. El esqueleto de estos miembros difiere según se trate de 
aletas o de patas; 

M El aparato digestivo es un tubo cuyas partes catán más o menos 
diferenciadas. En él vierten sus productos de secreción glándulas sali¬ 
vales, un páncreas y un hígado voluminoso. Hay que señalar la im¬ 
portancia del hígado como órgano de defensa; 

II! Leí cavidad bucal está general me Me provista de dientes , que tie- 
hcn un papel prensil o masticadar. Estos dientes son producidos por la 
deiniis y la epidermis de la mucosa gingival. So componen de tres 
tejidos de mineralizacion y dureza crecientes; el cemento, que se pa¬ 
rece al hueso, el marfil y el esmalte. Están saldarlos a los maxilares o 
implanlmíos en alvéolos. En este caso, tienen una raíz, un cuello y una 
corona. En su interior se encuentra la pulpa dental; 

13 Los vertebrados tienen una respiración cutánea, branquial o palmo* 
nar. Branquias y pulmones ¡son dependencias de la faringe y recuerdan, 
desde este punto de vista* las hendiduras branquiales de Jos procordados; 

14 El aparato circulatorio consta siempre de un corazón situado ven¬ 
tral mente en el cuello, h la altura de las branquias, a en el tronco, al 
nivel de los pulmones. La sangre expulsada dd corazón pasa por una 
serie de arcos aórticos meta me rizad OS, pero más o menos modificados 
según la función que realizan. Una arteria aorta conduce la sangre a 
todos los órganos. Vasos capilares y venas Iit devuelven al corazón. El 
aparato circulatorio esta* por tanto, completamente cerrado. La sangre 
comunica con los tejidos únicamente al nivel de los capilares; intercam¬ 
bias de glóbulos blancos fdiapide&is), intercambios de gas y de subs¬ 
tancias alimenticias (osmosis ); 

13 La sangre contiene siempre glóbulos rojos o hematíes* La ktmoglo* 
luna esta siempre fijada en dios en lugar de hallarse disudta en d [das- 
ma t Como en los invertebrados que la poseen. Es un pigmento respiratorio 
a base dé hierro; 

16 El aparato excretor está formado por tubos armíferos que dima¬ 
nan 4 Ir nefndiox semejantes a los de los anélidos, Pero* en lugar de 
desembocar separadamente en d exterior, estos tubos desembocan en dos 
canales colectores o uréteres primitivos que terminan en lu cloaca. Por 
otra parle, en vez de formarse simultáneamente en toda la longitud dd 
tronco, aparecen sucesivamente de? delante hacia al ras. Agrupados pro¬ 
porcional mente a su crecimiento, constituyen tres pares de riñones sin < 
sivas llamados proacfros, mesanefros y métemefros. 

Los mesimefras establecen generalmente, en d macho, estrechas 
relacione* mn las glándulas genitales; los uréteres primitivas se con¬ 
vierten en u roespermiductos. Mas tarde, cuando los metanefros adquie¬ 
ren uréteres definitivos, completa mente distintos de los primitivos, éstos 
solo sirven de conductos para d esperma. Así* los uroespermiductos se 
especializan en las funciones de espermiductos. No ocurre esto en la 
hembra, en la que las glándulas genitales tienen simpre oviductos in¬ 
dependientes de los uréteres; 

17 El sistema nervioso de los vertebrados tiene como partes esencia- 
h s f I eticcjaloy contenido en el cráneo* y la medula espinal, contenida 
en el raquis. Estas dos partes, así como los nervios que de ellas ee de¬ 
rivan, provienen dd ectodermo , Aparece* en efecto, muy pronto, en la 
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espalda del embrión, un ranal nervioso que se transforma luego en 
tubo nervioso por acercamiento y soldadura de sus bordes. 

El tubo nervioso, primitivamente semejan le al del anfinxo, tiene el 
ni i sino calibre en toda su longitud* Después, su parte anterior se abulta 



Desarrollo del enfríalo 



y forma tina vesícula bucen que o*- el origen del encelóla VA resta del 

I Libo da la medula espimií* 

Pt h ro volvamos a la vesírtdn, Dos, y luego cual m cnmprrnmncs 1 ni nn» 
versales i ¡i dividen en cinto vesículas mcinmcrisíiiduN que non; el 
cerebro tinferior (Ai), id cerebro intermedia (Aj), el cerebro medio (H), 
e| cerebro posterior (id) y ti poscerebro (Czj). Luda unu de estas par¬ 
tes se complica después por la desigual condensación de su pared, dt- 
íei eneiaeimi de substancia gris y de su lista neta Ida rica, flexiones, etc. 
íd resultada de esta evolución será estudiado en cada grupo; 

Id Los Organos sensoriales fie los vertebrados sun, corno en el hom¬ 
bre: la pul * organo del turto; la tutriz, órgano del olfato; la lengua, 
órgano del gusto; los ojos, órgano* de la visión, y los oídos* árganos 
ib* la iludir ion y el equilibrio; 

1® Salvo raras excepciones, los vertebrados tienen los sexos separa¬ 
dos, Su fecundar ion es externa o interna* Son ovíparo^ ovonimparos o 
viví paros. La segmentación es total y desigual cuando el huevo es he- 
tendedlo, es decir, cuando ron tiene una cantidad inedia de vitelo, lis 
parcial cuando el huevo, atestado de reservas, es telolecitQ, En los 
peces y los batracios el desarrollo c*% generalmente indirecto: u los es¬ 
tadías embrionarios suceden estadios larvarios. En los reptiles^ las uves 
y los mamíferos, el desarrollo cs t por el contrario, directo^ y el em¬ 
brión, contenido en el lmevo hasta su completo desarrollo, posee anexos 
llamados titanias y ulunt aldea. 


Clasificación de los vertebrados, — Según tengan o no un am- 

nio o una alantoitlcs, se. divide a los vertebrados rn dos subtipos: 

1" Los anamníotas o analaiitoideos, que comprenden los peces y los 
butravim, Son vertebrados acuáticos, al menos durante tina parte de su 
existencia* Se les llama con frecuencia vertebrados inferiores con re¬ 
lación a los siguientes; 

T Loa anuí iotas o alantoideos, que comprenden los reptiles* las tutes 
y los mamíferos * Son siempre vertebrados aéreos y superiores a los 
otros por toda su organizarían. 

Si se tiene en encala la teiu pe ral u ra del cuerpo, ello nos lleva a 
reunir los peces, las batracios y ios reptiles en un grupo de heteroter- 
nios t Iii que significa de temperatura variable. Las aves y Jan mamíferos 
bs san opuestos bajo el ¡tambre de homeoiermos* 

Por último, las mamíferos en slj mayaría vivíparos,, pueden ser opues¬ 
tas a las demás vertebrados, que son en general ovíparos* 


Clase de los peces 

Los peces son vertebrados acuáticos con piel cubierta de escamas y 
t uyos miembros sttn aleias. Hespirán por medio de branquia 1 *. Su cora - 
.•mu soto contiene sangre ÚH/»iirw. Sus riñones son mestmefras. Su en- 
refalo y .■sobre todo su cerebro están poco d esa/ r tillad os. Sus principa- 
tes afganos sensoriales están en lineas laterales situadas en tos flancos. Son 
amparos* anamniatas y analtmtoideos, Desde el punto de vista fisioló- 
gtctg son hrterotetmos. 

Forma del cuerpo. I ,u forma de las peces es esencialmente ca¬ 
racterística por su compresión hilera! y su encogimiento caudal. Se de¬ 
muestra experimental mente que su forma les ha sido impuesta par las 
remolinos y !as vibraciones que determinan al desplazarse en el agua. 
En suma, es el medio acuático id que tos ha modelado, Sólo los peces 
sedentarios o malos nadadores, como fas rayas, Jos lenguados, las an¬ 
guilas, los hipocampos, etc,, pueden separarse del tipo morfológico. 

Aletas- -—La disposición misma de las aletas es consecuencia de los 
remolinos engendrados por la traslación en el agua. Varía según ¡sí id 
pez es buen o mal nadador* 

Hay que distinguir tas alelas impares y las tile tas ¡tares. Las impa¬ 
res están situadas en la espalda (dorsales)^ en la extremidad de la cola 
fcaudal) y bajo el vientre, detrás del ana (anales). Las pares están si¬ 
tuadas lateral mente y corresponden a nuestros brazos (pectorales) y a 
nuestras piernas (pélvicas)* 


EL esqueleto de las alelas está constituida por radios articulados con 
piezas basilares. Los radio* son cartilaginosos u óseos* En este caso, 
son espinosos o blandos y ramificados* Las piezas basilares de tas ale¬ 
tas impares están en relación con las vértebras. Las de las aletas pares 
constituyen tma cuñara encapillar y otra pelviana* 

La aleta cauda! puede estar formada según dos tipos: o bien la co¬ 
lumna vertebral se prolonga en el lóbulo superior, que es más largo 
que el inferior (caudal hctvrocerco), o bien se detiene en la base ríe los 
das lóbulos, q ue son iguales o están confundidos (caudal homocerco), 

Escamas y dientes. — 1.a epidermis no tiene capa córnea, pero 
contiene gran rió mero de células de mucus. En la dermis se forman 
escamas salientes, que 
levantan la epidermis, 

í as escamas placoi¬ 
deas de los tiburones y 
hiK rayas se componen 
de una pequeña placa 
ósea que sostiene una 
punta de marfil. Están 
cubiertas de esmalte sc 

gieglido f IOI bl f pide i 

mis y contienen uim 
|*nl[n i rica en voaon y 
nervios. Entile enrurmic 
tienen, pues, la tilintan 
estructura que lie, dien 
tes. En el borde dr las 
mandíbulas de algunos 
tiburones se alise iva ht 
transición de las verda¬ 
deras escamas u los ver* 
dadrros dientes, en for¬ 
ma de puñal Las rayas 
tienen escamas y dien¬ 
tes en forma de adoquín* 

De ta soldadura de 
gran número de escamas placoideas resultan las Llamadas escamas go 
noideas de los esturiones* 

(Atando, fior d contraria, son delgadas laminillas flexibles y no cu¬ 
biertas de esmalte, las escamas son llamadas cicloideas, si son de 
contorno redondeado, y etenoídeos cuando están provistas de púas en 
su borde libre. Estas estarnas se cubren en parte tinas a otras y de 
delante hacia atrás, cuma las piezas de un tejado. Su crecimiento, activo 
cu verano. Ir ni o ti casi nula en invierno, produce en la superficie una 
alterna liria de zonas am bas y estrechan* De este modo puede conocerse 
la edad de un pez. 



Esciuuíis ríe u renques de diferente 
edad: A* Uno zoilo invernal; M. Dos 
zoilos invernóles; C, Tres zonas i o 

ventóles 


TllbO digestivo. Las parles de este conduelo están paro diferen¬ 
ciadas. El esófago* ti estómago y el mlcMino mi tienen límites preci¬ 
sos* Las glándulas salivales faltan, romo cu la mayor parle de las ani¬ 
males acuáticos. Al pilara rslán etm l¡vencía i iu anexados apéndices pi- 
Lirieos tubulares* más o mentís numerosos» euyu misión no es suficiente¬ 
mente conocida. En los tiburones, las rayas y tos esturiones, el intestino 
encierra un pliegue espiral que tiene por efecto aumentar la superficie 
de abroman* 

La vejiga natatona es unu dependencia del tubo digestiva, con el cual 
rnrmimca a vet es por mi conduelo neumático, A veces, también* se separa 
dr él completamente y se convierte en un saco cerrado* El gas que 
can tiene es oxígeno casi puro segregado par una verdadera glándula 
de gas, riña mente vaaeu la rizad a, de la pared interna. La función de la 
vejiga es muy discutida. No sirve para lo respiración y no parece tener 
luí papel considera ble en la ascensión y el deseen so del pez en el aguo* 
Sus cambios de volumen* por falta de mósculos, sólo pueden ser pasivos* 
En ciertos especies* la vejiga mi la tarín está en relación con los oídos 
medíanle una cadena de huesee i líos. En este coso viene a ser como una 
roja de resanom-ÚL 


Aparato respiratorio. lodos los peces tienen b runquias* peni 
la disposición de estas varía según los grupos., Se distinguen tres tipos 
principales; 

I" En lodos los embriones de vertebrados, la pared interna de la fa¬ 
ringe crece más ¡le prisa que la externa y se pliega. De ello resulta una 
serie de bolsas faríngeas meta ineriza das. Estas balsas hacen retroceder 
el mesodermo y a calían por alcanzar el eclodcrmo, que puede perfo¬ 
rarse, Así aparecen hendiduras dispuestas par pares, unas detrás de 
otras* La primera de todas se convierte en la hendidura bucal* limita¬ 
da lia ría at rás por el arco mandibular. La segunda es el origen de los 
orificias nasales en los tiburones y de las trompas de Eustaquio en los 
vertebrados aéreos. El ano que la limita posteriormente se llama ano 
hunden, Las hendiduras que vienen a continuación no se abren más que 
¡oí los prees y constituyen las hendiduras órfmgtutífe*v* Los tiburones y 
bis rayas tienen eínrn liares, sepa nulas unas de otras por cuatro tíreos 
branquiales. Esta es una disposición primitiva. La pared ¡nimia de Ijj . 
hendiduras es*á provista de laminillas branquiales vascular Izadas; a 
su nivel se hacen los cuiji Idos de oxígeno y gas carbónico* El agua cotia 
por la hura y sale por las hendiduras branquiales; 

2* En las lampreas, las hendiduras branquiales están reducidas a m i 
fie ios circulares en nú mero de siete pares* Cada orificio ¡la urce o w im 
tubo dilatado en su centro, donde contiene las laminillas vjiseubiimuLe. 
La otra extremidad del lidia no sv abre di reclámenle en bi fjumge, híimi 
en un tubo colector paralelo a la misma y en comunicación con tdbi , 

iV En los teleósleos u peces óseos, los cuatro tabiques iillri bnioqu i ¡ 
les* sustenidos por los arcos branquiales, se reducen en piovcclio d¡ he. 
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ZOOLOGÍA 


I . l UN ti i1 Iji 1 v.'i .! u i .1 II .\.n J .1 i )r rlfil rt-Milhll! r*U*|. ’jf titU/til II . 1 f . rmi.4 

hhtii <[U< j|i Olí M I II U J i li i'aildud bf fifi qtliul 4'llllirrlli ]Hh ii i I I ^ | h h Ir <lr 
válvula jiH'viI Ibinuida apérenlo líiii[ í mpiitmciiu\ oída), Ina brttrtqniti -r 
drl n/ru branquial óseo \ dedos (ibis de laminillas branquiales 
11 is|iiirsf, iív, wdírr su borde ríMivexo* fionii los diciiles. de mi doble peno 1 

Los dipnoos l íriipji branquia* análogas a las precedentes y, ademán, 
uno o dos pulmones que comunican ton el csóftigo, 

Aparato circulatorio, -El corazón, alojado en un pericardio* 
está situado al nivel de las branquias y está formado por cuatro t inini 
ras, que son, de atrás haría delante: el seno, la auriada, el ventrículo 
y el bulbo, linas válvulas las separan y permiten a la sangre ir de atrás 
hacia delante. Este compon contiene únicamente sangre impura, y co 
r responde a la mitad derecha del corazón huma no. 

El sistema arterial comprende un tronca aórtico que parle del bulbo 
y se divide luego en cuatro o cinco pares de arcas, aórticos, Estos se ca¬ 
pilar izan en las laminillas branquiales y con Huyen después dorsal men¬ 
te, a cada lado, en una raíz aórtica. La» dos raí cok comunican en la 
cabeza por un circulo cefálico, do donde paiten las canil ¡das* Por otra 
parte, se unen detrás del corazón para furnia) la aorta. Esta conduce 
la sangre a lodos los órganos: en especial al hígado, por una arteria 
hepática ; al intestino, por una arteria nicsrrUcrieu, y a los riñones., por 
arterias renales. 

El sistema venoso comprende dos venas cardinales anteriores y dos 
penas cardinales posteriores reunidas, al nivel del corazón, en ranales de 
Ciuder, que desembocan en cí seno. El conjunto tiene la forma de 
una H, Hay. además, dos sistemas porta: 

I 1 Sistema porta hepático* La sangre que viene del intestino* donde 
se ha llenado de materias nutritivas, llega al hígado por una vena 
porta. Esta tiene la particularidad de fMnr cap i la rizada por los don 
extremos: primero en la pared intestinal y después en el tejido hepático. 
El hí gado detiene las substancias cri exceso o tóxicas* reserva unas, neti 
traliza las oirás, y envía luego la sangre al seno; 

2“ Sistema porta renal. luda la sangre de f;t cola, llevarla por las 
venas caudales, pesa a los riñones antes de volver al corazón por medio 
de las venas cardinales. Las venas caudales tienen también, por tanto, 
capilares en cada uno de sus extremos. 

órganos genitourinarios, i ,os peces tienen dos pares sucesivos 

de riñones* 

L Los pronefros riñones primitivos existentes en todos los embrio¬ 
nes, pero que no persisten sino en los peern completamente inferiores, 
Se componen de pronefridios, especie de lobos contorneados que se 
abren, del lado externo, en un uréter primitivo o canal de ¡FtAff; están 
di volidos, del lado interno, en un pabellón Hilado y una copa di* 
doble pared (cápsula de lUmmann), En esta pared está alojado un 
conglomerado vascular que recibe la sangre de la arteria renal; 

2" Los tilC40I1Ctros, que son los rumnes definitivos de Los L<e? 

mes arte ¡ridbos que los constituyen difieren de los prouefridios por 
varios caracteres: o), se hallan más alejados de la cabeza; ¿)* se 
encuentran más cerca de la línea media; c), están menos duramente 
me lamer izados; d) > no tienen pabellón ciliado; e), poseen un gran 
numero de ramificaciones, terminadas cada una por una cápsula de 
Buwmunn; /), están sumergidos en tejido conjuntivo. 

Aparte los rnixmoidcos y los niños, las peces iieiien Io« sexos sepa* 
radas. Peni hay que distinguir varios casos, en lo que se refiere a las 
relaciones de sus glándulas genitales con mis órganos urirunúig; 

l* En los teleósteos o peces óseos, los ovarios y los testículos tienen 
conductos independientes de los uréteres y se abren separadamente en 
d exterior del cuerpo; 

hn los tiburones y las rayas* los ovarios tienen también conduc¬ 
tos independientes, o sea los oviductos o canales de Mtiller, procedente» 
de una división longitudinal de los uréteres primitivos. Estos conductos 
comienzan por un pabellón o trompa ciliada que recibe los óvulos. Se 
terminan posteriormente cu una cloaca, bolsa coman donde desembo¬ 
can también las uréteres y d intestino; 

3 a En los tiburones y las rayas, los testículo* vierten h u lecha, por 
medio do canalículos espermáticQS, en ln parte anterior, separada, de los 
tnesonefros* Los uréteres o canales de lf‘ otff sirven entonces de uroesper- 
miductús y conducen a la vez la orina y d esperma a la cloaca. 

Columna vertebral. — l oís diferentes etapas di* mi realización son 

las siguientes : 

1* En un mixínoideo, como eti el urjfioxo* el esqueleto está reducido 
a la cuerda dorsal* que rodea ima faja fibrosa o manguito esqu el tío- 
geno. Este mangudo está abierto do rea luiente por un arca neural que 
aloja La medula espinal, y veril raí mente por un are o he mal que protege 
la aorta; 

2 1 En umi lamprea aparecen en el arco neural, encima de la medula 
espinal, nodulos cart i la gibosos meta me rizad os; 

3* En los esturiones Se añaden a lo» nodulos precedentes nodulos 
laterwlnrsales y kteroventrales; 

4* En los tiburones y las rayas hay ademán, en contacto inmediato con 
la cuerda dorsal, anillos cartilaginosos que pueden calcificarse parcial- 
mente. En tal fase, los vertebrados están completos, pero formados por 
juezas sueltas; 

5* Ln los peces óseos, todas las piezas precedentes se osifican y hp 
sueldan* Una vértebra comprende entonces un cuerpo y dos arcos, uno 
neural y otro he mal. El cuerpo es bicóncavo* La cuerda se estrecha 
pata atravesarlo y se dilata entre las vértebras sucesiva^* El arco neural 


4 .jd ii> en todas las vértebras. El arco hcmal, por el contrario, 

.i.ln mh completo en las vértebras de la cola. En las de| tronco, cíala 
i niPli nrii ni r n Incito y se anexa las costillas u espinas formadas ni loa 
t i loques i ntrmiüíicollares. 

CráriCO.— l 0 El át las lamprean, loa tiburones y las rayas es una 
' a/a rwtdafíinustí, flanqueada de sus tres pares de nifruilus sensoriales, 
..nfieios Bolamente para lo medula espina! y los nervios craneano»; 

2“ El de 1 os esturiones tiene un doble techo: el techo cartilaginoso 
del tipo precedente y un lecho óseo desarrollado en la dermis, que 
constituye, evidente unen le, una protección superfina; 

3" El de los peces óseos está reducida en su origen a una cubeta 
(arídatiinosu. En ésta se forman los huesos de cartílago que constituyen 
l*i base del cráneo definitivo, Al mismo tiempo se forma una bóveda 
por medio de hurtaos de membrana. 

Muy que señalar que los huesos riel cráneo son mucho más ii unte roso* 
en los peces que en el hombre. Hay* por ejemplo, cinco occipitales, 
seis temporales, seis esfetioides, etc. 

Esqueleto visceral, - Se da este nombre a una serie de arcos 
cariilapinosos, metamerizados* situados en la pared del cuello, suspen¬ 
didos del cráneo y de las primeras vértebras y que sirven esencial¬ 
mente ile sostén de las branquial*. Hay que distinguir, de delante hacía 

atrás: 

I a Un arca mandibular < en m turnar o del pal atoe and rodo (mandíbula 
superior) y el cartílago de Mrckd (mandíbula inferior). La hendidura 
que le precede se convierte en boca; 

2° Un are o litoideo* formad o también por una pieza superior o hite 
mandibular, y una pieza inferior o hitñdes, La primera sirve general¬ 
mente para articular las mandíbulas. La segunda refuerza^el cartílago 
de Meche i s La herid idifdft que precede al arco hioidco es la nasal* que 
generalmente desaparece; 

3 a Un número variable de arcos branquiales que sostienen las 
branquias, 

En los peces óseos* los á reos, primitiva mente curtí laminosos, se osifi¬ 
ca ti y sr asocian huesos de membrana. Además se constituye el aparato 
opercutui, que comprende el opérenlo pr opta m en Ir dicho y los radios 
hranq u ¿ostugos* Estos huesos de membrana xe articulan con el arco 
hioideo. 

Sistema nervioso y órganos sensoriales* Los caracteres prin¬ 
cipales del encéfalo lie los peces tton: ei) f un débil desarrollo general; 

b) . una atrofia clel cerebro, que jamás tiene corteza ni hemisferios* 

c) , un aumento de volumen o un alargamiento de los lóbulos olfa- 
ticos * ti i, un gran desarrollo de los tubérculos bígeminos y del cere¬ 
belo, Este órgano de nmrd i nación de k >s movimientos está* naturalmente 
muy bien definido en animales que son tan buenos nadadores* 

Kn Ion peces, el olfato y el guato están confundidos en la olfatogu&ta* 
rwn, que tiene su asiento en «los fosas nasales rudimentarias, así como 
en la boca y su contorno* 

Los órganos auditivos se reducen al oído intrrmt, que comprende, 
como ni el hornbre, un utrículo, un sáculo y tres canales semicircu- 
tares. En el interior se hallan varias concreciones calcáreas (otolitos) 
que sirven al sentido del equilibrio* La parte propiamente auditiva, el 
caracol, es, por el contrarío, muy reducida. 

Los ojos encierran un cristalina esférico sobre el cual viene a apo¬ 
yarse, hacia airás, un pliegue faU ¿forme desprendido de la coroides* 
Esle pliegue sirve para la nutrición del cuerpo vitreo y la acomodación 
del cristalino* 

En lodos los peces existe sobre cada flanco una ííjicíi lateral^ ya 
simple surco, ya ranal que comunica con el exterior por orificios y 
que contiene ramos de células sensitivas. Una rama del nervio auditivo 
Ir envía ramificaciones nerviosas* Este órgano hace percibir al pez los 
movimientos* las vibraciones y las trepidaciones del agua* 

Desarrolla y metamorfosis. — La mayor parte de los peces son 
ovíparos y ríe fecundación externa. Algunos* sin embargo, ac acoplan y 
son vivíparos. Los huevos, fecundados en el interior de los oviductos, 
pasan en ellos una fase de su desarrollo. De este modo, los torpedos y 
algunas especies de tiburones dan nacimiento u crías vivientes después 
de haberlas nutrido por medio de una verdadera placenta. 

En los ovíparos, el número y volumen de los huevos son muy va rti¬ 
bles. Se cuentan 1 000 huevos en la trucha, 50 000 en el arenque, 500 Q0Ü 
en la carpa, 5 000 000 en el esturión, y más aún en él bacalao. El vo¬ 
lumen está en razón inversa dtd número y va de algunas milímetros 
a una fracción de mili metro. 

Generalmente, los huevos son abandonados a su suerte, ya pegados 
íx kis hierbas acuáticas, ya flotantes en plena agua. Raramente son cui¬ 
dados por los progenitores* 

Por lo común, los peces nacen en estado de alevino vesiculado* Luego 
se resorbe la vesícula a medida que sus reservas se consumen. El alevi¬ 
no o larva de pez adquiere progresivamente los caracteres del adulto, 

A vm es* la larva es muy diferente det adulto y llega a ser como él sola* 
mente por tneiamorfosis. Los peces planos tienen hirv» normal, sí mé¬ 
trica, con ojos laterales* Durante la metamorfosis, cJ cuerpo se a jila un 
lateralmente y se inclina xoLue uri flaneo; los dos ojos pasan ai mismo 
lado* 

Migraciones. Muchos peeoí; realizan migraciones temporales re* 
[adunadas con su reproducción. Reunidos por millones de individuos 
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di 1 ambos sexos, unos dejan las aguas* dulcen para ir a poner en el 
ma r, otros, al con ira rio abandonan el mar y penetran en Ion ríos para 
poner en ellos, 

AJ primer grupo pertenece la anguila. Todas las anguilas de Europa 
van a reproducirse al mar de los Sargazos, (mando llegan a la madu¬ 
rez, descienden los ríos en otoño y recorren millares de kilómetros para 
dirigirse a su área de puesta. Después no se vuelve a saber de ellas. 
Los jóvenes leptoeéítilos* salidos de sus huevos, hacen a su vez el viaje 
inverso y, transformados en angulas o anguilas iranspa rentes, penetran 
en los ríos, Al segundo grupo pertenecen el salmón, el sábalo, t'l es¬ 
turión y la lamprea. El salmón deja <1 mar en otoño y por ríos y 
Loirentes llega hasta las cercanías de los manantiales, donde se repro¬ 
duce, Los jóvenes salmones hacen luego el viaje inverso. 


Clasificación de los peces. — La clase de los peces está dividida 
en cinco órdenes principales: ciclóstomos 1 udaeiox, ganoideos, tríeos* 
(eos y dipnoos. 

GttJostomos. — Los cudóslomüs, en otros tiempos acorazado», son boy 
peces de piel desnuda. Su cuerpo es cilindrico y está desprovinitj de 
atetas pares. No tienen mandíbulas. Su boca, ftiempre abierta, posee 
salientes córneos ( od.<mtvides}* y una lengua en fumín de émbolo que le 
permito hacer de ventosa. Con rila hc adhieren a la piel de otros peces, 
dr cuya carne se alimentan, A los lados del ruello tienen de siete u 
catorce pares de orificios branquiales que dan acceso a cámaras bnm* 
quintes. El esqueleto, muy rud tinenta iio t es en paito fdiroao (columna 
vertebral) y en parte cartilaginoso (cráneo, etiquétalo visceral), 

I.us riclósLnnios son marinos o tluviutas y. más o menos, parásitos. 


S «lacios. — Aparte de los hotocéfalas*. que ¡son fu ruma aberrantes, los 
se lacios actuales comprenden los tiburones a escualor que tienen for- 
ma alargarla y son buenos nadadores, y las rayas, que tienen forma 
aplanada y viven asentadas en el fondo del mar. 


Fuera de estas diferencias de aspecto, todos estos peces tienen en co¬ 
mún los caracteres siguientes: esqueleto cartilaginoso, boca ventral, 
aletas pares e impares (la caudal hete roce rea), cinco pares de hendiduras 
branquiales y a veces orificios nasales, escamas placoideas que pasan 
¿i ser verdaderos dientes, válvula espiral en el intestino, órganos geni- 
tales más o menos relacionados con los riñones y una cloaca. 

La mayor parte son ovíparos y tienen huevos grandes y de cáscara 
cónica, terminada a veces por filamentos. Algunas especies son viví¬ 
paras c incluso placenta rías. Entre éstas es célebre el torpedo* especie 
de raya que posee órganos eléctricos dispuestos como pilas de Vidia, 


(■anoiilcos, — Estos peces reliquia, últimos supervivientes de grupos 
fósiles, presentan a l;i vez caracteres de sedarlos (orificios nasales, vál¬ 
vula et* piral, escamas gao obleas procedentes de la fusión de escamas 
piuco ideas y revestidas de esmalte, relación entre los órgano» gemía* 



lejmlovi mui de A menea del Sur. Todos viven en estanques 0 ríos 
que se secan dorante el verano. Por eso tienen branquias opere ufadas 
y uno o dos pulmones que no carecen de analogía con una vejiga na¬ 
tatoria, Su corazón está igualmente modificado y tiene dos aurículas 
como el de los batracios. 

Clase de los batracios 

Los batracios (del griego batraka$ 3 rana) son vertebrados aéreo* de 
piel desnuda y cuyos miembros sari putas. Su respiración es cutánea y, 
accesoriamente* pulmonar. Su corazón (¿ene dos aurículas y un soto 
ventrículo* donde la sangre pura e impura se. mezclan. Tienen tino o 
dos pares de cayados aórticos. Sus ríñones son mesonefros. Su cerebe¬ 
lo está poco desarrollado* Son ovíparos , anamniotm y anal ant oid eos, 
lleude el punto de vista fisiológico* son heterotermos. 

También se Ies llama anfibios (del griego amphi, doble, y bw$, 
vida), porque son acuáticos en su primera edad. Sus larvas o renacua* 
¡os tienen un corazón y branquia v. El puso de renacuajo a adulto es una 
m etatn ot fosis. 

Forma del cuerpo y patas.- ira» ranas, desprovistas de cola, tie¬ 
nen H cuerpo rechoncho. Lo» Mitones v lu^ salamandras tienen, por el 
con ira no, luía rola larga. La» Cecilia» de América del Sur parecen gu- 
8 anos. Las patán lian desaparecido. En todo» lo» demás batracios, el nu¬ 
mero de patay en de cuatro. Las de las rana» son desiguales! cortas 
fas de delante y largas la» de detrás, que sirven para el sallo. 

El esqueleto de las palas es el que nos encontraremos en todos los 
vertebrados aéreos. Desde su base a su extremidad comprenden; una 
media cintura formada poi tres huesos (omóplato, clavícula, eoracotiles 
para Jas patas delanteras; ilion, pubis, isq ilion para los miembros pos- 
lcriares), un primer segmento formado por uti hueso (húmero o fémur), 
un segundo segmento formado por tíos huesos (radio, cubito o tibia y I>e- 
rimé) y una extremidad que comprende huesos carpianos o larsianos, 
huesos meta car pianos ti meta la raíanos y dedos. 

Piel desnuda. — Aparte de ciertas especies que tienen escamas y una 
especie de pelos, los batracios tienen la piel desnuiía y siempre viscosa 
a causa del mucua que segregan por numerosas glándulas. Su piel es 
muy rica en vaso* mui guineos y sirve pata la respiración. Cromatóforos , 
capares de dilatarse y contraerse, pueden cambiar de color. Incrustados 
en su epidermis tienen vastos sacos linfáticos, c incluso corazones linfa * 
(icos dotado» de pulsación es. 

Algunas glándulas muy grandes que tienen en la nuca segregan un 
veneno que, natural fuente, no puede ser inyectado por el animal. Se trata, 
al parecer, de una secreción interna, útil para el batracio mismo, y que 
sólo secundariamente se hace externa* 

Dientes y tubo digestivo. — Los dientes aun rudimentarios o 
nulos. La rana nn tiene más que tres dicntecillos soldados a su man¬ 
díbula superior y a su vómer. El sapo no tiene dientes. La lengua puede 
faltar. La de la rana no está ligada bacía delante y puede sor lanzada 
fuera para Ja captura de las presas. El tubo digestivo no tiene ninguna 
particularidad, salvo que se termina pur una cloaca. 

Aparato respiratorio. ] .os pulmones si ai rudimentarios o nulos, 
Son simples sacos de pared interna ligeramente plegada, Por (alta de 
costillas y de diafragma* el aire es aspirado por movimientos de deglu* 
ción, que son muy visibles en una rana. 

La laringe no tiene cartílago tiroideo (nuez), pero es, sin embargo, 
un potente órgano vocal, reforzado, en los machos de algunas especies, 
por uno o dos sacos vocales que sirven de cuja de resonancia {croar tlel 
sapo, la rana y ht rubeta). 

La actividad de los pulmón' . s* en estad»» embrimiario, en suplida por 
la piel* delgada, vásculo r izada, Mempre húmeda y muy apropiada para 
los cambios gaseosos. 


Raya leopardo (alrededor de :tf)0 kg de peso y l>,7á m de en¬ 
vergaduras y su pe/ piloto [Fot. Lsy-Schwurt) 

les y urinarios) y caracteres de t id rósteos (branquias eon o percador 
apead tees p i 1 úricos, vejiga natatoria). 

Se les divide en dos grupos: 

l ft Los condrogan oid eos (esturión), de esqueleto cartilaginoso, boca 
ventral y aleta caudal helcrocerea. 

2" Los tist cagan videos (pnlíptcm del INdo, lcpidiMeo del Misisipi) de 
esqueleto óseo, boca terminal y caudal htmmcercíi. 

Tenemos aquí dos estadios evolutivos que conducen a los tcleósteos, 

Teleósteos. - Estos son los peces más diversos y numerosos de la 
época actual. Sus caracteres generales sun los siguientes: esqueleto óseo, 
boca terminal* alelas pares e impares (las primeras pueden desapare¬ 
cer), caudal h o moceros, cuatro pares de branquias cubiertas por 
o pé i rolos, escamas delgadas y sin esmalte, carencia de válvula en pira I, 
pero a veces apéndices pilóneos, órganos genitales sin relación con ios 
riñones, falta de cloaca y, a menudo, una vejiga natatoria. 

La mayor parte son ovíparos y abandonan los huevos. 

Dipnoos. Estos otros peces reliquia interesan sobremanera como 
drhcri id lentes de un grupo fósil (crosupt erigios) que ha debido ser 1¡ 
transición de los vertebrados acuáticos a los vertebrados aéreos. Hoy 
»úlu se conocen el cera todo de Australia, el prot opten) de África y el 


Aparato circulatorio* — El corazón> alojado en un pericardio, 
está formado por un ventrículo y un bulbo, que encuadran una aurícu¬ 
la derecha y una aurícula izquierda. Esta recibe la sangre pura que 
viene de los pulmones y de la piel* La sangre pasa a continuación al 
ven trienio y a la lidiad izquierda riel bulbo, que divide longitudinal- 
mente un tabique espiral. ... dos pares de cayadas aórticos lu lle¬ 

van finalmente a la aorta y, por consiguiente,, a todos los órganos. La 
sangre impura vuelve .i 3a aurícula derecha por una vena cava supe¬ 
rior y una vena cava inferior, cuyo orificia común corresponde al seno 
de los peres* De ahí pasa ni ventrículo, después a la mitad derecha del 
bulbo, y por último a fas arterias pulmonares y cutáneas. 

(irucias & la estructura esponjosa del ventrículo, las sangres pura e 
imputa no se iiiczelnu mi él i uuqdehtmcute y la circulación* por tupín 
no es muy i tn perfilla, 

Ln impártanle problema de anatomía comparada consiste en saber 
si tos vasos sanguíneos de los batracios se derivan de los de los peros, 
Si i admite casi que las carótidas de los batracios corresponden al primer 
aren aórtico dr los peces, que los cayados aórticos corresponden a lo» 
arcos aórticos segundo y tercero (o segundo solamente), que Lis arierra 

puhnoiijrrs o cutáneas corresponden ai coarto arco aórtico. La ve.. 

superior y sus anexos se derivan de las venas cardinales. La vena rnv.i inIr¬ 
ruir es, fior el contrario, una ueofonnneión procedente de la v« na 
Itf'píít te ti. 

árganos genitourinarios. — Estos órganos están fumado» dd 
mismo modo que los de los sel arios. 


t Ní jf i. MemmcA V, — 2fi c 
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¿ O O L O G I A 


LtíH nnoiH'rt non mexonefrun ruji/.os, ü lnritadoñ y catán circundados 
externo me i) Ir por Un canal de Wnll I .» uréter primitivo. 



Esqueleto de rana : A, columna ver^ 
ichrui; lí* omóplato; C, húmero; 
I), fémur; E, tibia y peroné; F, 
hueso de ta muñeca; G, radio y 
cubito; JF, dedos; J, hueso del 

1 alón 


En la hembra, los ova* 
f ios so il independ icoles 
de los riñones y tienen un 
conducto propio» el canal 
de Muller u oviducto, 
que se abre por un pabe¬ 
bón ciliado. 

En td macho, los tes* 
tículos comunican con la 
parle anterior de los rb 
ñones por can í cu los es- 
peraiá ticos. El ranal de 
Wolff sirve de uroesper- 
m ¡duelo. 

En suma: liay uréteres y 
oviductos en Ja hembra, 
y uroebpenmdnetos en el 
macho. 

Eos conductos genitales 
y urinarios desembocan 
en Id cloaca. 


Esqueleto. - Los vertehr as están osifica (las y comprenden un euer* 
po y dos arcos, uno netiral y otro hentul* El cuerpo es bicóncavo fan- 
f¡célica) o cóncavo-convexo. En el ultimo caso, la concavidad es hacia 
delante (protchcu) o hacia atrás (opist acética), Se comprende que una 
vértebra con cava-con ve xa se articule mejor con las otras que una vér- 
telina bicóncava. Por cao encontramos este tipo en los ha trac ios supe¬ 


riores. 


La cuerda subsiste cuando las vértebras son bicóncavas y desaparece 
cuando son cóncavas-convexas. 

El numero de vértebras varía entre 300 en los batracios vermifor¬ 
mes y 10 en Jos bal rudos sin cola: una cervical, siete dnmd motares* 
una sacra y una coccígea. 

El cráneo es relativamente sencillo y en parle cartilaginoso* 

El esqueleto viwrttl. completo en la larva branquial, sólo forma en 
el adulto las mandíbulas, la col time la y el hundes. 


-mIto los dii’iHh . r*J intestino. El régimen se hace carnívoro, 

éinnlmrruc, \U ■ ■ m 1 11 ■ i ' 1 ola Km iodos estos fenómenos, hay histolisis 

e hi.'ílogcnesih, i .. ti» hriccttc* 


1 id es son J i" * l4p'+ i'VHlulívfift dr mía rana o un sapo: bise (antro - 

branquia (dr I■ .. . . vimLL ■ > fase cripta branquia (de branquias 

OCubasL fase obtninjUtn (mu branquias) y fase amiru (sin cola). 

Pvm nn hnli» lo i iri.irioH tienen metamorfosis tan completas. Hay 
algunos que i'mm’i ■■ -i n ln . branquias o la cola cu el estado adulto, 


Clasificación lio los batrftCÍO£,~ Las formas adultas tic los ba* 

I rae ios constituye. ir ir que es exactamente paralela a la de las for¬ 

mas larvales dr la un i If.iy que distinguir ante todo los urodelos, que 
tienen cola largo y pillan corlas; los anurox, que no tienen cota y 
cuyas patas sirven para saltar; los ápodas, que son vermiformes. Es 
preciso añadir los estr goce falos, grupo fósil. Los urodelos se dividen en 
porcnnibrumjLjioH. n iptobrariquius y salamandrinos. 

Los perennibrartqiiíox son los menos evolucionados, puesto que con¬ 
servan sus branquias externas y su cola. Se han detenido en la fase 
fa aero branquia de la rana* Sin embargo, adquieren pulmones y pue¬ 
den respirar H aire puro. El proteido, a causa de su vida subterránea, 
es incoloro y ciego. 

Los cripfobninquios están un puco más evolucionados, puesto que 
conservan, además de la cola, sus branquias internas y su o sp i ráculo, 
l’ur olnt parte, adquieren pulmones. Son las salamandras gigantes del 
Jupón y China. Pasan de un metro de longitud. 

Los salamandrinos marcan un nuevo progreso. No tienen ya bran¬ 
quias, pero poseen aún una larga cola. Se Ies llamaba antiguamente 
írttftirfojs desnudos. Son las salamandras terrestres, los tritones acuáti¬ 
cos, los umblíttornas de México, cuya larva es el ajolote. 



Sistema nervioso y órganos sensoriales, — E! encéfalo se di 

fprenda del de los peces por te existencia de un verdadero cerebro y la 
pequenez del cerebelo. 

Hay que notar ibis progresos en los órganos sensoriales: 

I 41 Es® fosas nasales comunican con ta boca por ventanas internas y ^ir- 
ven para respirar. En cllas.se constituyen cornetes; 

2* Los órganos auditivos comprenden un oído interno semejanle al de 
los peces y un oído medio; trompa de Eustaquio, caja de! tímpano, 
ventana oval y col tímela que los une* 


Desarrollo y níiet^jíiiorfosis, — La mayor parte de los batracios 
son ovíparos y de fecundación externa: el macho, montado sobre la 
hembra, vierte su lecha sobre los óvulos que salen tic la cloaca. Sin ern* 
bargo, algunos se acoplan y pueden ser vivíparos. Los huevos, fecunda¬ 
dos en el interior de los oviductos maternos, realizan en ellos todo o 
parle de su desarrollo, Así es como algunas especies de salamandras 
dan nacimiento a crias vivos. 

En los ovíparos, el número de los huevos es muy diverso: Ja rana 
pone 10 0(10, en montón; el Ñipo, 6 000, en forma de rosarlos; el sapo 

partero, sólo 50, que 
enrolla alrededor de 
sus palas y cuida lias* 
la que se abren. Se 
conocen otros rasos tic 
incubación, ya en la 
hora, ya en la espal¬ 
da (donde cada huevo 
=;e abre un alvéolo), ya 
cu una bolsa dorsal 
incubadora, Existen 
también casos de ni* 
difictwián. 

El tm cimiento se 
eferr uu gene ral menté 
CP el estadio de re* 
nacuajo de branquias 

externe rs. Esta pequeña larva se parece a un pez por su forma, su aleta 
impar, sus líneas la i era les y sus hendiduras branquiales, pero está 
cubierta de cilios vibrátiles y tiene en su “cabeza”, conjunto de fe ver¬ 
dadera cabeza y r) tronco, tres pares de papilas branquiales. Un órgano 
adhesivo le permite lijarse en las plantas acuáticas. 

Primera metamorfosis: la larva precedí.rite se transforma en renacuajo 
de branquias linternas. Las papilas branquiales ilesa parecen mientras 
que pliegues opcrculares vienen a tapar las hendiduras branquiales. 
Las branquias iniernas, semejantes a Lis de los peces, pero en numero 
de tres pares, están alojadas en una cámara branquial, que se abre 
baria atrás por uno o dos espirar idos (uno sólo, de! Jarlo tequíenlo, 
en d renacuajo de rana). En esta fase, el corazón es d de un pe* 
f i boca está provista de un pico córneo, el iulcstino, muy largo, está 
enrollado en forma de espiral y d régimen es herbívoro. 

Segunda metamorfosis; las branquias tic resorben y los pulmones apa* 
recen. Se forman los miembros posteriores y después los anteriores. 



Ambl totuma (motante albinos) fFoL ¿araujue] 


Los a n uros son los más evolucionados. O tino su nombre Índica (del 
griego h, ftin, y tira, cola), se oponen a los uro délos (del griego ¿irá, 
cola, y dtlos J aparente) porque pierden so cola al llegar a adultos* Sus 
pulas están también dispuestas para el salto, Sun las ninas. Jos sapos, 
y las rubetas, Puede decirse que recapitulan, en el curso de su des¬ 
arrollo, la serie de formas por las cuales lian pasado los batracios. 

Entre los anuí os americanos hay que citar la rana mugí dora o rana 
c (iteshiana, una de las más grandes que existen, que puede pesar hasta 
tíos kilogramos, y el curará , que lleva los hijos sobre la espalda, en 
cuya piel forman alvéolos donde se desarrollan hasta que pueden vivir 
libres. 


Los ápodos son bal rae ios uberrontes, vermiformes, sin cola ni miem¬ 
bros, cuya organización ha conservado muchísimos caracteres primi* 
ti vos. Los principales son las Cecilias ciegas de América del Sur* Recuer¬ 
dan en cierto modo (estructura de! cráneo, huesos dérmicos) n los ejsfe- 
goce falos del Pérmico y vi Triásieo. 


Historia dol ajolote, — Existen en los lugos de México dos ani¬ 
males que se consideraban cu otro tiempo como dial hitos: el ajolote, 
provisto de branquias externas y parecido al ¿Vatrus de las grutas de 
(.armóla, Y *'l amhlístuma, desprovisto de branquias y parecido ¿i una sa¬ 
lamandra, Ambos, llegados a plenitud sexual, engendran animales seme¬ 
jantes a ellos, Ahora bien, algunos ajolotes, expedidos a París durante 
Ja guerra de México de Ifífri, se transí orinaron en a mbl felonías. Se ira- 
taba, pues, dr larvas que se reproducían en estado larvario. Se da el 
nombre dr neoleniu (del griego neos, joven, y teineín. retener) a este 
fenómeno de conservariun dr los caracteres infantiles en animales aptos 
ya para la reproducción. 


La neníenla del ajolote rio tienen ya nada de misterioso. Hoy se sabe 
que es debida a tina insuficiencia tiroidea. Basta inyectar extracto de 
tiroides, o simplemente una proteina ioden, a un ajolote para que se 
imiomoifosee en amblÍMouia, También se puede conseguir el mismo re¬ 
sultado haciendo ingerir al anima! extracto de tiroides. 

A pirquemos esto a los renacuajos de rana. Un renacuajo ai que se le 
extrae la glándula tiroides continúa creciendo sin meta mor fosearse (re- 
nal najo gigante). 1 n renacuajo 1 al cual se injerta un fragmento suple- 
menlario de tiroides, o se le inyecta extracto tiroideo, se meta mor fosea, 
por el contrario, inmediatamente, en rana (rana enana). La metamor¬ 
fosis puede ser tan acelerada que el encéfalo, adelantándose a! cráneo en 
su crecimiento, llega a hacerle estallar. 


Vemos así el gran interés que presentan los batracios, tanto desde 
el pumo de vista de la anatomía cumpa rada (paso de peces a vertebra¬ 
dos aéreos) como desde los de Ja embriología y la lisio logia. 


Clase de los reptiles 

Los reptiles son vertebrados oír t os t uyo piel está cubierta de escamas 
a las ruóles se anuden a veces huesos dérmicos. La atrofia o desapari- 
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i ion de sus miembros les obligo *r la tratación* Respiran por medio de 
pulmones. Su circulación es siempre imperfecta. Sus riñones san me 
Utnefros, y su cerebelo es tu poco desarrollado. Son ovíparo*, ammotns y 
alant(fideos. Su desarrollo completo se realiza en el huevo, a tas 

abundantes reservas que éste contiene. Por estos curar teres los reptiles w? 
i tnparenttin con los pájaros y los mamíferos, de he i nal* , w difer rn 
citm por ser hettr otermos. 

Forma del cuerpo y patas.- — La mayor parle de loa leplilfK win 
lacertiforma (lagartos, cocodrilos) o serpentiformes (serpientes)# Li 
diferencia reside en el grado de alargamiento del cuerpo y en la pre* 
sencia o ausencia de palas. Éstas son robustas en loa cncodrilmq pero 
incapaces de levantar el cuerpo del sudo por calar mar*i jiu la o nd 
mente* Relativamente más débiles en ios lagartos, se reducen a muño¬ 
nes en los seps y se vuelven subcutáneas en los [aciones. En las sequen- 
tes no existen ya* Sin embargo, d pitón conserva aún mili riñe ritos de 
palas posteriores, y la boa un vestigio de pelvis* 

La reptación hace intervenir como punios de apoyo las patas, o, a 
falla de ellas, las escamas y las costillas* Las tortugas no reptan ver- 
(laderamente: andan* Cuando son acuáticas, sus miembros se ensan¬ 
chan en forma de aletas. Una adaptación especial es fa del dragón 
volador, especie de lagarto cuyas costillas Libres y móviles se separan 
del tronco y sirven de armazón a un doble paracaídas. 

Escamas y huesos dérmicos. — A diferencia de los peces y 
los batracios, los reptiles tienen la piel córnea en la superficie y despro* 
vista de glándulas* Éstas se hallan localizadas en los muslos (lagartos) o 
en las proximidades de la cloaca* 

En tos lagartos y las serpientes* la capa córnea de la epidermis forma 
un revestimiento con I i nao de pequeñas escíij7iew¡* No hay que confundir¬ 
las con lus escamas de los peces, que son de origen 
dérmico y están separadas unas de otras* Las de 
los reptiles se unen y están sujetas, por consi¬ 
guiente* a mudas, rumo el caparazón qu ¡tinoso de 
los insectos. 

En los cocodrilos aparecen huesas dérmicos so¬ 
bre los cuales se moldea el revestimiento córneo* 
Esto es lo que hc llama un e:t esqueleto, Muy des¬ 
arrollado en las tortugas, forma un caparazón 
que comprende espttldar y peto * El espaldar está 
soldado a la columna vertebral y a las costillas* 
El exosqueleto, en este caso, tiene adherencias con el end oesqueleto» En 
la superficie del caparazón, las capas córneas están dispuestas en 
forma de mosaico* Son las que se utilizan bajo e\ nombre de concha, 



Escamas de 
serpiente 



Tubo digestivo* — Las tortugas tienen un pico córneo, análogo al 
de los pájaros* Los lagartos y las serpientes tienen dientes soldados a 
loa maxilares y a otros huesos de la boca. En las serpiente** eso» dien¬ 
tes pueden ser nene no* os. En Iuh cocodi i loa, 
ademas* los diente» están disertos en ab ro 
los y se parecen a Iok de be. nonti ¡ir r mi, 
En los reptiles, subte iodo en los «neo 
♦ hilos, se desarrolla mi paladar que sepa 
ra La boca de las losas lumib 

La lengua en corla y i jimiokji, vrirui 
forme, o también larga y hendida, Es un 
órgano gustativo y táctil 

El tubo digestivo se te mima en una 
cloaca, en Va que desembocan los conduc¬ 
tos genitales y urinarios* 

Aparato respiratorio. —La respira¬ 
ción es exclusivamente pulmonar. La trá¬ 
quea y los bronquios están bien desarro¬ 
llados y los mantienen abiertos loa anillos 
cartilaginosos. Pero los pulmones no son 
Evíc&uuik de tortugo a veces masque simples sacos (le pared in¬ 
terna plegada sencillamente. Tai es el eoso 
de los lagartos, que tienen dos pulmones, y las serpientes, que sólo licúen 
uno. Los pulmones de lo» cocodrilos y las tortuga» son un poco más per* 
fcelos. Están divididos por tabiques completos en varias cámaras, a las 
que llegan ruindicaciones bronquiales. 


Aparato circulatorio, — El corazón de los reptiles está constituido 
según dos tipo: completa mente diferentes: 

L Corazón de los lagartos* tas serpientes y tas tortugas. Tiene dos 
aurículas, pero un solo ventrículo* dividido incompletamente por do» 
medios tabiques* Estos restringen parcialmente la mezcla de las sangres 
pura e impura. Hay uno o dos pares de cayados aórticos, que corres¬ 
ponden, como en los batracios, a ios arcos segundo y tercero de los prees. 
Lus arterías carótidas parten del cayado derecho, que, procedente de la 
mitad izquierda de) ventrículo, encierra sobre todo sangre pura, La 
arteria pulmonar (arco cuarto de los peces) parte* por rl contrario* de 
la mitad derecha del ventrículo y contiene sobre todo sangre impura; 


2" Corazón de los cocodrilos. En éstos, rl ventrículo está totalmente 
dividido; las sangría pura t* impura no se mezclan ya r ti el interior del 
corazón; la circulación parece perfecta. Pero hay don cayados aórticos, 
de bis males uno parte del ventrículo derecho y otro del izquierdo* 
Toda la ventaja de la división ven tríenla r so perdería así si no existie¬ 
sen tíos correctiva» para esta malhadada disposición; l'\ el cayado iz¬ 
quierdo* que contiene sangre impura, es más estrecho que rl otro; 
2". nitre lus dos cayados existe una comunicación (foramen de /V 
nizzti) que permite a la sangre pura pasar del cayado derecho al izquier¬ 
da, y na al contrario. Así, lü aorta contiene prine ipalmen le sangre pura* 


árganos genitourinarios. — Los riñones definitivos son me tañe- 
fr,>\ análogos a lo* del hombre y con uréteres independientes* Los 
te\itntlo\ ut di/ii cu uto cspei miduclos los uréteres primitivos o canales 
de fl olll Los ovarios tienen oviductos o canales de Muller que cmpie- 
*'in ii mis proximidades por un pabellón ciliado* Uréteres, espermi- 
ductriN y oviductos tm ruinan cu la cloaca, 

Mjiy qor ■ ii iLn que la orina de los reptiles es sumamente rica en 
ó* nLi .. i pie i'oeí+ntrarciiios también en los pájaros. 

I.sCjmílirtO- 1 l Mkihc Lción es muy marcada en los reptiles* Hemos 
vmtH que cuín ii vr'TM un exosquelcto (huecos dérmicos) superpuesto 
d r ndiK'Nqm lciu El erótum es también enteramente óseo. 

El .i 1 1f vi i i r bi i ■ varía de fsO en Ion cacad rilas a unas 400 

en bu, boje* Ku'.ii n rtniillas Sobre las vértebras cervicales, dorsales 
V liinibji¡<4i I ii ib bu. vcrpienies, redondeadan en hu extremidad y 
uiovid.i , pm jmif-Míu* mirtillos mierenslules, intervienen en la replaeión. 

Lo» lagartos y la* tter píen tes tienen su mandíbula inferior doblemente 
ariiriihula con el cráneo por medio de huecos cuadrados. Por ello pue¬ 
den abrir la baca 1< no tiradamente. 

Sistema nervioso y órganos sensoriales. - En el encéfalo ac 

mag ¡fiesta n nuevos perfecciona miento» : aumento del cerebro con la 
aparición de la hendidura de Silvio y el trígono* 

La epífisis de la baterta, especie de lagarto de Nueva Zelandia* y 
lü del lugano "criado dr Iri.ineia, miir'-tni r-Liva menlr la estructura de 
un ojo situado en un orificio de la bóveda craneana* Este ojo parietal 
u ojo ¡mpar e»iá f pues, a flor de piel* Si bien no funciona como órgano 
visual, informa por lo memis al animal acerca de las variaciones de 
Ja temperatura* 

Lüb considerables dimensiones del orificio paricotaI en muchos repti¬ 
les* anfibios y peed* fósiles* permiten creer que el ojo parietal desempe¬ 
ña lia un importante papel sensorial en esos anímales pero que ha dege¬ 
nerado mucho en el curso de la evolución. La hatería y el Lagarto oce¬ 
lario nos lo muestran bajo su aspecto arcaico. 

Los demás órganos sensoriales de los reptiles tío ofrecen nada de 
particular y se parecen mucho a los do las aves. 

Desarrollo. — Los sexos están siempre separados* El macho intro¬ 
duce su lecha, por medio de una verga o pene en el interior de la 
cloaca de la hembra. La fecundación es, por tanto, interna. General¬ 
mente, los huevos son puestos inmediatamente después dr la fecunda¬ 
ción, Algunas veces permanecen en Fus oviductos maternos y $e abren 
en ellos, en cuyo caso las crías vienen vivas al mundo. Hay, pues, 
reptiles ovipuros y vivíparos u fu/tmivíparos* Citemos, entre éstos* las 
ví bu ras y los Iliciones, 

En todos los casos los huevos son tet atedias, es decir, voluminosos y 
ricos en murena* nutritivas. Éstas aseguran la totalidad del desarrollo, 
que es, pm consiguiente, directo y mi pasa por fases larvarias. 

Clasificación do los rGptHos» — Lo» reptiles actúale» compren- 
i le j i emití" ordena Ion lagartos o saurios» las serpientes u ofidios, 
Iii h tortuga» o quidonlút y los cocodrilos o cocodrílidos, Lus dos pri- 
mrMíh -ii- n "Néiu n Vf - bajo el nombre de saurofidios. 

A su-, r<-ptib-. 1 Ii.iy que añadir los grupos fritóte», que han represen¬ 
tado luí papel impurtantísimo durante la era secundarla, Existían enton¬ 
tes din asna ros o reptiles teiresl res de gTan tamaño (díplodoco* csteRO- 

... t i irr i utuji'.. iguanodonte); ictíosáuridos u reptiles acuático» (ic- 

lúmumo» jilrr.jii! iurn); pterosaurias o reptiles voladores (pterodáctilo) 
teramorfos* vecinos de los mamíferos, y rincocéftdm r> tipos primiti¬ 
vos, de tos cuales la hatería actual de Nueva Zelandia i?» el último 
represe litan te. 

('liando se consideran estas forma» fósiles tan grandes y diversas, se 
tiene la impresión de que la clase de los reptiles está actualmente en 
decadencia. 

Lagartos o satirios. Sun éstos reptiles lucen ¡formes o serpentifor¬ 
mes que no suelen pasar de dos metros de longitud; poseen en general 
paites y tienen el cuerpo completamente revestido de pequeñas escamas. 
Tienen dientes pequeños y numerosos* soldados a diversos huesos de la 
[mea; una cloaca abierta por una hendidura transversal; un corazón 
de tres cavidades; dos pares de rayados aórticos; párpados libres y 
móviles; un oído mediano, etc. 

A este grupo pertenecen los greos, notables por sus vértebras a n fi¬ 
ce liras y sus dedos adhesivos; lus dragones votadores de la región indu- 
inalaya; los srps del sur dr Francia, que tiene ti patas rudimentarias, y 
lr»s Iliciones o serpiente» de cristal, cuyas pulas están ocultas bajo t¿i 
pid. Iodos estos saurios tienen iu lengua corla* Frente a ellos se coloca 
a lo» verdaderos lagartos y los varanos gigante» del Nilo, cuya lengua 
es larga y hendida* La de los comaleoríes de Africa es cilindrica y vis¬ 
cosa* El animal la proyecta con una increíble velocidad sobre loa iliaco 
tos que pasan a mí alcance, l os camaleones son conocidos sobre lodo 
por sus cambios de color, debidos a que poseen cit la piel eromatóforos 
rojos, negros y amarillos capaces de dilatarse o de contraerse bajo influen¬ 
ciad nerviosa». 

Finir ios saurios más carácterdsiicos de América Latina se encuen¬ 
tran el fr«ixili$co» de aspecto y costumíucs semejantes a la iguana, pero 
de cuerpo más esbelto; tiene además en el lomo y la cola una cresta, 
y sobre la cabeza une especie de capucha o casquete mcmbriinuso; 
los anolis, de cuerpo elegante y colores muy vivos, que cambian repen¬ 
tinamente; tienen una gran agilidad y mis dedos adhesivos pueden tre¬ 
par üiifi por la superficie dr un erisfaí; el folacllilli, que es cilindrico 
desde la cabeza a Li en la, es el único su itrio venenoso. 

Serpientes u ofidio*. — Las serpientes nn rienen pata'* jamás, sitio 
sus rudimentos en las proximidades de bi idoara, Su cuerpo osi;i cumple 
tamente revestido de escamas, mayores m el vientre que en el dursa. 
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'H'< ili'jiii'. uní'. t.u miden. i - * 1, 111 Huldadoh a los hue^v, hiilivm niir 1 

Nii < loara (*h uilu liornlid um t raliftverSuL I irm u un rnju/ún ile I rrh ciivi* 
d.ul •’n, nmiii IH nntín\ pnii siiln un par de cayados .himícuh, Como con 
acrucneiu del alargamiento do su cUfipOf tienen ten solo pulmón, un 
■iiílo ovario y tm solo testículo, í.as particularidades do jsu esqueleto 
son; nuNruria del esternón; numerosa» costillas, redondeada» on su 
oxi i emulad, muy móviles y aptas para la repleción; las mitades r/quirr- 
da y derecha de cada mandíbula pueden separarse una de oirá* liste 
carácter, unido a la articulación de la mandíbula inferior coa el cráneo 
por medio de los huesos cuadrados, les permite engullir presas volumi¬ 
nosas, Su lengua es larga y hendida* Sus párpados están soldados y son 
transparentes: las serpientes ven a través de sus párpados; esto es lo 
que les da una mirada fija y fascinante* Los oídos están reducidos a la 
parte interna* 

Las serpientes se dividen en cuatro grupos: 

i u Las agtifas, que no tienen ni veneno m colmillos. Sus dientes son 
numerosos y todos iguales, A este grupo pertenecen las culebras de 
Europa, las boas de América del Sur y los pitones de Asia ecuatorial, 
los cuales alcanzan de seis a nueve metros de longitud; 

2 LI Las opisíoglifos, que tienen colmillos venenosos en el fondo de 
la boca, No pueden, pues, servirse de ellos más que para paralizar Ja 
presa en el curso de la deglución. Tales son las culebras de Montpellier 
(Francia), que alcanzan dos metros de longitud; 



Cabeza de yacaré {Fot. A'*) 


3" Las prater o glifos, que poseen colmillos venenosos en la parte ante¬ 
rior de la boca* El veneno, producto de las glándulas -.al iva res, corre 
por una ranura de los colmillos y puede así ser inyectado en et 
momento de la mordedura* Sr trata, pues, de serpientes muy peligrosas, 
como las serpientes marinas de las costas del océano índico y el Pací¬ 
fico, y sobre todo como las najas o entras de la India y de Africa, 
Se calculan en unas 20 000 las muertes causadas solamente en la India 
por la naja; 

T* Las solenaglifos, que tienen también los colmillos en la parte 
anterior de la boca. En estos rol millos hay un canal por el que corre 
el veneno. Además, por efecto de un movimiento bascular del maxilar 
superior en que están, se dirigen hacia adelante en el momento del 
ataque. La serpiente no muerde i golpea e hinca los colmillo®, i'nrman 
parte de este grupo las vi horas de Europa; los crótalos o serpientes de 
cascabel de las dos American; los hotrops de las Antillas, cir. 

Entre las serpientes americanas hay que citar, aparte de las ya men¬ 
cionadas, la anaconda,, que llega a medir nueve metros, vive cerca del 
agua y es la mas gigantesca de la familia de las boas; la mussurana, 
de tres metros de largo y color pardo obscuro, con el abdomen más 
claro y pintas amarillas, que se alimenta de serpientes venenosas, por 
lo que es muy apreciada; la surucucú, una de las más grandes ser¬ 
pientes venenosas, pues alcanza dos metros y medio de longitud y su 
mordedura es murta i, y la coralillo, también venenosa, que se distingue 
por sus anillos rojos, amarillos y negros alternativamente. 

Tortugas o quelotiios. — Las tortugas st? distinguen de todos los 
demás reptiles por su caparazón y su pico córneo. El caparazón tiene 
im espaldar, soldado a las vértebras y a las costillas, y un pelo 
ventral. Al menos, así sucede en el caso de los levó)oros o verdaderas 


i"ti ii(i . f M-itcn, en cam¬ 
bo* i i i i n .i < ate cadas, 

• o ■ i p 11 i. un* compues¬ 
to di ppzn.H separadas y 
m.bl.nhoi al endoesq ne¬ 

ldo, f h|ji incluso despro¬ 
visto d* encamas. 

i V i fenecen a tos tecó- 
foros», Iok carey y las tor¬ 
tugos francos de los ma¬ 
res ral icntes, que se cazan 
para obtener ta concha; 
las trionyx de los ríos de 
las regiones cálidas; las 
tortugas de agua dulce de Tortuga (Fot. Witte World) 

los estanques y los panta¬ 
nos; las tortugas griegas 

o tortuga común y las tortugas gigantes de Mada gasear y las islas Galá¬ 
pagos, que alcanzan un peso de varios centenares de kilogramos. 

Las ntecadas son las tortugas latid que a veces vienen a varar en las 
costas de Europa* 

En America del Sur, la tortuga arraii* del Orinoco* llene gran impor¬ 
tancia por su carne y sus huevos* 

Cocodrílidos. — Desde todos los puntos de vista, los cocodrilos de 
África, los aligátores o caimanes de América y los gavióles de la india 
son los reptiles superiores de la naturaleza actual* Enumeremos sus 
perfecciones orgánicas: dientes montados en alvéolos, paladar comple¬ 
tamente desarrollado, pulmones esponjosos, corazón de cuatro cavida¬ 
des y oídos con esbozo de caracol y d*^ órgano de Con ti. Sus placas óseas 
cutáneas les hacen prácticamente invulnerables, y su cola es un pode¬ 
roso órgano de natación* de ataque y de defensa. 

Entre las diversas especies americanas se encuentran el Caimán sele - 
rops. el caimán negro* característico por un listón transversal que une 
sus párpados, y el aligátor de Misisipi f que comienza a escasear y es 
objeto de explotación en criaderos* 

El gavié. que vive en los grandes ríos de la Imita, especialmente 
en el Ganges, se diferencia de los demás cocodrilos por su largo hocico 
estrecho y a manera de pico. Su tamaño es tic cinco a seis metros de 
longitud. 



Clase de las aves 

Las aves son vertebrados aéreos, bípedos* cuyos miembros anterio¬ 
res* transformados en <das, les sirven para votar * Su piel es seca y 
está cubierta de plumas. Su tubo digestivo, de partes bien diferencia¬ 
das. comienza par un pico y se termina por una cloaca. Su aparato 
respiratorio comprende dos jntImanes esponjosos y das sacos aéreas, 
Tiene un corazón con cuatro cavidades y un solo Cayado aórtico, 
encorvada a la derecha . Sus riñones son mctanejros. Su cerebro y su 
cerebelo están bien desarrollados. Son animées ovíparos* atan ¡otas y 
aiUint(ñdeas. Los huevos, puestos en un nido, son incubados hasta que se 
abren * lo que es necesario dado tu humeóte! mía de estos animales. 

Caracteres de reptil y ave. — Existen tantas afinidades entre tas 
aves y los reptiles que se les retine a veces bajo el nombre de xtmro- 
ideos (de aspecto de lagartos). La anatomía comparada y la paleon¬ 
tología demuestran que las aves descienden de los reptiles* Se lia en¬ 
contrado en los terrenos jurásicos un animal, el arqueopterix. que es 
intermedio entre irnos y otros: reptil por bus dientes, su cola larga, 
sus dedos libres en los miembros delanteros; ave por mjs alas y sus 
plumas. Puede decirse que las aves son reptiles adaptados al vuelo. 
A sus caracteres de reptil primitivos se superponen, por lo tanto, carac¬ 
teres de ave. Es interesante exponer claramente las particularidades tle 
unos y otros, 


Tegumentos y plumas.— La piel de las aves es muy delgada 
(piel de pollo) y muy seca, como la de los reptiles. Sus únicas glán¬ 
dulas, llamadas ttropigiées* m encuentran cu las proximidades de la 
cloaca y segregan una materia grasa con Ja que el ave embadurna sus 
plumas. 

El carácter esencial de las aves es tener ¡doman. Pero licúen lambón 
curarnos en /ííí puras. Hay que distinguir las plumas de las alas o 
remeras (que sirven de remosI, las plumas tle la cola o timoneras 
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(que sirven para k dirección), Jas plumas de la espalda n tóbate 
ras { 4 ii i ■ sirven para la protección), y las plumas del vientre, que rons- 
i huyen el plumón. 

Las remeras y las timoneras son las ¡urnas *» grandes plumas rígidas, 
qm- comprenden un eje (íuwo, el raquis* y barbas laterales. Estas, n 
su vez, llenen tina doble fila de bar bulas t Las burbuks de barbas vc< i- 
nas se enganchan unas a otras, y las aves saben muy bien repararlas, 
alisándolas con el pico, citando un accidente las ba agujereado. Las 
í-[>b«-iTp‘r;is tienen k misma rsirmim.r que í,r- penas, pero smi mrmis 
rígidas. Las riel plumón, imperfectas por su estructura, constituyen, a 
causa del aire que aprisionan, un aislante perfecto contra los cambios 
de temperatura. 

Las plumas son principa ¡mente de origen epidérmico, como las osea 
mas de los reptiles, pero tienen «na papila dérmica que las emparenta 
con los pelos de los mamíferos. 

Tubo digestivo.— Después de los insectos, las aves son las prime- 
ras en presentar un tubo digestivo con las pones bien difcrcnciitdíis 
unas de otras y, espei ítilmenle, un estomago plurilocular, Al esófago. 
m¿is o menos dilatado en un buche, le sigue un entúmago químico o 
ventrículo succentu.ríado f y un estómago masticad or o mulle ¡a, cuya 
espesa pared muscular suple los dientes desaparecidos, La parle teiuti 
nal del recio es una cloaca en la que desembocan los conducios geni¬ 
tales y urinarios. 


Aparato respiratorio* — La tráquea comienza por una glot is ni o 
cpiglolís y que no tiene laringe. Ésta es reemplazada* en la ha < de la 
tráquea, por una estrangul ación o siringa muy ilesa i ndlida > n En aves 
cantoras, Los bronquios están muy ramificados y espnirrn ,1 ,urc > n fus 

cavidades de dos pulmones espumosos, que son muy .. ree, |mi 

consiguiente, a los de los reptiles y los bul rucios. Sin . inhmgi». no 
hay aun verdaderos alvéolos, Por otra parte, ciertas ruinas bronquia¬ 
les comunican con ¿fleos aereas suspendidas m los pulmones* se Icrmi- 
unii en los músculos, o se ponen en comunicación con k cavidad medu¬ 
lar de los huesos (huesos neumáticas) t L| ;ure asi aboamiadu asegura 
la respiración durante el vuelo, cuando la caja (nnjciea, que siive de 
apoyo a los músculos, de las alus, esto prácticamente inmovilizada. 
El diafragma es i neo m píelo, 


Aparato circulatorio, Ll corazón de las aves se diferencia del 
de los cocodrilos por mí presión del cayado aórtico izquierdo, que parle 
del ventrículo derecho y contiene sangre impura. El cayado subsistente 
es H derecho. Lleva t los órganos sangre pura y oxigenada procedente 
del ventrículo izquierda La circulación es* par tanto, perfecta y, unida 
m la activa respiración de Inda a los sacos aéreos, asegura a las aven 
urja temperatura confiante superior incluso a la de b*s mamíferos 
LhiMÓ'* C). Es i'ftta una gran superioridad de las aves respecto a los 
re ptiles. 


Ór^fltlGS genitourinarios. — En este aspecto, por el contrario, 
las aves no han de jado de parecerse a los reptiles, Sus riñones mn 
metanefrm con unieres definitivos. Los testículos de] macho utiliza o 
como espermid ucIoa Jos uréteres primitivos o canales de Wotff* El ovario 
muro de las hembras, situado en el lado ziqulerdo* tiene por Oviiludo 
el cantil de Multer del misma lado* 

Si se examina el ovario de una gallina ponedora, se ve que se parece 
a un tac ¡ ni o cuyas granos u anulas son de la maños diíerentrri, Caída 
óvulo está rodeada de una membrana, muy viseulurizadti* que 1 c sumí» 
nisira materiales nutritivos, Jh* qh te mudo, el óvulo engorda y se trans- 
forma en la futura yerna del huevo. 

taja rielo esta maduro, se rasga la membrana siguiendo una linea 
blanca en la que no existen vasos sanguíneos, por lo que se evita la 
hemorragia. El óvulo se interna cntonrcM en la trompa ciliada que fot Mía 
et romicitjío del oviducto, que es donde se produce la fecundación. Los 
espermatovoides, depositados por el macho a La entrada de la cloaca 
de la hembra, ascienden hasta ese Jugar, 

Durante su descenso helicoidal en el interior del oviducto, el huevo 
se rodea de albúmina, que forma la clara con sus cordones espirales 
o chalazas* Un puco más abajo se deposita el cascarón . 

Ll fioevo, en el momento de fu puesta, comprende las partes sigulíen¬ 
les: 1 ®* la cáscara, calcárea, porosa y permeable a los gases; 2 “, dos 
membranas ctmquiferas, que se separan una de otra en el polo mayor 
del huevo para formar ta cámara de aire; 3\ k clara o albúmina, 
que rs una reserva axoada; 4', Ja yema o vitelu, que es una reserva 
grasa, fosforada y rica en hierro. Se trata, pues, de un huevo tclolcvito* 
La célula propiamente dicha, conjunto del protoplasma y el núcleo 
fecundado, es el germen o galladura, que ocupa un polo de k yema. 

Dn parecido extraordinario entre las aves y los reptiles consiste en 
el hecho de que exerriun sus residuos azoados no bajo forma de amo* 
iliaco o de urea* como los vertebrados acuáticos (peces y batracios) 
y vivíparos (mamíferos), sino bajo forma de ácido úriro, Este qu ¡mis¬ 
mo particular parece depender de las condiciones dr vida del embrión 
en el interior del huevo (caja cerrada), donde cualquier otro producto 
de excreción determinaría, por su solubilidad, una intoxicación rápi¬ 
damente mortal. La orina de las aves y do los reptiles es notable, 
además, por su consistencia pastosa. Mezclada con los excrementas* 
constituye el fimo* del que procede el guano. 

El plumaje, con sus mudas periódicas, ps otro de los medios de que 
disponen las aves para la evacuar ion de sus residuos. Se comprende, 
por tanto, que los machos, más intoxicados que las hembras, tengan un 
plumaje más desarrollado y brillante (colores metálicos). Las hembras 
Sf+ dcsintoxican por medio de la puesta. Por ello, si se quila el ovario 
¡i una gallina* adquiere el plumaje del gallo. Inversamente, si se injerta 


un nuevo ovario n una gallina 
tenores de su sexo. 


rastrada, ésta recupera los atribuios ex 



Esqueleto. En|e nc bailo completamente dele mi ¡nado por la truns* 
formación de Iok miembros anteriores en órganos de vuelo: 

I" Esqueleto de las idus. La cintura eseapular, extremadamente ex- 
tcnsii y reMNícnlr, comprende un ancho esternón, sobre el cual se levan¬ 
ta vcniciilmcnte 
una quilla, que 
sirve dr itr.rt 
cu ni a li i imii cu 
|u pedí 11 ¡t le fi ; 
mi par de tía 
mentas solí Indas 

rol i r m q ú < fot 
man la Iu*t(jut 
fin ¿ n i ii 11 :i i de em .i i i ude^, q tic 
uncu l.i . cspnldlitar at rsh i 
uón un p i r de iimtqdntos 
t il I r»mía de a libo, v a la i 
pudrís pn m li la rnenj e ,i bi cu 
1 uron.i Vf l i 1 1 I o d , El . i pe ud i 
ic 11 ,i|a pi tipia luciit e d h ln 
c coiojMine di 1 nú httrnrt n, 
lu i i nnVrr 1 un i úfoitfc Un cor 

fui f I d 111 ubi y líe. I i 1 1 i í i i \ MUI'. 

o i a i ■ n o 1 h .o 1 1 h i d ci 1 riil h 1 ' i 

I I [II 111 iría di i ■ 1 1 i« lll'or nlo 
INI li (le n ; r | ■ i'gUJirb). tile 1 - ¡ 

i I h i i mi, di(M, Eli lf e. | ú ,i 
■'ir, ]os uiUelmi/.nN y he, mu 

II o c sr mserran Lis. piumuw 
i chic i. ¡: Los moví ni ienlo de 
l-c jh l.i ■ , doi ante e 1 vitelo OC¡ 
tadu, son los de un abanico 
que se acerca y se aleja 
aJiernalívanientc del cuerpo, 
al mismo tiempo que se des¬ 
pliega o se cierra. Estos mo¬ 
vimientos son tan rápidos, 
en los pujaros mosca por 
ejemplo, que producen un 
zumbido muy parecido al 
típico de los insectos* Las 
aves buenas veleras prartiran 
también el vuelo planeado, 
dtirante el cual las alas per¬ 
manecen casi inmóviles. Hay 
uves en que las alas se han 
hecho aletas (pájaros bobos 
v pingüinos), y otras en las 

que están sencillamente aindiadas (avestruz, áptem). Incluso se cono- 
‘ <oi uves fósiles (diñarrús) que carecían en absoluto de alas; 

2 I*aja torácica, Lara dar apoyo a los músculos de vuelo, es me- 
íichler una caja torácica Ucxiblc y resistente a Li vez. Las vértebras dor¬ 
sales M! anquilosan por soldadura de sus apófisis espinosas y trausver- 
huh* Las costillas estar: formadas por un segmento laterodorsal y otro 
hilero ventral articulados. Dd primero se destaca una apófisis une indica 
(del Ini, uncus, gancho) que sr apoya rti la costilla siguiente; 

4 IJ Esqueleto de tas patos, Las aves son necesariamente bípedas* lo 
cual determina una cbiructura particular de* sus miembros inferiores. 
La pelvis, que suporta todo c| peso del cuerpo* se alarga hasta englo¬ 
bar un numero más o menos grande de vértebras lumbares y dorsales. 
Lo s femares se disponen liomuntalmttite pira Ib vai ks rodillas u la 
vertical del centro de gravedad. Las tibias, soldadas a los peronés, se 
alargan para compensar el acortamiento resultante de la horizontalidad 
de los fémures. Además* una parte del tirso y la totalidad del me- 
talaran, sueldan, en c] rmtbriótlj en un tarsometatar&o que adquiere 
gran longitud. Los la Iones no llegan, pues, al suelo y sólo los dedos sirven 
pura la marcha. En oíros Leí mirtos, ks aves son dígití gradas. General¬ 
mente tienen cuatro dedos, de los cuales tres hacía adelante y uno 
hnchr atrás. Las aves correduras (avcsiruces), sólo tienen dos; 

1° Esqueleto de k cabeza y del cuello. El cráneo es nota ble por k 
Soldadura y detención precoz del desarrollo de sus piezas* Como en 
los reptiles, un cóndilo único lo articula al atlas. Los h loma nd i bula res, 
que forman las col mónitas de los oídos* y el hueso hiodes son, con 
las mandíbulas, los únicos vestigios del esqueleto visceral. El cuello 
rs generalmente largo y muy móvil* Lomprende quince vértebras. Con 
sus movimientos, contribuye a mantener el equilibrio durante el vuelo. 


Esqueleto de un nvc : tr. oiuco ¡ 
h t culi mi mu vcrtcbr:i l ; c, húmero ; 
<1, rutlio * tl\ cúliito; e* metacarpo ; 
A clavícula ; p, corncoide>¡; h, esler- 
nón; i . omóplato; /, fémur; k, ti¬ 
bia; l f hueso formado por la 
Union del tarso y el meta tarso; m, 

dedos 


Sistema nervioso y órganos sensoriales*—El cerebro y sobre 

todo el cerebelo constituyen un progreso comparados con los de bis rep- 
tiles. Los oídos comprenden una parte interna con caracol y órgano 
de Loni, una parte medía con coluninita y una parte externa reducida 
a un rudimento de conduelo auditivo. En este aspecto, mv conservan los» 
caracteres de los reptiles. Lo mismo ocurre con los ojos, cuyos carao 
teres nías salientes son los siguientes: forma ovoide; esclerótica re¬ 
forzada por un anillo de placas óseas; crtsittUrto esférico ; resalle en 
forma de peíne en k coroides. Se cree que este órgano alimenta ti cuer¬ 
po vitreo, protege k retina contra una luz demasiado viva y permite 
al ave apreciar la distancia ríe los objetos. Otro detalle i tu portante es 
que las aves diurnas sólo tienen células retinlanas cónicas, mientras 
qm' las aves nocturnas tienen ocluías de bastoncillo y de púrpura retí- 
ni a na. Estas particularidades son muy <) tacú L ¡das. Lo único rimo es 
que Jas aves tienen una agudeza visual superior a la del hombre. 










Arriba t pareja de faisanes; ahajo , a la izquierda, pareja de aves del 
paraíso; a la derecha , pavo real (Fot. Larousse y Agencia Hapho) 
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El macho luce coniíiumciite formas y colore» más hermoso* que los de la hembra 
Arriba, ciervos mucho y hembra; abajo, pareja de leones {Fot. Iteichler g Aginter) 
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Do&iirrollo* -{ r t ■ 11 m r-J huevo ¡|<- hi^i .i i“i f t*l tt¡ t'( t f ti (ríen f ' i rr 
■'i'i v-i n NI i 4 i vjimL i o in un r'oflu parcial. Soln mi■ divide |¿t j.m SI ■ i 

ilu mi Muv pinino -.f' íuuvinir nt un disco germinativo de aspecto ron 
qiirh rajado. Este disco está fontuido por una capa do células, luego do 
dos, y i! e .pues de Mes, que constituyen el ectodcrnio. vi mesotler mo y rl 
endodet nun Mientras que el embrión se desarrolla en el polo superior, 
las iiiciiibrunas embrionarias forman alrededor de él y de la yema 
anexos embrionarios en jiúnten) de tres; 

i" El saco vitelino o vesícula umbilical, análogo a) mismo organo de 
los peces; 

2'* La rdantoitles* en comunicación también con el intestino, y que 
corresponde a la vejiga urinaria de la» ranas. Extendida bajo la cásca¬ 
ra, desempeña tina función respiratoria; 

S° El amnios* saco llene* de líquido que naden al embrión y le sirve 
de masa protectora. 

Los tres anexos embrionarios se unco al embrión por el cordón um¬ 
bilical . 

El huevo de gallina es un material excelente para el estudio del 
desarrollo de los vertebrados* Vemos partícula t mente formarse d sis¬ 
tema nervioso a expensas de un ranal dorsal; las hendiduras branquia¬ 
les efímeras, equivalentes a las de los peces; los segmentos muscula¬ 
res y las vértebras urna mema das ¡ el corazón» de donde parten los 
vasos principales, etc. 

La duración dtd desarrollo es proporcional u la estatura del uve; 
13 días el pinzón, 21 Ja gallina y 45 el avestruz 

Clasificación dG las Í1VGS. líay que distinguir los arqueornítas 

o aves con dientes, y las neomitas* que se dividen en rátidas o aves 
de pico, pero con alus atrofiadas, y carinadas o aves de pico, con quilla 
y alas generalmente bien desarrolladas. 

Las arque umitas comprenden solamente los géneros extinguidos ar 
chaeopterix y archaeornís* 

Las raí ¡lias, grupo que estaba mucho más desarrollado en el Tercia* 
fio y el Cuaternario que en la época actual, tienen alas atrofiadas o 
nulas. Su esternón no tiene quilla. Sus plumas parecen pelo. Los aves¬ 
truces de África, los ñandúes de América, los emúes de Australia y 
tíi.^ casuar ios de Nueva Guinea son notables por su gran estatura y sus 
patas de dos o tres dedos* Son «ves adaptadas s la carrera. Un avestruz 
puede tener tres metros ríe altura y un peso de 80 kilogramos. La hem¬ 
bra pone unos veinte huevos, cada uno de tos cuales equivale ¡x 24 de 
gallina. En contraste con estos gigantes, los ápterix o kiwis de Nueva 
Zelandia no pasan de la altura de una gallina. 

Las carinadas forman Un conjunto muy homogéneo que se divide, 
bastante arbitrariamente, según la forma del pico y de las patas, en 
siete órdenes, que bastará enumerar: rapaces o aves de rapiña (águila, 
buho); trepadoras (pico, loro); colúmbidas o palomas; gallináceas 
(gallo, perdiz); zancudas (garza); palmípedas (pato, gaviota, pingüi¬ 
no); pájaros (cuervo, gorrión, colibrí). 

Migraciones dG las J1VGS«*— Muchas aves pasan el verano en los 
países del Norte y el invierno en los del Sur, Una región intermedia, 
como Francia» recibe, pues, en verano aves que vienen de Africa (golon¬ 
drinas y alondraa} 4 y en invierno las que vienen de Escandiríavin (gan¬ 
sos y patos salvajes). Las migraciones de partida se efectúan en general 
en bandadas. J odas las aves de lu mismo especie dejan a la vez el 
mismo país* Las migraciones de retorno se efectúan, por el contrario, 
por pequeños grupos, y preceden de poro a la nulificación y la puesta* 
Las rutas de migración evitan las grandes extensiones marinas. Sin em¬ 
bargo, no son absolutamente fijas y dependen de las condiciones clima- 
liias* Denotan, en lodo caso, «na extraordinaria resistencia por parte 
de animales que pueden ser tan pequeños como el petirrojo o el pinzón. 
So instinto gregario y su instinto de orientación son igualmente notables* 


Nulificación. — Alguna* aves* como el avestruz, ponen sus huevos 
en tierra y los abandonan al calor solar* Las demás nidifican* El nido 
dd águila es una área o superficie rocosa cubierta de ramaje. Algo 
menos rudimentarios son los nidos de las gaviotas* las cigüeñas, los 
mirlos, etc* Las golondrinas hacen su nido, do manipostería, en los rin¬ 
cones de los aleros de las casas viejos. Los picos covan el suyo en los 
troncos de los árboles carcomidos. La curruca costurera reúne hojas 
que cose realmente por medio de libras vegetales* En los matorrales se 
encuentran los nidos de musgo ríe los pinzones y de los paros. La perdiz 
y la codorniz anidan en el suelo* El nido de los cisnes salvajes es una 
l)iiIsa flotante* Hay pájaros, como los republicanos, que tienen sus nidos 
agrupados bajo una techumbre común construida con paja en Li copa 
ih- un árbol* Por so parte, los cuclillos, que son perezosos, ponen cu los 
nidos ajenos* 


Algunas aves características de América. — Entra las rapaces 

características de America figuran; l* t el condor* que vive como sobe¬ 
rano en las alturas de los Andes. Sus plumas son negro azuladas y su co¬ 
llarín blanco. Su cabeza y cuello están desnudos* No ataca a los anima¬ 
les vivos, a menos que le obligue el fiambre. Devora sobre todo los 
músculos e intestinos ¿c la presa, y también los huesos, ya que su 
esófago y su garganta son muy amplios y sos jugos gástricos muy acti¬ 
vos* Str envergadura es de i res metros, y esto le permite recorrer gran¬ 
des extensiones andinas, lo que hace siempre volando en bandadas; 2 o , el 
buitre real* que se encuentra en América Central y América del Sur 
(Brasil), donde se le llama, respectiva me lite, rey de zopilote y urubú 
rey* Su plumaje es esplendido y de varios colores, d collarín gris y 
el pico rojo ; el zonchiche, el más común fie ios buitres americanos, que 
se caracteriza por un moco o apéndice membranoso de color rojo vivo 
k cabeza; 4 a » el gallinazo* llamarlo zopilote en Cent roa mcrica, 
urubú en el Brasil y jote en Chile* Su plumaje es negro y sin «domos, 
sus patas, fuertes y se alimenta de toda clase de carroña y mariscos muer- 


t fi ii i o|lidie* p'M i i . , U'\ rl águila* el ave más fuerte de toda Amé- 

i o i Gruii.i! v d« I 1 i llamada arpia* conocida desde tiempos remo¬ 
lí 1 *- Nu mu tul 1 1 m 1 1 m tiene los bordes prominentes a manera de 

di' Nie: di i.Infiel peía despedaza! la presa* En la cabeza tiene 

un nomo di* pluiiuiM que le presta una severa belleza* Sus plumas son 
muy npmuuhiH [un Ni. nidios; fi\ el uru bit inga, que habita en las 
orilla s do los ■ u< ,i !,i so Ivas de América del Sur* Tiene un penacho 
en la cu boza ¡ 7", ■ I * hituachima, halcón que desde el Brasil a la Bála¬ 
go ida habita en to píntanos y llanuras y es muy conocido por su 
costumbre de puNiiruc pobre las reses para picotear las garrapatas y 
otros parásitos; IB. H carancho o carneará* abundante en las pampas 
y lugares pantunoscitu Debido a sus poderosas alas, de más de un metro 
de envergadura, recorre sin descanso las vastas llanuras en busca tic su 
presa, cuyo cráneo drstro¡sa con el pico* Sus patas están adaptadas a 
la marcha, tienen largor- targos» y garras poco encorvadas* Su mandíbula 
superior cubre la mlerior por todos lados, y corta romo linas tijeras* 
*Su grito es roneo y desagradable, y para lanzarlo echa la cabeza a la 
espalda* Es un «ve mi mámente rapaz, que asóla los corrales e incluso 
arrebata «I cazador la pieza que ha matado. 

Las i re p a doras más características sur y centroamericanas son: J", el 
fijó f> uní garrapalero* que abunda en todas las praderas y limpia al 
ganado de sus parásitos; 2'\ el pico carpintera, ave arborícola que tala¬ 
dra los troncos con su fuerte titeo* duro como el hierro» pura razar 
gusanos e insectos, que atrapa con su lengua viscosa, provista de gan¬ 
díaos en la punía (para taladrar la madera, el pico carpintero se 
sujeta con sus fuertes unas encorvadas y se apoya en los cañones y 
barbas de las plumas caudales, que son muy duras); 3% id tucán, que 
es d ave más típica de América del Sur y Geni ral, Su pico monstruoso 
es cónico, comprimido lateral nuníe, curvo, y le sirve de arma de com¬ 
bate* Habita en los bosques vírgenes y se alimenta de fruías, pequeñas 
aves y ma mí foros (murciélagos L Su carne y su plumaje le hacen obje¬ 
to de activa caza; 4 L \ el quetzal* la más hermosa y apreciada de las 
trepadoras. En Guatemala tiene un valor simbólico en su escudo y 
su caza está prohibida. Su cabeza está adornada de un penacho y mi 
magnífica cota colgante, de 60 a 8U centímetros, lo traiciona a veces 
asomando por el hueco del árbol en que hace su nido. Su plumaje es 
de color esmeralda metálico, y su pico delgado está aplastado hilera lineóle 
en la punta. Habita en las selvas montañosas de América Central; 





Colibrí (Fot. Atlas Photo) 


el guacíimtíyo t que se distingue por su ^ran tamaño, su pico enorme 
y su cola, muy prolongada. Su plumaje muestra maravillosos coloridos y 
contrastes. Entre los guacamayos se destacan el arar atina, azul en la 
parle superior y con el vientre anaranjado, y el aracanga, cuyo cuerpo 
enIero es e^cailaU y las alus pnr encima aznjrs; ó", H periqititt*, que 
tiene una cola muy larga» a pesar de que su cuerpo mide sólo de 12 a 15 
centímetros de longitud. 

Entre las gallináceas americanas tenemos* 1% el pavo, que vive desde 
el norte y el este de los Estados Unidos hasta lo* bosques montañosos 
de México y i-s descendiente del pavo mexicano; hoy se encuentra do¬ 
mesticado en toda América y Europa; 2* t el hocún o mÍtü t que habita 
vn todas Jas selvas de América Central y de] Sur* Su pico es alto, largo 
y fuerte, ron una prominencia córnea redonda y do oolor amarillo en 
la F«r|e superior. Es arborícola y baja raramente al suelo; 3\ el guau, 
llamado chachalaca por los indios, que habita en México, los Litados 
i luidos y Colombia; 4", la gallina de monte* muy apreciada por su carne, 
que se encuentra cri Lodos los bosques n u »n¡ lañosos del con tinento ame¬ 
ricano; 5*, el hoalzín, de plumaje verde brillante ron franjas amarillas 
y copete riel mismo color» propio do América del Sur. El mal olor y 
mal sabor de su carne le defienden de sus enemigos; construye su nido 
* n ramas colgantes sobre los cms y las lagunas. 

Las zancudas están representadas en América por: I o , la garza blanca , 
de plumaje blanco brillante, pico amarillo obscuro y patas grises. En la 
base ele las alas tiene finas y bellísimas plumas, que se utilizan como 
adorno; 2'\ el coco , uno de los más voraces cazadores de peces; 3 H> * el 
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sahaaí* habita ule de Centro y Sudumérico, que difiere di b* garzuft 
pur *u pico, especie de cuchara invenida, terminada m «ancho; 4\ lu 
plataleru cuyo piro parece una cuchara ; P, al maguuri, muy parecido 
a Iji cigüeña, (jue suele anidar en las torres y cuhuh altan; 6 * el tbídt 
do, que habita en Ja d*^¡embocadura de loa río», y w de mediano lama* 
ñu, patas largas y dedo» anchos, lo que le facilita »ti andar > n aguar* 
. *4*. ^ Qn Tii/ ii ni k/^irii* ' í'ii [ | Illa lii lolt IC.il lid do 


vi r trina ai 1 a Las cándale* son fie numero variable' y forman el cocéis 
cu el hombre, 

Kl tttinto te caracteriza por su proceso de osificación lenta y el pequeño 
iiiimr mi de n i huesos* Los centros fie osificación, correspondientes a los 
iiiHur i mi" liiif-sos craneanos fie low peces, se sueldan con Io + s mfe 
... Mr cMe modo el esknoidrH resulta de la fusión de catorce 

CiOilftiR* ^ 


Elegante, esbelta y ligera, de miembros sumamente delgada*, pued» 

posarse en las grandes hojas acuáticas. Sus dedos so» extraen!i.* 

mente largos; su plumaje, vistoso y brillante, se confunde con el di 
lm flores icilálicas de su medio, preservándola así de sus enemigo»; 
8-, el agamí , grulla silvestre que vive en glandes bandadas en Id bou* 
quea alto» y espesos. Su voz es muy potente en cato de alarma y *u 
instinto vigilante hace que los indios la empleen como guardián de su» 
corrales, Sigue a su amo como un perro; 9 a , la car tama o suriá, de un 
monótono color gris, con plumas tiesas en Id frente. Su aptitud pura el 
vuelo ha desaparecido, pero en la carrera es difícilmente alcanzada por 
el caballo. Como el agamí, es dnmc&t¡cable y ejerce wu autoridad sobre 
las demás aves fiel corral en que si* halle, 

Knirc las palmípedas que pueblan el continente americano figuran, 
además dd pelícano, la fragata y el cuervo marino: P p el anhinga, 
la más característica de Centro y Smknu'rica, cuya configuración es 
muy especial; fiu cuerpo es largo y el cuello muy prolongado y dd- 
gado. El pico, también muy largo, es recto y puntiagudo como un 
puñal, con los bordes rn forma de serrucho, lo que constituye un arma 
temible; 2 o , la qitiidla o gaviota andina; Í\ el pico tijera, cuyo pico 
es muy particular. La parle inferior sobresale largamente de la supe* 

M "í' r que es alta y o.piimida; su "*0,1 rs .dmrqtitibi>Li Habita en 

las regiones tropical r;»; 4 a , d cisne, de cuello negro y gran belleza, 
que vive en estado salvaje desde Dueños Aires hasta los islas fulkund. 

Eiurc ln inmensa variedad de pájaros americana! (más de cuatrocíen- 
tan especie!), sólo cite remo» los colibríes o pajinos mosca, que bc 
encuentran por lodo d continente, especialmente en la zona tropical, 
excepto en lo» lugares donde no hay flores- Su tamaño varia entre íl dt 
un vencejo y el de un abejorro. Su vuelo es extraordinaria mente rápido 
y apenas lo es menos cuando liban sin posarse. Su! órgano* de vado son 
cu paces de realizar algo único entre las aves: volar hacia atrás. Las 
plumas de las ala», insertas en lo» huesos prolongados de los brazos, son 
delgadas, largas y curvadas hacia atrás, y, m plumaje, de gran dureza 
y resistencia. Su esqueleto es de una solidez nula ble, pues debe resistir 
d trabajo dd vuelo vibratorio, que les permite quedar suspendidos 
m el aire. Su lengua es bífidu y pegajosa, por lo que al tiempo quo 
liban el néctar capturan los pequeños coleóptero» que ingieren, abun* 
liantes en las flores, Su» pata» non muy débiles y frágiles, aptas solo 
para posarse en la! ramillas, pero no pura la mu retía- Estas avecillas 
tienen gran importancia en la fecundación de la» flores, pues su pico 
y lengua penetran en las inflore»ú6ncÍaa y órganos vitales, y asi tras¬ 
ladan el polen de flor a flor en sus incesantes vuelos en busca de alimón* 
to. Puede afirmarse que existe una compenetración entre los colibríes y 
Iuk flores* 

Entre los colibríes más conocidos se encuentra, en los Andes chile* 
nos y argentinos, así como rn Dolivin, d colibrí de Safo, cuya larga 
cola está ampliamente ahorquillada. Pero el más corriente y popular 
cu d 1 fumad i» picaflor, de pico recio y algo corto, cola reducida y plu¬ 
maje de mi verde metálico. 


Clase de los mamíferos 


Lm mamíferos son vertebrado* míren», cuadrúpedos, cuyu piel, rica 
en glándulas, está cubierta de pelo , Tienen dientes insertos en alvéolos, 
labios carnosos, un galillo y una epiglrdis í ana laringe, un diafragma 
completo y pulmones con alvéolos. Su corazón tiene cuatro cavidades 
y el callado aórtica está encor titulo a la izquierda. Sus rWflWI son 
mrtanefros, Su cerebro y m cerebelo están bien desarrollados* Sus 
oídos tienen tres hue serillos y un pabellón auditivo. Desde el punto 
de vista del desarrollo son atún iotas y al un tolde os y sus crías son 
amamantadas con la secreción de las mamas* En el aspecto fisiológico 
son home otermos* 

Orno d hombre, tipo de lo» mamíferos, es objeto de una parte 
especial de esta obro, ¡sólo expondremos aquí, muy sucintamente, tos 
caracteres generales dd grupo. 

Tegumentos y pelo, — La piel rs espesa (cuero, grasa), y está 
cubierta dr producc¿mes cárneas* Entre éstas, el pelo es la mus carac¬ 
terística, pero existen también las unas, las garras , los cascos, los 
caernos, las púas, las barbas o ballenas de la ballena, las ¿¿cantos del 
pan gol ín, el caparazón del tatú, etcétera. La piel es también muy rica 
en glándulas de dos clases; glándulas sudoríparas, que segregan el 
sudor, y glándulas sebáceas, anexas a los pelos, que segregan su listan* 
cías grasas. 

Esqueleto. — Las vértebras son biplanas y están articuladas por dis¬ 
cos intrrvertehríilcs. Hay casi siempre siete vértebras cervicales, tanto 
rn d largo cuello de la jirafa como cu d cono de 9a ballena. Las dos 
primeras son el atlas y el axis* Las vértebras dorsales tienen una larga 
apófisis espinosa que sirve de inserción al ligamento cervical que sos¬ 
tiene el cráneo. Se diferencian de las lumbares por sus costillas, bien 
desarrolladas, que se articulan: I o , sobro d cuerpo; *V\ sobre las 
apófisis transversa*. El numero total de vértebras dorsoltimbares ea- 
raetrrístico de cada grupo. La pelvis está articulada solamente con las 
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i m 11 .i*> de lo» bul rucios* Sin 

• i n i in i jmi , billan generalmente los 
i oi .ii mí.I. h o, más exactamente, eons- 
Mtuyru lií apófisis car ovoides de los 
orno) ila Ion, Las da vi cu las d esa pare¬ 
cen a su vez en los mamíferos co¬ 
rredores. Primitivamente' los miem¬ 
bros lienen cinco dedos y descansan 
en el suelo con todo el pie* Este es 
t i tipo andador o plantigrado, con¬ 
servado en el hombre, lo! mimos, 
el oso, ele. Por adaptación a la 
carrera, los miembros se levantan 
y se apoyan sólo sobro los dedos 
(digitígrados) o sobre la punta dr 
los dedos f ungvHgrados). Al propio 
tiempo, el número de {ledos se redu¬ 
ce. Hay ungid i grados o un guinden 

de einco dedos (elefante), de cuatro dedos (cerdo), de tres dedos (riño- 
ertonto), de dos dedos (rumiantes) y de un dedo (caballo). En otros 
mamíferos, los miembros se adaptan ul vuelo (murciélago), a k nula* 
cióti (ballena), al salto (canguro), u La excavación (topo), etc. 

Dientes. Esté H localizados rííilirc las nutrid iludas, en lasque forman 
una subí fila eoutitum o discontinua, e instilo* en alvéolos: compren¬ 
den, por consiguiente* una raíz rematada pui Ursa carona, Lns dientes 
pueden set todos iguales (humad antas) u diferentes unos de otros según 
el lugar que ocupan y la función que desempeñan (heteroduntos). Se 
distinguen, en el Hmitr superior de diferenciación: incisivos, caninos, 
premolares y motara* kis do» última» clanes proceden, según una teoría 
reciente, de diente! muliitubcrculados, es decir, con gran numero de 
tulliente» redondeados o tubérculos sobre ía corona. 

Generalmente, hay dos denticiones sucesivas, pero uhíi fie ella» puede 
abortar. La dentadura de leche aborta en el tatú, 1« definitiva aborta 
en A delfín, y las dos abortan cuando el animal se encuentra finalmente 
desprovisto de dientes, como en el taso tío la ballena, 

Veremos más adelante cómo la dentadura y la formula dental fie 
modifican según los regímenes alimenticios. 

Visceras*- El tubo digestivo tiene de notable los labios y la len¬ 
gua carnosus; el paladar, prolongado puf t i velo del paladar y un polillo 
que obtura Lis fosas nasiile* durante la deglución; los carrillos músculo* 
sos; las glándulas salivales, que forman un collar alrededor <le lu cavidad 
bucal; el estomago, más o menue diferenciado; A intestino, que com¬ 
prende un intestino delgado y un intestino grueso am ciego más o me- 
nos desíirrollarlo; el hígado y el ¡tancreas voluTninoso, 1*1 ¡láficreas, glárt- 
dula salival riel abdomen, es la principal glándula digestiva. Los matru¬ 
fe ros no tienen clonen, fin tabique musen lar sepa rn el alio de los órga¬ 
nos genitourinario». 

El aparato respiratorio comprende una glotis, a la que se super¬ 
pone una cpiglotís; una laringe con cartílago tiroides (nuez o bocado 
de Adán); una tráquea, mantenida abierta pnr anillos cartilaginosos; 
(ks pulmones envueltos en una pleura y divididos en una multitud de 
alvéolos, en los que terminan las últimas ramificaciones de los bren* 
quios; un diafragma completo que sopara el tórax dd vientre* 

E! corazón líene cuatro cavidades y d único cayado aurllco 8C en¬ 
corva a la izquierda. L^t cireiilarión perfecta, unida a la respiración 
activa, permite a los mamífero» mantener constante su temperatura 
(56-411* C). Son, en consmnría, /i«mcrrferin« 1 Sus glóbulos rojos O 
hematíes s<u¡ circulares, bicóncavo! y están deNprovistoB de núcleo, lo 
,,ui* los opone u lns hematíes elípticos, biconvexos y con núcleo de lo» 
demás vertebrados, 

Los riñones son metanefros de uréteras definitivos y generalmente 
en forma de alubia. Los uréteres desembocan en una vejiga de donde 
parte k uretra* En los machos, los testículos, general mente alojados 
en una bolsa o escroto, tienen un espermiducto (uréter primitivo, canal 
de ÍEoljf) que forma primero un conglomerado o epidídimo y termina 
después m k uretra. Este canal excreta, pues, a la vez, la orina y la 
esperma. Rodeado de queipas cavernosos, este tejido e&pmijofiü eréctll 
bajo b afluencia de la sangre constituye el pene n verga , que sirve para 
la cópula. En las hembra», los ovarios tienen conducto!' u oviductos 
completa mente independientes de los órganos urinario». Lada oviducto 
comienza por una trompa ciliada y termina cu un aliultamlcnto o itero, 
ftl cual prolonga a su vez por una vagina u órgano de acoplamiento. 
En general, las dos vaginas y los dos úteros se fusionan. El otero, que 
gg todavía doble en la rnueju y bicorne en la perra, stí transforma en 
simple y globuloso cu la mujer. 

Sistema nervioso y órganos sensoriales- — Kl encéfalo «»tá 

muy perfcceioníido en todas biib parles. Predominan A cerebro y el 
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■ *t* h'fit, 11 « ■.. liuguii lo 1 i. 1 1 * - p o ■ i (ii < tienen > - K « en loo tu**, 

■- hr. que lo Im ..*ndm... i. mriiM . n.cin k ,iM. Al 

• < mj! -' ii upri|.i rl f/íf f ¡Ht i‘n!ii/xtir, que Hin los flus Lomó i ónt. Ln? 

ÍmKóim'Ius M | F ,n i i i im mi c I i- olios vctIr br ;nhc-- sr méIjiIi vuIíí n y sv hacen 
tubérculos €Hüárí$¡fHinos t KI erro bolo pithnila un vertid* medio encua¬ 
drado por dos htinUfariOB ctnlwtABOSi Tanto lus células p i m mi dulcí* 
del i'nviiMí, ooino hr células tic Furkinje del cerebelo, adquieren jiru- 
gn Mvuuicnrr mi m.Iro grado do complicación. 

Loi oítlo* se perfecciona n en su curocol, que rlf m ribo de dos a cuatro 
vueltas de espiral; en m órgano de Cor ti: en su cadena de hueseciltm* 
cuyo origen hemos visto; en su pabellón auditivo, cada ve/ más Impor¬ 
tante y que recoge y orienta los so nidos. í.ns fosas nasales se completan 
con senos y cornetes* Los ojos tienen párpsd muy móviles y un apúralo 
lacrimal. 


Mamas y lactación. Hit carácter esencial de los mtniífeJOK es 
Jo |misí‘s¡ r mi de glándulas mamar i m mas o menos agrupadas en mamas. 
EsUa glándulas proceden de las glándulas sebáceas* Su acerco i ón é 
leche es bastante semejante al sebo par %u riqueza en euripoH gru 
sos, Í.íi leche es en realidad tina emulsión de gra*a (crema) en una 
solución de proteínas (caseína* tarimlhúmina)* aaúcar (lactosa) y 
-oles m! itera les (fosfatos). Su composición centesimal varía con las 
diferentes especies de mamíferos. Así, la leche de oveja es muy grasa, 
3a de hurni muy azucararla y lu de perra muy rica en mi[*■ ■ ¡,is nitro* 
gemidas. í.a leche de vaca, una fie las mejor equi libradas, comí ene 
4 por 1ÜÜ de crema, 4 por 1Ü0 de caseína y 4 [hM 100 de líjenla, i,■■y.. 
animales de países [ríos (renos) o de mares fríos (ballenas) tienen 
lina feche ext remada mente cremosa para subvenir ti las necesidades 
térmicas de bis crías. La rapidez de crecimiento de estas es prnporrio* 
nal a la riqueza de la leche en proteínas, Ejemplos: los gazapos do* 
Ida n de peso en seis días, bis cachorros de perro en nueve, los niños 
en cíenlo óchenla, pues las leches que ingieren contienen, respectiva¬ 
mente, 10 por 100, 7 por 100 y 1/5 por 100 de rasriiifi. 


Mamíferos inferiores* En la base con ios reptiles .se sitúan 
dos subclases extremadamente lu te redante*/por sus características pri¬ 
mo i vas; 

I o Los munotremas, mu mí fe roa emparentadas can tos reptiles por 
huk patas cartas e insertas lateralmente, por sus raracaides bien des¬ 
arrollados, por su cloaca y sobre todo por su mdputidmL Son mainlfe- 
ros ovíparo*. De los huevos, puestos en tierra, salen crias muy débiles, 
que En madre nutre cotí su leche. Las mamas, poco dcstiiridiadas, mi 
tienen pezones y están constituidas por glandular dispersas cuya serré 
don láctea corre por Ion pelos ventrales de la madre, 

A bis ííiuiMit/ man pertenecen (^elusivamente el equidna y el omito- 
rrinco de Australia y Tusmania* El primero tiene un piro puntiagudo y 
id cuerpo erizado de púas* El segunda tiene un piro de pato y H cumpa 
cubierta de ver*ladero pelo. El primero es terrestre, y el segundo acuático. 

2" Los marsupiales» mamíferos superiores a los precedentes por 
SU civi paridad. El huevo queda adherido al útero matento durante algu¬ 
nos días antes de romperte. A pesar de tdlo* la cría viene al inundo en 
un estado de extrema debilidad: diminuto, riego y casi sm formar, la 
madre h> introducá en una bolsa mar su pial Colocada bajo su vientre, 
donde He encuentran ky mu mas. Puede decirse en este cuso que Imy una 
ge:ración intrauterina y otra extrauterina. 

Los marsupiales son también superiores a los mono tremas por mis 
patas normales, la reducción de los ruracnidcs y la twjmmchíi) de los 
orificios anal y genitourinario# por tai perineo. 

Los marsupiales, extendidos rn oírus tiempos por tuda la superficie 
M globo, están Imy circunscritos a America fiel Sur y Australia* Unicos 
maniifaroa ¡salvajes de este último continente, han repartido los diver* 
sos dominios. Los canguros san herví boros y saltada re#; los f alan peros 
son frugíferos y trepadores; los wamhntx BOA una eapede de roedores; 
los dtmuros atHft zorros srhnnrok*; los tilacinos corresponden a loa 
lobos de Europa ; los rnirmec&bios son insectívoros, romo k zarigüe¬ 
ya de América del Sur; los notarictm se parecen u los topos por sus 
costumbres zapadora*, su ceguera y mi* putas delanteras adecuadísimas 
para cavar. 


La zarigüeya, mamífero exclusivo de! Nuevo Continente, se extien¬ 
de desde el Brasil hasta los Estados Unidos y también se encuentra cu 
países templados de Siuinmérira, Su nombre cambia según los países: 
t laca adíe en México y Cual emú la; comadreja en Chile y Argentina; 
zorra en Panamá; muca en el Perú, etc* 

Entre loa afine» de ht zarigüeya figuran: el opas&um de los Estados 
Unidos, cuya piel es valiosa; k marmom* que se extiende desde Mé¬ 
xico al Brasil, etc* 


Mamíferos superiores o placen lar ios* - Ah inversa del hue¬ 
vo de los reptiles, las aves y los mono! remas, el de los placen i arios es 
muy pequeño (alrededor de 1/10 mm) y está casi desprovisto de vitelo* 
Se le considera como un huevo tchdecito que hubiera perdido su* re¬ 
servas nutritivos y *c le da, por esta razón, el nombre de huevo meta* 
leed o. 

Fecundado a la altura de 1.a trompa ciliada del oviducto, este huevo 
Miíre primero, como ludo huevo sin vitelo, una segmentación total e 
igual. Pero ya desde Ja mórula de 16 ó 32 células se produce una diferen- 

<i;i cion. 1 r-r[|]b'-. peí tírncus, de NI II11 ijd ¡r'.;i ciún muy rápida, CiljíStl- 

tuyen una envoltura, que muy pronto es grande, alrededor de una masa 
de células cent rule* Éstas corresponden al disco germinativo de las aves 
y forman relieve en una cavidad lleno de líquido, que corresponde a 
un saco vitelíno* 


Mientras que la masa celular central forma el embrión y sus anexos, 
el huevo se fija en la pared del útero materno* Su en voltura primi¬ 
tiva, espesarla y dilatada (carian), envuelta por la aUmtoidei *, envía 
mhc* vasculares (vellosidades) al interior de la pared uterina* Ésta 


O-UN I.IIN-I [lili lio idadi' i Inversas. LJ eonpmto es una placenta lí oi¬ 
ga no dt' o morí y tic cambios mire la madre y el embrión* liste se llama 
en cMr «’fiHii feto y vive paritsitarbi mente dura me un período más o 
menos largo de gt&taeión t Por la placenta, verdadero filtro, el feto res* 
pira, rir a lime ti tu y excreta sus residuos* 

Según lu distribución de las velUiHÍdades ( sn distinguen placentas 
difusas o dr vellosidades dispersas (caballo); placentas colifet/thieas o 
de vclloftidfidcs en ramo (rumiantes); placentas zonales cuyas vellosi¬ 
dades forman una cintura periférica (guio), y plácenlas discaulrus cu¬ 
yas ve líos id ii des están agrupadas en forma de cagúele polar (hombre), 
kl feto está suspendido de la placenta por uu cordón ttmIAlit.al y su¬ 
mergido en un líquido albuminoso. Esta existencia senimciiát \ct\ expli¬ 
ca que expulse mis reniduos nitrogenados no baj<i forma de acido úrico, 
como las aves y los reptiles, sino bajo forma de urea, romo los peco* 
n los batracios. 

I-a gestación es de duración variable según las especies: un mes en 
h coneja, dos en ]ft perra, cinco en Ja oveja, nueve en la mujer, doce 
cu la burra* veinte en la elefanta, A su término se produce el parto. 
Ja bu Isa que rodea ni feto se rompe, y el líquido sale; luego, el felá 
es evacuado mediante rmilraci iones del útero y fu placenta es expulsada 
a su vez. Hay especies uníparas que tiern o tro sido hijo n la vez. y es- 
peeies muhíparoA (gata, perra, corría), que tienen siempre varios* Esta 
diferencia depende dd número de huevos que pueden adherirse símulté- 
rifNiiueiiit' -i lu pan'd uterina. 

En todos bis casos d hijo viene al mundo al final de su desarrollo. 
En esto se di fc retinan los placen lar los de los inaroj piales* 
fjstuiliemos altura tos diferentes órdenes de placentariu.s* 


Primates* — i ,os primates sí ni los hombres y los simios. A carato 

tere* muy primitivos {miembros pkntígradus y de cinco dedos, denta¬ 
dura completa y régimen omnívoro), unen caracteres de alta t^pcckli» 
1 i/ación (manos de pulgar opon i ble y gran desarrollo del cerebro). 
Puede ymidjrse a lodo esto que afumen un útero simple y una placenta 
discoidea* 

Este orden comprende tres subórdenes; 

L Los lemúridos que, diseminados en otros i tempos por toda L tic- 
ira* están localizados hoy en Madagascar (maki* indri) y la India 
(Ion. tardo). Son animales arburícolas, nocturnos, de pelaje espeso y 
ojos enormes* Luí muchos de sus caracteres, se aproximan a los insec¬ 
tívoros; por otras (cerebro muy grande), se les considera próximos de los 
antepasados de la especie humana; 

2* Los monos» que se distinguen de los ir mundos por su cara a pías- 
luda y desnuda, sus dedos con uñas, *stis ojos pequeños* etc. Los monos 
ilcl Nuevo Continente (sapajú* lili, ateles) tienen 36 dientes, las fosas 
nasales separadas y la rola generalmente prensil. Los monos dd Anti¬ 
guo Continente (macaco, zambo* mandril, magoto) tienen, por el eon- 
fltttfo 32 dientes, las fosas nasales más jimias y la cola no prensil. Se 
agrupa con ellos a los aui*upoides (gorila, orangután, giban, chimpan¬ 
cé), que son los más próximos al hombre por la ausencia de cola y 
Ja estación en parle vertical; 

3 1 Los hombres, que se enlazan directamente con los monos por toda 
su organización, Su- curad ere* propios son la .piel desmida; la esturión 
vertical permanente, que I&fi curvaturas del raquis hacen posible; el 
acuitamiento dr los miembros anteriores, que se especializan en la pren¬ 
sión; la hipertrofia del cerebro, que llega a pesar I SKI g en lugar de 
400, que es el máximum en lo» monos; el gran desarrollo de ti laringe* 
que linee posible el uso de la palabra y el intercambio de ideas complejas; 
Han existido diversas especies humanas, desde el jútee,intropo de Java 
basta cí hombre actual (¡lomo sapiens)* pasando por el humbic de 
lleiddherg y rl de Neandertal, 


InSÉSfttfVOTOS* Estos mamíferos son muy primitivos por mis mient* 
bros pknl ígrados dfi cinco dedos, su dentadura completa, su cerebro 
relativamente poro desarrollado, clr, Descienden en linea recta de los 
pequeños mamíferos dd periodo triásiéo* Se alimentan única ni ente 
de insectos, tienen incisivos y ctonirum puní iagmtos, y molares t rizados de 
puntas, propias para romper los caparazones quitiimsos* Su pequeño 
tamaño está en relación con H de sus presas. Faltos de alimento cu 
invierno, wc adormecen y pasan al estado de vida latente (hibernación). 
Sus costumbre» les convierten en animales eminentemente útiles* 

Los principales representantes en Europa mu: el erizo* con el lomo 
cubierto de púa»; el topo, ¿ti que k vida subterránea ha vuelto riego 
(sus patas delanteras, ensanchadas en palas, tienen un dedo suple¬ 
mentario; su pelo es curto, su hocico puntiagudo y iodo su cuerpo está 
adaptado a la circulación por galería» estrecha»); el rnuxgaña* que os 
uno de lus mamíferos más pequeños. 

En América deí .Sur no existen representantes de este orden. Los 
raros ejemplares que hay SC encuentran en América Central y Septen¬ 
trional, El tapo amet icono abunda en las montaña» de California y 
México* El cvndiluro de los mismos lugares tiene en la nariz una 
cresta hecha de lóbulos táctiles* Las escasas especies de musgaños de 
América tropical, que viven cu los cultivos, son del tamaño tic ratones 
y de forma semejante, a excepción del hocico, que es muy afilado* El 
almiquí de Cuba habita cu las montañas de Cuba y Haití* Se caracte¬ 
riza por su aguda nariz y sus enormes garras, muy apropiada* para la tx 
ravadún. 

Quirópteros, — Los quirópteros (del griego A luir* man en y opte ron, 
ala) son insectívoros adaptados al vuelo. Comúnmente se les llama 
murciélagos a causa de fa desnudez de sus membranas alares. Éstas 
están tendidas entre cuatro dedos muy alargados. Sólo el pulgar es 
corto y sirve para la suspensión del animal Se ve que hay una gran 
diferencia entre las alas de los murciélagos, verdaderas membranas de 
manos gigantes, y las alas de la* aves, que son plumas insertas en 
miembros de dedos atrofiados. 
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Lo» murciélagos vuelan, o más bien, revolotean, en el crepúsculo, Su 
vuelo es rápido, pero zigzagueante. ^ °) aii * ün En cambio, 

licúen una extraordinaria riqueza en órgano» táctiles: enorme» pabello¬ 
nes auditivos, apéndices nasales foliáceos, membranas ftltrOti élc. 

En invierna se suspenden, por sus patas posteriores, del techo de 
una gruta o de la viga de un Campanario o de un hangar, y hc duermen 
hasta la vuelta del buen tiempo. 

Por ser insectívoros, loa murciélagos son animales útiles. Hay que poner 
aparte, sin embargo, los paniques frugívoros de Australia y Malasio, 
asi coma los vampiros de America del Sur, que se nutren clmpamlti Ift 
sangre de los mamíferos e incluso a veces de la ríe los hombre» dormido», 
Entre las especies americanas existe en el Brasil tina que tiene las 
membranas voladoras blancas. 



Cráneo de. carnívoro 


Carnívoros. — Representados, en los comienzos de la Era terciaria, 
por formas? primitiva* o c revéanles, los carnívoro* se especia lisiaron pron¬ 
to por la adaptación a un régimen cárneo 
más o mena» estricto. 

1* Dentadura* Como en tos animales 
precedente», k dentadura es completa, es 
decir, compuesta de incisivos, caninos y 
molares. Loa incisivos Son cortantes. Loa 
fKW caninos sobresalen mucho de los demás 

V /í?**^** diente» y constituyen ganchos temibles* 

Entre loa molares, »e destaca uno en cada 
mandíbula, de gran robustez* Se le llama 
carnicero. Se (rata dd último premolar 
superior y del primer molar inferior. En 
lugar de ser plano y triturador, esta for¬ 
mado por dos o tres láminas cortantes que funcionan como cizallas* 
Todos los premolares, llamados precarniceros* que preceden u los car- 
ñire ros, son igualmente cortantes. Torios los molares, llamado» postear- 
n¿ceros, que siguen a tos carniceros, son por el contrario trituradores. 
IVro, bien desarrollados en los tipos menas carnívoros (oso), comien* 
z;jn ;i ateniNi rsc- u ¿\ drsap it r ¡11 los tipos medios (perro, tejón, tnr- 
na) y se atrofian casi por completo en los más carniceros (gato, tigre)* 
De ello resulta un numero de dientes decreciente (42 en el oso, 30 ett 
el guio) y una formula dental gradualmente simplificada; 

2* Caracteres craneanos * La disminución de! número de dientes tiene 
por consecuencia un acortamiento progresivo del hocico* Al mismo 
tiempo, los arcos clgornáiicos se separan cada vez mis del cráneo para 
dar paso a enormes músculos mástic adores* De ello resulta !u tormo 
globulosa de la cabeza de los felinos; 

y* Patas, Las carnívoros son plantí grados (oso) o digitigttuios (perro, 
gato), según están más o menos adaptados a la carrera. Adema», los 
más carniceros tienen tas aftas retráctiles que, recogidas cuando el am¬ 
ina! reposa, y escandidas en k piel, se conservan acerada* para la» 
neceridudes del ataque* Un gato, por ejemplo, puede esconder ks unas, 
eoxu Imposible para un perro; 

4 rt Otras adaptaciones. Los carnívoros tienen sentido» perfeccionados 
(oído, olfato, visión nocturna), una gran agilidad y un instinto par^ 
t¡cular para la casta, etc* 


Pinnipedos. — Los pinnipedos son carnívoros acuáticos, eun palas 
transformada» en detas por desarrollo de una membrana entre los 
dedos, que permanecen no obsta ule visibles y »e terminan cu uñas. Los 
miembros posteriores, dirigidos hacia atrás, forman con la cola corla 
una especie de alela emula i. El cuerpo, por detras, esta recogido como 
H de los peces. El pelaje es corlo, peto tupida* La dentadura es k 
de loa carnívoros# 

Los primó palé» pinnipedos son las otaria* (del griego mis, otos, oído), 
así llamadas poique sólo ella» han conservado el pabellón auditivo; las 
morsas, que son notables por sus enorme* caninos superiores, prolon¬ 
gados en defensas, y las focas, que no se distinguen por nada* lodos 
rjstos animales son originarios de los mares frío». Habitan en las costas 
bajas y los estuario», y vienen a tierra para reposar o reproducirse. 

Roedores#-- i J3S roedor es son omnívoros o frugívoros cuyos al i* 
i tientos (raíces, granos, frutos) son roídos por los movimientos de atrás 
Hacía delante, y viceversa, de la mandíbula. Los incisivos, generalmen¬ 
te ni número d<- dos, en cada mandíbula, tienen una longitud enorme* 
Lo» canino» no existen y la dentadura, por tanto, es incompleta. Lo» 
molares, como los incisivos, tienen un crecimiento constante, y funcio¬ 
nan corno escofinas* 

Los roed ore* »0n, en general, animales muy vivos y muy pro) (fíeos, 
siempre pernicioso» por las devastacióne» que producen. 

Entre lo» roedores del continente americano figuran: \\ el agutí, que 
causa grandes destrozos en las plantaciones. Su dentadura es una de 
ks más destructoras entre tas de los roedores* Su pelaje rojizo, amari* 
liento y negruzco* se adapta al color general del lugar en que habita* 
Es tímido, y muy prolífico. Vive en profunda» madrigueras con varias 
salidas, en ks cercanía» de los ríos y poblaciones# Sentado sobre sus 
cuartos traseros, se sirve de las patas delanteras corno de manos para 
llevarse los alimentos a la boca; 2°, el poca, propio de la América del 
Sur, parecido a un tachón. Se domestica fácilmente y su carne es muy 
apreciada; 3% la chinchilla, ya muy apreciada por tas incas, que fabri¬ 
caban tejidos con su pelo sedoso* Habita en las montañas rocosa» y 
áridas de Chita, Bolívia y el Perú. Su cabeza es grande y sitó orejas 
anchas y redondas* En las altitudes chilenas vive una chinchilla, la 
chinchilla Ion osa, algo más pequeña y de pelaje abundante. Su piel se 
cotiza más que la de la otra; 4 U , la vizcacha, de cabeza voluminosa y 
bigotes largos y duros, que vive en el Perú, Chile y Argentina; 5 fl , el 
capibara u carpincho, el mayor de todos tas roedores, abundante en 
toda America del Sur, desde el Orinoco hasta el Plata, y desde el 


Atlántico h*»tu los Andes* Por su aspecto y pelo recuerda al cerdo 
común* Es muy grueso y penado. Su cuello es corto, su cabeza alarga* 
dn. Tiene membrana» natatoria» entre los dedo» de ks patas traseras; 
»u» oreja» son pequeñas y carece de cok; 6 U , el mora o liebre de Patago* 
nítv, que habita principalmente en esta región y en otras al norte de la 
Argentino. Sitó pulan trasera» son desmesuradas can relación a las de* 
knierua. por lo que fecunda en su carrera al canguro* Sus ojos son 
gumita». Su pud y nu « ame rom muy apreciadas por el indio y el 
gaucha; 7*, el cuy a conefilio de Indias o cobayo, cuyo país de origen 
es proba blrunmtr al Perú, donde vive aun una especie salvaje, de k 
que provienen la» dlferanlw raza», cuyo» pelajes varían según el gusto 
del criador. El del ni VI je e» gri»; 8* el coendú, puerca espín solitario 
y nocturno* que habita cti lo» bosques cap enm do México, Estados 
fluido». América Central, la» Guayan** v el bruñí Sus púas, débilmen¬ 
te inserta» en la pial* so desprenden con facilidad. Con sil cola, alga 
larga, w defiendo dando fuerte» golpe». Eh trepador y «rhnricola; 

pl coipo, ([U<! se encuentra desde el Brasil hasta Pal agonía y cuyas 
caracterial taita non una cok redonda y desnuda, como U de la# ratas, 
y una ancha membrana nal ato ría entre los dedo» de las pata» traseras. 
Su piel, conocida con el nombre de castor del Plata , y fraudulenta* 
minie bajo el de piel de nutria , 49 muy estimada; 10, el degú, abun¬ 
dante en todas hts provincias del centro de Chile; H, I» taltuza ú tuza* 
que se extienden desde el Canadá hasta America del Sur y causa da¬ 
ños considerables en los plantaciones* Esta completamente adaptada o 
k vida subterránea. Su cuerpo es cilindrico, Au cuello corto y tu mhtm 
aiic ha y robusta; 12, d «rapan, ardilla voladora de tas Estados Unido» y 
México; 13, el chipmunk, ardilla terrestre que anida en tas hueco» de 
truncos viejos o en madrigueras* Su piel, de bellos colores, está rayada 
longitud ¡na Inunde; 14, el perro de las praderas , de México, asi lja- 

mado porque su grito recuerda el ladrido del perro. Habita en las lla¬ 
nura*, en grandes colonias. 

Proboscidios# —Estos mamíferos terrestres *e caracterizan a pri¬ 
mera vista por su gran tamaño (su peso llega a 5 000 kilogramos y eu 
altura pasa de tres metros) y por su trampa (probaseis) larga y mo¬ 
ví I* formada por k nariz y el labio superior. Sus patas, verdaderas co¬ 
lumnas, son unguligraim y *e posan en el sudo sobre cinco pezuñas* 
La dentadura es también muy característica; incisivos localizados en la 
mandíbula superior y que constituyen dos defensas curvas que puede 
pesar cada una 100 kilogramo*; molares grandes como adoquine» y cuya 
cubierta tta desgaste o molino presenta pliegues transversales de esmalte. 
Por esta conformación y por la ausencia tta caninos, tas proboscidios 
tienen cierta Hrmcjmi/.n trun los roed ore»* 

Loa ututos proboscidim actúale» bou el elefante de Africa y el ele¬ 
fante de Asia. Han sido precedido», en los tiempos cuaternario», por 
otra» numerosa» especies* primero, por grande» elefante», étimo el 
mamut y el' elefante antiguo; después, por mastodontes fáciles de cono¬ 
cer por sus cuatro defensas y sus molares erizado* de tubérculos; final¬ 
mente, por forman de pequeña talla, como lo» meritorios P que apenas 
eran pro bastid tos. Se pasa fácilmente de unos a otro». En particular, 
tas dientes con tubérculos de tas mastodonte» han dado, pui fusión 
de sus tubérculos en relieves transversa tas y por desgaste de éstos, lo» 
dientes con pliegues de esmalte de los elefantes* Parientes cenano-H < t. 
éstos han sido también los dirutferÍPL cuyas defensas, simadas en k 
mandíbula inferior, estaban encorvadas hacia abajo* 

Perisodáctilos. — Los probóse id io», por su» miembros unguligra* 
do» terminado» en pezuñas, conducen a los verdaderos ungulados, que 
se dividen en perisodáctilos y aniodáctilas, según el número impar o 
par de dedos que posean cu cada una de sus pata*. 

Los perisodáctilos (del griego pcrissns, impar) sr reducen actualmen¬ 
te a los tres géneros siguientes; 

p Los tapires de la India y el Brasil, que tienen cuatro dedos en las 
patas dekliteras y ires en las traseras; 

2 o Los rinocerontes de África y Malasia, que tienen tres dedos en 
cada pala y uno o dos cuernos nasales; 

Los caballos y sus congéneres., los asnos y tas cebras, que sólo tie¬ 
nen un dedo en cada pata. Este carácter notable e» el resultado de tina 
krga evolución, de la que se han encontrado todas tas etapas en estado 
fÓsiL Partiendo del primitivo caballo con cinco dedos, cuyo dedo medio 
(dedo 3) predomina, se ven atrofiarse, y después desaparecer, los dedo» 



Transformaciones sucesivas de las putas del caballo 


1, 5, 2 y 4. El anchitheruim es un caballo de tres dedos potado» «olíre 
ei suelo. El hipparton e*s un caballo de tres dedo», de los cuales sólo 
uno toca el Buelo, En el caballo actual, loa dedos Laterales 2 y 4 están 
reducidos a esíifeíes situados detrás y a los lado» de la caña o meiatarao 
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Al ttiiMiio tiempo que n opera la evolución de sus patas (adaptación 
-i hi i'íi rirra), cd caballo aumenta de tulla y "sus molares, al principio 
tuhf'iriiladoN, adquieren una cubicrtíi de desbaste rmj pliegues de es- 
mnlte (mbiplarion al régimen herbívoro). El caballo actual tiene la den- 
Indura siguiente: incisivos formando una lámina cortante en cada man- 
d i bula j contri iw al rollados y de tardía aparición (sólo en los muchos); 
motares rum pliegues de esmalte que envuelven islotes de marfil y rodea¬ 
dos de cemento. 


Artiodáctilos. — Los artiodáctilos (del griego ttrlios, par) son los 
ungulados de cuatro o dos dedos, Se les divide, según su régimen y la 
constitución de su estomago, rn dos subórdenes: 

l IJ Los porcinos, qtie son omnívoros o herbívoros, pero tienen una 
dentadura completa y un estómago impropio para rumiar: hipopótamos 
anfibios dn África, puercos y jabalíes di Europa, pécaris de América 
del Sur, etc,; 

2 fus rumiantes, que son exclusivamente herví boros y tienen una 
dentadura incompleta. Generalmente no tienen incisivos ni caninos en 
la mandíbula superior. Los dientes correspondientes inferiores, están, por 
cí contrario, bien desarrollados y constiluyen una lámina cortante que 
se opone a la enría superior endurecida y permite al animal, si no cortar, 
por lo menos arrancar la hierba. Los molares, como los del caballo' 
tienen una cubierta de desgaste con pliegues de esmalte. Éstos rodean 
islotes de marfil y están envueltos en cemento, Normal mente, estos dirn- 



Cierva {Fot. Radie) 


tes crecen de manera continua y se agrandan en la base a medida que 
se usan por arriba debido a la masticación. 

Otro carácter de los rumiantes es su estómago pinrilocular, que enrn* 
prende una cavidad de reserva (panza y bonete) en la que los alimen¬ 
tos se acumulan rápidamente; una cavidad muscular (libro u. omaso) y 

una cavidad glandular (cuajar)* en la que son digeridos después de la 
rumta. 

Los rumiantes se caracterizan, en fin, por sus palas de dos dedos 
(pata hendida ): son los dedos 3 y 4, que subsisten y terminan en dos 
pezuñas. Sus meta car pian os o sus metata raíanos w sueldan en una alña 
que no tiene el mismo origen que d hueso de] mismo nombre en el 
caballo. Algunas Veces subsisten los dedos laterales 2 y o (ciervo y 
cabrito). 

Los rumiantes se dividen en tres grupos: 

I” Rumiantes de cuernos huecos, cuyos cuernos son estuches que cu¬ 
bren dos protuberancias del hueso frontal, A este grupo pertenecen 
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2 " Rurtíttmtcs óe eitcr 
nos muctzox, cuyo*, < \u \ 
nos son salientes úncos 
ram i herido» y ruldcMoh 
sólo poi bi piel. Enioh 
cuernos, que non gene¬ 
ra Imcnir propios de los 
machos, caen y se repro¬ 
ducen cada ano. Estos 
rumiantes son los cier 
vos y los gamos, los ca¬ 
britos y los renos y los 
alces, Las jirafas, in¬ 
cluidas en el mismo gru¬ 
po, tienen cuernos pe¬ 
queños y permanentes; 

'ó" R u rn ¿antes sin 
ruernos p pero que, en 
compensación, tienen raninos superiores desarrollarlos a veces como de¬ 
fensas: almizcleros y, sobre todo, camellos, ti rom alarios, viruñas y gua* 
nacos, rtin su» dos razas domésticas, llamas y alpacas* lodos estos carné* 
lióos están notablemente adaptarlos ¡i íu villa en los parajes áridos y 
desértico» (orificios nasales que pueden cerrarse herméticamente, píes 
ensanchados en una sola pezuña, reservas de agua cu la panza y a veces 
reservas de grasa en las gibas dorsales). 

La llama es sin duda el más genuino y útil representante de los ca¬ 
mélidos americanos. Su tamaño, constitución y fuerza le permiten aca¬ 
rrear cargas, durante largas jornadas, por lugares casi intransitables 
para el caballo y la muía. Su carne, leche, grasa, piel y lana han sido 
siempre de gran utilidad para el indio del Perú. Su frugalidad es enor¬ 
me y resiste Iu sed con simples planta» jugosas, Sus sentidos del olfato 
Y del oído son muy finos. Sus ojos, grandes y vivos, descubren fácil men¬ 
te, desde las alturas andinas, al jaguar y otros enemigos. Tiene los 
labios hendidos y muy móviles, y los ojos protegidos por las órbitas 
cernirá la reverberación de Lis regiones rocosa». Suele defenderse escu¬ 
piendo a Ja cara del adversario, con infalible habilidad, todas las mu* 
cosidades de su boca. 

La alpaca, mus pequeña que tu llama, se asemeja más al carnero, 
pero tiene el cuello más largo que éste. Su pelo es largo y muy suave, 
por lo que el indio, desde tiempos remotos, lo ha empleado para fabricar 
artísticos tejidos de uso corriente. 

La llama y la alpaca descienden seguramente de otra especie, el 
guanaco, que es el mayor mamífero de América del Sur. Abunda en 
la región meridional de los Añiles, pero se extiende por toda la cor¬ 
dillera. Ese a Sea en las comarcas pobladas a causa de su incesante caza. 

La vicuña se diferencia de la alpaca por su pelo, que es más corto, 
pero de extraordinaria lituira, y por su tamaño, que es mayor. Como 
sus pezuñas son deliradas y sensibles, no sube jamás a la» cumbres pe¬ 
dregosas, Mabita, por tal razón, en los terrenos blandos y de hierba. 



Cráneo de rubra que muestro, a la 
ixquirnhi, el soporte óseo del cuerno 
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desprovistos de pelo y cuyos miembros anteriores se han convertido en 
aletas. De sus miembros posteriores sólo queda un rudimento pélvico. 

I icnen una den 1 adura de leche completa, pero la definitiva carece de 
caninos. Sus once molares están algo atrofiados, y en el lugar de los in¬ 
cisivos, así como en la lengua y la garganta, se encuentran placas cór¬ 
neas que les sirven para masticar la» hoja» y tallos blandos de que se 
alimentan. Su régimen es. pues, herví boro, Sus mamas son pectorales. 

Los únicos representantes actuales de los sirenios son el dugongo, del 
océano índico, y el manatí o vaca marina, que habita en las cosías 
Átlánticas americanas, desde el Brasil septentrional hasta la Florida y 
las Antillas, especialmente en las desem boro duras de los grande® ríos. 
Animales pesados y desairados, que miden de dos a tres metros y pesan 
varias centenas de kilogramos, suben con frecuencia a la superficie para 
respirar y pueden cerrar herméticamente sus orificios nasales mediante 
pliegues clásticos de lu piel. La hembra es unípara y cuida con esmero 
su cría. 
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. . ia aua¿jLttcjifii a ia vina acuática es mas com- 

píela: a) el cuerpo entero es pisciforme; b ) los miembros anteriores 
son aletas, que sirven de estabilizadores y cuyos dedos, completa mente 
disimulados, tienen varias falanges; c) los miembros posteriores lian 
desaparecido, asi como la pelvis, de fu que quedan vagos vestigios- 
<l> el extremo fiel cuerpo posee una aleta cautín! análoga a | 3 de los 
peces, pero dispuesta bortzontaIntente, que es a la ver, hélice y unión- 
e) Miste muchas voces una aleta dorsal; /) la piel, que no tiene pelos ni 
glándulas, esta en cambio cubierta por una espesa capa de grasa que 
protege al animal contra el frío; g) las narices se abren en lo alto de 
lo cabeza y arrojan vapor de agua que, al condensarse al contado con 
el aire, parece un surtidor. A estos caracteres se añaden otros que deben 
ser considerados como una degeneración: persistencia de la dentadura 
dr lecho y airaba ib* la tlnfiriJl iva ; dientes iguales, perú reemplazados a 
veces por producciones córneas, barba» o ballenas; deformación del 
cráneo por depresión de los frontales y los parietales, etc. Los cetáceos 
so diferencian además de los sirenios por sus mamas inguinales. Se les 
divide en dos subórdenes: 

l" Odón tócelos o cetáceos con dientes. Estos dientes son numerosos 
en las dos mandíbulas en los delfines y las marsopas, están localizados 
en la inferior en los cachalotes, y reducidos a muy poco» en las oreas 
e incluso a uno solo, si bien muy largo, en los narvales* Todos estos 
animales, salvo los cachalotes, no pasan de tres metros de longitud y 
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su nuliva dr peces o de cefalópodos, Los cachalotes tienen una ninrinr 
giba ironía! formada por la acumulación de una mal cria grasa, llamada 
‘'blanco de ballena" o espermaceti, utilizada en perfumería, Su intes¬ 
tino contiene concreciones dr ámbar gris, substancia muy rica en árido 
benzoico, y irmy buscada igualmente en perfumería; 

Mislacocelos *> reláceos con barbas o ballenas. Los dientes no 
existen jamán, salvo en estado de gérmenes, y están reemplazados por 
varios centenares de láminas córneas o lia llenas, dispuestas en el borde 
de la mandíbula superior, Estas barbas pueden alcanzar cinco metros de 
longitud en una ballena de 25 metro» y constituyen un filtro para el 
plancton de que se nutre el animad l’na ballena de 100(100 kilos sumi¬ 
nistra unos 3 00(3 kilos de barbas ti "ballenas 1 ' industriales y 10 000 de 
grasa, de la cual se extraen 30 000 kilos de aeche. El ballenato pesa 5 1)00 
kilos al nacer y mide seis metros,. 

Hay que distinguir Ja ballena ¡ranea o carmín , que no tiene aleta 
dorsal, y el hallenuptcro o toreauL que sí la tiene. Los dos animales 
viven en los mares fríos y están en vían de desaparición a causa de la 
encarnizada caza de que son objeto* 

Entre los afines de la ballena que frecuentan los mares de las Anti¬ 
llas y del sur del continente americano figuran el yu harta, de unos 
15 metros de largo, troneo menos extenso, con una amplia joroba en la 
parte posterior del Ionio y aletas pedo rales muy largas, y )a inta a bujeo, 
que puebla principalmente el Orinoco y el Amazonas y sus grandes 
?i flut mies. 

Desdentados. — Ente último grupo de mamíferos es notable por 
sus caracteres boy en degeneración. Estuvo muy extendido en el Cuater¬ 
nario de America del Sur (megaierin y gliptadunte), y es aún en esta 
región donde conserva su gen urna representación con el perezoso, que, 
suspendido siempre de tas ramas por sus largas garras en forma de gan¬ 
cho, se desplaza con desespera rite lentitud; el tatú, de caparazón hecho 
de placas móviles, y el oso hormiguero^ que, gracias a su larga lengua 
viscosa, se a límenla de hormigas. En id Africa austral está rep i ese litado 
por e! pungiriin, cuyo cuerpo está cubierto de escamas, y el oiii'tvntpo, 
cuyas costumbres son las mismas que las riel oso hormiguero. 

Tienen degenerados su dentadura y mjs miembros, Los ojíetelo- 
pos conservan dos denticiones, mientras que los demás ilrsdr'ntüdoH no 
tienen más que la definitiva. Los oricténipos, los tatúes y los pnv/o¬ 


sos tienen iodos los dienten iguales y muy sencillos, Los pujigolmcs y 
los ImrmiguvroH carecen de dentadura. Del mismo modo, los dedos pasan 
de cinco a dos, mu qtjt- pueda invocarse oirá cutusa de ello que un des* 
c(| ii ilibrio d< todo r f oigaidsimo. 

El perezoso* que en uno de los más típicos animales del Nuevo Mun¬ 
do, habita ■ n los bosques iruis obsi tiios e i ni penetra bles, colgado de las 
ramas, de la» que desciende raramente, Puede permanecer días y sema¬ 
nas sin alimentarse, debido a mi falta de ncecHÍdadcs. Su cuello largo 
y de extraordinaria Ib’ \ 1 1 o lid, id le primor girar en lodos sentidos para 
vigilar los peligros que puedan acecharle, Sun ojos catán rodeados de 
anillos negros que les dan non noy<n e>. |n cuiim, Entre su pelo viven 
íi blindantes oigan, que don mi tono urdir n it o pelaje. Su dentad tira 
es rudimentaria y se compone di cuín» imdin , i , n edimíneos en ruda fila, 
sin esmalte ni raíces, Lu henil o a is (mipiu a 

Eí tatú, cachicamo o tutitadillo halnlii, denle el I bino con y lumia el 
sur de los Estados Unidos, vil la? regiones .n^mm ns y Ion 11 Eideros de 
los bosques. (lomo su regimen meiieia I de .< lino nl.irióti bis lioi irn 
gas, IlitCC su curva r-n las proximidades de lov, loo m i cueros, Uniriag a 
sus potentes garras, puede escarbar eoo rapo le/ Su coto /a nur-.ta de 
placas ordenadas en fajas, que pernoten Jo a j ticnhuoou del cuerpo Sus 
dientes son numerosos, pero muy débiles e inútiles pura lo defensa. 
Algunas especies pueden arrollarse en forma de bolos. 

El oso hormiguera* llamado también yurumí , mide don tneiioM, de Um 
ruóles uno es de cola, la más larga del reino animal. Sus garras delan¬ 
teras están comprimida» como las del águila y son cxeele riten iuMru¬ 
men tos para abrir los hormigueros, en los que introduce su hirguÍMP 
mit lengua vermiforme y pegajosa, que retrae a la buen cuando está 
cu ble ría de hormigas. Este órgano es único en el mundo anima L De 
su dentadura nu queda ningún vestigio, por haber desaparecido lo función 
trituradora* Su olfato y oído están inuy desunid lados. La hembra lleva 
al hijuelo en b espalda. Su carne y piel es aprovechada por los inri ion. 

El tamandúa* caguaré u oso colmenero es del mismo genero que el 
oso hormiguero, pero con cuatro dedos en las patas delanteras y cola 
prensil No sólo vive en el suelo, sino también en los árboles, por los 
que trepa con la lentitud del perezoso, Alcanza un metro de largo. 

J'.l serufin r/e pltitutuir se parece mucho ¡j | perezoso, pero mi utmaim 
es r| de umi ardilla Su pelaje r- durado y su cola prensil. 
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Estabilidad y transformismo 

Recuerdo de la noción fie la especie.— Se recuerda que la es¬ 
pecie es id conjunto de animales o vegetales que, nacidos unos de otros 
o de padres comunes, están unidos entre sí por los lazos de la herencia 
y se parecen como bet manos y hermana». 

Las especies son verdaderas unidades sistemática», cuyo conjunto, di vi* 
dido en géneros, familias, órdenes, clases y tipos, con t iluye Tus reinos 
animal y vegetal. 

Estábil i dad. i 'ara la mayor parte de los naturalistas antiguos 
existían tantas especies cuantas fueron creadas al principio. La zoología 
y (a botánica sólo consisten en describir bien las especies y clasificar¬ 
las, más o menos artificialmente* como se clasifican objetos cualesquiera. 
Por haber establecido el máximum de orden en esta clasificación, y 
sobre judo por haber inventado la nomenclatura binominal (nombre 
del género y de la especie), goza de justa reputación el naturalista 
sueco Lili tico ( I707-Í77H), Más larde, el francés Cuvier (1769-1R32) su¬ 
ministró a la concepción de la estabilidad de las especies el apoyo de su 
alta autoridad, Pero, estudia rulo los fósiles, en los que comprobó a cada 
paso apariciones y desapariciones de especies, modificó la concepción 
simplista del principio corrigiéndola por la de las revoluciones del globo. 
Según él, la fauna y la flora se han renovado varias veces: ha habido 
varias crear iones y varías destrucciones sucesivas de animales y vege¬ 
tales* 

Transformismo. La teoría de las revoluciones del globo no po¬ 
día ser más que una solución provisional del problema de los fósiles* 
El estudio cada vez más minucioso de éstos debía conducir fatalmente 
ya a multiplicar hasta" el infinito los actos creadores, ya a admitir re¬ 
híle Ir amerite que las especies, lejos de ser estables, son variables y se 
derivan unas de otras por transformación* 

En efecto, la fauna y la llora se han modificado gradualmente en el 
curso de tos tiempos geológicos* El mundo viviente actual es el resul¬ 
tado de una larga evolución. A la definición primera de la especie (agru¬ 
pa míenlo estable) debe ser preferida ésta: "La especie es el conjunto de 
loa individuos que no están diferenciados aún para cesar de tener des¬ 
cerní ientes comunes". 

En otros términos, el mundo fúsil ‘‘puede ser estudiado como un in¬ 
dividuo en sus diferentes edades; seguimos su desarrollo a través de las 
fases de mi existencia que llamamos edades geológicas". 


Grandes nombres jalonan la historia del transformismo, den dr 
B tiflón (1707-1788), que enuncio por primera vez ideas rri tele sentido, 
hasta los biólogos actuales, todos transformólas, pagando por los verda 
deros fundadores dr la doctrina: el ilustre francés Lamarck U/ I I Id2^> 
y el rio menos célebre inglés Darwin {1809-1882.). ['ero a pesar de que 
Ifitrwm nació cuando Latiunvk, ya viejo y versado en la ciencia, publi¬ 
caba su inmortal Filosofía zoológica, tío se conoció a csl£ sitio mucho 
tiempo después que a Darwin* Fue necesaria una especie de resurrec* 
clon para restituirle el prestigio que so genio merece* 


Pruebas de la evolución 

El transformismo o doctrina de la evolución se apoya hoy sobre in¬ 
numerables pruebas obtenidas de la paleontología, ¡a anulomía compa¬ 
rada, la embriología y la distribución geográfica de los seres vivientes* 

Pruebas paleontológicas. - Si pudiéramos reconstituir todas las 
especies desaparecidas y compararlas ton tas actuales, se vería que 
forman una sola e inmensa familia* Incluso los pocos fósiles que ha sido 
posible descubrir en Jas capas del suelo suministran sólidos argumentos 
al transformismo, es decir, los más directos y convincentes* 

I o El orden de aimririón de bis especies animales y vegetales no es 
un orden cualquiera* Los tipos más simples han precedido siempre a los 
más complejos, Así, los invertebrados aparecieron antes que los ver¬ 
tebrados. Entre éstos, ha habido sucesivamente peces, batracios, rep- 
tiles, aves y mamíferos* El hombre ha sido el último en venir al globo. 
En ti mundo vegetal, las cnptógurmis son las primeras aparecidas; Ji 
fanerógamas vinieron después; entre ellas, los gímnospermas han pro 
cedido a las angioHpertnas. La evolución ha sido progresiva; 

2" En cada grupo existen formas primitivas o uncesírtiles. Asi, hr. 
carnívoros del Mioceno han tenido por ante pasados a los crcurlootr il-j 
Eoceno, El hombre actual ha sido precedido por hombres prelii: tonco 
infinitamente menos evolucionados que él en Lodos los aspeólos, 

,'Í" Existen i ou frecuencia formas intermedias fósiles cutre lo» grupOI 
actuales, El raso mus notable es el del arqueoplértx del Jim.- isien supe 
rtor: reptil por sus dientes, sus (ledos y su cola; ave por te ala ¡ y re, 
plumas. Del mismo modo, las pieridospemias del ( én hurí i ló tu non v i 
dadnos "hrlrchos ron granos”, mareando la truiiMrión dr las i nptnpj 
mas vasculares a las gímnospermas; 




Evolución de los painel i ikis (Mioceno tic Esluvoniu, Ytigoslavhi). 
Cuanto más recientes son las conchas, más adornos tienen 
(Según lleulle y Di vetean, tes Fns&Ues t Massun, ed.) 


4" En ciertos grupas en que ¡o* fósiles abundan, es posible seguir la 
evolución puso u puso. De este modo se conoce tuda la serie de los ante¬ 
pasados americanos del caballo. En este caso la evolución es triple: 
«) k tulla aumenta progresivamente; 6) las patas se adaptan a la ca¬ 
rrera por disminución del número de sus dedos; e) los dientes se adap¬ 
tan al régimen herbívoro por transformación de sus tubérculos en 
pliegues de esmalte. Eos ante pasados det elefante son también muy bien 
conocidos. 

Pruebas anatómicas* — La anatomía comparada, base de la cla¬ 
sificación, suministra iamhién numerosos argumentos en favor del traite 
for mismo; 

1“ Etíenae Geoffroy Saint-Hiürire (1772-1844) insistió hace tiempo 
sobre la unidad de plan de composición de los seres vivientes. La arqui¬ 
tectura es la misma en cada grupo. Los órganos pueden modificarse, 
atronarse, desaparecer, peTo jamás unos substituyen a los otros; sus 
conexiones o relaciones no cambian: prueba de que fus anímales de 
cada grupo tienen un origen común; 

2 o Existen aún formas de transición entre ciertos grupos zoológicos. 
Los dipnoos, que tienen a la vea branquias y pulmones, son intermedios 
entre los peces y los batracios. Los mo no tremas son reptiles pur sus 
corneo id es, su cloaca y sus huevos, pero mamíferos por sus pelos, su 
leche y muchos otros caracteres; 

3 La mayor par Le de los animales tienen órganos rudimentarios e 
mutiles, cuya existencia no puede explicarse más que por atavismo 
o recuerdo ancestral, Tules son, en d hombre, tú sistema piloso, las 
muelas de] juicio, que están en vías de desaparición y faltan en el 
10 por Iü() de los habitante» de las grandes ciudades, el apéndice del 
intestino grueso, la apófisis cora cuide de los omóplatos, etc* Las patas 
de los caballos tienen dos estiletes que representan dos dedos desapare¬ 
cidos. Son vestigios de su antepasado el K i parlón. Algunos caballos 
monstruosos tienen además, en la punía de los estiletes, falanges y 
pequeñas pezuñas; 

4” Los animales y los vegetales actuales pueden a veces ser divi- 
didiLS en series en las que toda ocurre como si m derivasen unos de 
otros* Así, el lagarto tiene patas bien desarro]Jadas, al sepedón las 
lian# muy pequeñas, el lucían las tiene subcutáneas, la boa y el pitón 
conserva ti aún algunos rudimentos en las proximidades de la cloaca, 
y ni las demás serpientes no existen* Otra serie comprende d cerdo 
de cuatro dedos; el ciervo y el cabrito, que tienen dos dedos medios 
robustos y líos laterales mus débiles, y el toro, que sólo tiene dos dedos. 
Enlre las plantas, citemos el paso del protalo voluminoso y herniafro- 
dita de los heléchos al grano de polen y a! saco embrionario de las 
angiosperinaü. 


Pruebas embriológicas. -^Serres (1786*1868) enunció la Siguien. 

te ley: La embriología es la repetición de la anatomía comparada**. 
Desarrollada después por los alemanas Fritz Mullcr (182LI897) y 
Haeckel (1834-1919), esta ley de recapitulación, también conocida bajo 
tú nombre de ley de poirogmia, ha adquirido su pleno sentido. Vn ano 
ouil dado reviste sucesivamente, cu el curso de su desarrollo* pero 
por supuesto resumidas, las diversas formas por hs cuales ha pasado 
su especie en el curso de k evolución* En otros términos; el desarrollo 
individual u ontogenia (del griego dn % ordos, ser) es una recapitulación 
sucinta del desarrollo especifico o filogenia (dd griego p hule, raza)* 
líe aquí algunos ejemplos: 

^ l La rana es acuática y branquiada antes de ser aérea y pul monada. 
Sus fases sucesivas de branquias externas* de branquias internas, do 
pulmones y sin cok, están aún representadas, en k naturaleza actual, 
por cuatro grupos de hateados; 

¿ " , 0ÍÍ «jwlw aórricos y l«s arterias pulmonar y cutánea ríe una 
rana se derivan de los arcos aórticos del renacuajo, los cuales, a su 
vez, son análogos a los de un pez; 

d Los embriones dr los vertebrados aéreos poseen, en determinado 
momento, hendiduras branquiales esbozadas; 

4" K1 hueso litoides, los huesee i líos del oído y una parte del tempo¬ 
ral <le los mamíferos se forman a expensas de arcos cartilaginosos oue 
recuerdan los arcos branquiales de Jos peces; 

5 " J jWS mntot-ros, animales estables y muy simples, tienen una larva 
nadadora emparentada con la dd anfioxo por so cuerda y su sistema 
nervioso dorsal* Asi mkitío, la sacculina, paradlo de tos cangrejo», tiene 
una larva nftuplio que demuestra su parentesco con los eirripedos* Estos 


dos rjrmphc mi \m t innlm mente iniereSAntcs pura mostrar que ta 
rvnlm'itm |p n+ Nilmi'ntc pioyirniva, puede ser también regresiva, 

I ruebnH KüUKráftfíitK* (ciertos hechos en la distribución geográ- 
lirn de los ni ií's vi vienten coiiHiiiuyen también pruebas de la evolución: 

l 1 ' Atisirjilij* posee como mamíferos salvaje» únicamente los marsupia^ 
le», c» decir, tipos inferió res, que existen desde el Secundario, En umn* 
bio. carece de itMirriíenw más evolucionados* Esto se explica por k 
historia geológica: Australia estaba unida al rosto del mundo durante 
la Era secundaria y se ha separado de él en el Terciario* Así, separada 
de los centro» de origen de los mamíferos superiores, ha conservado 
sólo sus mu r&u piales* que, sin temor u concurrencia alguna, se han des¬ 
arrollado y diversificado abunda lilemente; 

2" Del mismo modo, k fauna de Madagasear es muy diferente y 
más arcaica que k de Africa. Se encuentran en Mad a gasear lemúridos 
en abundancia, pero no simios. Ello se debe a que la gran isla se sepa¬ 
ró dd cominen te después de la aparición de los lemúridos y antes de 
k de Jos simios; 

3" Las especies insulares son generalmente un poco diferentes de las 
especies continentales* Descendientes de éstas por inmigración (aves 
o insectos buenos voladores, antiguas comunicaciones terrestres), ee han 
diferenciad o poco a poco a causa de su aislamiento* 

L;* evolución está* en suma, ampliamente probada, y sobre ella no 
hay hoy la menor duda. Tenemos, escribe Euennt* ‘‘muy importantes 
y múltiple» razones para creer cu el transformismo - *. 


Mecanismo de la evolución 

Pero, sí se está de acuerdo sobre el hecho de la evolución, se dis¬ 
cute mucho sobre su mecanismo y sobre Lis causas que Ja han produ¬ 
cido. Examinemos cuáles han podido ser los facieres de la evolución. 

Acción det medio, ™ Los seres vivientes son plásticos y maleables 
bu jo lo acción dd medio que Jos rodea* Pueden darse múltiples ejemplos; 

1" Bonnicr (1853-1922) fue el iniciador en Francia de lo que llamó 
muy juiciosamente la morfología experimental. Sometiendo plantas u 
los diversos efectos de la luz, el calor, la humedad, los alimentos, etc., 
las vio modificarse en diferentes sentidos. Una planta de llanura culti¬ 
vada en montaña adquiere órganos subterráneos extraordinariamente 
desarrollado» y ricos en substancias de reserva; inversamente, su tallo 
se reduce y sus hojas, dispuestas en forma de círculo en la superficie 
del suelo* se hacen peludas y muy verdes. Sus flores son do color vivo 
y perfume violento. El análisis de estos caracteres adquiridos muestra 
que son debidos ul clima de montaña; 

2" Los medios aéreo* acuático y subterráneo tienen una influencia 
considerable sobre la estructura de las plantas. Sabemos que la sagi¬ 
taria tiene hojas cinteadas dentro del agua* corniformes en la superfi¬ 
cie < leí agua y sagitales fuera del agua. Cultivada en mucha agua, todas 
sus hojas se vuelven cinteadas. Cultivada* por e) contrario* en poca 
agua, todas sus hojas se vuelven sagitales* Los tallos normal mentó 
aeren* a los que se fuerza a ser subterráneos adquieren Jos caracteres 
de los rizomas: aumento del corcho, desaparición de los tejidos do con¬ 
sistencia y de k clorofila, acumulación de reservas* etc. Las plantas 
espinosas pierden sus espinas cuando se las cultiva en una atmósfera 
húmeda* Nutriendo rábanos con azúcar* su raíz y su tallo se hipertro¬ 
fian y acumulan granos de almidón en lugar de maca rosa; 

3" No son diferentes estos fenómenos en los animales* Las gallinas ali* 
mentadas durante varias generaciones con carne cruda tienen un pico 
y unas extraordinariamente desarrollarlos (caracteres de las rapaces). 
Orugas o crisálidas de la misma especie, sometidas a diferentes condi¬ 
ciones de temperatura, producen mariposas diferentemente coloreadas* 
En 1881, las robinias, llamadas impropiamente “acacias"* fueron inva¬ 
didas por una oruga de especie nueva. Ciertos experimentos no larda¬ 
ron en mostrar que se trataba de la cochinilla del duraznero transformada 
por k nueva savia que ingería; 

4" Animales de origen diferente* viviendo en un mismo medio, (legan 
a parecerse. Esto es Jo que se llama ía convergencia de caracteres* 
VA mejor ejemplo es el de los ver¬ 
le tirados acuáticos, que tienen la 
misma forma y la misma disposi¬ 
ción de aletas, aunque unos sean 
peces, otros reptiles (ictiosauros 
de la Era secundaria) y otros, en 
fui* mamíferos (delfines, marso¬ 
pas). La vida flotante o pelágica 
confiere a todos los seres un pare¬ 
cido extraordinario; cuerpo trans¬ 
parente, órganos de ilutación* etc* 

Igual sucede en cuanto a la vida 
fijo. Hemos visto en zoología que 
los celentéreos* ios equinodermos 
y Jos hrio/oos tienen, debido a día, 
una simetría radiada que les hace 
parecerse a los vegetales* Los mo¬ 
luscos bivalvos y los b raqui ápodos 
convergen en turo sentido. No 
haremos más que recordar, por üb 
timo* la inlbteneia dd ¡virasít ús- 
mo: adquisición de órganos piea- 
d o res, chupadores y de fijación; 
complejidad de los órganos geoda- 

les y del ciclo evolutivo; mino Cardillo»* P. de Hunos; 
eiuri extrema de otros árganos, \L de monte 
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La acción del medio se manifieste por la adaptación al media. IVro, 
sin duda, se bu exagerado este nuevo concepto. Un ser que vive en 
ciertas condiciones está evidentemente organizado para no padecer en 
ellas* ¿Quiere decir esto que ofrece una adaptación perfecta a sus 
condiciones de existencia* corno creyeron, de una manera ilusoria, ücr- 
nardin de Saint-Pierre y sus discípulos? A las armonías de ia natura- 
leza t pueden oponerse, en realidad, muchas dcsar moni as. Admitamos como 
principio que caracteres indiferentes o poco nocivos pueden coexistir, 
en un misino ser, con caracteres verdaderamente útiles. La adaptación 
al medio es siempre parcial. 

Hechas estas reservas* hay que reconocer que la acción del medio y 
la adaptación al medio son innegables. Lamarck les ha hecho repre¬ 
sentar el principal papel en la evolución. He aquí cómo comprende el 



encadenamiento de los fenómenos. El ser recibe del medio exterior exci¬ 
taciones* que se manifiestan en él por sensaciones y sentimientos . Siente 
necesidades^ que trata de satisfacer. Para lograrlo adquiere ciertos 
hábitos^ que tienen por efecto la modificación de la forma tic sus 

órganos. Ejemplos: el em¬ 
pleo frecuente y duradero 
de un órgano lo fortifica 
y perfecciona; su uso limi¬ 
tarlo lo debilita y acaba 
por hacerlo desaparecer, ¡Si 
un animal se hace subte¬ 
rráneo, sus ojos se atrofian 
al dejar de servirle; si 
se hace acuático, sus miem¬ 
bros, al golpear el agua, 
se transforman en aletas. 

Por atrayente que apa¬ 
rezca, el lamarchismo tie¬ 
ne sus puntos débiles. Se 
le puede reprochar sobre 
todo el hacer intervenir 
factores psicológicos, que 

Mutaciones producidos sobre mui quedan forzosamente en lo 
pituita (De Vides) vago y no son base para 

verificación alguna. 

Los biólogos actuales tienen mas bien tendencia a hacer intervenir* 
como intermediarios entre el medio y los órganos, factores fisicoqMí¬ 
micos. Cambiando de medio, un ser cambia de metabolismo: sus ali¬ 
mentos no son ya los mismos; sus Humores, sus hormonas, sus vite- 



Evolución de soláceos htpótremos en el curso de periodos 

geológicos 


mirpts, nos du qjp¡ji .. IíiJm esos imponderables, cuyo papel es inmenso, 
cufien timdili iu niiir’M que itcurrcín* I.ih de los órganos. La química con¬ 
diciona ht iiim bdoghi Ihn otra jmrU\ los órganos no pueden variar 
indi priió ir Mirmi uir uim* de citrón, Kxile correlación entre sus futí- 
cioritumrHliu,, ü'iuini ,luituii i ni icvisl u (jivier. El desarrollo de uno 

puede m'iiHJOjtiu |n di i niu de nlru, ... eapecie de compensación t 

de la cual m- idmcrv.in mu r i.. 11 fie i feeton* 


Mutación. Aniir," " .te *iló * < *■ m m variaciones lentas, con¬ 

tinuas., do peque mi amplitud, m iln n< Iiim orum a otras en el trans¬ 
curso de las geni 1 rae mui" I » imIiii ih i un ■ I ,■ 'tallos 1 *, decíase. Ahora 

bien, se ha demostrado, siguiendo ni holftfidél De Viles (1848-1935)* 
que influencias externo m mii itm ininl .■ i-, iturluii ,i huí eiqin ien hasta 
t'l punto de hacerlas vurun lu u < i im'iiite I a tute ames bruscas o mata* 
ritmes han sirio asi eomprnli.td . m |h mili divrirac, veget ,i Icn, Una eftpe- 
cié de onagro lia gngeitd irado d< pronto vi. +■ prcicn mu vas mr*l í¬ 
tenles con la principal ♦- lumi dliilti.nt< lijadas poi l < bc¡« iicia lv,pr 

cics nuevas de trigo* de inai/. T I. ufo obtenidiiH provoruodo arii 

lieialmenic, por mutación o Irán muí.. lili flcscquilíbi lo cu Ja rspr* 

cíe de origen* De igual modo, un i pequ* no mmea del tutia/\re, la dro 
sófiltti hu engendrado cientos de inuiuoli ■■ ba.pt la aeróm de be. r.iyn \ 
o del radio. 


Selección. — En general, los vir vivientes se reproducen dt mu 
nera excesiva y entran, por ron siguiente* en lucha por la poaewión de 
los medios de existencia. En csin lucha por la vida o, como se dice 
1 utnbien, en esta competencia vital, los individuos irías fuertes, mus 
hábiles, mejor armados, vencen y transmiten a sus descendientes ]«>% 
caracteres que han asegurado su supremacía, Toda parttridaridad ven 
t a josa, cualquiera que sea su origen (variación lenta o brusca), tiene 
la posibilidad de subsistir y de amplificarse en el transcurso di 1 U 
generaciones. Se traía de una selección natural , análoga a lu selección 
artificial que practican los ganaderos, los agricultores y los Immcul- 
lores* Puede también haber selección sexual, en el sentido de que los 
machos más fuertes o mas líennosos, elegidos por Jas hembras con 
exclusión de los machos menos favorecidos, transmiten sus ventajas a 
los descendientes. 

Tal es el principal fundamento del darwinísmo o teoría debida a 
Dcirwin. No hay que oponerlo al Jamarckisfno o al mutaeionismo, sino 
unís bien conciliario con lu que hemos dicho sobre la acción del medio 
y de las mutaciones. Sin crear por sí misma variaciones, la selección 
conserva unas, elimina otras y orienta la evolución* Desempeña el papel 
de un filtro. 

Herencia de los caracteres adquiridos. — El biólogo alemán 

Wcismann {1831-1914) ha insistido mucho sobre Ju separación del soma 
y el germen. Lo que llama suma es ei conjunto de las cédulas de un sci 
viviente, a excepción de .sus células reproductoras, que constituyen el 
germen. Para él, el soma y el germen son completamente distintos. Las 
variaciones del primero no influyen en absoluto en el segundo* Dicho 
ilc otro morlo, los caracteres adquiridos por un ser bajo la influencia 
del medio no se transmiten hereditariamente y carecen de valor evo¬ 
lutivo* Esta teoría es, pura, la ruina de) himarekismo. 

Lu realidad, a pesar de bis innumerables investigaciones experimenta¬ 
les, no existe en este momento ningún hecho cierto en favor de la heren¬ 
cia de los caracteres adquiridos. Sólo se transmiten las variaciones suíó 
denteincme profundas para influir a ht vez sobre el soma y sobre el 
germen. Es necesario que todo el metabolismo del ser sea modificado, 
como ocurre, por ejemplo, cuando sr someten moscas del vinagre a la 
acción de los rayos X, Volvemos así a la teoría química de la evolución. 

Si las mutaciones son inmediatamente hereditarias, ello es porque m> 
hacen sino manifestar, de un modo visible, una alteración previa del 
medio interior, 

León Bertin 
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Evolución del cráneo de los equideos. 
Según G.G. Símpson. (Las escalas están respetadas.) 









































Vellosidades intestinales {Microfot. L. Poilpoí) 


Anatomía humana 


La anatomía (del griego ana, a través, y tome, 
ciencia que tiene por objeto la descripción de !a 
y las relaciones de los distintos órganos entre sí. 


corte, sección) es la 
estructura del cuerpo 


La anatomía descriptiva, cuyo principal medio 
disección, estudia cada órgano e índica su situación 


de investigación es la 
exacta, su furnia, etc. 


La anatomía descriptiva comprende la osteología, estudio de los hue¬ 
sos y del esqueleto; la artrdogía r de las articulaciones; la sindesmo- 
logía, de los ligamentos; la miolagía, de los músculos; la angiológía, 
de los vasos; la neurología de los. nervios; y la esplacnología , que 
trata de las visceras. 


Situación de los órganos en el cuerpo 

En la cabeza se encuentran el cerebro, el cerebelo, el bulbo raquí¬ 
deo, los órganos de los sentidos y la primera parte del aparato di¬ 
gestivo. 

En el tronco, la columna vertebral, la medula espinal; por otra 
parte, en la caja torácica, la tráquea, el esófago, los pulmones, el cora¬ 
zón; y, por debajo del diafragma, el estómago, el bazo, el hígado, 
el páncreas, d intestino, los ríñones y la vejiga. 

Las extremidades, formadas por huesos y adheridas al tronco, son 
puestas en movimiento por los músculos, tejidos que tienen la propie¬ 
dad de poderse contraer. 


Las funciones 


La vida es el resultado de una serie de operaciones coordinadas que 
se designan con el nombre de funciones. Estas pueden dividirse en tres 
grupos: 

Las funciones de relación, que nos vinculan con nuestros semejantes 
y con el medio exterior, son: la locomoción, la sensibilidad y la fona¬ 
ción ; 


Las funciones de nutrición» que sirven 
individuo, son: la digestión, la circulación, 
dones; 


para la conservación del 
la respiración y las exrre- 


Las fimeiones de reproducción, que son muy importantes, aseguran 
la conservación de la especie. 



Funciones de relación 


Esqueleto; TcjHo óseo. Desarrolla, de los huesos. - fiU'eSd™ 

mldadcx. Articulaciones. —- Sistema muscular! .#s ■ ., ta m,- iac nios: — Sistema nerviosos Ih-scrtpción 

una contracción. Mecanismo (lt ‘ ll,s . ‘ cerebrales ■ Estructura dé los hemisferios. Funciones de los 

ssa ;ík vrsiz íirftJw.: isjsnUMS ¿«■ 


Esqueleto 

Kl enqliídeto dtíl hambre comprende 211 piezas ówns, a*í repartidas; 

i» 

Cráneo *** ... . *** -■* • ■- <** **■ * + * **■ 

Cara ...... ... *. -■* *. 1 ! 

Hueso litoides ... ■ *. •** ■ ** ■-■ * •* 

Columna vertebral .** ... ... -■> 

I si se aflmltrn cinco huesos en el suero 
y cuatro en el cóccix►) 

Costillas y esternón . ¡! ; J 

Miembros superiores ... .. 

Miembros inferiores ... . *----■*■* tlb 

(contando los huesos i 1 ni eos como uos 

huesos.) _ 

211 

Según sti forma, los huesos pueden clasificarse ru tres grupos: 

1" Los huesos larvas, que tienen una medula, una epífisis en cada 
extremidad y lina parte alargada intermedia, la diálisis, 

2“ Los huesos planos, como por ejemplo los del cráneo; 

3“ Los huesos cortos, como los dol carpo y las vértebras. ^ 

Las eminencias que presentan estos huesos se llaman apófisis, hn e 
interior de los huesos largos se encuentra la mrdliífi, sustancia blanda, 
grasa, amarillenta, roja en loa niños, formada por una red conjuntiva 
wm elementos sanguíneos: mieloblaslos, mielociios, hematíes, nuclea 

El cuerpo del hueso está formado por un lejido compacto, hecho «le 
laminillas; el tejido de las epífisis es, por el contrario, esponjoso y 
sos cavidades están rellenas de medula roja. La envoltura exterior del 
hueso, el periostio, es de naturaleza conjuntiva. Sobre las epífisis; hay 
mi cartílago menos duro, formado de t'omlriiut con un tres |ior cíenlo 
de sales calcáreas, que facilita los movimientos. 

Tejido óseo. — K» d corte transversal «le un hueso pueden verse 
pequeños conductos, llamados canales de llavers, de cien a doscientas 
mieras de diámetro, que en los liuesos largos son paralelos y se cornil* 

iiirán ( artas ttmasis). A estas cane¬ 
los llegan los nervios y vasos del 
periostio. A su iil rededor están 
dispuestas concéntricamente lami¬ 
nillas que presentan manchas 
negras, que son en realidad dimi¬ 
nuías cavidades llamadas car* 

plísenles óseos. En cada corpúsculo 
se encuentra una célula ósea u 
osteohlasto* que segrega la osteína 
y las sales calcáreas emnponentes 
del tejido óseo, 

Eh posible aislar la osleína de¬ 
jando macerar un hueso* en frió, 
en acido clorhídrico diluido* Ln 
osle iría conserva la forma dr! hue- 
so, pero éste se vuelve flexible 
mientras continua húmedo, has materias calcáreas se separan si se cal¬ 
cina el hueso al aire. La cenr/u de hueso obtenida sirve para la hiliri- 
tac ion de crisoles porosos* Si la calcinación se hace en vaso cerrado, ue 
obtiene el producid llamado Ttegro unirntd, de gran poder absorbente. 
Hirviendo la osteinu se separa la gdaliiui n cola de hueso, C|Ue cons- 
liluyc la tercera parte de la composición osea* Los otros dos tercios 
están compuestos de sales m Ui siguiente proporción: fosfato tribásico 

de calcio (,HU%); carbonato de calcio 
(14%); fluoruro de calcio, que aumenta 
cHui la edad (d%); fosfato di' magnesio 
(2 %), Esas mismas sustancias, en dífe- 
renies proporciones, se encuentran en el 
esmalte y maHií de los dientes. 

El periostio* membrana conjuntiva, fibro¬ 
sa y elástica, es muy importante porque 
posee ana capa osIingería capa» de formar 
tejida óseo mientras vive, lo que permite 
su ulil izar ion en et tratamiento de frac¬ 
turas y en los injerios óseos* Ef periostio 
origina lembien el crecimiento del hueso 
en espesor, mediante el depósito de capas 
óseas sucesiva» en la superficie, al mismo 
tiempo que las capas cu contacta con la 
medula se absorben y la cavidad interior 
a milenta. 
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neo* k mayor parte ríe lo* de la cara, las costillas y las claviculas). 

El estado mucoso se caracteriza por d predominio de célula» conjun¬ 
tiva» provenientes del mesodermo; en el estado cartilaginoso, d hueso 
adquiere su forma como consecuencia de hi formación de cartílago» y 
en nd riña* Finalmente, la osificación »e produce a partir de diversos 
mi el nos de osificación situados en la epífisis y la diéfisis , Entre estas 
hay una zona que no se osifica deíiudivamente hasta que el crecimiento 

del hueso ha terminado. 


Los huesos del cuerpo humano 

Eos 211 huesos del hombre se reparten en las tres regiones que com¬ 
prende el cuerpo: robezo, tranco y extremidades. 

Cabeza, _El esqueleto de la cabeza comprende los ocho huesos 

del cráneo y los catorce de la cara, 

fus huesos del cráneo rio están totalmente formados en el momento 
del nacimiento, y dejan al descubierto, transitoriamente, dos regiones 
llamadas fontanelas: U primera entre el frontal y los paneta les, y la 
segunda entre las parietales y el occipital Los huesos del cráneo, que 
presentan en su espesor cavidades denominadas sitio*, son: el frontal * 
formado por la soldadura de dos huesos; los dos par it't ales } muy espe- 
sos; 1*1 occipital, hueso de la nuco que forma un ángulo recio (su parte 
horizontal, que tiene «los dilataciones —lo» cóndilos—, se apoya sobre 
la vértebra alias), y los ‘los temporales, con el peñasco. La base 'leí 
cráneo está formada por el esfeuoides, situado delante del occipital, 
y por el etmaides. que constituye el esqueleto «le la nariz. Por ciertos 
orificios «b- la lámina del «moldes pasan los canales riel nervio olfatorio. 

Entre bis catorce liuesos de la cara mencionaremos los dos maxilares 
(el inferior es móvil gracias a un cóndilo); los dos motores o pómulos. 
que se articulan con la apófisis eigomátieu del temporal; los dos pala¬ 
tinos y his dos camotes i ti ferio res 


tempual, 


flUliMl 


í n a r i/ri. 

Es cabida que, en las animales, 
el cráneo está lauta más desarro¬ 
llada cuanta más alto grada alcan¬ 
zan las facultades mentales; asi* 
los primales poseen cráneo grande 
y pequeños maxilares. Para com¬ 
parar las diferentes cráneos suele 
lomarse coiun base el ángulo fa¬ 
cial, determinado por el cruce de 
do* líneas imaginarias: una casi 
ven ira!, que pasa par los incisi¬ 
vos superiores y par el punto más 
sa L I i g n t e de la frciuc y otra 
horizontal, que va desde el con- 
duelo auditiva hasta eses mismo» 
dientes. La medida de este ángulo 
en diferentes especies arroja los 

siguientes resultados (Tupirían!): hombre blanco; 


parleta I 


c&looo Ido s, 

0 litio Itif!! 
hur *.o Md-.nl . 

hueso 
lact ¡mal 

vómeí 
maxilar' 
superior 



palatino 


conduelo 
auditivo pxtcímo 

huísU tft.llflf 
maxjbr iulenoi 


l>iozus oncsis del cráneo 
(tltsar ti culadas) 


macaca: 


elefante: 30,2"; 


72°; chimpancé 
perro i 24,3*; caba* 


Desarrollo de los huesos- — Duran¬ 
te sn fonmivión, los huesas pasan por Ircs 
Lisiados: mucoso, cartilaginosa y oseo pro¬ 
pia ni en te dicha (¡salvo los huesos del eru- 


macho; 56 L> ; 

El hueso hiuifl.es , que tu» está e» euntaetu con ningún ««ti-, coinprend . 
un cuerpo con «los pares tie ramas llamarlas tistas. Esta situarlo entre la 
liase «le la lengua y la laringe, y sirve «le inserción a trece músculos 

distintos. 

TrorlCO. — La columna vertebral, cuya longitud es de unos 71J cen¬ 
tímetros, sostiene lu caja torácica y <d abdomen, formando, por así 
decir, el eje del cuerpo. Se extiende desde el agujero occipital hasta 
rl cóccix, y está compuesta de 33 vértebras superpuestas, separada» pai 
discos cartilaginasos elásticos, que permiten h flexión del cuerpo. 

Cada vértebra esta constituida por una parlé anterior (cuerpo de la 
vértebra), que lleva detrás das apólisis llamadas espinosas, El conjunta 
articulado de las vértebras fnrma la espina dorsal o columna vertebral, 
que tiene a ln largo una cavidad f vertebral) donde se aloja la 
medula espinal* El cuerpo vertebral tiene a los lados dos apófisis lla¬ 
madas transversas* que presentan a su vez en la base Otras dos apófisis 
que articulan a las demás vértebras adyacente»* 

Las 33 vértebras, que no tienen todas la estructura descrita, se re par¬ 
len en cinco grupos: 

L Siete vértebras cervicales; 

2 1J Doce dorsales., que se articulan con las costillas; 

3'* (finco lumbares; 

4<> (finco saeras, soldadas a un hueso, el sacro; 

f) y De cuatro a seis coccígeas, reducidas a sa sola cuerpo, rin npab- 
ris, que se sueldan entre sí y forman el cóccix, 

La primera vertebral cervical, llamada atlas, es delgada, rin cuerpo 
y sin apófisis; la segunda, el <m.s, tiene la apófisis Mamada adohtoidrs, 
que ¡, a sa a través flH agujero del atlas y permite su rotación cumulo 
la cabeza se desplaza lateralmente, En las vértebras dorsales, las apo- 
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I dr| hombre, pero sí ni los monos. 
m adelante sillín? H brazo, y fu pierna 
la ilus flexiones son de IHU' 1 . 


ESQtliiMTo ufa. üOMitiiK ; cr, crá- 
; ctu cara i vl w ehiYÍcuUt; c, 
COfilillíLS ; est, esternón ; v, vér- 
lelu n . ¡f, hueso i I j aro ; pu¬ 

bis; fe * fémur; pe, peroné; f, 
libia; h , húmero; nt, radio; 
en, cubito 


i If la cola* 

I ais costillas, en lili lili ■ fo de doer 
pares, non arqueadas y se articulan 
hacia atrás en Jas vértebras por 
medio de una cabeza (capituhtm) 
que se apoya en el cuerpo de la 
vértebra, y de un tubérculo que 
descansa sobre la apófisis trans¬ 
versa; la extremidad anterior de 
cada costilla está moldada al es¬ 
ternón. 

Los siete pares de costillas ver¬ 
il ¿ule ras se unen al esternón por 
medio tle un cari Hago; los curtí* 
lugos de las tres siguientes* llama¬ 
das costillas falsas, >c sueldan ni 
uno soló, y to$ dos pares mus in¬ 
ferió res* que no llegan a! ester¬ 
nón, se conocen con el nombre 
de costillas flotantes* 

El esternón* colocado en la par¬ 
te anterior de la cafa torácica, está 
formado por una serie de piezas 
cuyo número es variable según los 
mamíferos, Su parle superior f ma¬ 
tul brt o) es ancha cuando lia y cla¬ 
vícula. 

Extremidades. Las extre¬ 
midad va o miembros son cuatro 
en todos los mamíferos, excepto en 
los cetáceos y los si reñidos, en b»h 
qlie falta el par posterior* Loados 
pares están estructurados sobre el 
mismo plano y poseen partes ho¬ 
mologas. 

La cintura del hombro, o esea- 
pular* está formarla por dos hue¬ 
sos, d omóplato y la clavicula 
(el hueso coracoideB se suelda ai 
mnopFalo y constituye su apófisis coruuoidus). El omoplato tiene forma 
de triangulo y sti base es paralela a la columna vertebral. Posee una 
arista llamada espina del omóplato y termina en el ar rumión que, ron 
la apófisis coracoides, forma una cavidad incompleta, la cavidad gle* 
nmdca, en la que encaja la cabeza del húmero* 

El segundo tiueso es la clavícula, que tiene forma de ,S‘ y se extiende 
del acromjon al esternón, Existe solamente en, aquellos animales que 
icalizan movimientos eumplisados con las extremidades superiores. La 
parte móvil de este miembro se compone de brazo, antebrazo, muñeca 
y mano, El hueso riel bruzo es el humero , cuya cabeza inferior forma 
una especie de polea cu el codo: la tróclea. 

El antebrazo esta sostenido por dos huesos toas largos que el hume¬ 
ro: el cubito, situado en el lado interno y que termina en su parte 
superior en el olecranon* y el radio, cu el Lulo externo, que permite 
a la mano sus movimientos de pro nación y supinación, En la lie xión 
del antebrazo, los dos huesos se desplazan juntos, El carpo, en la mu* 
neeu t está formado por ocho pequeños huesos dispuestos en dqs hileras* 

La mano esta constituida por la ¡mima y los dedos. La palma tiene 
corno esqueleto cinco huesccillos largos* tos metacttrplmQij Jos dedos 
están formados por huesecillijs llamados falanges; cuatro dedos tienen 
tres falanges, el pulgar sólo dos, La ultima falange lleva rn los mamí¬ 
feros la una o garra. Músculos especiales permiten a] pulgar oponerse 
a los otros cuatro dedos. 

La cintura inferior o pelviana es la cadera, cuyo esqueleto está forma* 
do por el hueso iliaco, compuesto a su vez por tres piezas que se suel¬ 
dan: ilion, isquión y pubis. Estos huesos iliacos se unen ni sacro. Los 
dos pubis se sueldan por delante y constituyen la sínfisis pablaría* En la 
unión de estos tres huesos, el iliaco posee la cavidad cotiloídeti, en la 
ciiul encaja la cabeza superior del fémur. 

La parle móvil del miembro inferior comprende el muslo, la pierna 
y el pie, 

Dentro del muslo se encuentra el fémur cuya parte superior, en ángu* 
lo recto, forma el cuello y la cabeza del hueso; ésta entra en la cavidad 
eoliloidea. El fémur posee, en el lado externo, una gruesa apófisis lla¬ 
mada trocánter mayor , y del lado interno el trocánter menor. La extre* 
cuidad inferior del fémur tiene dos grandes cóndilos que se articular} 
con la tibia y la rótula^ y forman la rodiUa. 

La tibia continúa en la pierna la dirección del fémur; so extreini- 
d.ul inferior lleva un en sancho miento latera!: H maléolo interno. El 
peroné, mucho mus delgado* no llega hasta el fémur; en su parte infe¬ 
rior se prolonga para formar el maléalo esterna. En d tobillo, la ti Ida 
y los dos maléolos ron* ti luye ti una verdadera polea en h que se articula 
un hueso del tarso, el test r agirlo, de modo que el píe no puede ejecutar 
más que movimientos de flexión hacia adelanLe y atrás, 

Ll píe está formado por el tarso, compuesto de siete huesos coloca* 
dos más o menos en dos hileras; e! calcáneo forma el talón, Comprende, 
además* el pie cinru metatamanos, alargados y bastante próximos entre 
si; cada dedo tiene tres falanges, excepto el pulgar, que cuenta sólo 
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lama articulación e,\ n hi forman tle unión ríe los huesos entre sí. 
Son a 11 ie m Fíic i nm' unnnvib” ( Hitaras) aquellas cuya fijeza se obtiene 
poi medio de un ■ luvijr á ni.i.ln, m ninguna interposición (huesos del 
eró neo). 

Se denominan unjiuv, n 11 1 multieioneK seimrnóvíles, cuando los huesos 
están sepa rudo*. por un disco cari i la i;m oso comparto que permite un 
ligero desplaza míen t o (Ve rielo ir-, huesos del pubis)* Las articulaciones 
móviles, dobles o dmrlm i¡, corno tas de la cadera, codo y rodilla, son 
más eoín | d iradas. En ella?-, las dos epífisis en con tacto están ctjb ¡crias 
por un cartílago y protegidas pui una cápsula fibrosa* 


Sistema muscular 

Los músculos son, por su c<*n truel ilid.nl* los órganos activos del mo¬ 
vimiento, Hay museo los lisos, pulidos, de con truco ion lenta e involunta¬ 
ria* y músculos rojos, estriados* de contracción brusca y voluntaria. 
Lo* primeros están formados por libras musculares lisas, alargadas 
[ de 60 a 2íXJ mieras), adelgazadas en los extremos: son los músculos 
propios de la vida vegetativa* 

Los músculos estriados son en general fusiformes y están fijados por 
sus extremos a los huesos medíanle un tendón elástico muy resistente;, 
esta clase de tendones tiene forma de abanico. Las láminas elásticas, 
que aseguran su adherencia al hueso, se llaman upan carosis de inser* 
ción. Los músculos, circulares u orbiculares alrededor de los parpados 
y de la hora, tienen, forma de anillo cuando cierran algunos orificios 
f esfínteres), 

1 Jts íihr as que constituyen los músculos estriados provienen del me* 
solieron» y tienen tres o cuatro centímetros de longitud. 

Entre los numerosos músculos del cuerpo humano citaremos: 

En la cabeza: el frontal, h>s dos orbiculares, |ns dos rúasete rus; en 
i l tronco: el pectoral mayor* el trapecio, el gran dorsal, los intercosta¬ 
les, el diafragma; en fus miembros superiores; el bíceps, el tríceps 
h raquial, los ex leu sorra y los flexores de los dedos; en los miembros 
inferiores: los iros plúteos* e| bíceps crural y su antagónico, t?l tríceps 
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crural, el .sari o rio, los dos gemelos (pantorrilla), que se insertan en el 
calcáneo mediante c) tendón de Aquilea* y los ni ósculos de las falanges. 
En total se cuentan 61) músculos en la cabeza, 190 en el tronco y 200 en 
los cuatro miembros. 

Las propiedades de los músculos son: elasticidad, poder electromotor 
y contractilidad. 

Elasticidad. — El músculo es elástico, es decir* se alarga bajo la 
influencia de una tracción; de todas modos, su alargamiento no os pro¬ 
porciona! d la fuerza lensora. 

Poder electromotor. — En el músculo st 1 originan débiles corrien* 
tes que provienen de su energía química* que se transforma en energía 
eléctrica. 

Contractilidad. —-La contractilidad r* la propiedad que posee rl 
músculo de acortarse bajo la influencia tic la voluntad o de una cjcei- 
tación artificial: golpe, ácido, electricidad, etc. Durante la contracción, 
atributo del tejido muscular* el volumen del músculo no cambia, cuino 
se demuestra excitando eléctricamente un músculo de rana colocado 
en un recipiente lleno de agua: el nivel del líquido no varía. 

Análisis de una contracción. — El miogruma gráfico de una con¬ 
tracción muscular muestra que ésta no comienza hasta después de que 
fie lia interrumpido la corriente eléctrica que la produjo; hay, pues, 
un corto período de excitación latente, de una duración de un sesea 
taavo de segundo, seguido por un intervalo de energía creciente, y 
luego por otro de energía decreciente. Cuando fas excitaciones se sí- 






















jOirn, el niúsí’liUfe se fatiga; rl diagrama mtiesliii «|M^ l.i ityjiv.t . * \ v,i 
mi nos y que la recuperación del c*stail«» imctul del mineólo e . máu 
bmia, Cuando )afi excitaciones se re pilen en mi moto «le 1 ínula por mi- 
gundo* ¡a curva del monograma es ondulada: es H cno «Irl iéi.¡unou 
fifmdúgko o de los calambres del tétanos natural* 

Las corrientes industriales de alta tensión, continuas o ulirrmifi» cíe* 
neo sobre los músculos un efecto fulminante (elrctrm'ución }, 

Mecanismo de los movimientos* — Los huesos son los orgunon 

[nivivm de los movimientos; los músculos estriados, unidos a lo-, pri¬ 
mero» por lo» tendones, son los órganos activos* Los huesos son Iulíiioi 
r 11'idos que actúan como palancas: presentan siempre un punto de 
apoyo» Una resistencia y un punto de aplicación de una fuerza* Todas 
las articulaciones pertenecen a una u otra de las tres clases de palatv 
cus definidas por la mecánica. 

El centro de gravedad del cuerpo humano se encuentra situado en 
medio de la última vértebra lumbar; pura mantener su equilibrio en 
pie es necesario que la vertical de ese mitro de gravedad permanezca 
dentro del polígono de sustentación limitado por los dos pies* 

Nutrición de los músculos. — Los músculos utilizan en primer 
lugar Jos sacar id os. Lo que explica la rápida acción del azúcar sobre 
los deportistas y las personas fatigadas. Oxidan luego los alimentos 
grasos* pero solo cuando las reservas de azúcar comienzan a disminuir* 

1 Jurante el reposo* el glucógeno se acumula en el músculo, pero es 
consumido, oxidado en las contracciones, formándose ácido carbónico, 
ácido láctico y vapor de agua* 

El calor muscular es consecuencia de fenómenos químicos: el múscu- 
lo se cal tenia y sil energía se transforma en trabajo. La nutrición de 
un músculo depende del sistema nervioso; cuando se secciona su ner¬ 
vio propio, el músculo se atrofia* 

En todos los animales se establece con la muerte, en los músculos, 
un estado de dureza especial que se denomina rigidez cadavérica , in-* 
le eviene generalmente, en los mamíferos* cuatro horas después de la 
muerte, Pero puede surgir inmediatamente en los animales agotados 
o muy cansados. Esta rigidez, que se produce mucho antes que el en¬ 
friamiento completo del cuerpo* es debida a la coagulación de la mio- 
íúna por el acido láctico* La rigidez desaparece cuando la putrefacción 
comienza y el medio se hace alcalino. 


Sistema nervioso 


El sistema nervioso consta de dos subsistemas: el central y el perv 
jerica fcentros y nervios). Los centros, que kc originan a expensas del 
cctoderino del embrión* se hallan en Ja columna vertebral y en el crá¬ 
neo; los nervios que salen de ellos los ponen en comunicación Con 
todos los órganos periféricos* 

El elemento fundamental del sistema nervioso es la neurona, unidad 
que comprende una célula y una fibra* Las células, unipolares, bipola¬ 
res o muEtipolares con dendritas* entran en la constitución de los 
centros, y las fibras, con midína o sin ella, forman los nervios. 

Los centros aparecen ya en d embrión. El sistema nervioso primi¬ 
tivo es un tubo dilatado en d que aparecen primero tres vesículas 
(luego cinco)* de donde se derivarán todas las partes constitutivas de 
los centros del adulto. 

La medula espinal, que proviene de la parte posterior deí tubo neu- 
ral, tiene la forma de un cordón de alrededor de cincuenta céntimo- 
í tos* dilatado al nivel de los brazos y de la región lumbar* y marcado 

por dos surcos, tirio posterior profundo y el otro 
anterior menos exea vatio. La medula* como el cere¬ 
belo, e*stá rodeada por las tres membranas llama¬ 
das meninges: duramadre? amen cides y piamadre. 

He la medula parten dos raíces nerviosas que for¬ 
man los nervios raquídeos; estas unen la medula a 
los músculos periféricos. La raíz posterior posee 
una dilatación llamada ganglio espinal (Magetidie 
demostró que su función es la de conducir a los 
centros el influjo nervioso periférico, o sea d sen¬ 
sitivo), La raí/* anterior conduce las excitaciones 
de los centros a los músculos (influjo motriz). 

La medula es el centro nervioso de los movimien¬ 
tos reflejos inconscientes, es decir, realizados sin in¬ 
tervención de la voluntad (movimientos de la vida 
Vegetativa corno bis de la digestión, respiración, 
circulación, secreciones glandulares). 

Hay 31 pares de nervios raquídeos: 

Los ocho primeros (cervicales) constituyen el ner¬ 
vio frénico* que mueve el diafragma, y los nervios 
I naq u iales ( brazos ); 



\ S OC I \ci ÚN NlíU- 
hdn at* : A* Pri¬ 
mera ue tiro na ; 
Ib Neurona In- 
terniediarla ; C> 
Segunda neuro¬ 
na* Las transmi¬ 
siones se hacen 
:i través # tle las 
dendritas 


Los doce pares siguientes (dorsales) llevan el in- 
flujo nervioso a los espacios intercostales; 

Los cinco posteriores (lumbares) llegan basta los 
riñones y el muslo; 

Los seis últimos (cinco sacros y un coccígeo) for¬ 
man los nervios ciáticos y los glúteos. 

Todos estos nervios se comunican con los nervios 
del simpático ti través de un nervio corlo llamado 
ramo común ¿cante. 


La porción anterior del tubo neutral se flexión a al nivel de la citar La 
y quinta vesícula* sobre el bulbo; las cinco vesículas se engrasan y 
diferencian para formar todo el encéfalo y los ventrículos* 


Descripción cid encéfalo 


Bulbo raquídeo. — - El bulbo, llamado también medula oblangada 

|*oiq.. lo.ib» poi Ion mr-¡nmn «oidunr» dr la medula, pero sepa* 

■ L d'< >. di por 1 .Iifcrt Micnth iUr (> til(fo iu/adosL pesa diez gramos 

y lo ii' «i. i i ni i inri i . |j.i 11 ■ non a ocha Está cubierto por el 

<' f i 1 lulo y ..i Im ipii. r fmiMii . | iijiIn vr hM iclilo. El cntrecru- 
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La iotliuifdij «mi forma Bóbre el 

m lo d« t . vmiiiculo diverso» 

i iimuhi* if ou'fí'i ii | o i 1 «le «üd en de 
ludiin loo ipf I» |io Mi> itnseirAtcA* 

II (iMiiu i i -ii i ’ton eúmiiloa fue 

d|#«i m|M»"IÍO* ír|M| rio bi base del 
.i<■ «■ t 111 f ||i i«L i ¡mi el i luatrc 

i l§|nn p qi I llamó nuda intuí 
1 balda iiIim ♦ 11* d ■ i que inclino la más 

b o h . iiot ib- *.-olio provocii el 

M ' til I* vtlK|||hüi fon y poi tanto 
Im ti HH . t i o»<I h tu* «m u I, En el nudo 

v)»i*| .i lo. do» ficMMoi ftrnmo 

gÓMtfU *o ipil' i«|i< o el fmíenme 
míenlo ib lo m , + i¡uoh digestivo, 

ii pimioib» , ' «i- obitorio. 

_ A ftt .... Se riMtiitiilfN latiibién en el bulbo 

Los ventrículos (1L tlL IV) v , ,, * . 

EL CONDUCTO AXIAL! B. Bulbo; .... .. ,,Ir " ■ ““f 

C. Cuerpo calloso; CC. Clr- . («.Itnrlc*, oiro hhIívuI, 

cunvolucióii entre los tíos he* *-t.-.i 1 .. 
misterio»; Ci. Septum tuci - 

rfmii ; CO. Tálamo óptico; CI. CoroU«lo.- El cerebelo, M uc 

£Sf¡^H 0 áifón s o : M ,u Médu!¡ ve * n . 140 Lon * u, ; ica c .r u 

bsjíintil; pa* protuhercncin regíon ante.b I mecíalo medíanlo 

anular; it¡. tubérculos cuadrl- lo* pedúnculo» i‘crt-beloso» «nterio- 

rt< nlinos ros, y cmi el Imllm por los pedúncin 

los cerebidnMON posteriores* Está 
formado por tres jiarteB, do» lóbulos 
laterales y una porte media o ver mis. El centro está constituido por 
substancia blanca, que presenta arborizar iones (árbol de la vida), y 
substancia gris (en la periferia). El cerebelo m el centro de coordi¬ 
nación de los movimientos destinados a mantener H equilibrio drl 
cuerpo* y gobierna la tonicidad de los músculos. 

Los tubérculos cuadrígemirlos, situados delante del bulbo* están 
vinculados a La visión; la extirpación de los cuatro tubérculos produce 
la ceguera total ; lu extirpación de dos del mismo lado destruye sólo lu 
visión de una mitad de cada ojo, debido al cntrccruzumicnto porciaI 
de las fibras en el quiasma. 


La función de la epífisis o glándula pineal, colocada delante dr lo» 
tubérculos cuadriga minos, es poco conocida; Descartes la consideraba 
el asiento del alma; se pensó después que era el resto de un ojo fionlal 
o tercer ojo ( cuya existencia se supuso durante mucho tiempo en lo» 
vertebrados primitivos. 

Lo*s tálamos ópticos, vinculados entre sí mediante una pequeña banda 
transversal gris, limitan el tercer ventrículo por sus lados; cada uno 
de ellos encierra cuatro núcleos de sustancia gris: el centro auditivo, el 
centro de la sensibilidad genera), el centro óptico y el centro olfatorio. 
Las impresiones llegadas de la periferia (sensoriales) fie dirigen a esto* 
centros para sufrir allí una recia boradón, un re forzamiento, ante» de 
llegar a la corteza gris, donde son percibidas. 

Los cuerpos estriados, ubicados delante de los tálamos ópticos* dc»- 
empeñan con respecto a las excitaciones motoras o centrífugas el min¬ 
ino pape) que los tálamos ópticos con relación a las impresione» 
centrípetas o sensoriales* 

ÍSidos centros dé substancia gris son destruidos por un tumor, el »uj(S 
lo deja de percibir las impresiones sensoriales. La destrucción dr los 
cuerpos estriados determina la parálisis toLa! de todos los músculo»; 
la destrucción de un solo cuerpo estriado lleva consigo la parálisis de 
los músculos del lado opuesto a la lesión (hemiplejía). 


Hemisferios cerebrales- — Los dos hemisferios cerebrales forman 
la masa más voluminosa del encéfalo, llamada corrientemente cerebro. 
Cubren ct cerebelo y se extienden hasta e) hueso frontal. Están sepa 
rados por un surco an tero posterior, llamado cisura mediana o Ínter he- 
misjcrica, limitada en su fondo por el cuerpo calloso* 

Cada hemisferio está surcado por una cavidad irregular llamada ven 
trícalo lateral , que comunica con el tercer ventrículo por los flffu/Wm 
de Mauro. 

Las tres meninges (duramadre , piamadre y antenoté* *) eubn n iodu 
la superficie de los hemisferios y forman un repliegue, llamado tu*. ■ h\ 
cerebro, que desciende a la chura mediana* Debajo de bu* mrmngr h, 1* 
superficie de los hemisferios presenta trece replíeguer¡ contomendur. ífi* 
mudo» circunvoluciones. Los tres primeros delimitan en cada Wruudi m. 
cuatro regiones que forman Im lóbulos del cerebro* Éatos «on: 

I a El lóbulo frontal, que forma la región anlciáor «Irl limn■ ínm 

(llega hasta la rijtjfa dr Rulando). Su superficir está dividida .. 

dio de sarcos, en cuatro circunvoluciones: Ki, Fs, K3, F*; 

2 a El lóbulo parietal, limitado delante por la t ÍMMji d. Hubindi’, v 
por el lóbulo occipital detrás, presenta tres circon vohu-iorir*. 

3 * El lóbulo temporal, que está al nivel del Ihu m* 1 0i«|||m• 1 al v p > 
deliajo de lu cisura de Silvio, presenta tres rircunvolu* ionei* |< >> >h L. 

4 * El lóbulo occipital, con sus tres circunvnlucíooeh, o. n< • 11 •- 

posterior y cubre el cerebelo. 
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anatomía humana 
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I 1 ti 'M uní de i**‘- li< liiillícf Mí*, Jvilñii /'Mum h • Mjiiii Liih jhu iiimi r »\ai 

■*u|h ilu mi 1 1r ■.ir 1» i i n< iiii j-.rií , IIihiui'Lí corte ¿u cerebral* V Una muNn rdi 
I * .i I gi ii i hji i Ir Mi Imt ji jh ni t ila i ii .s 

Ln nii uva r .i» complicóla rlf iieuñnms, de forma variable, y < 1 r pequé- 
ñun y grandes célula a imam ulules. Se admite que las primeras cons* 
1 huyen el centro dr ¡a sensibi I ulad, en tanto que las segundas elnbo- 
1 4iu + uj pui'uerj las incitaciones motoras. Sus dendritas forman ln 
delgada rapa supeiheial de la corteza* 

Loh nervios craneales son doce: [res son sensitivos, cinco motores y 
cuatro mixtos. Los dos primeros pares se desprenden del cerebro pro¬ 
piamente dicho, los diez restantes del tronco cerebral. Éstos son; 

(I) FJ nervio olfativo* nervio del olíalo, que parte fiel bulbo olía* 
lorio (sensitivo); 

(II) El óptica,, nervio de la visión, formado por dos cordones que se 
entrecruzan (sensitivo); 

(III) El motor ocular común* que inerva cuatro músculos del ojo 
(motor); 

(IV) Ei patético, que inerva el músculo oblicuo mayor del ojo 
(motor); 

(V) El trigémino, responsable tic la sensibilidad general de la cara, 
fosas nasales, boca, y que inerva también los músculos masticadores 
(mixto); 

(VI) ¡vi motor ocular externo , que inerva el músculo recto externo 
del ojo (motor) ; 

(Vil) El ¡acial, que inerva los músculos de la cara y el cráneo (par- 
pudox* labios, etc.) y rige ¡a sensación del gusto (mixto); 

(VIII) El auditivo, nervio de la audición, y también de la sensibili¬ 
dad a la gravedad y a 3a aceleración (sensitivo); 

(IX) El glasofaríngeo , que contribuye a la inervación de los músculos 
de la faringe y de la lengua y a la sensibilidad gustativa (mixto); 

fX) El neumogástrico t que inerva tres grandes aparatos: respirato¬ 
rio, circulatorio y digestivo, y es también sensitivo (mixto); 

(XI) El espinal* que inerva los músculos del cuello y participa en la 
respiración y la fonación (motor); 

(XIÍ) El hipogloso mayor t que inerva los músculos de la lengua 
(motor), 

J'unciones de los hemisferios cerebrales. — Los hemisferios cere¬ 
brales son las partes fundamentales del sistema nervioso; pesan alrede¬ 
dor do 1 200 gramos (el peso total del encéfalo es apenas de 1 390), 
Experiencias y observaciones realizadas sobre diferentes vertebrados hau 
demostrado que en la substancia gris residen la sensibilidad, la iíio* 
i fieldad, la inteligencia y la memoria, que desaparecen cuando falta 
dicha substancia. 

Percepción. Las exc ilación es periféricas llegan a ira ves de los ner¬ 
vios sensitivos hasta los tálamos ópticos, donde impresionan el centro 
gris correspondiente: olfatorio, óptico, etc. El influjo nervioso sufre 
allí modificaciones y se dirige luego, por las fibras radiarlas, a peque¬ 
ñas células piramidales situadas en un área especial de la corteza ce¬ 
rebral, Este influj o se transforma entonces en sensación mediante un 
mecanismo íntimo que no conocemos y que depende de la propia ener¬ 
gía de la célula. 

< íertas ideas abstractas parecen formarse espontáneamente en el ce¬ 
rebro; se trata probablemente de la reaparición de sensaciones antiguas 
conservadas. 

Motricidad.— A través de las dendritas de las células, este movi¬ 
miento se dirige a las grandes células motoras, donde interviene mui 
primera elaboración y transformación, convertida a su vez en movi¬ 
miento centrífugo hacia los cuerpos estriados, que se dirige luego a 
los músculos por intermedio de las raíces motoras de los nervios ra¬ 
quídeos riel lado opuesto. 


Localizaciones cerebrales. Centros sensoriales. — Las facultades 
intelectuales no están repartidas uniformemente en la superficie de los 
hemisferios, A linea riel siglo xvm, Cali tuvo la idea de mvestigal los 
punios especiales de localización de las distintas facultarles. Cali admi¬ 
tía que las protuberancias del cráneo debían ser producidas por el 
desarrollo mas o menos grande dr los circunvoluciones de los hemisfe¬ 
rios y dividió asi la superficie del cráneo en rain partí míenlos correspon¬ 
díanles u las diversas facultades. Ese sistema fue desechado más tarde. 
Hourens, en 1840* inició un nuevo camino; mostró que la extirpación 
de los dos hemisferios de una paloma aniquilan su sensibilidad, volun¬ 
tad, inteligencia y memoria; el animal sigue una luz, mas si n verla. 
IVro los reflejos digestivos, circulatorios y respiratorios* que son coordina¬ 
dos por el bulbo, se mantienen, y el animal puede deglutir el grano 
que se coloca en su boca. 

Una observación realizada por Broca en 1841 marcó el punto de 
partida de todos los conocimientos positivos existentes sobro localiza- 
ciones cerebrales: Broca pudo hacer la autopsia ríe una mujer afásica, 
es decir, que había perdido la memoria de los movimiento* necesarios 
para la articulación de la palabra (memoria motriz verbal), y observó 
cu su cerebro un reblandecimiento de la tercera circunvolución frontal 
izquierda. 


El centro de la memoria auditiva de las palabras o sordera verbal 
esta situado en la primera circunvolución temporal izquierda: las per¬ 
sonas que llenen afectado ese centro oyen los su nidos, pero mjii inca¬ 
paces de comprender su sentido* 

I .a memoria visual de las palabras hc asienta en la circunvolución 
parietal inferior; las personas afectadas de ceguera verbal veo las 
palabras escritas, pero no las comprenden. 

La localización de la memoria de los movimientos de la escritura no 
se conoce con exactitud* Cuando esa memoria se pierde dejan de re¬ 
cordarse los movimientos necesarios para 1 razar las letras (agrafía). 


Loallliiímiik ifioioniK» Se Im podido demostrar que, excitando 
rirrtiih p i Milu i \ < i a corteza de diversos cerebros de monos, se obtenía 

siempre < I inisj."«virulento. Así ha sido posible localizar el centro 

de Lo, immnut uiie, Je la cura y la lengua en la tercera circunvolución 
frontal; r\ de los brazos y las piernas en la frontal ascendente, etc. 

3 ai anatomía rom pinada muestra que el desarrollo de los hemisfe- 
i ios está en rrhu ion rmi la inteligencia; sin embargo, en el hombre, el 
uumentó de peso no es proporcional al de su estatura, sino más débil; 
por el contrario, fo masa encefálica es proporcional a la circunferencia 
de la cabeza. En los europeos, el peso del encéfalo llega a 1 390 gra¬ 
mos (1 250 en las mujeres). 

Ciertos genios excepcionales han tenido encéfalos cuyo peso sobrepa¬ 
saba la medía: así, Byron tenía un encéfalo de 2 238 gramos; Crow* 
wv 11, de 2 235; Oiivier, de 1836* 

No obstante, para una apreciación más exacta del grado de inteli¬ 
gencia cerebral hay que tener en cuenta la calidad de las células, la 
circulación san guinea, la gimnasia funcional (es decir, la capacidad de 
esfuerzo de la substancia cerebral) y la edad: la eficacia máxima se 
alcanza, en el hombre, de los treinta a los cuarenta anos, 

La disminución, incluso leve, de la circulación de sangre en los capi¬ 
lares de los hemisferios cerebrales da lugar a los desfallecimientos, 
síncopes y vértigos* Durante la actividad cerebral se activa la circula¬ 
ción y I» temperatura aumenta 1/20 de grado. Por otra parte, es nece¬ 
sario que los detritus azoados se eliminen rápidamente. Así, cuando «! 
sistema nervioso permanece en vigilia durante mucho tiempo, puede 
sobrevenir la fatiga: el cerebro reposa mediante una circulación más 
lenta. Las dendritas de las células se acortan, y ni perder SU contacto 
con las oirás células se produce una suspensión de la actividad ner¬ 
viosa, lo que conduce al descanso reparador de bis funciones de rela¬ 
ción (cereino, músculos, órganos de los sentidos). 

Se admite que durante el sueño existe una anemia del cerebro; el 
niño debe dormir largo tiempo, alrededor de catorce horas, entre los 
tres y los seis años. La duración del &ucño es, generalmente, muy res¬ 
tringida en los hombres de gran actividad cerebral. Así Humboldt, 
Mi rabean, Sehiller, se contentaban con do* o tres horas de sueno; 
Kant y Balzue, con cuatro hora*. 


Sistema nervioso simpático 
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Se comprende bajn chic nombre el conjunto de nervios que, indepen¬ 
dientes de la voluntad, regulan o aceleran medíanle reflejos inconscien¬ 
tes todos los movimientos o secreciones necesarios a la vida vegetativa. 
Bajo el nombre de para&impütico se agrupa el sistema de nervios que 
moderan el funcionamiento de esos mismos órganos de la vida vege¬ 
tativa : 

1“ Los dos nervios neumogástricos, que se dirigen ai estómago, a los 
pulmones y al corazón; 

2 o La cuerda del tímpano* rama del nervio facial que termina en las 
glá minias salivales; 

3 n Las terminaciones de la medula espinal, que llegan al recto y a la 
vejiga. 

El simpático propiamente dicho se compone de dos filetes longitudi¬ 
nales que se extienden a lo largo de la columna vertebral, a derecha y 
a izquierda, y atraviesan veintitrés pares de pequeños ganglios relacio¬ 
nados con la medula espinal. Esos - v 

ganglios emiten terminaciones que 
llegan a las visceras, formarlas en 
su mayoría por fibras sin miclinn; 

Tres pares se dirigen a los gan¬ 
glios nerviosos aceleradores intra¬ 
ca relia eos; 

Doce pares, a los plexos semi¬ 
lunar y solar; 

Cuatro ai plexo nieaentérico; 

Cuatro al plexo iliaco, que re¬ 
gula la vejiga. 

Esos nervios se llaman nervios 
vagos porque conducen al cere¬ 
bro impresiones poco netas y mal 
localizadas. 

Los nervios motores de los pe¬ 
queños vasos y capilares están in¬ 
volucrados en ese sistema. Bajo lu 
impresión de frío, la sangre aflu¬ 
ye a la superficie del cuerpo en 
menor cantidad, puesto que los va¬ 
sos se contraen; bajo la influen¬ 
cia del calor, los vasos se dilatan 
y la cantidad de sangre aumenta. 

Los vasomotores, nervios de doble 

acción, pueden producir constricción o dilatación según la necesidad 
funcional. Gracias, precisamente, al antagonismo de estas dos fuerzas 
lus pequeños vasos conservan su diámetro normal. 

El corazón está también sometido a la dable arción dr nervios mo¬ 
derad ores y ile nervios aceleradores. Los ríos neumogástricos se comu¬ 
nican a través de una terminación con el ganglio de Luwig^ situado en 
el tabique interau neniar, para moderar los latidos, en tanto que diez 
ramales simpáticos -se dirigen ¿* otros dos ganglios y tienden a acelerar 
los movimientos del corazón. De este antagonismo resulta el ritmo nor¬ 
mal del corazón (si se seccionan los dos neumogástricos, el número de 
latidos aumenta rápidamente y se duplica). 
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Sistema nervioso simpático 




Órganos de los sentidos 


Los órganos que nos ponen en relación non el mundo exterior y nos 
permiten determinar sus propiedades son: el órgano del tacto, que es 
la piel; el del gusto, o sea la lengua; el del olfato, la nariz:; el del 
oído (audición), la oreja; y el de la vista (visión), el ojo. 

La piel y el tacto# —La piel Llene tres funciones principales: 

\ a Es la membrana que limita el cuerpo y protege lodos los órganos 
subyacentes; 

2 a Mediante sus glándulas sudoríparas cumple una funció» excretóla ; 

3 a Es principalmente un órgano sensorial. 

Estructura de la piel# Está constituida por la epidermis y la 

dermis. 

La epidermis está formada por dos capas: el estrato profundo (cutir 
pn mucosa de Mapighí ), que se halla en contacto con i a de rom, es 
la rapa viva* generadora de células en mi cara ex te ron. Las célula?* *«’ 
aplanan y mueren al impregnarse de una substancia córnea llamada que 
ratina, y se desprenden en forma de películas o escamas e pulenta* a\ 
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La dermis presenta en su superficie papilas moldeadas por fa epider¬ 
mis. Está constituida por tejido conjuntivo, vasos, músculos y nervios. 
La capa más profunda, o hipodermis, es conjuntiva y contiene las raíces 
de los pelos, las glándulas sudoríparas y las células grasas (panículo 
adiposo}* 

Primera función: La epidermis protege el cuerpo; produce los pelos, 
et vello. 

Segunda función: Los dos o lrto¡ millones de glándulas sudoríparas 
(500 por cm'“) desembocan al exterior por los poros; su extremidad in¬ 
ferior se arrolla sobre sí misma y segrega el sudor, que tiene Una com- 
posición semejante a la de la orina* 

Tercera función: En las papilas dérmicas se encuentran loa corpúscu¬ 
los de Mcissner, formados por una cápsula delgada de [aminas eoncén- 
tricas; rn el panículo adiposo subcutáneo están* en la parte superior* 
los corpúsculos de Raffini, de forma alargada (2 nuil), compuestos de 
una fina cápsula y un huso de fibras conjuntivas; los corpúsculos de 
Puciní o de Kefer, cuya longitud es de uno a cinco milímetros y tienen 
una cubierta gruesa que encierra una masa central granulosa con nu* 
me rosos núcleos, y* por último, los corpúsculos de Gtdgi-Maxzoni, se¬ 
mejantes a los procedentes, poro mucho más pequeños. 

La influencia de estos corpúsculos es muy compleja: bis corpúsculos 
de Meissner son T al parecer, los de la sensibilidad cu los contactos sua¬ 
ves, mientras que los de Vater-Paciní son los de las presiones más 
fuertes. La agudeza de la sensibilidad térmica varía según las regio¬ 
nes; parece también ser cierto que los receptores de la sensibilidad 
oí frío son los corpúsculos de Colgi-Ma/xoni, pero su poseen pocas re* 
ferecrías en lo concerniente a la recepción de las excitad un es calóricas. 
Señalemos también que existen puntos de dolor cuya excitación no pro* 
dure ninguna sensación táctil o térmica. 
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Estas papilas, excitada* por las sustancias ditmelftiit en la su 1 iva. no* 
informan sobre au «tibor» 

La flliríz# ■—I.¿ 1 S dos folias ttastiles reciben las impresiones olfativa*. 
Están separadas por la lámina perpendicular del etmoulcs, el vámei, 
y se abren en la faringe; comunican además con el oído medio por 
ía trompa de Eustaquio, La pared superior de la fosa nasal cata 
formada por la lámina crihosa del et moldes; sus lados constituye o 
los cornetes superiores e inferiores. La cavidad está cubierta rn su 
totalidad por la mucosa pituitaria, que contiene células nerviosas sen* 
sibles. La parte superior de la mucosa, amarillenta, es muy sensible; 
su parte inferior, rojiza, es muy rica en vasos sanguíneos cuya función 
es la de calentar y humedecer el aire de la inspiración. 

Para excitar las terminaciones nerviosas es necesario que las partícu¬ 
las odoríferas se hallen en suspensión en la corriente de aíre inspirado, 
y también que no haya mucos ida des que cubran los bastoncillos ter¬ 
mínales de las células olfativas* 

El ofdo. — En el hombre está formado por: 1“ el oído externo, que 
comprende el pabellón y el conducto externo; 2 a el oido medio, llamado 
caja del tímpano, formado por la liase externa ( tímpano) y por la base 
interna* unidas por una cadena de tres huesrcillos (martillo» yunque 
y estribo}. El oído medio comunica con la laringe a través de la trompa 
de Eustaquio i 3 o el oído interno, constituido por una serie de cavidades 
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Anatomía del oído 


La lengua# — La lengua, residencia del sentido del gusto, es un 
órgano muscular estriado rodeado por una mucosa en la que se encuen¬ 
tran papilas filiformes, cordiformes o hemisféricas, fungiformes y cali¬ 
ciformes que encierran terminaciones nerviosas especiales aptas para 
el gusto y el tacto. 

La masa muscular tic la lengua está formada por 17 músculos: id 
más voluminoso es el genivgloso, cuya acción principal consiste en des¬ 
cender la lengua hasta el suelo ríe la boca; el hipagloso hace bajar la 
lengua; el transverso la estrecha y la alarga; por último, el lingual 
el faringoloso. y el palalú gloso la retraen hacia atrás; el amigdaltísa la 
levanta en su base; el lingual inferior baja y retrae la punta de la 
lengua y la relira hacia atrás; el estilogloso la levanta hacia atrás; 
superior , único músculo impar, la acorta y la baja. 

Las pa pilas filiformes y co rol ¡formes son táctiles; las gustativas* que 
son las fungiformes y caliciformes» están localizadas en la V lingual. 


óseas (laberinto), comprende el vestíbulo, el utrículo y el sáculo, v 

uqa cavidad centra! que comunica con los canales aemicírculum, y ... 

|;j caja del tímpano por la ventana oval. En el laberinto se rucio iiIiíi ■ I 
caracol. 

Leus canales semicirculares, orientados según los tres plano*, del e>.pa¬ 
ció, son los órganos del equilibrio; el caracol, con la cncmbraim ba*.d n 
y los órganos de Corti , nos permite percibir los sonido*, Ll Moimin, 
producido por las vibraciones de los cuerpos, llega * la m 1 id 1 •" - 
«el tímpano y es transmitido por la cadena de lutou-t■ * 11 m a N 'ni mi 
oval y a las terminaciones nerviosas de la rampa enclnu, v bo'fn. i 
través del nervio acústico, al cerebro. 

Para que un sonido sea perceptible es necesario que cMé .. 

dido entre un mínimo de 15 vibraciones dobles por ■■egtimb, (urnnLm 
graves) y un máximo de 38 000 (sonidos sobreagudo*). 
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ANATOMIA HUMANA 


t | ojo. i mi do» o /os cnlán situados rn r| rostro, u c*¡*«íai ludo 
«( P | | n| j| 11 r h vi 1 f1 ¿cal ilr imrliía. Pueden distínguese i*n rl nji* Ion *>rgfl 
nos unexos y <1 globo oculür. 

L<m órganos anexos san: lm órganos di* protección (órbitas, púrpa* 
do-, jíi'MHMJi- y fojas), Eos órganos del movimiento (cuatro músculos 



türtt 1 ttol ni ó i l: u I o orbicular 
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piirpado 


pupi 
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pestañas 
parpado Inferior 


músculo derecho inferior 


músculo eretlOí úv. 
do superior 


músculo derecho superior 


csclfrótica 
l tiroides 


io aplico 


Corte del ojo 


rectos y dos oblicuos) y los órganos de secreción (las glándulas lugrí- 
males y las carúnculas, situadas en el ángulo interno del ojo), Al 
lado se encuentran los dos pumos Lagrimales* orificios que permiten 
a la secreción de las glándulas lagrimales desaguar en el meato inferior 
de la nariz. 

El globo acular, formado por tres membranas concéntricas y medios 
transparentes, está ubicado en el tercio anterior de tu órbita y comunica 
con el encélalo por el nervio óptico. 

La membrana más externa del globo ocular es la esclerótica. Ésta es 
1.1 anca y cartilaginosa, y aumenta en la parte anterior su convexidad 
para formar h córnea, que es transparente; la segunda membrana, la 
coroides, vascular y negra gracias a la presencia de granulaciones pig¬ 
mentarias muy pequeñas (I miera), constituye una verdadera támara 
oscura (salvo en los albinos, en los que es rosa, y en diversos mamí¬ 
feros), La coroides se engrosa hacia adelante, para formar los cuerpos 
ciliares en los que se baila el iris, que está atravesado por un agujero, 
la pupila capaz de regular la entrada de los rayos luminosos al dilatar 
o estrechar su orificio medíanle ja acción de libras lisas radiales y 
circulares. 

La tercera membrana es la retina, que es muy delgada, sobre todo 
en la parle anterior, Está formada por la expansión de las libras del 
nervio óptico, cuya extremidad termina cu los conos y los bastoneóos, 
células que están puestas en contacto con el pigmento dé la coroides, 
El lugar por donde entra el nervio óptico está desprovisto do termi¬ 
naciones nerviosas; este pimío es, pues, ciego (mancha Je Mariotte), 
En la extremidad del eje óptico dtd ojo se encuentra una depresión, 
la mancha amarilla, que con su centro, el foco, provisto do numerosas 
terminaciones nerviosos, constituye el lugar en que las imágenes se 
forman con mayor nitidez. En la estructura de la retina, muy compli¬ 
cad a, se distinguen un gran número do capas; señalaremos sólo la 
constó unía por las células bipolares que* a través de nu lucrosas arbo- 
mociones* se ponen en contacto con las grandes células mu bipolares, 
cuyos cilindros ejes se reunirán para constituir el nervio óptico» 

Los medios transparentes o refringen les dd ojo son la córnea trans - 
párenle, la cámara anterior (que contiene el humor acuoso), el cri - 
talino y el humor vitreo, envuelto por la membrana lihihúdrs, FJ crista- 
lian, cuya cara anterior es menos convexa* está situado detrás del iris. 
Tiene nueve milímetros de diámetro y de cuatro a seis de espesor en 


su ¡ 11 iim-i|m Jv.tú sostenido por un ligamento suspensor formado 
de libia rlji'ii ii un transparentes. 

Formación de Lis imágenes. — Los medios que citamos refractan 
ios royos luminosos; los índices de refracción son de 1,339 para la 
cárnea y el cuerpo o humor vitreo, de 1.,40 a 1,45 (en el centro) 
pura c] cristalino, y de 1,337 pura el humor acuoso. La imagen que 
se forma «obre la retina es real, invertida y mas pequeña que el 
objeto. Puede compro luirse mirando por detrás de un ojo de buey al 
que han sido raspadas la esclerótica y la coroides. 

Aunque las imágenes de la retina son invertidas, vemos los objetos 
al derecho porque no referimos nuesiras impresiones a la imagen, 
sino a U extremidad del rayo visual, a! objeto mismo. 

Para que las imágenes sean netas es necesario que se formen sobre 
la retina, sean cuales fueren las distancias a que se hallen los diversos 
objeto». Es necesario, pues, que el ojo pueda acomodarse a la distancia, 
es decir, que sea capaz de aumentar la refringencia de sus medios trans¬ 
parentes, lo que se obtiene mediante d aumento de la curvatura del 
cristalino. Por otra parle, el pigmento de la coroides aumenta la niti¬ 
dez de la imagen mediante la absorción de todos los rayos difundidos. 

Lu duración de las impresiones luminosas varía del l/5t) a 1/20 de 
segundo» tiempo necesario para la descomposición Je la púrpura reti- 
nianu, 4 

Por SiU conformación, el ojo humano solo puede percibir los rayos 
situados entre los infrarrojos* de gran longitud de onda (450 millones 
de vibraciones por segundo), y los rayos ultravioleta, de pequeña lon¬ 
gitud de onda (14 millones por segundo)- El daltonismo es una abe¬ 
rración provocada por la falta de terminaciones nerviosas sensibles al 
rojo; el ojo sólo percibe entonces el color complementario, el verde. 
Existen también ‘‘ciegos” para el cednr amarillo. La visión binocular 
nos da dos imágenes, complementarias, que nos permiten apreciar el 
relieve de los objetos. 

Anomalías de la visión* — El ojo que liemos descrito es el llamado 
normal o emétrope\ ios otros son los llamados arnétropes, Las ano¬ 
malías más frecuentes son la miopía, la liípermetropía, la presbicia, 
el astigmatismo y la anisomet rapta. 

En la miopía, las imágenes se forman por delante de la retina; ei 
alargamiento del eje anteroposterior del ojo impide que actúe conve¬ 
nientemente la refringencia dr los medios. Se corrige esta anomalía 
colocando delante dd ojo cristales bicóncavos o planocóncavos, cuya 
refringencia se mide cu diopt¡rías. 

La Aípermcirup/rt es la anomalía contraria; la imagen se forma por 
detrás de la retina. Se corrige con cristales biconvexos. 

La presbicia es la vista típica de los ancianos: la acomodación se 
hace mal, debido principalmente a la pérdida de la elasticidad del 
cristalino. 

En el astigmatismo, la cara anterior del ojo, o la del cristalino, no 
posee una curvatura regular. Se corrige la visión en estos casos con 
cristales cilindricos tallados siguiendo d eje o el contorno del cilindro. 

En d estrabismo, las contracciones de los músculos oculares se hallan 
nial asociadas pura coordinar la dirección de los dos ejes visuales; 
se remedia este defecto cortando algunas libras al músculo mas fuerte. 
El estrabismo puede ser convergente o divergente. 

Laringe y fonación 

La laringe, órgano de la fonación, está constituida por la parte supe¬ 
rior de la tráquea, que posee una disposición especial para la produc¬ 
ción de sonidos: cartílagos donde se insertan los músculos que forman 
las cuerdas vocales, los cuales limitan una hendidura triangular alar¬ 
gada, la glotis, que puede ser obturada por la epiglotis, Las cuerdas vo¬ 
cales inferiores pueden vibrar bajo la influencia ríe una corriente espi¬ 
ratoria: están formadas por un largo músculo colocado bajo la mucosa* 
que posee un ligamento para impedirle que' se pliegue. Una cavidad 
llamada ventrículo de la laringe sirve de caja de resonancia. 

La glotis puede alargarse o retraerse gracias a los músculos dilata- 
dores y conatrictores y emitir sonidos de alturas, intensidades y tim¬ 
bres variables. 

El sonido articulado está formado por la asociación de vocales y con¬ 
sonantes» El sonido laríngeo es inarticulado* pero se modifica a su paso 
por las cavidades faríngeas y buen lea y por las fosas nasales. 


Funciones de nutrición 


funciones 

Absorción 
Conductos acri¬ 


bas alimentos; Alimentos completos. Alimentos incompletas. Alimentación mixta, — Descripción y 
del aparato digestivo; La boca, la faringe y el esófago. El estómago. El páncreas- Los intestinos, 
intestinal de las substancias digeridas. — Descripción y funciones del aparato respiratorio: 
feros. Fenómenos mecánicos. Fenómenos químicos. Descripción del aparato circulatorio; La sangre. El cora¬ 
zón. Sistema arterial. Arterias principales. Sistema venoso. Linfa, Circulación de la sangre en el corazón* — 
Organos de excreción: Apúralo urinario: Estructura del riñón. Composición de la orina. Formación de la orina. 

— El hígado. - Calor animal: Utilización del calor. Aparato de regulación térmica 


Las fu liciones de nutrición son las que concurren a la conservación 
dd individuo: 

F La digestión* que modifica los alimentos a hit de darles una com¬ 
posición química que les permita ser absorbidos y asimilados por las 
células vivas; 

2* La circulación, que distribuye esas substancias por lodo el orga¬ 

nismo ; 


3 a La respiración, que consiste en la absorción del oxígeno necesario 
[jara la producción de calor y la eliminación fiel gas carbónico residual; 

4 o La excreción, consistente en la eliminación de las substancias pro¬ 
ducidas por la actividad íntracelukr que son desechadas por el orga* 
ni sino; 


5 o 


,a calorificación o producción de calor. 
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Los alimentos 

Los alimentos son 1 as materias reconstituyentes fiel cuerpo. Bajo la 
acción de los jugos digestivos sufren diversas modificaciones químicas 
que les dan una forma asimilable por el organismo* 

Los alimentos se dividen en completos e incompleto*. 


ijitr emir mi n t*n diHolurión (vino, cerveza o sidra, que. es la mas diu- 
réricu), Si ta proporción de alcohol es alta, una parte se acumula en el 
hígado o en li iibMunciu nerviosa, y provoca el alcoholismo, 

Las infusiones* H caí* y el té principalmente, son estimulantes de¬ 
bido o L cafe i na y .i lo Icmhromimi que con tienen, pero como pro¬ 
ducen uno luíiym actividad conducen a tm desgasto más rápido de los 
órganos* que cmiMiinrn min reservas. 


Alimentos completos.— Sun sólo dos: lu leche y los huevos* 

La leche encierra todas las substancias necesarias para la nutrición; 
hidrato de carbono (íuett/sa), 52 por i Ü() 0 ; grasa (manteca), 40 por 
1 ()f>(); j> rutel na { caseína ) 3 30 por i 000, y sales de calcio, de fósforo, 
de sodio, de magnesio y de hierro, y agua. La leche es el sustento ex¬ 
clusivo tic los mamíferos jóvenes* hasta que pueden tomar otros aló 
méritos* 

Los huevos, segundo alimento completo, contienen un hidrato de 
carbono, grasas, una substancia alhamínoUloa y sales alcalinas (en la 
data)) y algo de fosfatos y sales de hierro (en Ja yema) r No obstan¬ 
te, su baja proporción de agua impide al i 1 izar los huevos como alimento 
único y exclusivo* 

Alimentos incompletos. — Se clasifican generalmente rn cinco 
categorías* según su con i posición química; 

1 ° Los albumintrides* o alimentos azoados, proteicos o cuaternarios 
(constituidos por cuatro elementos principales* C* 11 * 0, N). Estos ali¬ 
mentos son: la albúmina, lu caseína de la leche, la musen lina o mia¬ 
sma, la gelatina, la legióninu de las ¡dantas, abundante en las Legumi¬ 
nosas bajo la fonda de a leu roña, y el gluten del tugo. 

Todas esas substancias* muy cuín ¡dejas, son asimilables ú nica mente 
después de haber sido modllovidas poi bis jugos digcsrivnu* es decir, 

convertidas en leonina, tiros i na o gl ¡corola* que son ..oúridos de 

composición más simple; 

2 U Los alimento* ¡liar otar bo nados, o hidratas de carbono, que contie¬ 
nen el carbono combinado con don moléculas de agua, es l'rn Ion h 
culentüs y los azúcafes, cuya iórmulo general es i'.nt 1 Id > ) m 

Los feculentos son los almidones, abundantes en mucho' ¡nanga < in 
días, lentejas, arroz, etc.). El pan contiene un f> 0 % de almidón; el 
arroz* 75%. 

Los azúcares, muy numerosos en el reino vegetal, son: la su carnea 
f- 12 O 111 lí> 2 , azúcar de remolacha o de cana, que da en el tubo digestivo 
una molécula de glucosa y una de Jevulosu ; la glucosa, que se rneucn- 
1 ra en casi todas las fruías, sobre todo en la uva; la levulüKU, que tiene 
la misma fórmula que la glucosa; la lactosa, una sacarosa ciuo es el 
azúcar de la leche de los mamíferos* 

Todos estos azur ares dan en definitiva glucosa o levulosa, las únicas 
asimilables por los tejidos; 

3" Los alimentos grasos o grasas, que se encuentran en los granos 
oleaginosos (aceite); en ciertos frutos (aceitunas); en los huevos (le- 
ritmas); en el hígado; en la loche (manteen ); en los granos de cacao 
(manteca de cacao), etc* Las grasas natura les son cuerpos neutros que 
proceden de la combinación de tres moléculas de un ácido graso con la 
glmerina, con eliminación de tres moléculas de agua. Los ácidos más 
frecuentes son el ácido esteárico (GjtílIjjtjQü) en la grasa de oveja, el 
ácido oleíco (< di n H :sq < ^*2 > en los aceites y el ácido pal mí rico ((qtdiltjQg) 
rn la margarina. 

Los alimentos grasos son emulsionados en el organismo, es decir, 
transformados en linas gotitas que permanecen en. suspensión por la 
rsteapsina del jugo pancreático, y en jabones, o sea desdoblados en 
gl¡cerina y una sal del ácido graso; 

4 o Las sales minerales, que constituyen también alimentos, son las 
sales de calcio, de sodio* de potasio y de hierro; el yodo, el magnesio 
y el manganeso. 

Las sales calcáreas nos son suministradas sobre todu poi las legumbres* 
la leche y el agua. Esas sales son las que forman la parte más 
sólida del esqueleto (huesos y dientes) bajo Ja forma de fosfatos* car¬ 
bonates y fluoruros de calcio* En el período de crecimiento son muy 
necesarias. Cuando no hay asimilación de sales calcáreas* el esqueleto 
permanece blando, débil, y los huesos son flexibles o clásticos, Si la 
proporción dr calcio oh baja, el peso del cuerpo conduce a una mal* 
formación de las epífisis; ciertos huesos* por ejemplo los de las piernas* 
se curvan* Por lo tanto, es necesario aumentar lu ingestión fie fos¬ 
fatos de calcio y de sodio durante la edad juvenil para prevenir el 
raquitismo. 

Las sales de sodio (cloruro* sulfato* carbonato y fosfato) ejercen un 
pape! importante en el organismo, sobre lodo la primera; nuestra 
sangre y los líquidos orgánicos enríe irán más del seis por ciento de 
ese cloruro. Además es necesario para id organismo recuperar lu perdido 
cada día por tas excreciones (14 a 15% L 

El hierro* necesario para la hemoglubina de la sangre* se encuentra 
en la yema de Huevo; el yodo, en las zanahorias, los espárragos y el 
pescad©; los demás minerales se hallan sobre todo cu combinación con 
las materias álbum moldeas* 

('odas esas sales forman* más o menos* el cuatro por ciento del peso 
del cuerpo, 

ó* Las bebidas son: el agua* las infusiones y los compuestos alco¬ 
hólicos. 

El agua constituye aproximadamente las cuatro quintas panes de 
nuestro cuerpo; sirve de vehículo y de solvente a la mayoría de las 
substancias, y repara las pérdidas debidas a la excreción y a la trans¬ 
piración cutánea y pulmonar. El cuerpo humano necesita alrededor de 
tres litros por día. 

Las bebidas fermentadas o alcohólicas de baja graduación son bene¬ 
ficiosas: son estimulantes por su alcohol y nutritivas por las substancias 


Alimentación mixta. - Gomo el cuerpo humano esta formado por 
frece elementos himple^ ’H necean 10 que lu tiIorientación sea mixta, es 
decir, que !jih diverni?. catcgoria . de ulmicntob sean ingeridas en una 
proporción tal que bis peni uta 1 puedan hiu reparada a. Un adulto pierde 
rada día 20 grumo» de ázoe, 310 de ni 1 bono, 30 de sales y de dos a 
tres litros de agua* La ración repunidniu, pin 1 »* deberá constar de tres 
veces y media más de hidratn* di 1 carbono que de uztindoH, y de la mitad 
menos de su lista netas grasas que de a/ondas La ración alimenticia va¬ 
ría con la edad y con el estado de reposo o de actividad; el trabajo 
muscular consume uiás substancias grasas r hidrato?* de carbono. Hay 
que tener en cuenta, además* la digr^nInUdmt di los alimentos y las 
vitaminas* que existen sobre todo cu las zanahorias* los lómales* las 
envolturas de los granos y las frutas frescas*, tules euitm ios limones 
y las naranjas. 





digestivo 


El aparato digestivo^ que se compone de la boca, faringe, el esó- 
jogti el estomago, el intestino y las órganos secretores anexos* se en* 
enentra en la en i a torácica y en la cavidad abdominal; en ésta* los ur* 
gnnos no bullan envueltos eu todos sus pliegues por una membrana serosa 
ti.iiiunia peni aneo, cuya?, dos hojas son lubricadas por el liquido pe- 
iiimnal; «I peritoneo tiene delante 
un gi.iiO ir pliegue »i r pipián que SC 
3 Le ni de fu-ai m Ion rusos de obe¬ 
sidad r 1 pon uní que envuelve el 


imnlhi'i mc 


ni i mr\efitet to. 



Aparato digestivo 
(esquema) 


Lh boca, la fiirlriKü y ol esó- 

tnjío. [.11 ó uro ch el 0 1 ti icio mi 
peiíor dH tubo digestivo; está ti 
pizuda pm tu (xuieoMi blK’u), qilr se 
ifspeSíi alrededor de los dientes pn- 

ra formar las encías. 

Los dientes son los órganos de la 
masticación y están implantados en 
los alvéolos de los maxilares. Un 
diente e&tá constituido por la coro¬ 
na* en el exterior, la raíz, incluida 
en el alvéolo y tapizada por el pe¬ 
riostio alveolodentario, y el ene Ua , 
rodeado por la encía. 

La corona tiene forma va ría ble. 

Según sus funciones* se dividen tos 
dientes en incisivos, caninos y mo¬ 
lares, Los incisivos, en numero de 
Veinte* constituyen los dientes de le¬ 
che, Desaparecen antes de los diez 
años y son reemplazad oh por los 
dientes definitivos, a los que se 
agregan doce grandes molares. Se 
representa esta dentición por la 
fórmula dentaria siguiente: i 2 / 2 * 
c 1/1* pm 2/2* m 3/3. El molar que 
aparece el último se llama muela 
del ¡íiicio. 

En el corte longitudinal de un diente pueden verse los diversos tejidos 
que lo constituyen: la cutícula (protectora)* el esmalte, formado por 
pequeños prismas, el marfil, la pulpa dentaria y f alrededor de la raíz 
del tejido óseo* el cementa. Eí marfil o dentina está constituido en un 
70% por sales calcáreas: fosfatos* carbonato V fluoruro-; y también* en 
menos cantidad* por fosfato de magnesio. 

En la boca si encuentran seis pequeños rongl ornato dos glándula re» 
(arracimadas), que cuasi ¡luyen los tres pares de glándulas salivóles: 
las dos submaxilares, Jas dos sublinguales y las dos parótidas, situadas 
puf debajo y delante del conducto auditivo (km canal excretor se obre 
frente al segundo molar superior), 

La secreción de e^as glándulas es la sativa, formada por agua* diver¬ 
sas sales y un fermento* llamado ptialina o anulosa, que transfoimti d 
almidón crudo en azúcar de maltosa. La saliva interviene en lu di ge 
tión de los alimentos y facilita la deglución. 

Los alimentos deglutidos pasan a la faringe * después al esófago (lá 
epi glotis y la úvttla se oponen a su desviación por la gloria)* y entran 
luego en el estómago por una válvula: el cardias. 

El estómago, — El estómago, que tiene la forma de una gaita, se 
halla situado debajo del diafragma, a [a ¡¿quien !,1 ; su ruin hismI.iJ km 
yor esta carea tiel cardias, y lu menor, del piloto* Sus piiiedn << com¬ 
ponen de tres túnicas: la media es muscular* y la ínter ni, que r cimjuu 
tiva, está, tapizada por un epitelio dolado de numeioHüh glándula que 
segregan pepsinas* cuajo y ácido clorhídrico. La excitan mi pidió ida 
por la entrada de las alimentos en el estómago provoca la acere* ¡ón de 
esas glándulas. El cuajo del jugo gástrico actúa solirr la ciiMcimi de la 
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anatomía humana 

leche* y las pepsina* «obre ks diversas sttbx* 
j tonrias azoadas para transformar lúa en pep* 
^8 tonas o ni bu miñosas y en a min nacidos. br 
pueden verificar estas actividades in vit t o 
por medió de jugo gástrico rerágido gra¬ 
mas a una fístula gástrica Las pepsinas son 
rapaces de iransforifiar basta cerca de dos 
mil veces su peso Je materias azoadas. 

Todos los alimentos amados no son trans¬ 
formados totalmente en el estomago* Des¬ 
pués de su desmenuzamiento, los alimentos, 
tjüe constituyen ahora el quimón atraviesan 
el píloro y entran en el duodeno, donde su¬ 
fren la arción del jugo pane real do* 

El páncreas* —El páncreas es una 
glándula delgada alargada y situada por dc- 
tras del estómago, en contacto con el basen 
a k izquierda y ron el duodeno a la dere- 
eha. Su canal excretor, llamado conducto de 
/I irsttug, se abre en la ampolla de P utet del 

Leí colédoco. 


duoilono, al lado del orifico 
Drl «tndurlK (le Wírsung jiarto un c;in¡il 
accesorio que desemboca dos centímetros 
más arriba en el duodeno. 

I,a estructura del páncreas es semejante a 
la de la* glándulas salivales, pero posee ade- 


r ceático si mi: un» ato 
las glándulas salivales 


más islotes celulares que segregan insdlinm 
i|ijr pasa íl ¡ rectamente a la sangre. 

Las diiistasas cotí tenidas en c] jugo pan- 
1 lasa y u tía mal lasa, que ront tiiúun la acción de 
i Id tripsina, que actúa sobre los alimentos azoa¬ 
dos perú en medio alcalino; una lipasa o esteraba, que divide las grasas 

forma r una ciuubión, y una saponina, que descum- 
[i\n^ grasos, míe sr fu ni Id rían a SU ve/ 

eim el Midío y forman jabones. 

Esas reacciones se realizan en pre¡-em k 


rn linas goliUis par 

prme las grasas en gimen na y ácidos grasos, que 


de 


Cnifl interna <h*l intrsttjio 

vniin pabilo Uní.ilnar 
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pe Moneo 
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la hitis hepática, o sea 
en medio neutro n alca¬ 
lino. Se ve entonces que 
el jugo pan crea! ico ata* 
ca todos los alimentos 
todavía no digeridos* 
salvo las sacarosas. 

Los intestinos. - 

El intestino mide a «re¬ 
dedor de diez me iros de 
longitud ru el hambre; 
es más largo en los her- 
b i votos que en los ear- 
nívoros n omnívoros 
(80 ni en el buey; 30 
en la oveja; sois en el 


Corle esquemático tic la pared tb l 
intest i no 


león). Se divide en dos 
paites; id intestino Óci 
pimío (de siete a ocluí 

tu j y id intestino grueso 

(1*50 mb 

H intcslino .lol^ailn v* un Urgí* wbo d« tres ccntfmulP» «O' 
trn, replegado sobre si mismo y sitMnnido |mi rl mesen te rin. 5c ilivulc 

en tres regiones o partes: , . 

El duodeno, de alrededor de 12 cení ¡metros de longitud; 

El yeyuno, que comprende el conglomerado de íisiih; 

Fl ítem que desembota CU el intestino grueste 

La superficie interna del intestino presenta mi me rusos rep llegues o 
válvulas conniventcs y asperezas muy Juras (1 mm)* o vellosidades in* 
test i nales (100(1 por nn 2 ). Sus paredes están formadas por tres lum- 
nis + bt externa t que depende d»d meaenterio; la medía, muscular y 
formada por dos capas de fibras longitud males y transversales que pro¬ 
vocan los movimientos peristálticos y el deslizamiento de ks excre* 
metilo* y ln membrana interna, mucosa lapizada por un epitelio cilin¬ 
drico, Las glándulas que segregan el jugo iutestinul son las aemosas 
del duodeno y otras tubulares en el yeyuno y el Íleon. 

El jugo intestinal flema sobre todos los alimentos, 

!\ira la digestión de los azúcares* hay tres fermentos: uno para la 
maltosa (molí asa), que la desdobla en glucosa; k iHMTÍfllft fermento 
o enzima que actúa sobre la sacarosa y bi desdobla en dos molécula* 
asimilables, una de glucosa y otra de levulosa, 

fiiüdl^tOii + í kí ) d - invi*rtasa = (aiHudini 4 (*hi licOn; 

glucosa levulo*a 

y 1 1 na I mu 1 n t o la lactosa, que di..sdobla lu lucí osa, I. i ílk.4 á i, fq.i * I 
agua y da dos moléculas de glucosa. 

La digestión de las grasas se realiza por acción de una lipasa que las 
saponifica. La digestión de los tilbiimtnoides se hace gracias a la erep- 
sino, que ataca las albuminosas y las desdobla en aminoácidos: leu chut, 

tirosina* etc* 

A estas acciones hay que agregar bis provocadas por lu presencia de 
bacterias provenientes del agua que se bebe o de la acción del Bacilus 
amylahat'lvr sobre la celulosa, y también otro- procesos, productores 
de numerosos gases; gas de los paula nos, amoniaco, ¡indo sulfhídrico. 

Las substancias que salen fiel estómago pasan al duodeno por ondas 
sucesivas y constituyen rl quinto, compuesto de torio lo que ha sido 
dígicrido (glucosa, aminoácidos), de grasas emulsionadas o saponifica¬ 
das, de residuos no digeribles como el almidón crudo y el tvjulo eta&* 
de substancias que han escapado & la acción de los jugos ti i ge s- 


\ i vtiH> Valias de rxug mi km nckw -min absorbidas en el intestino delgado, 
en lanío quti Ion noddiiOK defrecndcrnrj hacia la exlrctnidad del tubo 
digestivo, en un tiempo más o menos largo* mediante las contracciones 

peí ¡mtálticitf. 

Absorción intestinal de las substancias digeridas. — Las vellosida¬ 
des que tapizan la cara interna del intestino delgado son los órganos 
de la absorción. Suman ófltua varios millones (tienen l trini fie díame» 
tro) y están constituida* por un relieve conjuntivo cubierto de un epite¬ 
lio cilindrico. En su iníerior se encuentran fibras musculares, asi como 
una arteriok y una vénula que se cu pilar fea» alrededor de un vaso 
qu ditero central. Los quilí faros están unidos entre sí. 

El quilo, parle del quimo de actividad osmótiq* que baña las vellosi¬ 
dades se compone de linfa y de grasa emulsionada. Las grasas atra^ 
viesan el epitelio y llegan al canal quilífero. De lo* vasos quihferos el 
quilo pasa por el conducto torácico a la vena subclavia izquierda, donde 
sr mezcla con la sangre. La bilis determina en el intestino la contrac¬ 
ción de las fibras musculares de las paredes donde están fijadas las vello¬ 
sidades. 


Descripción y junciones del aparato 

respiratorio 

I a respiración t*s la fundón mediante lu c-ual absorbemos el oxígeno 
¿el aire y expelemos el gas carbónico y el vapor de agua residuales. 
Todos los animales respiran: se distinguen las respiraciones cutáneas, 
branquial, traqueal y pulmonar (como es la del hombre). 

Los dos nulmanes se encuentran en la taja torácica, a coda lado iJH 
eura/.ón. v s,* hallan en comunicación con el exterior por ¡os ¿rom;utos y 
lu tráquea. Los pulmones están constituidos por unos l 800 millones de 
ve i ¡guillas, los alvéolos pulmonares, cuyo conjunto forma una superti- 
,-ic de 2yi) m a , Sun de forma cónica, descansan sobre el diafrugm¡i, y el 
derecho «4 luí poco más voluminoso que el tequíenlo. Los pulmones están 
envueltos en una membrana serosa, la pleura; la primera hoja de 
ésta se aplica sobre los pulinones, y la segunda sobre la pared torácica. 

Conductos aeríferos. El primero es la traquea, que 9C abre en 
la faringe por la glotis, la cual es obturada por la cpigloüs durante a 
deglución. La tráquea, que tiene dos centímetros de diámetro y a 
de longitud, está situada delante <M esófago. Sus paredes em; .erran de 
It. a 20 anillos cartilaginosos lapisadea por un epitelio vibrátil. La na- 
(inca se divide en dos bronquios que penetran en cada uno de los pul* 
monea; los bronquios están ^divididos a su ve* en hrmquialm que 
van a abrirse cada uno en un lobulillu pulmonar (alveolo) < 0 paredes 
delgadas, eláslieas y muy vascularizadas, que constituyen la supeih- 
cic rcaidratnria. La sangre reducida (negra) llega por las arlerwlas 
pulmonares y sale, oxigenada (roja), por las vénulas pulmonares, que 
se reúnen en cuatro venas que desembocan en la aurícula izquierda. 

La función respiratoria comprende, primero, fenómenos mecánicos que 
regulan la entrada y salida del aire; y en segundo lugar, fenómenos 
(isicoqMímicos consistentes en la absorción del oxigeno ron desprendí, 
juifntn smudiátiru de mdiidrklo carluadco (LO’j), 

Fenómenos mecánicos- — Eslms fenómenos compTeiulen dos fa*L'íi: 

la entrad* del aire t> inspiración, que es activa* y la salida dtd aire o 
espirucióti) que se hace |JuSÍVfll»etUe. 

En la inspiración, el diafragma aplana su curvatura* hace presión 
sobre lus viscera* y echa bada adelante la pared abdominal* al mismo 
tiempo, pnr conduelo de la pleura; ejerce umi tracción por k base 
snbre lofl jm!muñes y provoca así su aumento de volumen* Los músculos 
elevadores de las cusidlas (espídenos, serrato menor , intercostales), \e- 

va atan bis costil bis y elevan la pared torácica, 
n sea la pleura y lus pul muñes. Late mímenla, 
pui \a acción de los músculo* iniercostalrs 
exlernns* los pirlüiioHcs se agrandan también. 
Penetra así medio litro de aire en rada mu- 
vi miento hispí rato no y unos lfi por minuto* 
la capacidad de los pulmtmcs es aproxitnada- 
nictiie de tres litros. 

La espiración, qur* Mjccde a la inspiraritin* 
se.hace, como sr ha dicho, pasivamente; todos 
lus músculos recuperan su posición inicial y 
expulsan dt; esle modo aproximadamente me¬ 
dio Litro de aire al exterior. En la inspiración 
forzada, los músculos pectorales intervienen, 
lo que hace que la cantidad de aire introdu- 
ruin pueda alcalizar basta cuatro o cinco litro*. 
La cantidad de aire que pasa diariamente 
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Pulmón ; jtt. pnr los pulmones es de alrededor de 10 m 

16 X 60 x 24 horas = 11 52U litros). 


Neo, y 


Mecanismo uk la üN* 

TltADA DHl, AUlli UN f,OS 
priJviONiis : D* Diíifríig- 
ma; Ib 

cavidad pleural; T. (n^ x 
('raquea; /\ ligadura; 

IJ. gntu; /. /íizo Fenómenos químicos. — Los fenómenos 

químicos de \¡i respiración cousísli u en absui* 
ción de oxígeno y expulsión dt anhídrido carbónica y vapor de a¡piu. 

El aire inspirado, que rimtirar 21% de oxígeno, sale con sólo 16%; 
perú, m versa mente, la proporción de L()¿, que era de 0,01 !itr<is. pasa 
a cuatro, es decir, aumenta 100 veces* Además,, expulsamos más de 
400 gramos de vapor de agua al día. 

La absorción fifi realiza fácilmente gracias a La enorme superficie 
tapizada por J;i sangre en los alvéolos, que es de 75 m% y al escaso 
espesor de un glóbulo rujio El oxígeno W combina ron la hemoglobina 
y forma la oxibemoglubími, que cede su oxigeno p 
de bis azúcares y las grasas. 


oxigeno inira la combustión 
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El COí, que se produce en ludas las células, sr disuelve en rl plasma. 

combina con las sales y la hemoglobina, y cu expulsado ai + xt<. 

durante i a espiración. Como puede verse. (o respira'ión ve ni. ule j o 
fmce, en lodo organismo vivo, en la--. eéhiUs, »|Ue r. domh «r íoniiu 1 I 
anhídrido carbónico por oxidación <le los ¿iziieuie¡, y de he. grasuv I ».» 
acciones reflejas se realizan bajo l<i dependrueiü ib’ un r- niin hnviihíi 
situado en el suelo de! cuarto ventríi'utn drl bulbo, que e ■- id M «m "b 
ero Ira respiratorio ( nudo vi tul L 


Descripción del aparato circulatorio 

El aparato circulatorio es id conjunto de v.ihu que dlfrl nhu v* 11 11 
sangre por d enejpir; la lino lar ion ir >d moví míenlo íb I11 Ni-tigre pm 
lodo td organismo. El upa rulo circulatorio está Lo modo por: 

3 " El corazón :> órgano central de la circulación y propulsor de la 

sangre; 

2 o Las arterias, conducios qUe parten del corazón; 

3 J Las venas* que vuelven la sangre al corazón, y los capilares* 
linos cantiles que comunican las arterias y las venas. 

La sangre.- -El cuerpo humano adulto encierra de cinco a seis 
litros de sangre, lo que representa, mas o menos, una quinta parte y 
media del peso del cuerpo. La sangre viva es un líquido {plasmo) en 
el cual se mueven glóbulos rojos y glóbulos blancos. 

Los glóbulos rajos o hematíes* que carecen de núcleo, tienen la furnia de 
discos bicóncavos de siete mieras de diámetro y dos de espesor (parte 
media). Hay unos cinco millones por mml Su pruitiplasma está impreg¬ 
nado de hemoglobina* substancia álbum i no olea que da la coloración roja 
al glóbulo. El hematíes transporta rl oxígeno por todo el organismo, 
gracias a su nxihemoglubina, que forma con el óxido de carbono 
una combinación estable. Su combinación con el (Á)¿ es la 'car Lo hemo¬ 
globina, substancia poro estable que se destruye en parle al pasar por 
lus pulmones para dejar el (_If)a en libertad. 

Los glóbulos rojos se forman a expensas de los leucocitos (células 
embrionarias), que pierden sus núcleos y se cargan de hemoglobina en 
la medula roja de los huesos y en el bazo. Su vida es bastante corta 
(sólo algunas semanas), pues se destruyen en el hígado y el bazo. 

Los glóbulos blancos o leucocitos son células sin membrana y con uno 
n i|oís núcleos. Son menos numerónos que los bruñí íes t / ;>tlO por mm 5 ; 
mío por cada 8 UU glóbulos rojos). Son células que se desplazan (atra¬ 
viesan las paredes de los vasos) y poseen sendópodos capares de destruir 
ciertos microbios. Este poder fagocíUco va asociado a la secreción de 
,1 mí ¡toxinas. Hoy está demostrado que los leucocitos segrega o también 
substancias que tienen la propiedad de destruir glóbulos sanguíneos 
pertenecientes a otros mamíferos de distinta especie; tales substancias 

o puede 


son las atexínns. En consecuencia tina transfusión de sangre 
hacerse de hombre a hambre. 

El plasma se coagula expuesto al aire como consecuencia de la com¬ 
ió nación del bbrinógeno etm las sales de sodio: la fibrina formada retie¬ 
ne los glóbulos. Sr constituye así una masa sólida roja, o coágulo, y 
un Lquido amarillo: el suero. La sangre encierra gases; su oxígeno pro¬ 
viene de la respiración, su gas carbónico rs producido por la oxidación 
de las grasas y los aziVurcs, \ contiene, además, un poco de nitrógeno 
V de argón. 


El OOrtlZÓri. - - El corazón* situado entre tos dos pulmones, tiene la 
forma de urt cono cuyo vértice, dirigido hacia abajo c inclinado a la 
izquierda, se encuentra a la altura de la quinta y sexta costillas. Su peso 
rs de 280 gramos, y inicie II) cení i metros de longitud, y otro tanto 
en su mayor anchura, En un curie lougitudínu 1 puede verse que el cora¬ 
zón presenta cuatro cavidades: dos aurículas y dos ventrículos, (lacla 
aurícula se ubre al ventrículo correspondiente por un orificio a tirirú la- 
vtm trie Litar guarnecido 

por láminas elásticas wn* puleswu* 

triangularías, que se 
unen por prolongúela* 
nos tendinosas a las 
columnas musculares 
de los ventrículos. En 
H bufo derecho, este 
orificio es la válvula 
tricúspide; en el iz¬ 
quierdo, la mitral o 
bicúxpide. 

Las paredes de las 
aurículas son delgadas 
en tanto que las de 
Iok ven! rí nulos, son 
toas gruesas, sobre 
rodo las del izquierdo. 

Están éstas formadas 
por tres capas distin¬ 
tas; la exterior, el pe¬ 
ricardio, es serosa y se compone de dos hojas mitre 
Clientra un líquido viscoso, líquida perieardieo* que facilita los movi¬ 
mientos can]tacos. La capa media o mioeaitUa consta de libras «Elriadas 
que se amisto masan entre sí con un núcleo central en cada uno do 
los segmento:*. Estas fibras no están so metidas a la acción ele la volim- 



Corle osqummtico del corazón 


las cuales se en- 
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Sistema arterial. 

l I sistema artel uil *■» on 

i mi ye el conjunto ib* 

Vn*ms que parlen de lo; 
ventrículo*. Está lleno 
4Ir mugre roja oxigrim 
d i, con excepción de las 
a norias pulmonares, que 
ira lis portan sangre ne¬ 
gra o venosa. 

Las arterias son con¬ 
ductos fie color amarillo 
pálido, muy elásticos, 
cuyas paredes están for¬ 
madas por tres iónicas: 
h externa* conjuntiva., 
con numerosos capilares 
nutricios; la media, 
gruesa y formada sobre 
todo por fibras elásticas, 
con algunas fibras musculares, y la inferno, un endotelio* continua 

ción del cmiocardio. 

En las a ríe riólas, el tejido muscular au menta de volumen a tur» lilla 
que es»^s vasos se alejan del corazón. 

La pared de los eapilares, que poseen un diámetro de cinco j» dio/ 
aderas, se reduce h! endotelio. 


Esquema de la circulación dv lo vmgi ■■ 


sangre 
aiterlál 

( venus 
puímanfiffls) 


■asinina 
11 Ni r i,i 1 


Arterias principales. — La aorta liarte del ventrfctilo iziiuirnbq 
asciende por entre las dos aurículas y se curva hacía la tt^ulfiful paia 
volver a descender por detrás del corazón, Está ocluida a su sal ida poi la 
válvulas sigmoideas, de donde nacen lus dos arterias coronarías (nof 1 bue. 
del corazón). Surge de ella, a la derecha, el tronco hraquiacefálicth lu«|0 
la carótida izquierda y la subclavia izquierda,, que se dirige al bta/o, 
donde se encuentran la arteria radial, la cubital-, la de La arcada pu hn outu 
y fas arttrias digitales, 

líe la aorta descendente surgen ¿1 combinación los diez pares de arte- 
rui-i intercostales y las di nfr asmáticas, EJ tnmvo ceíiaco (arterias gdx/rí* 
va, he pática y espianten) parte de la aorta debajo del diafragma, Sr 
encuentran a continuación la arteria mesentérica superior, que se dirige 
al intestino delgado y grueso, las tíos arterias renales* la rneseutérna 
inferior* que se dirige o! colon y al recto, y finalmente, las dos iliacas. 
que van a la vejiga y a los miembros inferiores (arterias femorales, de 
la tibia, del peroné y fe de la uremia plantar). 


Sistema venoso. — Las venas* satélites do las arterias, llevan m mi 
Interior válvulas para impedir el retorno o marcha hada atrás »lc fe 
sangre. Las venas forman «los sistemas: H superficial* que se extiende 
por todo el cuerpo, y el profundo* que se abre en las aurículas. 
Podernos distinguir entre las venas: 

I H1 La gran vena coronario (paredes del corazón); 

2 “ ES sistema de fe vena cava superior (cabeza y miembros superm 


res); 

:v^ El HiJitrnm 4!»^ la vt'tiu cava inferior (inienibros inferiores, iitamr' v , 


venas siipruhepáticas); 

I" El sispona de bis ríeteos (ác igos mayor y menor, y 
tales) ; 

fy‘ El sistema de la porta (venas ¡nteslinalcs, gástricas, 
pane real lias) 


las i 11 torco** 

espíen o ,i ■, 


Linfa. — La Unja, compuesta de plasma y glóbulo» blancos, *-ritn 
los 4|Uc predominan b>s Imloeitos, imprcgmi iodos los tcjtibis, debób» a 
lo cual constiluyc el vcrdai'fern medio interior dtd cuerpo (:uu -t> !■ 

mitad di j su peso). Está formada por la secreción de las pared. h 

fes capilares y por la exudacbin d »'3 plasma de los vasos Hurijuniu-. 

rumo consecuencia de la presión. La linfa contiene menos al bu. . 

la sangre, y menos oxigeno, pero su proporción de tmlndi ido > id-» 
nico es igual 11 la »lc la sangre venosa, lodos los órganos csluti 'p HUI 

d ¡ 4 un sistema ríe capilares linfáticos, que es ele mayor extni nin . I 

conslituidn |h 1 r los »m pilares sanguíneas. Los capilares ImLu.- Lnn.m 

vasos que llevan su rumteni»!»» al corazón. Los principalch ó" la , 1 »n 
vena linfatiia dcn/cluu que avena toda la linfa proveniente 4 b I 1 pmli 

derecha y superior de! cuerpo, y que desemboca vn !u vena » av.» ■ tq. . 

y el <'»>ndij( to torácica, que recibe la linfxi ¡jíoccderíle del 1 u 1 - 1 ■»« 1 ■ > .1. t, 

cisterna de f y ecquH (desemboca en la vena cava Mipnini. . i- d. 

yugular izquierda)* Los vasos linfático* son difirib" d. , * \ .. 

(icnen las paredes muy delgadas, p»‘ro si- jM-rcdnoi mtiv lo. n h. . 
quiliferns cuando están repletos de goMt;is de gras.i l'osrt o .. 
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ANATOMIA HUMANA 


viilMihi' • ■ • m i 1 1 n M 111 ■, .'II nivjr’.fin I'íl Sh trayecto ga n r 1 1 " itjdeloh tli 

glolMllor. Mu n* ic, 

1.-™ Iml i miin lo* íhvriHOH tejidos y está encargada i r mJ i rI 

ni f' a (iiiÍHim> i uní ni Ion agentes infecciosos, Realiza la JiMid.o <\ gru 

mis, azúcares y albúmina a los tejido», y transporta 1 m dcHCllQI (COf y 
■i ira í a Iíi gorrín ule aun guinea. Además, por i nt «miedo* di I» I agotó lo¬ 
sen y de la secreción de antitoxina», la linfa ludia laminen nmitu las 
invasiones lie gérmenes patógenos. 

Circulación de la sangre en el corazón. — El corazón mi■ con¬ 
trae para impulsar la corriente sanguínea por el cuerpo y íw diluía 
luego para volver a llenarse de sangre; estos movimiento.* son la 
sístole y la diastole . Las contracciones se producen a una media de 120 
veeea por minuto en el niño y de 70 en el adulto. Durante la sístole 
vent neniar se perciben td choque de Ja punta y los dos ruido* cardiacos. 
Esas con tracción es se han estudiado por medio del cardiógrafo. La onda 
sanguínea, lanzada Muscamente en la aorta, produce su dilatación; 
ésta, al propagarse, cuñal iluye las pulsaciones arteriales, o sea el pulso, 
que puede notarse en fa muñeca y en Ja sien. La circulación en las venas 
se hace mediante el empuje de la sangre de los capilares (vis a tergo) 
y la aspiración de las aurículas, ayudados por las válvulas de que están 
provistas las venas. 


Órganos de 


excreción 


La excreción es el resultado de los fenómenos de asimilación y des- 
asimilación que tienen lugar en el protopatria vivo* 

La asimilación es d acto por el cual la materia viva selecciona los 
maltíriak*s nutritivos. los incorpora y los transforma en substancia viva. 
Esta formación continua de prottophisniu se acompaña de una destrucción 
correlativa de materias vivas, lo que constituye la desmirnUacián o ex¬ 
creción* 

Las substancias de excreción, es decir, que deberán ser expulsadas al 
exterior, son; l" los elementos de la bilis, expulsados por el hígado ; 
2 * la orina y el sudor, excretados por los riñones y las glándulas Sudo¬ 
ríparas ; 3"* el gas carbónico, desechado por loa pulmones en el aire 
espi rudo. 



Aparato urinario. — El aparato urinario , situado en el abdomen, 
se compone principalmente de los dos riñones, colocados al nivel de 
las vertebras lumbares a cada lado de la columna vertebral y detrás 

de] peritoneo* Los riñones 
tienen color rojizo, pesan 
160 gramos y miden 10 
centímetros de longitud, 
cinco de ancho y dos de 
espesar. Su extremidad su* 
perior tiene adheridas las 
cápsulas suprarrenales y su 
borde i memo está excava- 
lío; del hilio parte el cuñal 
excretor o uréter * que tus 
ne alrededor de 23 centí¬ 
metros de longitud y va it 
desetn bi km r oblicuamente 
en la vejiga. Ésta, situada 
por delante del recto, es 
de paredes clásticas y mus¬ 
eo lares, tapizadas en su 
interior por un músculo 
que les asegura su imper* 
mea!olídad. El ranal que 
parte de la vejiga es la 
uretra, que está provista 
de un esfínter. 


A calato üitiNAiuo: A* aorta; Ab f sec¬ 
ción di 1 los músculos de lu pared iib- 
domina! ; Ar, arteria renal ; Cl, cresta 
iliaco; Cs, cápsula suprarrenal; H* 
riñón; He, recto; U, uréter; U\ utici- 
ni lento de la uretra; V, vejiga; Ve, 
vello cara inferior; Vi, arteria y vena 
iliacas; Yr* vena renal 


Estructura del riñón, 

— En un corte longitudi¬ 
nal del riñón puede verse 
que la membrana conjun¬ 
tiva externa, o cápsula, 
uní-ierra dos capas: la capa 
cortical y la medular. 


La primera está formada por gran número de pequeños elementos 
relacionados con una pequeña arteria: los corpúsculos de Malpig/ii; 
la segunda, por tubos dispuestos en grupos de 15 a 20 , que forman la 
llamada pirámide de Mtdpighi, Los tubos se abren en el vértice de la 
pirámide y la orina cae así en la pelvis pare ser excretada por Ion uré¬ 
teres y la vejiga* Estos tubos uriníforos comienzan en la zona cortical 
en una ampolla que abraza el gjomérulo vascular: la cápsula de BoW- 
mana * El tubo se continúa por una porción ondulada que pronto des¬ 
ciende a la zona medular para remontar y desembocar en un tubo 
de Bellini de las pirámides. Esta parte, que cs mucho más ancha que la 
porción descendente, posee un endotdio excretor de protoplasma es- 
t ciado. 


Las dos gruesas arterias renales se desprenden de Ea aorta descen¬ 
dente. Entran en el riñón por el hilio renal y suben entre las pirámides 
para llegar a la arteria arciforme , cuyas artcriólas radiales se intro¬ 
ducen en la cápsula de Bowpwnn, donde forman un amasijo vascular 
arterial (el todo eosíituye un corpúsculo de Malpighi). De cada glu- 



pim rulo parte una vénula que se cu pila riza sobre los tubos urinífe ros y 
que contiene sangre a una presión bastante fuerte, Las prolongacio¬ 
nes se reúnen en la vena arciforme para 
formar la vena renal. 

Composición de la orina* — La orina 
es tóxica debida a las sales de potasio qi 
y materias colorantes que contiene; 
pero lu cs diez veces menos que la bilis* 

Se encuentra en la orina agua (95(1 por 
I 000 ), cloruros, su líalos, fosfatos de so* 
dio, de potasio y de magnesio (20 gr) T 
urea (20 gr), acido úrico (0 T 5 gr), en 
estado de u ral os de sodio y cu Icio, y 
u mbi lina. 

La urea y el ¿cida úrico son produc¬ 
tos de desecho de las materias albumi- 
mñdfus; substancias que se desdoblan en 
aminoácidos, teueina, timsina y glien- 
ada, y que luego, bu jo la influencia de 
Un fermento del hígado, dan Nllii y car* 
henalo de amonio [LO ;j { NI Lri.L el cual 
produce urea lCO(NU3h] al perder'dos 
moléculas de agua. 

Luanda hay exceso de ácido úrico, éste 
se deposita en forma de agujillas en Jos 
cartílagos articulares y da lugar a la 
enfermedad llamada gota. 

La orina es acida en el hombre y los 
carnívoros, y alcalina en los herbívoros* 

Su composición varía con el régimen 
alimenticio y el estado de salud. En los 
animales ovíparos es a veces casi sólida. 

Los constituyentes de la orina m> se forman en los riñones, sino en 
otros Órganos del cuerpo. En la orina pueden encontrarse producios 
anormales tales como la glucosa, que produce la diabetes o glueosuria; 
la albúmina! que Índica una lesión de la» paredes de los tubos urinífe- 
rns, y cálculos uriní feroz, formados por ácido úrico, uralo y fosfato amó¬ 
nico magnésico (enfermedad de la piedra). 

Formación de la orina, — La orina se forma en dos etapas: prime¬ 
ramente se produce una filtración de agua y sales por el g lome rulo 
a causa de la presión sanguínea ( M mm), lodo lo que eleva la pre¬ 
sión sanguínea (calor, alimentos, ^bebidas cal¡üntes), aumenta, pues, la 
cantidad de orina, 

En segundo lugar se produce la extracción de urea y ácido úrico de la 
sangre por el epitelio de ios lóbulos* 




{’iOHTfi mi UNA MRAMlini MF*“ 
DHUlt Y I>H LA SUBSTANCIA 

Cortical: A, nrteriíis; «. 
:isn del tubo nrinil'ero; H* 
pelvis ; c, tubo con Ion i co¬ 
do ; tvi, capilares; g t cor¬ 
púsculo; P, pirámide; p, 

peque ila pirámide tic k» 

substancia cortical; td, tu¬ 
bo colector; V, venas 


El hígado 


El hígado os una gran glándula de color rojo u hacino colocada lia jo 
id diafragma, a la derecha. Pesa de uno y medio a dos kilogramos, y 
todavía más cuando osla repleta de sangre. Su cara superior es conve¬ 
xa y la inferior tiene cuatro surcos que forman una especie de //, 
y en los cuales so sitúon la vesícuín biliar, la arteria hepática y Ja 
vena porta, Eslos surcos dividen la masa hepática en cuatro lóbulos: 
derecho* izquierdo, citad rudo y lóbulo de Spiegel, La sangre sale de 
ellos por tas tros venas stip rabo páticas, que vari a la vena cava inferior. 
Los conductos hepáticos reciben la bilis, que so vierte en la vesícula 
biliar por el canal cístico y en la ampolla de Vater por d colédoco, 

Lu delgada membrana conjuntiva que envuelve el hígado penetra cu 
su musa y la divide en pequeñas granulaciones del tamaño do un grano 
do mijo (lobulillos he ¡játicos), en cuya periferia se encuentra una arte- 
rio f a hepática. Una pequeña vena lleva la sangre u la vena cava infe¬ 
rior. Las células que constituyen la masa del lobulíllo iLcnrit uno o 
dos núcleos y granulaciones de grasa, glucógeno y bilis. 

El hígailo os un órgano digestivo que favorece U* absorción tic bis 
grasas y guarda en reserva cl almidón animal o glucógeno; es tu minen 
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un órgano antitóxicu que destruye en H tubo digrMivo Iuh tnxuuifi dr 
las bacterias e incluso ciertos venenos; destruye los glóbulos rojos nido 
ros, retiene su hierro, y produce, a partir ríe las tna i arias u/«nidu«- 
urea, que será eliminada por los ríñones. 

El hígado elimina alrededor de un kilogramo de bilis por día; /<tn 
es de color amarillo oro, pero después se transforma en rojiza y verdosa 
Encierra aproximadamente 150 gramos di- substancias solidas par rióla 
I 000: glicncolato y uurotúlalo de sodio, colesterina. Ést¡¡* puco solo 
ble* se aglomera a veces en los canales o la vesícula en rom mimir 
de uno a dos centímetros, las cuales provocan los cólicos hepático»* 

La bilis provoca la contracción de. las vellosidades intestinales, impi¬ 
de lu putrefacción de los alimentos, y facilita la caída de las cela Lis 
epiteliales y su sustitución por células jóvenes. Medíanle el tau roen luto 
de sodio, 1 la bilis provee al vello del azufre indispensable para mi 
vida. 

GraCÍus ü! glucógeno que almacena, el hígado puede enviar h los 
músculos la cantidad que éstos necesitan para el trabajo muscular (la 
sangre no encierra más que 1*5 gr de glicógeno por litro). 


Calor animal 


Nuestro cuerpo produce consta ni emente ador: a pesar del calor irra¬ 
diado» y de las demás causas de pérdidas, su temperatura permanece 
constante, El calor se debe principalmente a las oxidaciones y otras 
reacciones químicas. La temperatura del cuerpo humano es de 37,5 
grados centígrados,, con oscilaciones de algunas décimas. La temperatura 
superior a los 3B Ü C se llama fiebre, En las aves, la temperatura alcan¬ 
za 44" C* Los mamíferos y las aves son llamados animales de sangre 
caliente, y de temperatura constante u hontcotermos. 

Todos íos demás animales, reptiles, batracios, peces e invertebrados 
producen mucho menos calor; su temperatura sobrepasa en sido medio 
grado la del medio ambiente. Su resistencia al frío es mucho mayor. 


(vina uitnimleri ron llamarlos de sangre fría o de temperatura variable, 
1'inri n medirse Jas irTnpeaitm.il por medio del termómetro clínico* 

pe.. ion olía apto*¡marión tic 1/10 de grado. Con las agujillas 

r> .. Liiio.i.m he lut piulido del erra ¡na r Imsta 1/4 000 <le grafio, y eon el 

ImhtttiHta d*' Langlejf un 1/7 (MIO, Se ha podido así establecer Ja topo- 
j'i hfm p r luirá del ctirrpo la |r-tupmti l»i' j| licué su máximo en el híga¬ 
do I Itl" i ) y rn bi aurícula derriba ( 3 fj,lt* (!). 

lo nfúcares, grasas y prplnini . .dónenlos que se oxidan con dcs- 
I h e n d 1111 i en l o de calor* reciben el mimhrr de termógenos, 

l ie. aítmeiilos azoado* producen puco rulur en sus sucesivas trans¬ 
ió r mué iones, 

l'n udultoy en reposo» produce de 2 OdtJ u 2 701) gratules calorías; 
trabajando* puede alcanzar 3800« Durante ol •UtBo* H calnr producido 
ch mínimo (36 grandes calorías por hnru> 

ti 

Utilización del calor. Hsi<- ■Calor cu «íiipb'.uhi pu i h templar los 

alimentos ingeridos (2,6%), el aire inspirado LLfi", ) «■ i . pura 

compensar el enfriamiento producido poj la cv^mi.n i»h pulmonar y 
cutánea (14*7%); el resto (80%), se pierde pop i r i .id in ión *> ea t ni un 
formado en trabajo por los músculos. 

Aparato de regulación térmica. La «coceo.o i.. cíeme de 

defensa contra el frío comienza por un aumento vu lu «b on ion de 

oxígeno, lo que produce una mayor formación de mili ni i ni.» - • > ..I« n 

y de calor. Al mismo tiempo, los vasoconstrictores rctlucm l.i cuculí 
i tón cutánea. 

La reacción inconsciente contra el calor tiene lugar ni d« uuiuiii lu 

cantidad del oxigeno y fie los alimentos necesarios, y rl ..mi<> IN h 

secreción de las glándulas sudoríparas (enfriamiento por evapora* un i 
de) sudor). El hombre puede resistir un calor seco de 1IV t din ¿rote 
un cuarto de hora. 


A. M KN 1“ CAI \ 


Glándulas de secreción interna 


Generalidades. Observaciones preliminares* — Glándulas de secreción interna mixtas; Higndo. Páncreas. Duo¬ 
deno, — Glándulas endocrinas puras» Hipófisis; Lóbulo anterior. Lóbulo intermedio posterior. Glándulas supra¬ 
rrenales : Parte cnrl icosupr&rmial. Parle meduloRU prorrata I. Glándulas piiratiroiries» í,lánriuln I i roldes: F unció- 
glándula tiroides, Interrelnción eon las otras glándulas. Glándulas geni lo les : Endocrinología «el 
masculino. Caracteres sexuales secundarios* Endocrinología del aparato genital femenino, 
embarazo. Inversión del sexo de las hormonas, Acción de la luz sobre el funcionamiento de 

tos órganos genitales 


nes de la 
aparato genital 
Diagnóstico del 


Generalidades. — La noción de glándulas de secreción interna , in¬ 
troducida en la ciencia hada 1850, se debe a (¡laude Bernard, Se sabia 
que el hígado posee una secreción externa, la bilis, que se vierte en 
el intestino delgado por el colédoco, Pero Claudc Bernard demostró 
que el hígado elaboraba en sus células otra substancia (glucógeno) que 
puede transformarse en glucosa, y pasar «le los capilares de la glañ¬ 
il u la a fas venas suprahepáticas, y por lauto a la circulación. Así, pues, 
el hígado es una glándula mixta que posee, a la vez, una secreción 
externa y otra interna. 

Hay otras glándulas (tiroides, paral i roldes, suprarrenales, hipófisis, 
etcétera) que no presentan ningún «anal excretor : el producto que 
elaboran lo vierten directamente en la sangre* Son lus verdaderas glán¬ 
dulas cerradas o glándulas de secreción interna, 

Estas glándulas han adquirido desde hace algunos años gran impor¬ 
tancia desde el triple punto «1c vista fisiológico, clínico y terapéutico. 

Constituyen, junto con el sistema nervioso, un modo ríe relación entre 
las diversas células de S«>s tejidos. Las hormonas que segregan influyen 
sobre aquellos órganos que poseen una sensibilidad electiva para ellas. 
Su déficit o insuficiencia pueden acarrear translomos muy graves; a 
veces de orden psíquico. De este modo, las hormonas sexuales confieren 
a¡ varón un comportamiento psíquico muy distinto del de la hembra. 

Muchas de esta» hormonas ha» sido ya aisladas, y se hu podido tam¬ 
bién hacer la síntesis de gran número de ellas. La terapéutica, natu¬ 
ralmente* ha aprovechado estos producios rápidamente; pero con gran 
prudencia. 


En efecto, existe un hecho muy grave que puede producirse cuando* 
queriendo suplir el déficit de una glándula de secreción interna* m h 
inyecta al enfermo la hormona que ella segrega; sin duda* se obtiene 
momentáneamente una mejoría; pero en cuanto cesan las inyecciones* 
el enfermo empeora. En efecto, la secreción - de una de sus glándula* 
es frenada por sn propia hormona. 

Observad artes preliminares. Como sólo nos referiremos n lo* 

aspectos fundamentales de este tema* no trataremos, pues, la biología 
de los órganos siguientes: 

I" El timo , que, desarrollado en los jóvenes, sufre una cierta regir 
sión, e incluso puede atrofiarse en los adultos. Es un órgano tmfoidr, 
situado en la base del cuello, que parece proveer al organismo dr 
nucleoproteíñas. No se ha podido aislar ninguna hormona provenir ni* 
de este órgano; 

2" La epífisis, que* situada en la parte superior del cerebro, en mi 
pequeño órgano cónico (glándula pineal) que tiene ñl parren itou 
acción opuesta a la de la hipófisis; 

3° El haz o, órgano linfoidc, verdadero cementerio de Ion glóbulo- 
rojos desgastados, que elabora también glóbulos rojos jóvenes y rom 
t ¡ tu ye principalmente un almacén para estas células. La acó ion «h’l 
bazo no parece ser muy importante: su extirpación no allera la nalud 
del individuo* y es posible privar de este órgano a sucesiva ffwiimo 
ties de animales sin perlurbar su desarrollo y su salud. 


Glándulas de secreción interna mixtas 


Hígado. — El hígado tiene una doble función: segrega la bilis en 
el intestino (Líquido digestivo) 9 y elabora el glucógeno por medio de 
los materiales de que le provee la digestión (azucares, grasas, práti- 
dos). El glucógeno vuelve luego a la sangre por las venas supraliepú- 
liras* en tal proporción que mantiene a un nivel constante el azúcar 
de la sangre (glucemia general). 

Esta junción glucogénica del hígado, descubierta por Claude Bernard* 
fue la primera secreción interna conocida. El ilustre fisiólogo consideró 
las secreciones internas como de naturaleza nutritiva. Sin embargo, lu 


cuestión ha evolucionado considerablemente desde cmi época M filen 
Par ejemplo, se sabe hoy que es la misma célula «leí hipado lu qto 
elabora las dos secreciones, exacrina y endocrina, y que no omite lo 
mismo en el páncreas. 


Páncreas* — Lata glándula, situada en la comavi*Li.I del dm»!. 

detrás del estómago* encierra dos grupos de célula diMmla 

r Las células de tipo secretorio común* ordenadas tdirdedoT >L *«uia 
ticulos* segregan el jugo pancreático: jugo digestivo muy impoit.mr 
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que, en colaboración con la bilis y H jugo intestinal, ueiua en el 
duodeno sobre los prótidos, las grasas y los asnearos; 

'¿' Los islotes de Langerhans* formados por células especiales con 
gran olat ion es prot o plasma l Íca$ f que vuelcan su secreción* la insulina, 
substancia proteica sulfurada, en los capilares sanguíneos. 

La insulina posee funciones de importancia especial. Contribuye de 
manera poderosa a regular la concern rae ion de glucosa en la sangre 
a través de un mecanismo complicado, provoca también la fijación de 
glucógeno en el hígado ( gtu cogen apexia) y produce luego la descarga 
glücémica. El exceso fíe azúcar en la sangre frena la secreción de 
insulina. 

La insulina desempeña un papel muy importante en el tratamiento 
de la diabetes: su combinación una vez cristalizada con el cine —la 
más utilizada— produce un efecto más eficaz y prolongado (insulina 
retardada). 


Kn p?mj it üit i ni ■ uiili < i i minen 14i insulina a fin de producir un 
déficit «le tiv.úeui (/n/ m /n. , moJ. ijm determina un coma temporal, bciic- 
heinso pura riritíi". rideiimi* mMiifilea. 

Duodeno.— La peí f ■ . mil dr I intestino delgado segrega el jugo 

intestinal o entérico* qiir i impei'ii en la digestión con la bilis y el jugo 
pttncrrálico (secreción * I'd duodeno posee también una secre¬ 

ción interna: en efecto, i <i mmIh low alimentos impregnados por el jugo 
gástrico acido fninqtoMn »l piloio, excitan la pared del duodeno, que 

segrega entonces una Mite.i unm particular, la secreíiñtt, puc pasa a la 

sangre y provoca la acere.o de! páncreas. 

\ .a secretina provoca, jrdrín.r , la secreción de la bilis y del jugo enté¬ 
rico, Se sabe que ex inte mui verdadera colaboración de estos tres 

jugos, que se complementan fiara operar la digestión de los tres com¬ 
ponentes de los alimentos: piole i ñas, híd ralos de carbono y grasas. 


Glándulas endocrinas puras 


Hipófisis. Es una pequeña glándula que tiene en el hombre el 
tamaño dr un hueso de cereza; cuelga ríe la parte inferior del cerebro* 
unida a él por el tallo pituitario, y está incluida en una cavidad ósea: 
la silla turca del hueso esferoides. 

Recientes trabajos han demostrado que este pequeño órgano desem¬ 
peña fu ríe iones Importantísimas desde id punto de vista fisiológico, y 
por ello ha sido llamado cerebro end ocrin o, ¿lave maestra del sistema 
endocrino, ele, 

(áiando se examina este órgano en cortes microscópicos se comprue¬ 
ba que está formada por tres partes: 1* el lóbulo anterior; 2" el Ínter* 
medio; 3 o el posterior. 

Lóbulo anterior. — Sus funciones son muy importantes: este lóbulo 
influye sobre casi todas las glándulas endocrinas. Las hormonas que 
vierte en la corriente sanguínea se dividen en tres grupos: 

o) La hormona del crecimiento (somal o tro fina), que actúa sobre bis 
cartílagos de conjunción de los huesos largos. En altas dosis produce el 
gigantismo; 

ó) Las hormonas metabñlicas, que intervienen en el metabolismo de 
bis azúcares (glúcidos), de las grasas (iípidns) y de las substancias azoa¬ 
das (prótiilos), metabolismo en relación estrecha con el crecimiento; 



c) Las esiimulinas endocrinas, entre las cuales podemos distinguir: 
la tiratrojinOt que exalta la secreción del tiroides y puede provocar, 
cuando se produce en exceso, el bocio exoítálmiro; 

las ganad otro finus (A y B), que actúan sobre los órganos genitales 
del macho (espermatogénesis) y sobre el aparato genital de la mujer 
(secreciones folicular y luteínica ); 

la cvrticotrofina* o A.C.T.IL (adreno-corticotrof ico-hormona), que 
gobierna la [nnii¿n-]ón de I ¡ * - corl i'ix'^U'ioidcs dr la glándula - u p la i'rcua 1, 



Hipófisis de macaco (según Simonuet y Sainton) 


Lor último, se atribuyen al lóbulo anterior de la hipófisis acciones so¬ 
bre el sueño y la regulación térmica. 

Lóbulo ¡ntermediupusierior, — Reunimos estos dos lóbulos, aunque 
de origen embriológico diferente, porque sti acción fisiológica no puede 
ser separada. Su indujo, que es, evidentemente, menos extenso que d de 
la anterohipófisis (lóbulo anterior)* produce dos acciones principales: 

V Contrae el músculo liso del útero, con lo que desempeña uti im¬ 
portante papel en el parto; 

2 3 Tiene igualmente bastante importancia en lo que se refiere a la 
eliminación dd agua. Su extirpación o alteración patológica acarrea la 
diabetes insípida (eliminación exagerada de agua sin aparición de azúcar 
en la orina). 

Glándulas suprarrenales.— Se trata de pequeñas glándulas que 
coronan el polo superior del riñón. Son conocidas desde 1543 (Eusta¬ 
quio), pero su papel fisiológico sólo ha sido estudiado a partir de 1853, 
cuando Addison describió la enfermedad que lleva su nombre. 

Estas glándulas comprenden dos partes distintas, la cortical y la 
medular r que tienen estructuras histológicas muy diferentes e incluso 
orígenes distintos. En los peces se mantienen separadas, correspondien¬ 
do los cuerpos interrenales a la parte cortical, y derivan dd epitelio 
celo mico. Sus funciones son también muy diferentes. 

Parte corticosuprarrenal. — Es la parte más importante de estas 
glándulas. Su alteración produce el síndrome de Addison * caracteriza¬ 
do por una coloración oscura dé los tegumentos (melanoderrnia), hipo¬ 
tensión, astenia, hipotermia, y finalmente por un debilitamiento de las 
defensas del organismo frente a las infecciones. 

La extirpación total de las glándulas suprarrenales acarrea rápida¬ 
mente la muerte. Una extirpación parcial que deje subsistir la parle 
cortical es, sin embargo, posible. 

Hormonas. — Stewart y Rogoff aislaron en 1027 [a cortina* cuya sín¬ 
tesis fue realizada en 1934 por KcndalL Más larde, los químicos han 


ailerú capsular superior vena capsular uquitulá 



llegado a separar en la cortina veintiocho cuerpos químicamente defini¬ 
dos, Citemos algunos de los más importantes que los fiisiólogos dis¬ 
tinguen : 

I o Una hormona que produce la transformación de los próvidos en 
azúcares y activa el catabolismo (utilización de las reservas nutritivas); 
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2» La hormona androgenoproteica, <iuc interviene en la formación 
du reservas de proteínas y también en la esfera sexual ; 

La desoxidar tirosterana, que interviene en el metabolismo del agua 

y de las sales. f , + r / a r * t u i 

Correlación de tu eoHicmu piar renal. — La (■ortientidfinii (A.UI.IL 

untcrohiriohsíiria actuu st.lirc la hormona que Bobiertin el metabolismo 
ilc lo» prótiilos y de los ghieidos. La hormona Imnm/anle «le !» hipo- 
fiéis influye sobre la hormona androgeuoproteica, 

Parte medulosuprarrenal. — La función fundamental de esta glán¬ 
dula es la secreción de adrenalina, que desempeña un papel muy im¬ 
portante en el organismo, En IHáfi. Vulpiun observo la coloración vcnle 
t|UC producía el perdoruro de hierro aplicad» sobre lu medula su- 

Em h rhi 1 ónii-amenle, la medula suprarrenal proviene del tubo nervioso 
«rimarlo del feto, que formará liten» 1“ medula espinal; tiene, pues, <• 
mismo orinen que los ganglios dd sistemo nervioso sm.put.ru. Rale 
origen explica que el nervio espláenieu mayor rija la secreeton di .ulre- 

'" ldnmaHn<*. — Es la primera hormona que Fue aislada: lakamin y 
Aldrid. la obtuvieron cristalizada en 1901. Provoca una vasoconstricción 
de las arterias (las arterias coronarias constituyen una excepción), di 
la que resulta una hipertensión generalizada, ... 

La adrenalina produce la erección del vello, una cierta disminución 
dd ritmo cardiaco, la inhibición del peristaliismo intestinal, y laminen 
itt transformación en el hígado del glucógeno en glucosa. 

Existe una adrenalina fisiológica; la glándula suprarrenal segrega 
constantemente lu cantidad de adrenalina necesaria paro mantener^*1 
tono conveniente de las arteria*. Lo* tumor** de cata (Undula producen 

un síndrome de hipertensión paroxístiea, 

Si se exi irp.i una glándula si.prarreiml. In que queda w h. i*.rt i ojia Si 
se extirpa la segunda cápsula hurtante tiempo después, d animal "i.lirc- 
vive a veces: en efecto, en la región en.olidea existe d órgano dt 
Zuckerkctndl, qiíc segrega adrenalina 

Glándulas parat ¡roldes.— E»u» glándula*. Ignorada* damit* 

mucho tiempo por estar i oda ida» en d patenip.inm de « tjTOMe*, 

fueron descubiertas por Sandstróm iti 1880. En *1 a® ” 1 . ' „ . 

pesa., en U.U.1 0,12 gramo*. Su grao Uápoftanfllt (m.cornil conlrartu 

con su exigüidad* . , . , 

Líí extirparían total de bis |mmiiroUÍ ch. produce umi buja tic ^iltia 

sanguíneo, ana elevación de la proporción de fósforo y crisis de trlmm, 
accidentes que indican la intervención de las para)iñude» en el meta¬ 
bolismo del calcio. Los síntomas observados en lu enfermedad de 
Rcdduifihausen confirman este hecho: consisten en un aumento de las 
sales de calcio en la sangre y en la formación de nodulo* ralea reos en 

d sistema rct ieuloendotelial. , . . 

Kn 1923, Collip descubrió la paral hormona, substancia de índole pu>- 

tcb’a, pero aeran necesarias nuevas i nvest i garlones para precisar su 
cmisriludóiu Además ¡h- m acción «ibn* id metabolismo del Cuino, la 
|iu ral hormona cataliza al parecer li formación de la creatina, i|ue des¬ 
empeña un importante papel en la contracción muscular. 

\)cm\v que su han utilizado vn la mvatttjpetón (juerpos radiactivos, 
se sabe que bs huesos del esqueleto t'Slún en constante transformación* 
I* i 111 ] i* pellín ir suponer una importancia todavía mayor de las glándulas 

narutiroides, , . * 

La anteroh¡póli*is ejerce su acción sobre las ¡ia rali roldes* l fir otra 

|khíí\ según una regla tediante general, puede afirmarse CfUC W hipo- 
r'ulcemiu estimula la paral i roldes, en tunlo que la hiperculccmia frena 


su secreción. 


r rs í□ 11d3- iiMerna 


vena tiroides superita 


nrl^iíft tiuiirtftü supunoi 

\ — —— 

vena yugular interna 
derecha 

Carótida [Mi mil iva 
vena tiroides media 


arteria litoides hnleHoi 


vena linaria interior 


tronco venoso 
turquíQtelálka de recluí 



c üt¿ liitn extern; 


JiiifíSD hiüides 


c-atlítiroides 


pirámide te La i ijuette 


lóbulo Iflteial izquierdo 


istmo 


vena tiroides madre 


clavicula 


Glándula tÍFOldCS* Es un órgano bdnbuUdn, en forma di dos 
pequeños escudo», colocados delante de la laringe y de la traquea. En 
el hombro pena «le 2Ó a 5» gramo». Nace eje un saliente de la pared 
ventral de [ft fa migo. 1 listólo gieam ente está constituido por vesículas 
o foltaulufc, lo* cmiles envuelven una cavidad que encierra una subslan* 
«Mu coloide rodeada de rehílas, listos folículos son d<■ dus alases: 

p* [ jOS guinde* ¡(dtt tilos, (jtíc pueden llegar a tener 100 mieras (visi¬ 
bles por lo lanío a limpio villa)» están limitados por un epitelio apla- 
mido, Denotan un rsiudu de fiipoiolividud <h' la glándula, 

2‘ \jw pequeños \i4\culax presenItm vacuolas dentro de un coloide 
L!0 abundante, Est¿ü limitador por un splidio cllímiríco, y son _ cu rae 
un 


|IOl 


Éroiicu vsno^ü 
braQuIotelálico izqulerdc 


ten sucos fie una gran actividad glandulur, VA coloide que contiene la 
hormona tiroidea es elaborado poi id etdtelin y se almacena en la caví- 
drnl vesicular, Más tarde el coloide es exnetudu por el epitelio hacia 
W numerosos capilares que rodean los folíenlos, , f 

Hormona. — Se sube que contiene yod». En CÍCCtO, U mtroduceiím en 
id organismo de yodo radiactivo ha pe nuil ido precisar mj lijarlo» en Jn 
glándula tiroides, Vnu serie de ira bajos lia conducido ni aislamiento 
<hd compuesto yodado activo, la tiroxinu, derivad;! de lo diiudolirosina, 
cuya síntesis fue renlt/nuln en 192 ¡ poi llairingtoo v li.iij/ 

Funciones de la glándula tiroides. Son de mucha impornuteia ; d 
mal funciónamiento de esta glándula i>rovot:a graves afeccionen, r.n los 
animaba privados dr tiroides se produc* Hit grJivc retraso d®l de 
arrolbc La ablución de ía glándula detiene en lus bul rano» el proceso 

de meta mor fosis. . , 

En el hombre, rl h i pof une lona miento tiroideo provoca el nuxedtma 

(enfermedad muy común tn Sute anliguamcnte, en los viilie» cuyas 
aguas no contenían yodo), que se caracteriza por d espeja intenta dtí 
(os legumeulos, debido ü infiltraciones edematosas, y por la perturba- 
ció» del crecimiento, que resulta de lesiones óseas. Los oréanos geni¬ 
tales permanecen atrofiados (infüAtÜtsmo^ y se comprueba lambón 
un descenso importante del nivel de inteligencia. En esta enfermedad, 
bis oxidaciones están muy perturbadas (disminución del metabolismo 

El hiperfuncionamienio del tiroides es producido en el hombre por 
la hipertrofia de la glándula, que provoca la enfermedud de tULsedmu 
(1840), carne leí i/ndu por irritabilidad, taquicardia (ace le rae ion fie tos 
laudos cardmros), rxoluilmiu la vei^s !"* |íárpad6$ no pueden cuhnr 
r| globo oculai), y íirialm«uie \im un aumento imporluntc de Iuh oxi* 
í la ritmes. 

Iftierrelación con bu otras glándulas. — Sennlaremos sólo varias 
de ellas: la anlcrolripifiéis segrega la tirotronnn; it UroWíS aciua 
sobre las gtánduUi iixtiilo«i poiiblemente en forma indirectu (como 
intermediaria de la hipófisis), ÉxítlÓII también intcrrebiriones entre las 
glándulas su prar renales, rl pune reas y la tiroides. Por ultimo, se supone 
(|ue la hormona tifoidea rs la que t r;* nsforum rl eiroírnu en vi lamina A 


Glándulas genitales, Kn realidad, Lh gbinduljts genitales son 
glándulas de secreción interna nn*ltta t que prexenian niraetctíslic i- < qo 
eiales, .Son mixtas porque el testículo segrega, i tu ve/ + , Capcítuato^oules 
(secreción externa) y fiormonas que condicionan los caracteres sexuales 
m_t mu!artos, Del mismn 
modo, el ovario elabora 
los óvulos y otras nume¬ 
rosas y complejas secre¬ 
ciones internas. 

Endocrinología del 
aparato genital mascu¬ 
lino, — VA testículo está 
formado por dos partes; 

! IJ Los tufots stsminífe* 
ros , que forman los es- 
perimtozoides que Ínter* 
vendrán en la fecunda¬ 
ción (formación gober¬ 
nada por la gemadotro- 
fina A); 

2 4 l.as células inters¬ 
ticiales o di alternó ticas 
(Dcufin y AncelK depen* 
urdientes también de 
li i polisís a t ravés de la 





Corte de uit testículo 
muestro lu preMuieio do 


de sapo que 
tivulox en los 


cu nales seminiferox /ir. JRlktm) 

las hormonas luiI i rula res del testículo 


El cuerpo tiroides y su vaseulai iziueion 


P* 
la 

gunadoirobmi 1 h que segregan 
( and ráster mui y test áster un a). 

Caracteres sexuales secundarios* — En * ] momento de la pubertad, 

los testículos, que continúan desarrollándose, comienzan a verter en la 
sangre su secreción interna» Se producen entonces importantes modifica- 
uiones en las vías genitales: ranal deferente, vesículas seminales, cju 
dííiimo y órganos genitales externos. 

Al mismo tiempo aparecen y se desarrollan los llamados atrm teres 
sexuales Si'cu n d artos i barba y cambio del timbie de 
brr. aparición ¡le melena en el león, de cueri 
moílifieaeumcíi son particularmente evidentes 
rl gulliq por ejemplo, difiere de la gallina 
(esclavina, lanceta, plumas de la cola), su canto, 

Iones, su porte altivo y violento, Sí se practica en él la ablación tcHliCU* 
kir, el gallo se tranforma en capón, deja de cantar, pierde una piule 
f ]r \u plumaje, se atrofia su cresta y es vencido por las gal! 
n este capón se le injerta un testículo de gallo, recobra lodos 

butns del macho, No queda duda, pues, de que la .. 

test tentar es la que provoca esos caracteres. 

Estos resultados espectaculares han Inducido a cierto* médlooa « 
intentar rejuvenecer a los ancianos por medio de injerto» uwlicularea o 
inyecciones de hormonas. Lor ahora, desgraciadamente* In leyenda de 

Ealisio es todavía una leyenda, 


de la 

voz cu 

c 

1 hnm- 

n el ri 

;crvu t < 

qc 

, lisia h 

de ríos 

casos 

de 

aves : 

su pl 

u mu je 

bi 

f í llnnlc 

I, su c 

testa, 

hUÍ 

i CKJKI’ 


inu**. Í^j 
los aiii* 
inli’t na 


















í. iiM 1 1 ii i -n •. i ■ r i ii 1 1 1 k 



caracteres sexuales secundarios 


Vi'íl tullí MiOlii.il 


testículo 


__ (irostatn 


Imi monas 
testiculafes 


o 


/ psiquismo > 

instinlo sexual 
Ve oin batí vi dady 


propiedades 

imrtTÓRenas 




pslquisoiü 


túnico musculosa 


túnica musculosa 


túnica mucosa 


¡ice ¡fin inhlhitorli -— 


canal galactóíoro 


MADURACI 


ovario 


m .míe Ion 


acMio 


folículo 




¡& rN 


y 


nnal rno 


proRcster ona 


i_ 

postestro] 


i i v i i i lo 


cuerpo Amarillo 


Acción de las hormonas sexuales masculinas 


Acción de Las hormonas sexuales femeninas 


Endocrinología del aparato genital femenino.—-Como el testículo, 

cí ovario es una glándula mixta. Forma los óvulos, que, fecundados por 
los espermatozoides, darán lugar al embrión, 

liada Inés, en la mujer, un folículo de De Graaf madura, alcanza de 
uno a dos centímetros de diámetro y expulsa su óvulo en las trompas 
alrededor de catorce días después de las últimas reglas. Es el período 
de 4 "fecundidad máxima” en la mujer, 

Nu debe sorprender que la endocrinología del aparato genital feme¬ 
nino sea mucho más compleja que la del masculino; en efecto, el feme¬ 
nino comprende la formación del óvulo por el ovario; la de la placenta 
en los animales superiores; la gestación; el parto , y finalmente, en 
los mamíferos, la lactancia. De esas funciones sólo expondremos los 
hechos esenciales. 

Ovario . — Elabora el folículo de De Graaf, que encierra el óvalo 
(la hipófisis interviene en este acto por mediación de fas ganad otro finas). 

El fot ículo segrega la foticulina, que está acumulada en el líquido 
folicular. 

Después de la expulsión del óvulo, el folículo se transforma en cuer¬ 
po amarillo (que es transitorio si no hay fecundación y permanente si 
ésta se ha producido), el cual segrega una hormona particular, ta 
progestina o progesterona, que prepara la mucosa uterina para la irida¬ 
ción de! huevo (existe sólo en los mamíferos placenta ríos). 

Nidación del huevo. Está favorecida por la progesterona segregada 
por c[ ovario; su acción ha sido preparada por la foUtalina* 

Placenta .— Elabora folien Un a, algo de progesterona y hormonas ga¬ 
nad otropas. 

Gestación, — Desde Caleño se sabe que “el estado de gravidez está 
gobernado por el sistema hipófisis-cuerpo amarillo-placenta”. 

Feto, — El feto segrega también hormonas incluso dentro del úteru; 
insulina, glucosa. 


Parto. — La posten)hipófisis segrega una hormona que excita las con¬ 
tracciones uterinas. Se pensaba, pues, que desempeñaba un papel impor¬ 
tante en el parto. Actualmente, no obstante, se ha revisado esta opinión 
y se cree que son las hormonas del ovario las que intervienen; la folL 
calina excitando las contracciones, y la proge&teronu inhibiéndolas. 

Lactancia, — En el momento de la pubertad, la glándula mamaria de 
la hembra t hasta entonces en reposo, se desarrolla bajo el influjo de 
una hormona anterohipofisaria y de la folie atina. 

Hacia el momento del pana, dos hormonas entran en juego; una 
hípoímm, la prolactina , y utra corticosuprarrenal, la cartilactina . 

Para que la secreción láctea persista, es necesario que intervenga 
una excitación mecánica, la succión del pezón por el recién nacido* que 
provoca un acto reflejo. 

Diagnóstico del embarazo.—Se utilizan numerosos métodos. Uno 
de los mejores es el do Friedman, 

El método se basa en el hecho que cuando el huevo nula en la pared 
del útero, ciertas hormonas ¡jasan en abundancia a la sangre. Se inyec¬ 
tan entonces 2 citó de orina de la mujer, cuyo embarazo desee diag¬ 
nosticarse, en la vena de la oreja de una coneja impúber; 36 horas 
después de la inyección, se comprueba si el ovario de ta coneja presenta 
unos importa ni es folículos obscuros del tamaño de un grano de mijo. 
Sí la mujer no está embarazada, estos folículos no existen. 

Inversión del sexo por las hormonas. — Es sabido que el sexo que¬ 
da determinado en el momento de la fecundación. En los mamíferos, 
y en particular en el hombre, iu> hay mas que una especie de óvulos 
producidos por la mujer, pero existen en cambio dos clases de esper¬ 
matozoides que difieren por su estructura cromosómica: unos, uniéndose 
al óvulo, dan al desarrollarse machos, y los oíros hembras, El sexo está, 
pues, determinado genéticamente. .Sin embargo, se ha podido modificar 
el sexo actuando sobre un embrión joven. 


ESTRO 


OVULACIÓN POSTESTRO 




(fase folicular) 

_A__ 


cuerpo amarillo alrútido 
<lck ciclo precedente 


desarrollo fiel folículo 
f maduración] 


r lándu tas 


(fase luteEnica) 

_A__ 

muerte deI óvulo 
©t 


cuerpo Amarillo 
en degeneración 


14° DIA y recortada en encaje 


espira [¿da 

28° DÍA 


menstruación, 
ríes carnación, 
hemorragia 


periódico 


> 


capa 

funcional 



-i 

- 


capa profunda 
persistente 


Esquema del ciclo menstrual, Evolución del folículo o v úrico y de la mucosa ute¬ 
rina cu la especie humana en los casos en que no se produce hi fecundación del 

óvulo (periodo menstrual normal) 


Acción de la luz sobre el funcionamien¬ 
to de los órganos genitales. — Está demos- 
irada que la hipófisis puede ser excitada 
por la luz, por intermedio del ojo. Así, por 
ejemplo, queda explicado que las mujeres 
esquimales no tengan menstruaciones du¬ 
rante la larga noche polar. 


Paul Portier 



Corto de un folículo ovó ^o en un 
ovario de conejo {Fot. L. Poilpot) 
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— del segmento esfé¬ 
rico, 151. 

basídiomicetos, 318* 

Bata ilion, 319. 
batracios, 40 h 
Bauhín (Gaspard), 298. 
Bclon (Fierre), 298* 
Bcltrami, 74* 

Bencden (E. van), 298. 
Benot, 215* 

Rernurd (Claude, 299, 
104 

— (Noel), 357. 
Bcrnardín de Saint-Fierre 

305. 

Bemoullí (Daniel), 215, 
Bcrthelot, 350. 

Bethc, 250, 277, 280. 
Bicha! (Xavier), 298* 
Biela (cometa), 273, 
binomio, 57. 
biología, 297, 300* 
bisectriz de un ángulo, 
95. 

— exterior, 95. 
interior, 95* 

bisiesto, 263. 
boca, 423* 

Boistissandau, 13, 
boleto, 320. 
bolsas secretorias, 326* 
Bolyai (J.), 74. 

Bonnct, 298, 

Bonnicr, 305, 306, 344, 
353,360,414* 

Corel, 2* 
botánica, 312. 
holriocéfalo, 380. 
Bourbaki, 2* 
Boussmgault, 350. 


Brachet, 304, 307* 
Bradley, 250. 
braquiópodos, 379* 
braza, 35* 
briofitas, 313, 323* 
br¡tíznanos, 379* 

Broca, 420* 

Brocchi, 284. 

Broglie (Louis de), 215* 
Brogníat (A*), 298. 
Bronn, 284. 

Brown, 250, 298* 

Bueh (L* von), 284, 
Bunscn, 250. 

BufTon, 284, 298, 413* 
bulbo raquídeo, 419* 
bulbos escamosos* 342, 
Burrows, 300* 
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cabeza, 417. 

cálculo de la integral con 
cambio de variable, 213. 

— de las derivadas, 

204* 

— de las funciones cir¬ 
culares, 183. 

calendario, 263* 

— juliano, 263. 

Cal melle (Albert), 299. 
calor animal, 427. 

— vegetal, 354* 
cambio de base de un sis¬ 
tema de numeración, 6. 

— del plano vertical de 
proyección, 160, 

— de origen, 224. 

— de planos, 163. 
campo de fuerzas, 240. 
canales secretorios, 326* 
Candolíc (A.-P. de), 298. 
capilaridad, 348* 

cara,123* 
característica, 50. 
Caramuel, 2SÜ. 
carbón o tizón de los 
cereales, 319* 

Cardano, 4, 215. 
carinadas, 408. 
carnívoros, 411. 

Carnol, 74, 

Caro, 298* 
carpelos, 360* 

Carrel (Alexis), 300. 
Carrillo (Alonso), 284. 
casquete esférico, 15L 
Cauchy, 74. 

Cavanilles (A. J.) t 298. 
Cayo Julio Higinío, 249* 
ceralización, 377. 
cefalópodos* 395* 
celentéreos, 37 L 
célula [cultivo], 300. 

— [división], 301. 

— [morfología], 300. 

— [reacciones], 301. 
células secretorias, 326. 
centro de gravedad de 

un triángulo, 95* 

— de homotecta, 108, 
132* 

— de inversión, 133. 

— de la circunferen¬ 
cia, 83. 

— de la elips^, 135. 

— de semejanza, 110. 

— radical, 101. 
centros de gravedad, 226. 

— sensoriales, 420. 
cerebelo, 419. 
cerebro, 419. 

Cesalpini (Andrea), 298. 
cestodos, 380* 


cetáceos, 412, 
cuino f lecas, 120 
ciclústumoK, 401. 
ciencias naturales, 2HI. 
cifras romanas, (». 
ciliados, 370, 
cilindro, 126. 

— circunscrito a tilín 
esfera, 131. 

cinemática, 215, 231. 
circulación [mecanisim>|, 
347* 

— en el tallo, 347* 
circulo, 83. 

— director, 135, 137* 

— máximo, 127, 

— principa), 135, 137* 

— trigonométrico, 181. 
circuios ortogonales, 102* 
circunferencia, 83* 

— De Euler o de los 
nueve puntos, 109* 

— de un haz lineal 
que pasa por un punto, 
102. 

— exinscrita, 96. 

— inscrita, 96, 

— orióptica, 135, 138. 

— que pasa por dos 
puntos, 84. 

— que pasa por tres 
puntos, 84. 

circunferencias concén¬ 
tricas, 85* 

—■ exteriores entre si, 
85. 

— homotéticas, 108. 

— que pasan por dos 
puntos y son tangentes 
a una circunferencia 
dada, 100. 

— que pasan por dos 
puntos y son tangentes 
a una recta, 100* 

— secantes, 85. 

— tangentes, 85. 

— tangentes a una 
recta y a una circunfe¬ 
rencia, 113* 

— trazadas sobre una 
misma esfera, 131. 

Cirrípedos, 384* 

Ciruelo, 4, 74. 

Ciscar (Gabriel), 250. 
cladóccros, 384. 
clases de unidades, 5. 
clasificación zoológica, 
366, 367* 
cloroflceas, 320. 
clorofila, 35I* 

Cobo (Bernabé), 284* 
coccidios, 370. 
cociente, 10. 

— aproximado de dos 
números decimales, 26. 

— de porteadas de 
igual base, 14* 

— exacto de dos nú¬ 
meros enteros» 25* 

cocodrílidos, 403, 404. 
coeficiente de un mono¬ 
mio, 57. 

colénquima, 326. 
coleópteros, 391. 

Colín, 303. 

Comas Sola (José), 250* 
eomatula, 375. 
combinaciones, 46* 
cometa, 264, 273* 
Comma ndon, 301. 
Compañero de Sirio, 2SO. 
comparación de dos án¬ 
gulos, 77* 

— de los números, 5. 
composición de dos Tuer¬ 
zas, 221* 
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336* 

i4itidklúu di n .ni * 
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fiUftiliiti di un jdmiM 
fWléll >11 Mim OÍMUtlIf 
mu u, 9 1 # 

— puní qur SAI * ir 
OUnfcH fu la p«M |M i 
dm ponto* y 11 Uro 
gente n unu miN tn 
un pinito dado, **** 

Condrioma, UM 
congniemúis* Jl 
cónicas, 141, Id* 11 
conjuga ilus, 11 
conjugado iu filónícn, 4> " 
conjunción, 26i. 
conjuntos unudifinblc*. 
4. 

construcción de la cuiitlii 
recta de un ha/ turnó 
níco, 93* 

— de la polar de un 
punto con relación u 
los lados de un ángulo, 

94. 

— de la polar de un 
punto con relación n 
una circunferencia, KM. 

— del eje radien I, 100. 
contador de bolas» 13» 
coordenadas cartesinnus. 

196 , 197 . 

— del centro de tuer¬ 
zas paralelas, 221. 

— del centro de gra¬ 
vedad» 226, 

-— polares, 197, 
copépodos, 384* 
Copérnico, 249* 
corazón» 425* 
corcho, 325. 

cornezuelo de centeno, 
318* 

corona» 269* 
correspondencia, 4* 
coseno, 182* 
coseno ide, 182* 
cota, 154. 
cotangente, 182. 
co tangen toide, 183. 
Cotes, 74* 

Coulomb (Leyes de), 

m 

Cramcr (Fórmulas de), 
65. 

Crémona (G ( de), 4. 
crino ideo, 375. 
criptobranquios, 4Í12. 
captógamas. 31 3. 
cristalografía, 2H4 
criterios de divisibilidad» 
16* 

cromosfera, 269. 
cruciferas, 314* 
crustáceos, 3H1* 
cuadrado, 89. 

— de la suma y t!r ln 
diferencia de dos rnm ir 
ros, 14, 

— de un binomio, 59, 
cuadrante, 15, 
cuadrilátero, 88, 

— armónico» 103» 

— completo, 94 

■— convexo, 194 
cubicación de HMilfiU», 
36* 

cubo, 125. 

— do la suma de doi 
números, 14. 

•- de un binomio, 59* 
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cuerda común. 85* 

de un arco, 87, 
C'uímann* 153, 
cúmulo local, 279, 
cúmulos abiertos, 275* 
cupuliferas, 334* 
curvas de nivel, 173* 

— ortogonales, 115* 

— tangentes, 108, 
culminación, 312 + 
Cuvicr, 310, 365 1 413, 

— (G*), 284, 298, 


CH 

Chundrasckahr, 260, 277. 
Charco* (J.B.), 299. 
Chüslcs, 74, 

— (Teorema de), 195, 
196. 

Chouard, 303, 


D 

Dan lee (Félix Lc>, 299. 
Darboux, 74* 

Darwin (Ch,), 298, 310, 
413, 

DauberUon (L*)* 298. 
decágono, HH. 
decápodos, 384. 

Delagc, 298, 309, 

De tambre, 250* 

Detmmuy (Charles), 250, 
Demoussy, 353. 
denominador, 22* 
densidad de las estrellas, 
276* 

— de un punto, 226. 

— media, 226* 
depósitos minerales [ele¬ 
mentos], 288. 

derivados, 203- 

— parciales, 206, 

— sucesivas, 205* 
Dcsargues, 74, 153* 
Descartes, 2, 4, 284, 
descomposición de unu 

expresión en un pro¬ 
ducto de factores, 59* 

— de un número en 
factores primos, 20. 

— de un polinomio 
en producto de facto¬ 
res, 60. 

descuento, 43* 

~ comercial, 43* 

— racional, 43* 
desdentados, 413. 
Deshuyes, 284* 

De Sitier* 280. 
IJeslundrcs* 250* 
desplana miento, 76, 106, 

123* 

desqueje, 375. 
determinación del plano, 
159* 

diámetro, 83, 

— conjugado, 84. 

— de una dirección 
con relación a los lados 
de un ángulo, 93. 

— de una dirección 
dada con relación a 
dos rectas paralelas, 93* 

diatónicas, 321. 
dicotiledóneas, 333. 
diedro, 120, 123* 
diferencia de las poten¬ 
cias de un punto res¬ 
pecto a dos círculos, 
IÜQ* 

— de los cuadrados 
de dos lados de un 
triángulo, 98. 

diferencial de una fun¬ 
ción, 210. 

dimorfismo sexual, 304, 
389* 

dinámica, 215, 239* 
del sólido, 245. 
Diocles, 74. 

Diofanto, 3* 
diploide (fase], 3t3* 
diplópodos, 385* 
dipnoos, 401* 
dípteros, 392. 

Dírac, 2* 

directriz, 1 39 f 1 54* 
Dirichlet, 2. 
diseminación, 362. 
distancia de un punto a 
la tinca de tierra, 155* 


—- de un punto a un 
plano, 1 19. 

— de un punto a una 
recta, 81,1 19. 

— entre dos planos 
paralelos, 119* 

— entre dos punios, 
155. 

— entre dos puntos 
inversos, 134. 

— entre dos rectas 
paralelas, 89* 

— focal, 135, 137* 
distancias, 164. 

— de las estrellas más 
próximas, 267, 

dividendo, 10* 
divisibilidad, 16. 
división, 10. 

— algebraica, 59. 

— armónica, 92. 

— de dos monomios, 
59* 

— de fracciones, 24. 

— de fracciones alge¬ 
braicas, 6 í * 

de logaritmo por 
un entero, 51* 

— de números deci¬ 
males, 25* 

— de polinomios orde¬ 
nados según las poten¬ 
cias decrecientes de una 
misma letra, 60* 

— de un complejo por 
un número entero, 33. 

de un polinomio 
por un monomio, 59. 
divisor, 10. 

divisores de un número, 
20* 

dodecágono, 88* 
□oppIcr-Fizean i electo |, 
253. 

Diinkcr Cope, 299. 
duela, 380* 

Dujardín (F.)> 298* 
duodeno, 428. 

Dutrochet [osmámetro], 
346* 
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eclipses, 265* 
ecuación, 61* 

— bicuadrada, 69* 

— binomia* 70. 

— de dimensiones, 
247* 

— de primer grado 
con varias incógnitas, 
64. 

— de segundo grado, 
67* 

— entera, 62* 
ecuaciones de primer 

grado* 61* 

— equivalentes, 62. 

— incompatibles, 65. 

trigonométricas, 

187* 

ecuación irracional, 62 t 
63* 

irracional red ileíble 
a una ecuación de se¬ 
gundo grado, 70, 

— no entera, 62* 

— racional, 62. 

— transcendente, 62* 
ecuatorial, 251* 
Echcgaray, 4, 74, 
Eddington, 277, 

efecto Dopplcr-Fizeau, 
253. 

— fotoeléctrico, 254. 

Finstcin* 2, 215, 250, 

279, 280* 
eje, 195* 

— focal, 135. 

*— mayor, 135* 

— menor, 135, I37 + 

— no transverso, 137. 

— radical, 100* 
eliminación por sustitu¬ 
ción, 65. 

elipse, 135, 141. 
elongación* 233- 
cmbriologia, 315* 

Emden, 250, 277. 
empuje radicular, 716, 
encéfalo, 419* 
encrino, 375* 
energía cinética, 243* 


envolvente, l 15. 
equilibrio [condiciones 
analíticas], 223. 

— de un punto mate¬ 
rial, 217. 

— interno de las es¬ 
trellas, 277* 

equinodermo, 375, 347* 
equinoideos, 376. 
equinorrinco, 382. 
equiüctincas, 313, 328. 
era cuaternaria, 296* 

— primaria, 293* 

— secundaria, 294. 

— terciaria, 29S* 
Eratóstenes [criba], 19* 

— de Alejandría, 249. 
erupciones eromosféricus, 

269* 

cscifozoarios, 373* 
eselerén quima, 326* 
escorpiones, 393, 
esencias, 356. 
esfera, 127. 

— de inversión, 133* 
esferas ortogonales, 129* 
esófago, 423* 

espado, 2* 

especies minerales [des¬ 
cripción], 287. 
espectral, 275* 
espectro solar, 268* 
espectrografía, 252. 
espectros estelares, 252* 
esperma lo fita a, 315, *329, 
esptrogira, 321. 
espongiarios, 374, 
esponjas, 374* 

— calcáreas, 374* 

— corneo si l leca 374, 
es po rozo a ríos, 370* 
esqueleto, 4 J 7* 
estabilidad, 413* 
estacas, 345, 

estática* 2 15, 216. 

del sólido, 269. 

— del sólido ligado, 
228, 

— gráfica, 230. 
e&teléridos, 375* 
estéreo, 36. 
estómago, 423* 
estomas, 343. 
estratigrafía, 283. 
estrella, 274, 

—- de mar, 375* 

estrellas enanas, 276* 

— gigantes, 276. 

— pulsátiles, 278* 

— variables, 278* 
Eustaquio, 298* 
evolución (mecanismo], 

414, 

— [pruebas], 413* 

— de Ja corteza ter¬ 
restre, 293* 

de los seres vivien¬ 
tes, 413* 
exágono, 88. 
excreción, 426. 
exfoliación, 286. 
exponento, I 3* 

fraccionarios, 32* 
expresión algebraica, 57. 
extracción de la raíz 
cuadrada de un número 
natural, 14* 

— de la raíz cúbica de 
un número natural, 15. 

extremidades, 418. 
extremos del diámetro, 
83. 

exudación de bis hojas, 
347* 
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Fabre (Heriri), 299. 
factor común, t L 

fanerógamas, 313* 
faringe, 423* 
fases de Ut Luna, 256, 
fecundación, 304, .158* 

— (fenómenos ] É 305* 

— doble, 361* 
fenómenos ecológicos, 

306* 

— histológicos, 306. 

— nucleares (multipli¬ 
cación axesual], 306. 

fcíificeas, 321. 

Ftirmat» 4, 74. 


Fernández d« Ovhvl-í 
(Gonzalo), 284, 29U* 

I en ai i l L. ), 4 

ficutnícelos, t! í 

figu ras semeja me s, MI 

l r aust ur rundir , I 10 
lilai las* 382* 
filicíneas, 313* 327. 
filópodos* 384. 
ftlotaxis, 342* 

Fizeau, 250. 
flagelados, 36H, 
ílúeulo, 269. 
flores, 358* 
foco, 139, 
feúcos, 135* 

Fonación, 422. 

Fontana (Nicoío), 215* 
forarniniTeros, 369. 
fórmula de Chasles* 90* 

— de los tres niveles, 
152, 

de Mac'Laurin, 208 

— de Slewart, 99* 

— de Taylor, 208* 
fórmulas y diagramas 

florales, 359. 
fotosfera, 252. 
fotosíntesis Je los eluci¬ 
das, 352. 

— de los prótidos y 
Jipi dos, 352* 

fototropismo, 340. 
Foucaull, 250* 
fr acc ión al ge br a ica, 60 * 
—- decimal, 25. 

decimal periódica 
mixta, 28. 

—* generatriz, 27. 
irreducible, 23* 

— periódica pura* 27* 
fracciones decimales pe¬ 
riódicas, 27- 

irracionales, 61. 
fr icdrnann (A.), 250, 

280* 

frutos* 361* 
fucos, 321 * 
fuerza, 216, 246. 
función clorofílica, 312, 
351* 

— creciente* 199* 

— decreciente* 199. 

— de fuerzas, 240* 

— de función, 205. 

de varias variables, 

199. 

— definida, ¡98. 
derivada, 203, 
homográfica, 201. 

— lineal, 199* 
funciones, ¡97* 

— [anatomía], 416. 

— circulares* 180* 

— circula res inversas, 
184. 

—- de nutrición* 346. 
de relación, 4 J7, 

— primitivas integra¬ 
les* 210* 

T usx. 74* 
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galaxia* 264* 

— LdimcnSions), 277, 
Galeno* 217* 

Galileo Gnlilei, 215, 250* 
Galois, 4* 

Cali, 420, 
ge no i déos, 401* 
gasterópodos, 394* 
Gaudry (Alberi), 299, 
í rauss, 4, 74. 
gefíreos, 379. 
gelatinización, 312. 
gemación, 375* 
ge huí lición* 375. 
generatriz, 126- 
ücoíTroy Saint-! lila iré 
(Étiennc), 298, 310, 414* 
geofísica, 283. 
geología* 283* 
geometría, 2, 74* 

analítica, 195* 
del espacio* 115* 

— descriptiva, 153* 

-— eudidíanu, 74. 

— - plana, 75* 
geotropismo, 338, 
germinación, 361* 
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glCDlj, W3 

1 1 *.. 11 i * 1 . mcirln- 

UVgtn i ' i f lídi 

di I |<| di-11* Ifil, 

1 ir p \ 1 iuiriltl). 29ít. 

I i l,i i I (/. U i rd|, '99, 
g ii 11 im pr l nMlH. M 3, 129* 
I*. liilllíFlición), FIO* 
líiukgo, 1/9 
KM*», 171. 
giíoa. 163, 

gláiididii de secreción 
mii-1 ti ii, t 1 7- 

■ 11 d* ii i inas, 42H, 

gen hales, 429* 

(mi t tiroides* 429* 
Hupi iim eiuiU.%* 428. 
tú o|drx* 429. 
glóbulos, 2 79* 
glucósidos, t^6, 
Gold-simdt, 309. 

Oolgi {V )* 298* 

gorilas. i57. 

grado, 13* 37* 

— centesimal, 78, 

— de ta ecuación, 62, 
de un monomio* 

57* 

— sexagesimal, 78 - 
gráficos de ferrocarriles, 

232* 

gramíneas, *332* 
gravedad, 340* 
gregarinidos, 370, 

Guldin (Pablo), 215. 

— (Teoremas de), 227* 
gusanos, 392, 


H 

Hüiiy (líené-Jusl), 284. 

haces lineales de circuios, 

101 * 

Iflncckd (0*)* 298* 414* 
Fíales, 346, 

Hall* 250. 

Haller (Albert de), 298. 
Halley, 74, 250* 

HamiJton (W* R.), 215, 

haploide, 313* 

1 iarriot* 4* 

H arrisco (Ross Gran- 
viJle), 302, 

Harvcy (Wütiarn), 298, 
Haussdorf, 2* 
haz armónico* 93. 

lineal de esferas, 

129* 

1 tea vis ¡de, 2. 

heléchos y musgos [com¬ 
paración), 328* 

! lellricgel* 350. 
hemamebn, 370. 
fiemalozoaríos, 370. 
Inemiedria* 286. 
hemipteros, 393* 
hemisferios cerebrales, 
319* 

Henneguy (F.)* 298* 
hepáticas, 323* 
herencia, 307, 
hermafroditismo, 304, 
Hernández (I *)* 298. 
Herodoto, 284, 

Herschel (W.)* 250. 
Hcrlsprung, 250. 
ilertwíg (Richard), 298. 
heteroirofismo, 357* 
hexápodos, 385- 
hídras de agua dulce, 371. 
htdromedusas, 372, 
hidrotropismo, 338* 
hidrozoarios, 371* 
hígado, 426, 427* 

H¡Iberl, 2. 
himenópteros, 392. 

H¡parco* 74, ISO, 249* 
hipérbola* 137, 142. 

— equilátera* 137* 
Hipócrates, 297* 
hipófisis, 429* 
hipotenusa* 83* 
hirodíncos* 378. 

h¡siogénesis, 390* 
histólisis, 390. 
hodógrafüp 234* 
hoju |formas 1* 342. 
hojas, 342* 

— subterráneas, 343* 
holoturia, 376. 
holotúridos, 376. 
hombres, 41 íh 


Homcr Lañe, 250. 
humedecía, 107, 132- 
hongo comestible, 320* 

— de mantillo, 319* 
venenoso, 320. 

hongos, 3Í6* 

Hooke, 298. 

Hubble, 250* 

— (Ley de), 279* 
huevo [segmentación], 

305* 

Hugo de Omcrique* 74. 
Humasen, 250* 

Humbold (A. von), 284* 
Hunt Morgan (T*), 298* 
huso esférico* 149* 
Hulton (James), 2H4* 
Huxley (T*), 298* 
Huygens, 215* 


l 


Ibn nl-Awam, 298* 

— al-Baytar, 298* 
igualdad de dos figuras, 

107. 

— de fracciones* 22* 

— de los triángulos 
rectángulos, 83* 

— de triángulos, 79* 
incompatibilidad, 65* 
incremento, 203* 
indeterminación, 65* 

— para una incógnita* 
64* 

inecuaciones, 62. 

— de primer grado* 61 

— de segundo grado, 
72* 

infinitésimo* 210* 
inflorescencias* 358* 
injerto, 345* 
insectívoros* 4ttí. 
insectos, 385. 

— [clasificación], 390, 
intensidad respiratoria, 

354. 

intestinos, 424. 
integración por partes, 
213* 

integral definida* 2L1* 

— indefinida* 210* 
integrales primeras, 241. 
interés compuesto* 54* 

— simple, 42. 
interpolación, 47* 

de medios geomé¬ 
tricos 47- 

intcrsccción de dos pla¬ 
nos, 116. 

— de dos planos cua¬ 
lesquiera, 161. 

— de la parábola con 
una recta, 14 I * 

de poliedros* 169. 

— de tres planos, Í6L 

— de una recta con 
una elipse, I 37* 

— de una recta con 
una hipérbola, 139* 

intersecciones de rectas y 
planos* 160, 177* 
intervalo, 198* 
inversa de tina recta* 112* 
inversiones que ¡ransfor¬ 
man una circunferencia 
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